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Рассматривается система из пары бозонов с точечным взаимодействием в одномерной конфигурации

в виде кольца с локализованным потенциальным дефектом. Для модельного класса дефектов найден

энергетический спектр и описана его зависимость от параметров задачи. В результате медленной

вариации параметров дефекта волновая функция системы приобретает фазовый множитель — гео-

метрическую фазу. Показано, что взаимодействие приводит к увеличению геометрической фазы при

выбранном контуре вариации параметров дефекта. Полученные результаты могут быть использованы

для построения теоретической модели квантовых инерциальных датчиков.

Ключевые слова: квантовая геометрическая фаза, интегрируемые системы, анзац Бете

Статья представлена в рамках публикации материалов конференции

«Физика ультрахолодных атомов» (ФУХА-2025), Новосибирск, декабрь 2025 г.

DOI: 10.31857/S0044451026100066

1. ВВЕДЕНИЕ

Анализ и классификация многообразия наблю-
даемых в квантовой механике явлений зачастую мо-
гут быть существенно упрощены путем установле-
ния соответствия с точно решаемыми моделями.
Несмотря на свой «игрушечный» характер, они тем
не менее способны углубить понимание явлений и
эффектов в реальных системах. При этом особую
важность приобретают точно решаемые модели для
многочастичных систем. Их экспериментальная ре-
ализация стала возможной с прогрессом в области
физики ультрахолодных атомов. Оптические и маг-
нитооптические ловушки сейчас позволяют созда-
вать и эффективно контролировать низкоразмер-
ные пространственные конфигурации атомов [1, 2].
В частности, наблюдается интерес к реализации
пространственных конфигураций ансамблей холод-
ных атомов в виде тороидов с хорошей поперечной
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локализацией [3–7] — подобные системы могут слу-
жить основой квантовых инерциальных сенсоров, в
том числе работающих на принципе, аналогичном
устройствам SQUID [8]. Хотя в большинстве экспе-
риментальных ситуаций описание физики явлений
не сводится к точно решаемым моделям, последние
тем не менее могут быть полезны при анализе экс-
периментальных данных, поскольку обеспечивают
относительно простое вычисление корреляционных
функций [9–11].

Теоретические и экспериментальные исследова-
ния низкоразмерных атомных систем дают новые
фундаментальные знания о физике многочастич-
ных квантовых корреляций [12–16], поведении мно-
гочастичных систем в термодинамическом пределе
[17–19] и физике фазовых переходов [20, 21].

В серии работ [22–24] была разработана ориги-
нальная концепция квантового гироскопа и кванто-
вого акселерометра, основным элементом которых,
чувствительным к ускорению системы отсчета, яв-
ляется пара мод атомарного конденсата, имеющих
кольцевую пространственную конфигурацию с ло-
кализованной неоднородностью — дефектом. Необ-
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ходимым требованием к такому дефекту оказалась
его асимметрия, т. е. способность задавать направле-
ние обхода кольца. Различие конструкций гироско-
па и акселерометра сводится к различию простран-
ственного положения кольцевых атомарных мод.
При этом измеряемой величиной, несущей инфор-
мацию об угловой скорости вращения (в случае ги-
роскопа) или линейного ускорения (в случае акселе-
рометра), являлась разница фаз, приобретаемая со-
стояниями мод в результате определенной эволюции
параметров дефекта1). Отметим, что использование
кольцевых конфигураций с потенциальным дефек-
том для гироскопических приложений уже обсужда-
лось в [8], однако в упомянутой работе чувствитель-
ность к вращению достигалась за счет перемещения
потенциала-дефекта по окружности кольца.

Недостатком построенной модели являлось пре-
небрежение взаимодействием между частицами, ко-
торое в общем случае играет весьма существенную
роль в низкоразмерных системах. При этом, если
ориентироваться на метрологические приложения,
реализованные с использованием стандартных схем
с атомным интерферометром [25,26], то в них меж-
атомное взаимодействие является помехой, снижа-
ющей общую чувствительность системы, — взаимо-
действие между атомами во время распростране-
ния в плечах интерферометра вносит нежелатель-
ную дополнительную фазу. В работе [27] был рас-
смотрен способ учета этого взаимодействия в рам-
ках модели Либа – Линигера [28, 29]. Это одна из
наиболее известных точно решаемых многочастич-
ных моделей, описывающая систему бозонов с кон-
тактным взаимодействием в одномерной геометрии
с использованием анзаца Бете [30]. Известны реше-
ния для периодических граничных условий (кольце-
вой геометрии) [28,29] и для модели частиц в непро-
ницаемом «ящике» [31], а также сформулированы
некоторые общие требования к системе δ-образных
потенциалов, допускающей решения в виде анзаца
Бете [32].

Мотивация данной работы продиктована потен-
циальными приложениями в квантовой гироскопии.
Работа [27] развивает идеи, заложенные в серии ра-
бот [22–24], посвященных созданию модели кванто-
вых гироскопов и акселерометров на геометриче-
ской фазе, путем включения в модель взаимодей-
ствия между частицами. В [27] для рассмотрения

1) Как будет показано далее, значение этой фазы зависит
лишь от геометрии пути в пространстве параметров, по ко-
торому проводится вариация, но не от самой скорости вариа-
ции. Поэтому такая фаза обычно называется геометрической.

была выбрана простейшая двухчастичная модель,
поскольку обобщение для большого числа частиц
с учетом сохранения нетривиальной потенциальной
конфигурации является достаточно трудной зада-
чей2). Способствовать ее решению может выяснение
наличия либо отсутствия определенных симметрий
в решении задачи для двух частиц. В первую оче-
редь это касается поведения решений при измене-
нии параметров барьера. Кроме того, для обоснова-
ния применения полученных результатов в кванто-
вой гироскопии необходимо добавить в модель уско-
рение системы отсчета. Основные необходимые для
этого соотношения выведены в настоящей работе.

2. МОДЕЛЬ

Рассматривается система двух тождественных
бозонов с импульсами k̂1 и k̂2 на одномерном коль-
це3) длины L. Положение частиц на кольце описы-
вается угловой координатой x ∈ [0, L). Взаимодей-
ствие между частицами отталкивающее, имеет то-
чечный характер и описывается константой c, кото-
рая в этом случае принимает положительные значе-
ния. Уравнение Шредингера в безразмерной систе-
ме единиц ~ = m = 1 таким образом имеет вид [32]

(

k̂21
2

+
k̂22
2

)

Ψ(x1, x2) + cδ(x1 − x2)Ψ(x1, x2) =

= EΨ(x1, x2). (1)

Это двухчастичный вариант известной модели Ли-
ба – Линигера. Однако наличие локализованного по-
тенциала, формирующего дефект, налагает нетри-
виальные граничные условия. Поскольку базисом
решений (1) являются плоские волны, естественным
оказывается описание дефекта в рамках форма-
лизма трансфер-матриц [34]. Трансфер-матрица M
принадлежит группе SU(1, 1) и связывает одноча-
стичные амплитуды падающей и отраженной плос-
ких волн по разные стороны дефекта (см. рис. 1):

2) Тем не менее даже модели с малым числом частиц де-
монстрируют нетривиальные эффекты и имеют практиче-
ские приложения. Примером может служить работа [33], в
которой обсуждается динамика пары атомов, изначально на-
ходящихся в NOON-состоянии в одномерной яме, разделен-
ной δ-образным барьером.

3) В действительности речь идет лишь об операторах, соб-
ственные числа которых нумеруют стационарные состояния
системы (см. далее); их можно соотнести с физическими им-
пульсами частиц лишь в асимптотическом пределе при рас-
смотрении многочастичного рассеяния [32].
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Рис. 1. Схема кольцевой потенциальной конфигурации с

дефектом [27]. Отмечены падающие и отраженные волны

(

A+

A−

)

.
= M

(

B+

B−

)

=

(

u v

v∗ u∗

)(

B+

B−

)

; (2)

|u|2 − |v|2 = 1.

Данный формализм был ранее эффективно ис-
пользован для построения теоретической модели
квантового гироскопа и акселерометра [22–24], од-
нако в указанных работах рассматривался конден-
сат Бозе – Эйнштейна невзаимодействующих час-
тиц. Структура решения при наличии взаимодей-
ствия приводит к нетривиальным граничным усло-
виям в точке дефекта, как было описано в работе
[27]. Ниже мы более подробно воспроизведем приве-
денный в ней вывод спектральных соотношений.

Решение уравнения (1) строится из элементар-
ных волновых функций Бете [32], представляющих
решение в одном из симплексов пространства коор-
динат частиц — в нашем случае это область x1 < x2
(решение во второй области достраивается из сооб-
ражений симметрии бозонной волновой функции по
перестановке координат частиц). Они специфициру-
ются импульсами частиц:

Ψ{k1,k2}(x1, x2)=
∑

p=e,σ

A(p)(k1, k2) exp

[

∑

j=1,2

ikjxp(j)

]

,

(3)
где символ e обозначает тождественную перестанов-
ку, а σ — перестановку (12).

Поскольку дефект порождает отраженные вол-
ны и является точечным, то волны по обе его сторо-
ны должны иметь одинаковые по модулю и проти-
воположные по знаку импульсы. Это утверждение
справедливо для граничных условий в месте дефек-
та, сохраняющих симметрию уравнения (1) относи-
тельно изменения знаков импульсов, в частности,
если коэффициенты трансфер-матрицы дефекта не

имеют зависимости от импульсов частиц (мы обсу-
дим справедливость этого предположения более по-
дробно в заключительной части работы). Как след-
ствие, элементарная волновая функция Ψ(el)(x1, x2)

в нашей модели в случае двух частиц оказывает-
ся суперпозицией четырех элементарных волновых
функций Бете:

Ψ(el)(x1, x2) = Ψ{k1,k2}(x1, x2) + Ψ{k1,−k2}(x1, x2) +

+Ψ{−k1,k2}(x1, x2) + Ψ{−k1,−k2}(x1, x2),
(4)

Ψ(x1, x2) = H(x2 − x1)Ψ
(el)(x1, x2) +

+H(x1 − x2)Ψ
(el)(x2, x1),

где H(x) — функция Хевисайда.
Любая трансфер-матрица может быть пред-

ставлена в виде произведения «элементарных»
трансфер-матриц, причем каждый из сомножите-
лей относится к одной из трех канонических форм
[34]. Мы будем использовать две из них (такой же
выбор сделан в работах [22] и [24]):

M =

(

eiα 0

0 e−iα

)(

ch η i sh η

−i shη ch η

)

. (5)

Первая матрица отвечает изменению фаз прошед-
ших волн на α, а вторая — изменению их амплитуд,
с коэффициентом прохождения, равным 1/ chη, и
дополнительным изменением фазы на π/2 при от-
ражении. Поскольку матрицы-сомножители в (5) не
коммутируют, то оказывается выполненным необхо-
димое для потенциальных гироскопических приме-
нений условие — кольцо становится ориентируемым.

Трансфер-матрица описывает одночастичное
рассеяние на потенциале, поэтому запись граничных
условий для двухчастичных амплитуд A(p)(k1, k2),
входящих в (3), (4), требует дополнительных со-
ображений. Аргументы k1, k2 относятся к разным
частицам, поэтому ясно, что трансфер-матрица
должна связывать амплитуды с фиксированным
значением одного из аргументов. Пусть, к примеру,
амплитуды плоских волн в левой (по отношению к
направлению обхода кольца) окрестности барьера
равны A(e)(k1, k2) и A(e)(−k1, k2). Тогда соответ-
ствующие амплитуды в правой окрестности барьера
должны отличаться фазовым множителем e±ik1L,
набегающим в результате обхода кольца в том
или ином направлении. Наличие дефекта задает
порядок нумерации частиц на кольце, поэтому пе-
ремещение из правой окрестности барьера в левую
или наоборот сводится к перестановке частиц. Со-
ответственно, трансфер-матрица должна связывать
двухчастичные амплитуды из (3), отличающиеся
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верхним индексом (p). Рассмотрение рассеяния
частицы с номером 2 сводится к одновременной
замене σ → e и перестановке импульсов k1 и k2.
В результате имеем следующий набор граничных
условий:
(

A(e)(k1, k2)

A(e)(−k1, k2)

)

= M
(

A(σ)(k1, k2)e
ik1L

A(σ)(−k1, k2)e−ik1L

)

,

(6)
(

A(σ)(k1, k2)

A(σ)(k1,−k2)

)

= M
(

A(e)(k1, k2)e
ik2L

A(e)(k1,−k2)e−ik2L

)

.

Граничные условия при переходе из области
x1 < x2 в область x1 > x2 с учетом контактно-
го взаимодействия получаются стандартным прие-
мом — интегрированием уравнения Шредингера в
малой окрестности границы секторов [32]:

∂Ψ

∂(x1 − x2)

∣

∣

∣

∣

x1−x2=+0

− ∂Ψ

∂(x1 − x2)

∣

∣

∣

∣

x1−x2=−0

=

= 2cΨ
∣

∣

x1−x2=0
, (7)

что приводит к следующему выражению для двух-
частичных амплитуд:

A(p)(k1, k2) =

(

1 +
ic

kp(1) − kp(2)

)

A(k1, k2). (8)

Граничные условия (6), (8) образуют полную систе-
му уравнений для определения двухчастичных ам-
плитуд. В силу принадлежности трансфер-матрицы
к группе SU(1, 1) получившаяся система из четырех
уравнений разбивается на две совпадающие линей-
ные системы. Условие ее совместности приводит к
следующему набору спектральных соотношений:

(k21 − k22 − c2)Re(u eik1L)− 2ck1 Im(u eik1L) =

= k21 − k22 + c2,
(9)

(k22 − k21 − c2)Re(u eik2L)− 2ck2 Im(u eik2L) =

= k22 − k21 + c2.

Полезно сравнить полученный результат с реше-
нием для случая чисто периодических граничных
условий. В этом случае решение в каждом секторе
представляется одной элементарной функцией Бе-
те Ψ{k1,k2}, а решения в разных секторах связаны
соотношением Ψ{k1,k2}(x1, x2) = Ψ{k1,k2}(x2, x1 +L).
Соответствующая система спектральных соотноше-
ний имеет вид

(k1 − k2 − ic) eik1L = k1 − k2 + ic,

(k2 − k1 − ic) eik2L = k2 − k1 + ic.
(10)

Возведение в квадрат модуля обеих частей каждо-
го уравнения непосредственно приводит к системе
(9) с u = 1, т. е. уравнения для случая однородного
кольца непосредственно возникают путем осуществ-
ления предельного перехода. Отметим также, что
при действительных значениях u система (9) остает-
ся инвариантной относительно инверсии импульсов
k1, k2 — как и следовало ожидать, поскольку этот
случай соответствует симметричному (неориентиро-
ванному) дефекту. В случае же ориентированного
дефекта указанная симметрия нарушается.

Уравнения (9) описывают два семейства кривых
в плоскости k1k2 — «горизонтальное» и «вертикаль-
ное», транспонированные друг относительно друга
(рис. 2 a). Каждую кривую можно пронумеровать
целым числом, характеризующим близость кривой
к началу координат. Таким образом, собственные
энергии задачи можно нумеровать двумя индекса-
ми (i, j), обозначающими номера горизонтальной и
вертикальной кривых, пересечение которых дает ре-
шение уравнения (1):

E(ij) =
k
(i,j)2
1

2
+
k
(i,j)2
2

2
. (11)

При этом при совпадающих значениях индексов
(и соответственно совпадающих значениях импуль-
сов частиц) волновая функция системы тождествен-
но обращается в нуль. Аналогичная система нуме-
рации (и эффект обращения в нуль при совпаде-
нии импульсов) имеет место и в случае однородно-
го потенциала. Логарифмирование уравнений систе-
мы (10) дает

k1L+ 2 arctg
k1 − k2

c
= 2πI1,

k2L+ 2 arctg
k2 − k1

c
= 2πI2,

I1,2 = ±1/2, ±3/2, ±5/2, . . .

(12)

Фиксация выбора полуцелых чисел I1,2 (которые
фактически также связаны с номерами горизон-
тальных и вертикальных кривых) при условии
I1 < I2 дает единственную пару значений импуль-
сов частиц. Решения системы (12) представлены на
рис. 3. Визуально системы решений на рис. 3 и 2 a

схожи; однако отметим, что наличие дополнитель-
ного изменяемого параметра u в (10) существенно
расширяет класс возможных преобразований систем
решений. Для целей данной работы наиболее важ-
но установить, как они ведут себя при вариации
параметров дефекта. Именно эта вариация должна
привести к появлению чувствительной к внешнему
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Рис. 2. a — Семейства кривых, порождающих решения

спектральных соотношений при наличии потенциального

дефекта, при η = 2, α = 0, c = 0.1, L = 5. Кружка-

ми отмечены корни дисперсионных соотношений, а индек-

сы означают номера вертикальных и горизонтальных кри-

вых, пересечение которых порождает каждый корень [27].

Штриховая прямая соединяет два корня с номерами (1, 3)

и (3, 5), переходящие друг в друга при вариации на 2π

параметра α дефекта (см. в тексте). b — Квадрат моду-

ля волновой функции состояния (1, 3), нормированной на

единицу, при тех же параметрах задачи

ускорению измеримой величины — разности геомет-
рических фаз двух кольцевых конфигураций с де-
фектами, задающими различную ориентацию. Для
этого мы введем понятие геометрической фазы в
наиболее общем виде.

Пусть |Ψ〉 — вектор гильбертова пространства,
представляющий стационарное состояние системы.
Рассмотрим его эволюцию при адиабатически мед-
ленной вариации параметров дефекта η и α, ко-
торые для удобства обозначим коллективным ин-
дексом «s», по некоторому заранее выбранному

Рис. 3. Решения спектральных соотношений для случая

однородного кольца при c = 0.1, L = 5. Решения от-

мечены кружками. В скобках указаны соответствующие

значения (I1, I2)

контуру C. В соответствии с адиабатической тео-
ремой состояние системы остается стационарным,
а его вектор состояния приобретает параметри-
ческую зависимость: |Ψ〉 = |Ψ(s)〉. Вообще гово-
ря, данная зависимость определяется не единствен-
ным возможным образом, так как векторы вида
|Φ(s)〉 = eiθ(s)|Ψ(s)〉, отличающиеся калибровочным
преобразованием, являются равноправными пред-
ставителями состояния системы. В случае вариации
по гладкому контуру в пространстве параметров ра-
зумно потребовать, чтобы фазы состояний, отлича-
ющихся значениями параметра s на инфинитези-
мально малую величину ds, также мало различа-
лись между собой. Последнее условие удобно запи-
сать с использованием структуры скалярного произ-
ведения (не предполагая при этом какую-либо кон-
кретную нормировку волновой функции):

arg(〈Φ(s)|Φ(s + ds)〉) ≃ 〈Φ(s)|∇s|Φ(s)〉
〈Φ(s)|Φ(s)〉 ds = 0. (13)

Иначе говоря, эволюция состояния вдоль контура
должна быть устроена таким образом, чтобы векто-
ры |Φ(s)〉 и ∇s|Φ(s)〉ds были всюду ортогональны.
Поэтому (13) называют также условием параллель-
ного переноса. Важным обстоятельством является
то, что хотя фазовые множители близко лежащих
состояний отличаются мало, для сильно разнесен-
ных состояний это утверждение неверно. Пусть si,
sf — соответственно начальное и конечное значения
набора параметров. Тогда из (13) нетрудно полу-
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чить выражение для разности фаз векторов |Φ(si)〉
и |Φ(sf )〉, которое удобно записать в более симмет-
ричной форме в виде интеграла по траектории [35]:

θ
.
= θg = arg(〈Φ(si)|Φ(sf )〉) = arg(〈Ψ(si)|Ψ(sf )〉) +

+
i

2

∫

C

〈Ψ(s)|∇sΨ(s)〉 − 〈∇sΨ(s)|Ψ(s)〉
〈Ψ(s)|Ψ(s)〉 ds. (14)

Первое слагаемое в этом выражении обычно назы-
вают полной фазой θtot, поскольку оно определяет
разность фаз начального и конечного состояний (в
выбранной калибровке), а интегральное слагаемое с
точностью до знака — динамической фазой θdyn, по-
рожденной процессом вариации параметров систе-
мы. Каждое из этих двух слагаемых по отдельности
может быть устранено подходящим выбором калиб-
ровки, однако их разность θg

.
= θtot − θdyn при этом

остается неизменной. Поэтому именно эта фаза θg
и является величиной, измеримой в эксперименте.
Ясно, что она фактически не зависит от скорости
проведения вариации по контуру C, коль скоро ис-
следуемое состояние |Ψ(s)〉 остается всюду стацио-
нарным. В этой связи θg называется также геомет-
рической фазой [36–38].

В качестве контура вариации параметров дефек-
та выберем контур η = const, α ∈ [0, 2π]. Поскольку
варьируется лишь один параметр, то общее выра-
жение для геометрической фазы (14) существенно
упрощается:

|Ψ〉 → eiθg |Ψ〉,

θg = arg〈Ψ(α = 0)|Ψ(α = 2π)〉+

+
i

2

2π
∫

0

〈Ψ| ∂
∂αΨ〉 − 〈 ∂

∂αΨ|Ψ〉
〈Ψ|Ψ〉 dα,

(15)

где

〈Φ|Ψ〉 =
∫

Φ∗(x1, x2)Ψ(x1, x2) dx1dx2. (16)

При изменении параметра α каждое семейство
кривых из (9) меняется, однако в силу симметрии
относительно перестановки k1 и k2 оба семейства
кривых меняются одинаково. Изменение α на вели-
чину, кратную 2π, очевидно должно перевести си-
стему, изначально находящуюся в некотором стаци-
онарном состоянии, в другое стационарное состоя-
ние. Соответственно, решения спектральных соот-
ношений при вариации α будут смещаться вдоль от-
резков прямых k2 = k1 + const, соединяющих раз-
личные решения при α = 0, проиллюстрированные
на рис. 2 a [27].

3. РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЕ

Основным состоянием в рассмотренной модели
является состояние (−1, 1). Мы договоримся сохра-
нять порядок i < j, как в обычной модели Ли-
ба – Линигера с однородным потенциалом. По ана-
логии с ней среди возбужденных состояний можно
выделить возбуждения типа I, отличающиеся от ос-
новного значением одного индекса, и типа II, когда
оба индекса сдвигаются на одинаковую величину
[29]. Хотя их физические свойства различаются (в
частности, возбуждения типа II подчиняются иным
дисперсионным соотношениям), поведение геомет-
рической фазы оказывается качественно схожим. В
этом смысле выбор конкретного начального состо-
яния для демонстрации зависимости от взаимодей-
ствия непринципиален; однако различные началь-
ные состояния демонстрируют различную чувстви-
тельность к изменению параметра барьера η. Вы-
числение геометрической фазы проведено для воз-
бужденного начального состояния с индексами (1, 3)

(см. выделенную точку на рис. 2 a) — это возбуж-
дение типа II, для которого вариация этого пара-
метра приводит к заметным изменениям поведения
геометрической фазы. Вид его волновой функции
представлен на рис. 2 b. На рис. 4 представлены за-
висимости приобретаемой геометрической фазы от
величины взаимодействия c при различных значе-
ниях параметра дефекта η. Видно, что при увеличе-
нии взаимодействия геометрическая фаза также мо-
нотонно увеличивается, достигая некоторого асимп-
тотического значения. При этом более чувствитель-
ной к величине взаимодействия геометрическая фа-
за оказывается в системе с дефектом, обладающим
бо́льшим коэффициентом отражения (это соответ-
ствует бо́льшим значениям η).

Перечисленные характерные особенности наблю-
даемых зависимостей объясняются конкуренцией
двух эффектов — влияния потенциального дефек-
та и межчастичного взаимодействия. Ясно, что при
увеличении взаимодействия влияние дефекта на
стационарные уровни энергии уменьшается, что сле-
дует из явного вида спектральных соотношений (9)
(это по крайней мере справедливо для не слиш-
ком больших значений импульсов). В результате
при больших c зависимость геометрической фазы от
этого параметра носит асимптотический характер.
Вместе с тем значение асимптотики увеличивается с
параметром η. Наличие слабопроницаемого дефек-
та неизбежно приводит к более сильной зависимо-
сти волновых функций системы от его параметров,
поскольку он представляет собой фактически еще
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Рис. 4. Геометрическая фаза, вычисленная для стацио-

нарного состояния (1, 3), в зависимости от безразмерно-

го (в системе единиц ~ = m = 1) произведения Lc дли-

ны окружности кольца на параметр взаимодействия при

различных значениях η [27]. При больших η и больших

c геометрическая фаза асимптотически стремится к мак-

симальному значению π. При малых η и Lc асимптотика

составляет π/2.

одну (бесконечно тяжелую) отталкивающую части-
цу. Поэтому при вариации последних соответствую-
щий интеграл в выражении для геометрической фа-
зы принимает бо́льшие значения.

В области слабого взаимодействия соотношение
обратное — бо́льшая проницаемость дефекта порож-
дает бо́льшую геометрическую фазу. В пределе ну-
левого взаимодействия нетрудно найти аналитиче-
ское решение дисперсионных соотношений (9):

k1,2L = α−π
2
+arccos

(

1

ch η

)

+2πn1,2, n1,2 ∈ Z. (17)

Стационарное состояние определяется выбором це-
лых чисел n1,2. Двухчастичные амплитуды с ин-
дексами e, σ становятся равными. Непосредствен-
ная подстановка в (15) показывает, что динамиче-
ское слагаемое в этом случае становится малым. В
результате основной вклад в геометрическую фазу
будет давать первое слагаемое из (15), т. е. полная
фаза θtot. Ее предел при больших η равен

arg〈Ψ(α=0)|Ψ(α=2π)〉 → − arccos

(

1

ch η

)

+
π

2
. (18)

Наибольшая геометрическая фаза обеспечивается
при наличии более проницаемого дефекта. Несмот-
ря на малую величину коэффициента отражения,
дефект все же придает взаимодействующим с ним
плоским волнам дополнительную фазу, определяю-
щуюся первой из «элементарных» трансфер-матриц
в (5), что и объясняет полученный результат.

Параметр межчастичного взаимодействия c свя-
зан с физическими характеристиками процесса мно-

гочастичного рассеяния. Величина ~
2/mc имеет раз-

мерность длины и характеризует длину s-рассеяния
в одномерной геометрии. Она может быть выра-
жена через длину s-рассеяния в газе свободных
частиц afree и характерный поперечный размер
кольца a⊥ [39]:

~
2

mc
=

a2⊥
2afree

(

1− C afree
a⊥

)

, (19)

где C ≈ 1.46 . . . Для атомов 87Rb, занимающих
сверхтонкий подуровень |f,mf = 1〉, при нулевом
магнитном поле afree ≈ 100aB, где aB — боровский
радиус [40]. Таким образом, в потенциальной конфи-
гурации в виде тонкого кольца со средним радиусом
50 мкм и поперечным размером ≈ 0.12 мкм (часто-
та поперечного удержания 5 · 104 рад/с) безразмер-
ный параметр mcL/~2 оказывается равным ≈ 242.8.
Для 87Rb длиной рассеяния можно управлять в ши-
роких пределах при помощи резонансов Фешбаха
[41, 42]. Поэтому можно заключить, что приведен-
ный на рис. 4 диапазон значений параметра взаимо-
действия по горизонтальной оси вполне соотносит-
ся с возможностями современной эксперименталь-
ной техники.

Постановка рассмотренной задачи продиктована
предложенными ранее схемами инерциальных сен-
соров на основе атомарного конденсата Бозе – Эйн-
штейна. В этой связи целесообразно обсудить воз-
можные обобщения развитого в данной работе фор-
мализма на случай наличия ускорения системы от-
счета. В качестве примера рассмотрим влияние вра-
щения системы отсчета с угловой скоростью Ω отно-
сительно оси, расположенной для простоты ортого-
нально плоскости одномерного кольца, по-прежнему
содержащего пару бозонов с точечным взаимодей-
ствием. В этом случае к гамильтониану системы до-
бавятся слагаемые, линейные по импульсам частиц
[22], а уравнение Шредингера примет вид

(

k̂21
2

+
k̂22
2

− Ωk̂1 − Ωk̂2

)

Ψ(x1, x2)+

+ cδ(x1 − x2)Ψ(x1, x2) = EΨ(x1, x2). (20)

В отсутствие дополнительного дефекта его решение
можно представить в виде f(x1, x2)Ψ{k1,k2}(x1, x2),
где функция Ψ{k1,k2}(x1, x2) определена в (3), а
f(x1, x2) не должна нарушать перестановочную сим-
метрию. Нетрудно проверить, что при выборе

f(x1, x2) = eiΩ(x1+x2)

имеет место соотношение
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(

k̂21
2

+
k̂22
2

− Ωk̂1 − Ωk̂2

)

f(x1, x2)Ψ{k1,k2}(x1, x2) =

= f(x1, x2)

(

k̂21
2

+
k̂22
2

− Ω2

2

)

Ψ{k1,k2}(x1, x2), (21)

т. е. уравнение Шредингера приводится к виду (1)
со «сдвинутыми» уровнями энергии. Следователь-
но, при наличии дополнительного дефекта выраже-
ния (4) для новой элементарной волновой функции
остаются справедливыми. Верны также и условия
(7) на границе секторов. Однако граничное условие
в точке дефекта изменяется следующим образом:

(

A(e)(k1, k2)

A(e)(−k1, k2)

)

=M
(

A(σ)(k1, k2)e
ik1L+iΩL

A(σ)(−k1, k2)e−ik1L+iΩL

)

,

(22)
(

A(σ)(k1, k2)

A(σ)(k1,−k2)

)

=M
(

A(e)(k1, k2)e
ik2L+iΩL

A(e)(k1,−k2)e−ik2L+iΩL

)

,

что приводит к новой системе спектральных
соотношений:

(k21 − k22 − c2)Re(u eik1L)− 2ck1 Im(u eik1L) =

= (k21 − k22 + c2) cosΩL+ 2ck2 sinΩL,

(k22 − k21 − c2)Re(u eik2L)− 2ck2 Im(u eik2L) =

= (k22 − k21 + c2) cosΩL+ 2ck1 sinΩL.

(23)

Кратко обсудим полученный результат. Во-первых,
по сравнению с (9) больше не сохраняется сим-
метрия относительно инверсии импульсов, даже в
случае действительных коэффициентов трансфер-
матрицы. Это связано с наличием выделенного
внешним ускорением направления обхода кольца.
Во-вторых, имеется чувствительность к изменению
знака угловой скорости вращения4). Это позволяет
надеяться на различные значения геометрической
фазы у противоположно ориентированных колец, а
также возможности оптимизации этой разницы по
параметру взаимодействия c.

Важно также обсудить влияние выбора конту-
ра вариации параметра дефекта. При выбранном
контуре η = const, α ∈ (0, 2π) начальное и конеч-
ное состояния относятся к одной и той же систе-
ме решений, рассчитанных для дефекта с действи-
тельным коэффициентом пропускания. Это упроща-
ет расчет, поскольку, как было отмечено выше, при

4) В случае симметричного дефекта имеется симметрия от-
носительно одновременного изменения знака Ω и импульсов
частиц, что также сходится с простыми физическими сообра-
жениями — инверсия импульсов равносильна операции отра-
жения в плоскости кольца.

наличии комплексности теряется симметрия относи-
тельно инверсии в пространстве импульсов. Прин-
ципиальная важность комплексного коэффициента
пропускания барьера была отмечена в работе [24],
также посвященной генерации геометрической фа-
зы в отсутствие межчастичного взаимодействия для
регистрации линейного ускорения системы отсче-
та. В ней было показано, что геометрическая фа-
за тождественно обращается в нуль, если коэффи-
циент пропускания барьера действительный. Пред-
ставляется, что для настоящей работы это усло-
вие не является необходимым, поскольку комплекс-
ность возникает как при выборе анзаца (3), так
и при построении граничных условий (6). Однако
принципиальной (причем в том числе и для зада-
чи с бо́льшим числом частиц) по-прежнему являет-
ся ориентируемость дефекта, проявляющаяся в на-
рушении симметрии относительно инверсии в про-
странстве импульсов. Без ее нарушения разность

геометрических фаз двух колец окажется тожде-
ственно равной нулю.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

На примере двухчастичной модели изучено вли-
яние взаимодействия на геометрическую фазу, воз-
никающую в системе двух тождественных бозонов,
удерживаемых в пространственной конфигурации в
виде тонкого кольца с локализованной неоднородно-
стью («дефектом»). Геометрическая фаза создается
вариацией параметров, характеризующих потенци-
ал дефекта. Показано, что наличие отталкивающего
взаимодействия между частицами приводит к уси-
лению эффекта генерации геометрической фазы. В
зависимости от величины взаимодействия более вы-
годным в смысле величины приобретаемой геомет-
рической фазы может оказаться дефект с бо́льшим
или меньшим коэффициентом пропускания.

Усложнение, вносимое появлением дефекта
кольцевой структуры, заставило ограничиться
в настоящей работе рассмотрением всего пары
частиц. В случае N -частичной модели число слага-
емых в соответствующем уравнении (3) окажется
равным 2N . По этой причине перспективы получе-
ния полного решения, аналогичного классической
задаче с анзацем Бете, пока остаются неясными.
Мы также не стали приводить соответствую-
щий расчет геометрических фаз в присутствии
вращения, поскольку практическая ценность та-
кого двухчастичного гироскопа невысока. Тем не
менее, если задача систематического обобщения
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спектральных соотношений (9) на N -частичную мо-
дель будет решена, будет сравнительно несложно
учесть в ней эффекты ускорения системы отсчета —
пример такого обобщения был рассмотрен в преды-
дущем разделе. Таким образом, приведенный вывод
соотношения (23) является необходимым предвари-
тельным шагом на пути к построению реалистичной
модели многочастичного гироскопа.

Стоит также подчеркнуть следующие важные
обстоятельства, позволившие свести задачу к точно
решаемой. Влияние потенциального дефекта фак-
тически проявляется лишь в постановке гранич-
ных условий (6). В свою очередь, совместность этих
условий со структурой анзаца Бете обеспечивается
независимостью коэффициентов трансфер-матрицы
дефекта от импульсов частиц. Полезно провести
сравнение рассмотренной задачи с другим попу-
лярным модельным классом локализованных потен-
циальных дефектов — δ-образными потенциалами.
Для систем таких потенциалов имеет место необхо-
димое условие интегрируемости (что в данном кон-
тексте является синонимом рассеяния без дифрак-
ции) в виде наличия специальной симметрии — так
называемое условие обобщенного калейдоскопа [32].
В частности, для двух частиц с точечным оттал-
кивающим взаимодействием на кольце с дополни-
тельным δ-потенциалом было показано [43], что ин-
тегрируемость сохраняется для антисимметричных
относительно отражений на кольце волновых функ-
ций. В противном случае возникают дифракцион-
ные явления, что приводит к невозможности све-
сти решение к функции с конечным набором им-
пульсов частиц, аналогично тому, как это проис-
ходит при рассеянии даже пары взаимодействую-
щих частиц на δ-потенциале на бесконечной пря-
мой [44]. В [45] была исследована связь этого яв-
ления с переходом в режим квантового хаоса. Рас-
смотренный в нашей работе дефект, характеризу-
ющийся трансфер-матрицей (5), относится к иному
классу — он принципиально несимметричен. Инте-
грируемость же обеспечивается специальным видом
граничных условий в точке барьера. Еще раз под-
черкнем, что независимость трансфер-матрицы от
импульсов частиц весьма существенна. Тем не ме-
нее отметим, что указанная независимость (или по
крайней мере слабая зависимость) должна иметь
место лишь в определенном диапазоне импульсов
(см. рис. 2), связанном с контуром вариации потен-
циалов дефекта. Поэтому при конкретизации его ви-
да и в случае, если дефект не точечный, учет ди-
фракционных явлений будет необходим. Тем не ме-
нее представляется, что для конкретного дефекта

возможно выбрать такое возбужденное состояние,
для которого найденные в настоящей работе реше-
ния в виде анзаца (3) будут справедливыми по край-
ней мере в режиме слабой дифракции.

Отдельным вопросом является метод построе-
ния необходимого типа дефекта. Локализованность
дефекта позволяет описывать его в рамках удоб-
ного «абстрактного» формализма, однако методы
его практической реализации (например, в виде до-
полнительного пучка оптического излучения с пе-
ретяжкой в области кольца) находятся в противо-
речии с необходимой для гироскопических прило-
жений асимметрией. Возможно рассмотрение ком-
бинации локализованных барьера и ямы, подобно
тому, как это было сделано в [23]. Однако в этом
случае вряд ли можно надеяться на сведение зада-
чи к точно решаемой, поскольку учет межчастич-
ного взаимодействия неизбежно приведет к потере
интегрируемости. Кроме того, использование колец
с такой комбинацией потенциалов в качестве гра-
виметра невозможно в силу тождественного равен-
ства нулю геометрической фазы, как было показано
в [24]. В качестве альтернативного подхода можно
было бы перейти к рассмотрению ансамбля частиц
с ненулевым (целым) спином. Тогда необходимой
асимметрии потенциального дефекта можно было
бы достичь с использованием дополнительной кон-
фигурации магнитного поля.
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Abstract

A system consisting of a pair of bosons with point-like interaction on a one-dimensional ring with localized potential

defect is considered. For a model class of defects, the energy spectrum of the system is obtained and its dependence on

the parameters of the problem is described. As a results of slow variation of defect’s parameters, the wavefunction of the

system gains a phase factor – the geometric phase. It is shown that interaction leads to increase of this geometric phase for

a chosen contour of variation. Obtained results can be used for building theoretical model of quantum inertial sensors.
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