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Рассмотрены процессы рассеяния электронов на продольных акустических фононах в квантующем

магнитном поле. Получены выражения для скорости рассеяния в магнитном поле, наклоненном к слоям

квантовой ямы. Посредством анализа этих выражений установлены тенденции поведения скорости
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1. ВВЕДЕНИЕ

Магнитное поле, приложенное перпендикулярно
слоям квантовой ямы, приводит к изменению харак-
тера ее энергетического спектра. Непрерывные дву-
мерные подзоны размерного квантования становят-
ся дискретными сериями уровней Ландау, каждый
из которых вырожден с макроскопической кратно-
стью [1]. Это изменение структуры энергетического
спектра оказывает существенное влияние на процес-
сы рассеяния и релаксации электронов в квантовых
ямах [2–27].

Рассеяние электронов на акустических коле-
баниях кристаллической решетки является одним
из важных механизмов релаксации электронов в
структурах из полупроводниковых квантовых ям
[28–40]. По этой причине процессы рассеяния на
акустических фононах довольно подробно изуча-
лись, в том числе и в квантующем магнитном по-
ле [6, 8, 12, 17].

Однако процессы рассеяния изучались в кван-
тующем магнитном поле, перпендикулярном слоям
квантовой ямы.

* E-mail: telenkovmp@lebedev.ru

В то же время хорошо известно, что, накло-
няя магнитное поле относительно плоскости сло-
ев квантовой ямы, можно существенно повлиять на
туннельные [41, 42] и оптические [43–45] переходы.
Недавно нами это было продемонстрировано и для
ряда процессов рассеяния — электрон-электронного
рассеяния [24, 25], рассеяния на оптических фоно-
нах [26] и на шероховатостях гетерограниц [27].

В данной работе получены выражения для ско-
рости рассеяния на продольных длинноволновых
акустических фононах в квантующем магнитном
поле, наклоненном по отношению к слоям кванто-
вой ямы. Проведен анализ этих выражений, в ре-
зультате которого установлено поведение процессов
рассеяния на акустических фононах при изменении
величины и ориентации магнитного поля, а также
потенциального профиля квантовой ямы.

2. СКОРОСТЬ РАССЕЯНИЯ НА
АКУСТИЧЕСКИХ ФОНОНАХ

В данном разделе представлена процедура рас-
чета скорости рассеяния электрона в квантовой яме
в квантующем магнитном поле B = B‖ey + B⊥ez,
наклоненном под углом θ к оси z роста структуры.
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Оператор Гамильтона для огибающей волновой
функции электрона в параболическом приближе-
нии [46]

Ĥ =
(
p̂+

e

c
A
) 1

2m(z)

(
p̂+

e

c
A
)
+ U(z) (1)

в калибровке Ландау A =
(
B‖z −B⊥y

)
ex принима-

ет вид

Ĥ = p̂
1

2m(z)
p̂+ U(z) +

+
mw

m(z)

[mw

2

(
ωcy − ω‖z

)2
+
(
ω‖z − ωcy

)
p̂x

]
. (2)

Здесь U(z) — потенциальный профиль квантовой
ямы, m(z) — эффективная масса электрона (mw в
яме иmb в барьере), ωc = eB⊥/mwc— циклотронная
частота, ω‖ = eB‖/mwc.

Мы пренебрегаем спиновым расщеплением уров-
ней Ландау в силу его малости по сравнению с ши-
риной уровней Ландау в рассматриваемых структу-
рах (из полупроводников AIIIBV типа GaAs) и маг-
нитных полях [5, 47, 48].

Поскольку Ĥp̂x − p̂xĤ = 0, можно построить ба-
зис из стационарных состояний с определенным зна-
чением проекции импульса px = ~kx на ось x. Вол-
новые функции такого базиса имеют вид

Ψkx(x, y, z) =
exp(ikxx)√

L
ψ
(
y − kxℓ

2
c , z
)
, (3)

где L — поперечный размер гетероструктуры,
ℓc =

√
~/mwωc =

√
~c/eB⊥ — магнитная длина.

Уровни энергии E электрона и волновые функции
ψ(y, z) стационарных состояний определяются
двумерным гамильтонианом [49]

Ĥ2D = Ĥ⊥ + Ĥ‖, (4)

где

Ĥ⊥ = − ∂
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2
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]
(5)

— гамильтониан электрона в случае, когда магнит-
ное поле направлено вдоль оси роста структуры
(B‖ = 0). Вклад

Ĥ‖ =
mw

m(z)

(
mwω

2
‖z

2

2
−mwω‖ωcyz

)
(6)

обусловлен компонентой магнитного поля B‖, па-
раллельной слоям квантовой ямы.

Переменные в уравнении Шредингера с гамиль-
тонианом Ĥ⊥ разделяются. Уровни энергии имеют
вид

E(ν,n) = εν + ~ωc

(
n+

1

2

)
, (7)

а волновые функции даются выражением [50]

Ψ(x, y, z) =
exp(ikxx)√

L
ϕν(z)Φn(y), (8)

где ϕν(z) — волновая функция уровня εν размер-
ного квантования, а именно, собственная волновая
функция гамильтониана

Ĥz = − ∂

∂z

~
2

2m(z)

∂

∂z
+ U(z),

Φn(y) — волновая функция n-го (n = 0, 1, 2, . . .)
уровня энергии линейного гармонического осцилля-
тора с циклотронной частотой ωc.

Мы пренебрегаем эффектом понижения высоты
барьера с увеличением номера уровня Ландау n [51]
в силу его малости для рассматриваемых глубоко
лежащих подзон.

Матрица гамильтониана (2) в базисе из волно-
вых функций (8) является диагональной по kx, и
при kx1 = kx2 матричный элемент
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〉

(9)

не зависит от kx. Поэтому в наклонном квантующем
магнитном поле уровни энергии вырождены по kx и
кратность вырождения α определяется только ком-
понентой магнитного поля B⊥:

α =
e

π~c
B⊥ = 4.9 · 1010 [cм−2/Тл]B⊥. (10)

Матричный элемент между уровнями Ландау
(ν1, n1) и (ν2, n2) дается выражением [52]

〈
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∣∣Ĥ2D

∣∣ν2, n2

〉
=[εν1+~ωc(n+1/2)]δν1,ν2 δn1,n2+

+
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2
‖

2

〈
z2
〉
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√
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√
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2~2
〈z〉ν1,ν2×

×
[√
n2 + 1δn1,n2+1 +

√
n2δn1,n2−1

]
. (11)

В квантовой яме в наклонном магнитном поле име-
ются три масштаба энергии — межподзонное рассто-
яние ∆ε, энергия Ландау ~ωc = ~eB⊥/mwc и пара-
метр ~ω‖ = ~eB‖/mwc. Нас интересует случай, когда
энергия Ландау ~ωc в несколько раз меньше меж-
подзонного расстояния ∆ε. В этом случае вплоть до

140



ЖЭТФ/JETP, том 170, вып. 2 (8), 2026 Процессы рассеяния электронов. . .

значений ~ω‖, близких к межподзонному расстоя-
нию (т. е. при углах наклона магнитного поля, при
которых tgθ . ∆ε/~ωc), можно пренебречь связью
между подзонами (элементами с ν1 6= ν2) в матрице
(11) [45], что позволяет диагонализовать эту матри-
цу аналитически [41,45,53,54]. В результате получа-
ются следующие выражения для уровней Ландау и
волновых функций стационарных состояний:

E(ν,n) = εν +∆ν

(
B‖

)
+ ~ωc

(
n+

1

2

)
(12)

и

ψ(ν,n),kx(x, y, z) =

=
exp(ikxx)√

L
ϕν(z)Φn

(
y − kxℓ

2
c − 〈z〉ν

B‖
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)
. (13)

Здесь

∆ν

(
B‖

)
=
mwω

2
‖

2
(δz)2ν =

e2

2mwc2
(δz)2νB

2
‖ (14)

— сдвиг подзоны, вызванный компонентой магнит-
ного поля B‖,

〈z〉ν =

∫
dz ϕ∗

ν(z)zϕν(z) (15)

— среднее значение координаты z электрона, (δz)ν —
ее среднеквадратичное отклонение. В дальнейшем
уровень Ландау будем обозначать i = (νi, ni), где
ni — номер уровня Ландау в νi-й подзоне.

Как видно, влияние компонент B⊥ и B‖ на элек-
тронный спектр существенно различается. Компо-
нента B⊥, перпендикулярная слоям квантовой ямы,
приводит к квантованию энергии электрона (кван-
тованию Ландау). Компонента B‖, параллельная
слоям, не приводит к дополнительному квантова-
нию. Основное ее влияние на энергетический спектр
электрона заключается в сдвиге каждой подзоны
как целого на величину, определяемую выражени-
ем (14). Этот сдвиг пропорционален среднеквадра-
тичной флуктуации (δz)ν , которая увеличивается с
ростом ν. В результате расстояние между подзона-
ми возрастает на величину

δεif
(
B‖

)
=

e2

2mwc2

[
(δz)2νi − (δz)2νf

]
B2

‖ , (16)

пропорциональную B2
‖ . Причем этот эффект суще-

ственно (примерно, как a2) усиливается с увеличе-
нием ширины a квантовой ямы [25–27].

Поскольку мы рассматриваем глубокие уровни в
достаточно широких квантовых ямах, в которых ам-
плитуда волновой функции на интерфейсе мала, т. е.

малая часть волновой функции проникает в барьер,
в дальнейшем будем использовать закон дисперсии
фононов объемного GaAs. Кроме того, различие в
скоростях звука в яме и в барьере рассматриваемых
структур составляет несколько процентов.

В приближении потенциала деформации взаимо-
действие электрона с продольной длинноволновой
акустической модой колебания кристаллической ре-
шетки с волновым вектором q и частотой ω(q) = csq

описывается гамильтонианом [5, 30]

Ĥe-ph(q) = CLA(q) exp(−iqr)b̂†q+
+ C∗

LA(q) exp(iqr)b̂q, (17)

где b̂q и b̂†
q

— операторы уничтожения и рождения
соответствующего фонона,

CLA(q) = i

√
D2

2ρc2sV
~ω(q), (18)

D — деформационный потенциал, ρ — плотность,
cs — скорость звука. Первое слагаемое в (17) описы-
вает процесс с испусканием акустического фонона,
второе — при его поглощении.

В соответствии с правилом Ферми отнесенная к
единице времени вероятность перехода электрона из
состояния (νi, ni, ki, σi) в состояние (νf , nf , kf , σf ) с
испусканием (поглощением) акустического фонона
с волновым вектором q равна

Ṗi→f (ki, kf ,q) =
2π

~
δσi,σf

×

× |〈νf , nf , kf |CLA(q) exp(∓iqr)| νi, ni, ki〉|2 ×

× δ(Ef − Ei ± ~ω(q))

[
NB

(
~ω(q)

TL

)
+

1

2
± 1

2

]
×

×N(νi, ni, ki, σi) [1−N(νf , nf , kf , σf )] , (19)

где

NB(x) =
1

exp(x)− 1

— функция распределения Планка, TL — темпера-
тура кристаллической решетки, N(ν, n, k, σ) — чис-
ло заполнения одноэлектронного состояния (ν, n, k)

с проекцией спина σ. Здесь и далее верхний знак
соответствует испусканию фонона, нижний знак —
его поглощению. Дельта-функция Дирака выража-
ет закон сохранения энергии

Ef − Ei ± ~ω(q) = 0 (20)

при рассеянии электрона.
Соответственно, для интенсивности переходов

с уровня Ландау i = (νi, ni) на уровень Ландау

141



М. П. Теленков, Ю. А. Митягин ЖЭТФ/JETP, том 170, вып. 2 (8), 2026

f = (νf , nf) (среднее число переходов в единицу
времени, отнесенное к единице площади структуры)
имеем

ji→f =
1

L2

∑

q

2
∑

ki,kf

〈
Ṗi→f (ki, kf ,q)

〉
=

=
1

L2

4π

~

∑

ki,kf ,q

[
NB

(
~ω(q)

TL

)
+

1

2
± 1

2

]
×

× |〈νf , nf , kf |CLA(q) exp(∓iqr)| νi, ni, ki〉|2 ×

× δ(Ef − Ei ± ~ω(q))×

× 〈N(νi, ni, ki, σi) [1−N(νf , nf , kf , σf )]〉 . (21)

При статистическом усреднении 〈. . .〉 множителя
Паули предполагаем, что число электронов на
уровне Ландау существенно меньше кратности вы-
рождения уровня. Это позволяет считать электроны
распределенными независимо и равновероятно по
состояниям уровня Ландау. В этом случае вероят-
ность заполнения одночастичного стационарного
состояния равна N/α и статистическое усреднение
множителя Паули дает

〈N(νi, ni, ki, σi) [1−N(νf , nf , kf , σf )]〉 ≈

≈ 〈N(νi, ni, ki, σi)〉 [1− 〈N(νf , nf , kf , σf )〉] =

=
Ni
α

[
1− Nf

α

]
, (22)

где Ni — двумерная концентрация электронов на
уровне Ландау i = (νi, ni).

С учетом (22) выражение (21) принимает вид

ji→f =
1

τi→f
Ni

[
1− Nf

α

]
, (23)

где

1
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=
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~
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× δ(Ef − Ei ± ~ω(q)) (24)

— полная скорость перехода с уровня Ландау
i = (νi, ni) на уровень Ландау f = (νf , nf ).

Подставляя выражение (13) для волновой функ-
ции, получаем для матричного элемента

〈νf , nf , kf |CLA(q) exp(∓iqr)| νi, ni, ki〉 =

= δkf ,ki∓qx i

√
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2ρc2sV
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×
〈
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〉
×

×
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2
x

4

)
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(
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2

+ 〈z〉νi
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)]

√
π
√
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×
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(β), (25)

где
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(β) =

∫
dy exp

(
−y2 ∓ iβyy

)
×

×Hni

(
y +
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2

)
Hnf

(
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2

)
, (26)

β =
(
±qxℓc − ξνf ,νi

)
ex + qyℓcey, (27)

ξν1,ν2 =

√
e

~cB⊥

[
〈z〉ν1 − 〈z〉ν2

]
B‖, (28)

Hn(y) — полином Эрмита, ℓ‖ =
√
~c/eB‖.

Подставляя (25) в (24) и учитывая, что

∣∣Ini,nf
(β)
∣∣2 = π · 2ni+nfP 2

ni,nf

(
β2

2

)
exp

(
−
β2
y

2

)
,

(29)
где

Pni,nf
(x) =

min(ni,nf )∑

j=0

(−1)j
(
ni
j

)(
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j

)
j!x

(ni+nf−2j)

2 ,

(30)
получаем

1

τi→f
=

D2

8π2~ρc2s

1

nf !ni!
×

×
∫
dq

[
NB

(
~ω(q)

TL

)
+

1

2
± 1

2

]
fνi,νf (qz) ~ω(q)×

× exp

(
−β

2

2

)
P 2
ni,nf

(
β2

2

)
δ(Ef − Ei ± ~ω(q)) ,

(31)

где

fνi,νf (qz) =
∣∣〈ϕνf (z) |exp(∓iqzz)|ϕνi(z)

〉∣∣2 . (32)

Отметим, что функция fνi,νf (qz) является одинако-
вой для процессов с испусканием и с поглощени-
ем фонона.
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В цилиндрической системе координат выраже-
ние (31) принимает вид

1

τi→f
=

D2

8π2~ρc2s

1

nf !ni!

∞∫

−∞

dqz

∞∫

0

dq⊥ q⊥fνi,νf (qz)×

×
[
NB

(
~ω(q)

TL

)
+

1

2
± 1

2

]
~ω(q)×

×
2π∫

0

dϕ exp

(
−
(q⊥ℓc)

2 + ξ2νf ,νi − 2q⊥ℓcξνf ,νi cosϕ

2

)
×

× P 2
ni,nf

(
(q⊥ℓc)

2 + ξ2νf ,νi − 2q⊥ℓcξνf ,νi cosϕ

2

)
×

× δ(Ef − Ei ± ~ω(q)) , (33)

где q⊥ = qxex + qyey — компонента волнового век-
тора фонона, лежащая в плоскости слоев кванто-
вой ямы.

Перейдем в интеграле в (33) к новым перемен-
ным x и ϕ1:






qz =
x

~cs
cosϕ1,

q⊥ =
x

~cs
sinϕ1,

0 ≤ x < +∞, 0 ≤ ϕ < π,

(34)
которые представляют собой полярные координаты
на плоскости qzq⊥. Радиальная координата x равна
энергии акустического фонона с волновым вектором√
q2z + q2⊥:

x = ~ω(q) = ~cs

√
q2z + q2⊥. (35)

Поскольку q⊥ ≥ 0, полярный угол ϕ1 изменяется от
0 до π. После этой замены переменной получаем

1

τi→f
=

∞∫

0

dxwi→f (x), (36)

где

wi→f (x) =

[
NB

(
x

TL

)
+

1

2
± 1

2

]
×

×Ai→f (x)δ(Ei − Ef ∓ x) (37)

— спектральная плотность скорости испускания (по-
глощения) фононов (wi→f (x)dx — вклад в скорость
переходов с испусканием (поглощением) фононов,
имеющих энергию в диапазоне от x до x+ dx),

Ai→f (x) =
D2

4ρcsℓc

1

ni!nf !
x20gLA

(
x

x0

)
x

x0
×

×
π∫

0

dϕ1 sinϕ1 fνi,νf

(
1

ℓc

x

x0
cosϕ1

)
×

×Λi→f

(
x

x0
, ϕ1, ξνf ,νi

)
(38)

— спектральная амплитуда перехода,

Λi→f (y, ϕ1, ξ) =

=

2π∫

0

dϕ exp

(
− (y sinϕ1)

2 ∓ 2ξy sinϕ1 cosϕ+ ξ2

2

)
×

×P 2
ni,nf

(
(y sinϕ1)

2 ∓ 2ξy sinϕ1 cosϕ+ ξ2

2

)
, (39)

gLA(x) =
x2

2π2~3c3s
(40)

— плотность фононных состояний,

x0 =
~cs
ℓc

= ~cs

√
eB⊥

~c
. (41)

В случае, когда ξνf ,νi = 0, выражение (38) можно
существенно упростить. В этом случае

Λi→f (y, ϕ1, ξ = 0) =

= 2π exp

(
− (y sinϕ1)

2

2

)
P 2
ni,nf

(
(y sinϕ1)

2

2

)
, (42)

и амплитуда рассеяния после замены переменной
t = cosϕ1 принимает вид

Ai→f (x) =
πD2

ρcsℓc

1

ni!nf !
x20gLA

(
x

x0

)
x

x0
×

×
1∫

0

dt fνi,νf

(
1

ℓc

x

x0
t

)
exp

(
−1

2

(
x

x0

)2 [
1− t2

]
)

×

× P 2
ni,nf

(
1

2

(
x

x0

)2 [
1− t2

]
)
. (43)

При выводе (43) учтено, что fνi,νf (−qz) = fνi,νf (qz).

3. СВОЙСТВА ПРОЦЕССОВ РАССЕЯНИЯ
НА АКУСТИЧЕСКИХ ФОНОНАХ

В данном разделе проводится анализ получен-
ных выражений, на основании которого устанав-
ливаются тенденции поведения скорости рассеяния
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от компонент магнитного поля B⊥ и B‖. Полу-
ченные закономерности иллюстрируются на при-
мере квантовой ямы GaAs/Al0.3Ga0.7As шириной
25 нм, если иное не оговорено специально. В чис-
ленных расчетах используются зонные параметры
(mw = 0.067m0, mb = 0.0913m0, глубина кван-
товой ямы 240 мэВ) и параметры акустических
фононов (константа деформационного потенциала
D = 8.6 эВ, плотность ρ = 5.3 г/см3, скорость зву-
ка cs = 3.7 · 105 см/с), взятые из работ [55] и [30]
соответственно.

Спектральная плотность испускания (поглоще-
ния) фононов wi→f (x) есть произведение трех функ-
ций, имеющих различное происхождение.

Первая функция в (37),

NB

(
x

TL

)
+

1

2
± 1

2
,

обусловлена населенностью фононных состояний.
Она определяется температурой и не зависит от
электронных состояний.

Остальные два множителя, напротив, не зави-
сят от статистики фононов и определяются пара-
метрами квантовой ямы и магнитным полем. В дан-
ной работе мы акцентируем свое внимание на этих
двух функциях.

Дельта-функция Дирака δ(Ei − Ef ∓ x) выража-
ет закон сохранения энергии при рассеянии электро-
на вследствие испускания (поглощения) фонона

xres(B) = ± (Ei − Ef ) . (44)

Спектральная амплитуда рассеяния Ai→f (x) не за-
висит от фононной статистики и описывает механи-
ку взаимодействия электрона с акустическими ко-
лебаниями в квантующем магнитном поле (опреде-
ляет вероятность перехода электрона между двумя
уровнями Ландау с испусканием/поглощением од-
ного фонона с энергией x).

Амплитуда рассеяния стремится к нулю при
x→ 0, с ростом x она возрастает, достигая максиму-
ма, и затем убывает как экспонента, умноженная на
многочлен, слабо осциллируя (рис. 1). Точное зна-
чение энергии фонона xmax, при которой амплитуда
Ai→f (x) достигает максимума, зависит от типа пе-
рехода и напряженности магнитного поля. Однако
эта энергия xmax близка к характерной энергии x0,
определяемой выражением (41). Величина x0 также
определяет ширину этого максимума.

Величина x0 представляет собой характерную
энергию испущенного (поглощенного) фонона. Маг-
нитная длина ℓc определяет масштаб области лока-

Рис. 1. Спектральная амплитуда Ai→f (x) скорости рас-

сеяния на акустических фононах как функция их энер-

гии при различных значениях квантующего магнитно-

го поля. Данные приведены для внутриподзонного пе-

рехода (1, 1) → (1, 0) (a) и межподзонного перехода

(2, 0) → (1, 3) (b). Магнитное поле направлено перпенди-

кулярно слоям квантовой ямы

лизации волновой функции в плоскости слоев (сред-
неквадратичное отклонение координаты осциллято-
ра δy = ℓc

√
n+ 1/2). Поскольку фонон представ-

ляет собой плоскую волну, эффективно поглоща-
ются фононы с волновыми векторами, при кото-
рых qℓc меньше или порядка единицы. Величина
x0 представляет собой энергию фонона с волновым
вектором q = 1/ℓc.

Эта характерная энергия x0 увеличивается с рос-
том компоненты магнитного поля B⊥, перпенди-
кулярной слоям квантовой ямы, пропорционально√
B⊥. В результате с ростом B⊥ максимум Ai→f (x)

сдвигается в сторону больших значений энергии фо-
нона x и возрастает ширина этого максимума.
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Из выражения (36) получаем

1

τi→f
=

[
NB

(
xres(B)

TL

)
+
1

2
± 1

2

]
Ai→f (xres(B)) . (45)

Величина xres(B) представляет собой энергию фо-
нона, при испускании (поглощении) которого вы-
полняется закон сохранения энергии для перехода
электрона с уровня Ландау i на уровень Ландау
f . Используя выражения для уровней Ландау (12),
получаем

xres(B) = ±
(
∆εif − ~ωc∆n+ δεif (B‖)

)
, (46)

где
∆εif = ενi − ενf , (47)

— расстояние между подзонами при B‖ = 0,
∆n = nf−ni, δεif (B‖) — изменение расстояния меж-
ду подзонами, обусловленное компонентой магнит-
ного поля B‖, параллельной слоям квантовой ямы
(см. выражение (16)).

Таким образом, влияние компоненты магнитного
поля B‖, параллельной слоям квантовой ямы, имеет
два аспекта. Во-первых, B‖ приводит к увеличению
расстояния между подзонами. В результате меняет-
ся энергия фонона, при которой выполняется закон
сохранения энергии при переходе электрона.

Во-вторых, компонента B‖ меняет волновые
функции, сдвигая центр линейного гармониче-
ского осциллятора. Это приводит к зависимости
амплитуды Ai→f (x) от B‖. Причем B‖ входит в
выражение (38) для амплитуды рассеяния только
через параметр ξ, определяемый выражением (28).
В том случае, когда этот параметр равен нулю,
амплитуда Ai→f (x) не зависит от компоненты
магнитного поля B‖, параллельной слоям кванто-
вой ямы.

При B‖ 6= 0 параметр ξ равен нулю тогда и толь-
ко тогда, когда совпадают средние координаты элек-
трона 〈z〉 в начальном и конечном состояниях, т. е.
когда 〈z〉νi = 〈z〉νf .

Это заведомо имеет место для всех переходов
электрона между уровнями Ландау одной подзо-
ны. Для всех внутриподзонных процессов рассеяния
также δεif (B‖) = 0. Таким образом, компонента B‖

не влияет на внутриподзонные процессы рассеяния.
В этом случае выражение (45) принимает вид

1

τi→f
=

[
NB

(
~e

mwcTL
|∆n|B⊥

)
+

1

2
± 1

2

]
×

×Ai→f

(
~e

mwc
|∆n|B⊥

)
. (48)

Рис. 2. Зависимость от магнитного поля значения спек-

тральной амплитуды Ai→f (x) при энергии фонона, при ис-

пускании которого выполняется закон сохранения энергии

при внутриподзонном переходе электрона. Данные приве-

дены для перехода (1, 1) → (1, 0) при B‖ = 0

Для внутриподзонных переходов с испусканием фо-
нонов ∆n < 0, для переходов с поглощением ∆n > 0.

Как видно из (48), при B⊥ → 0 амплитуда стре-
мится к нулю. При увеличении B⊥ амплитуда уве-
личивается, достигает максимума и затем убывает
(рис. 2).

При T = 0 скорость рассеяния с испусканием фо-
нона совпадает с амплитудой:

1

τi→f
= Ai→f

(
~e

mc
|∆n|B⊥

)
. (49)

Таким образом, при низких температурах необходи-
мо предъявлять дополнительное требование к кван-
тующим магнитным полям (при которых уровни
Ландау разрешены) — необходимо требовать, что-
бы характерная энергия x0 не превышала энергию
Ландау:

x0 < ~ωc. (50)

Условие (50) выполняется в диапазоне значений
магнитного поля

B⊥ >
mwc

e~
mwc

2
s. (51)

В GaAs магнитное поле (mwc/e~)mwc
2
s, ограничива-

ющее этот диапазон снизу, составляет 0.2 Тл, что
соответствует энергии Ландау 0.3 мэВ, что значи-
тельно меньше ширины уровня Ландау (∼ 1 мэВ).

Таким образом, в квантующих магнитных полях
спектральная амплитуда скорости рассеяния замет-
но отлична от нуля только для фононов с энерги-
ей, существенно меньшей энергии Ландау. Вслед-
ствие этого внутриподзонные процессы рассеяния
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на акустических фононах в значительной степе-
ни подавляются.

Влияние компоненты B‖ на межподзонные про-
цессы рассеяния существенным образом зависит
от симметрии потенциального профиля квантовой
ямы U(z).

В случае симметричной квантовой ямы
(U(−z) = U(z)) волновые функции уровней
размерного квантования являются либо четными,
либо нечетными:

ϕν(−z) = (−1)ν−1ϕν(z). (52)

Вследствие этого средние координаты 〈z〉 в на-
чальном и конечном состояниях одинаковы, и для
всех переходов параметр ξ = 0. В результате ам-
плитуда рассеяния Ai→f (x) не зависит от компо-
ненты магнитного поля B‖, параллельной слоям
квантовой ямы.

В этом случае основное влияние B‖ сводится к
увеличению расстояния между подзонами и, как
следствие, к сдвигу резонансов переходов к дру-
гим значениям квантующей компоненты магнитно-
го поля B⊥.

В этом случае выражение (49) для перехода элек-
трона из верхней подзоны в нижнюю принимает вид

1

τi→f
= Ai→f

(
∆εif

(
1− B⊥

B
(0)
⊥

)
+ γifB

2
‖

)
, (53)

где

B
(0)
⊥ =

mwc

~e

∆εif
∆n

(54)

— величина компоненты магнитного поля B⊥, при
которой энергии начального и конечного уровней
Ландау совпадают (Ei = Ef ) при B‖ = 0,

γif =
e2

2mwc2

[
(δz)2νi − (δz)2νf

]
. (55)

В случае магнитного поля B = B⊥ez, перпенди-
кулярного слоям квантовой ямы, зависимость ско-
рости испускания фонона представляет собой резо-
нансный пик, сдвинутый от значения B

(0)
⊥ в сторо-

ну меньших магнитных полей вследствие дисперсии
фононов (рис. 3).

Появление компоненты магнитного поля B‖, па-
раллельной слоям квантовой ямы, сдвигает этот пик
в сторону больших магнитных полей (рис. 4). При
этом высота этого пика возрастает вследствие то-
го, что максимум функции Ai→f (x) увеличивается
с ростом B⊥.

Величина сдвига дается выражением

δB⊥ =
e

2~c

1

∆n

[
(δz)2νi − (δz)2νf

]
B2

‖ . (56)

Рис. 3. Зависимости от магнитного поля спектральной ам-

плитуды A межподзонного перехода из вышележащей под-

зоны в нижележащую подзону (черная кривая) и «обрат-

ного» перехода (красная линия) с испусканием акустиче-

ских фононов. Вертикальной штриховой линией отмечено

значение магнитного поля, при котором происходит вы-

равнивание уровней Ландау, между которыми происходят

переходы. Данные приведены для переходов (2, 0) → (1, 3)

и (1, 3) → (2, 0) при B‖ = 0

Она возрастает пропорционально B2
‖ . Поскольку

этот сдвиг пропорционален разности квадратов
флуктуаций координаты электрона вдоль оси ро-
ста, влияние B‖ существенным образом зависит
от ширины квантовой ямы. Для глубоких уровней
энергии зависимость сдвига от ширины квантовой
ямы можно оценить, взяв волновые функции ϕ(z)

электрона в бесконечно глубокой квантовой яме.
В этом случае

δB⊥ =
e

4π2~c

1

∆n

(
1

ν2f
− 1

ν2i

)
a2B2

‖ . (57)

Таким образом, индуцированный компонентой B‖

сдвиг резонанса существенно увеличивается с ши-
риной квантовой ямы (приблизительно как a2).

Скорость рассеяния для «обратных» переходов
f → i с испусканием фононов дается выражением

1

τi→f
= Ai→f

(
∆εif

(
B⊥

B
(0)
⊥

− 1

)
− γifB

2
‖

)
. (58)

Соответственно, при B‖ = 0 ее зависимость от
магнитного поля представляет собой резонансный
пик, сдвинутый относительно B(0)

⊥ в сторону боль-
ших значений B⊥ (рис. 3). Компонента B‖ приво-
дит к сдвигу этого пика в сторону больших значе-
ний квантующей компоненты магнитного поля на
величину (57).
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Рис. 4. Спектральная амплитуда A межподзонного пере-

хода из вышележащей подзоны в нижележащую подзону

с испусканием акустических фононов как функция кван-

тующего магнитного поля (черная кривая) и аналогичная

зависимость при добавлении магнитного поля, параллель-

ного слоям квантовой ямы (красная кривая). Данные при-

ведены для перехода (2, 0) → (1, 3) и B‖ = 10 Тл

При конечных температурах происходит увели-
чение интенсивности рассеяния с испусканием фо-
нонов (рис. 5). Кроме того, при конечных темпера-
турах появляются процессы с поглощением акусти-
ческих фононов, обратные переходам с испускани-
ем фононов.

Для перехода f → i и перехода i → f c
поглощением фонона скорости рассеяния даются
выражениями

1

τ
(abs)
f→i

= NB

{
∆εif
TL

(
1− B⊥

B
(0)
⊥

)
+
γif
TL

B2
‖

}
×

×Ai→f

{
∆εif

(
1− B⊥

B
(0)
⊥

)
+ γifB

2
‖

}
(59)

и

1

τ
(abs)
i→f

= NB

{
∆εif
TL

(
B⊥

B
(0)
⊥

− 1

)
− γif
TL

B2
‖

}
×

×Ai→f

{
∆εif

(
B⊥

B
(0)
⊥

− 1

)
− γifB

2
‖

}
. (60)

Соответственно, имеет место аналогичная зави-
симость скорости переходов с поглощением фононов
от квантующей компоненты магнитного поля B⊥ и
компоненты магнитного поля B‖, параллельной сло-
ям квантовой ямы, — скорость перехода представля-
ет собой резонансный пик, сдвинутый относительно

Рис. 5. Зависимости скорости рассеяния с испусканием

фононов от магнитного поля при различных температурах.

Данные приведены для перехода (2, 0) → (1, 3). Магнитное

поле направлено перпендикулярно слоям квантовой ямы

B
(0)
⊥ вследствие дисперсии фонона (рис. 6 a). Компо-

нента B‖ сдвигает этот пик в сторону больших маг-
нитных полей на величину (57) (рис. 6 b). При этом
амплитуда резонанса увеличивается вследствие за-
висимости A(x) от магнитного поля.

Следует отметить, что при низких температурах
скорость испускания значительно превышает ско-
рость поглощения.

Конечная ширина уровней Ландау приводит к
тому, что дельта-функция Дирака в (37) заменяет-
ся на форм-фактор конечной ширины. Вид форм-
фактора и его ширина зависят от целого ряда пара-
метров — соотношения между столкновительным и
неоднородным уширениями [5], соотношения столк-
новительного уширения и температуры [56–58], со-
отношения радиуса рассеивателей и магнитной дли-
ны (что определяется электронной плотностью и
кратностью вырождения уровней Ландау) [1, 59].
Однако конкретная форма и ширина форм-фактора
не влияют на основные результаты нашего анали-
за — тенденции поведения скорости рассеяния при
изменении компонент магнитного поля B⊥ и B‖. По-
этому в дальнейшем мы заменяем дельта-функцию
Дирака в (37) на гауссиан

F (Ei − Ef ) =
1√

2π
√
2 Γ

exp

(
− (Ei − Ef )

2

2
(√

2Γ
)2

)
(61)

с типичной шириной Γ = 1 мэВ.
Поскольку зависимость скорости каждого от-

дельного перехода 1/τi→f от B⊥ представляет собой
резонансный пик, полная скорость рассеяния элек-
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Рис. 6. a — Зависимости скорости рассеяния с поглоще-

нием фононов от магнитного поля при различных темпе-

ратурах. Данные приведены для перехода (1, 3) → (2, 0)

(сплошные кривые) и перехода (2, 0) → (1, 3) (штрихпунк-

тирные кривые) при B‖ = 0; b — скорость перехода с

поглощением акустического фонона как функция кванту-

ющего магнитного поля (черная кривая) и аналогичная

зависимость при добавлении магнитного поля, параллель-

ного слоям квантовой ямы (красная кривая). Данные при-

ведены для перехода (2, 0) → (1, 3) и B‖ = 10 Тл при

температуре решетки TL = 4.2 К

трона с уровня Ландау i = (νi, ni) верхней подзоны
в нижнюю подзону,

1

τ
(tot)
(νi,ni)

=
∑

nf

1

τ(νi,ni)→(νf ,nf )
,

является осциллирующей функцией квантующей
компоненты магнитного поля B⊥ (рис. 7).

Как видно из (54), резонансы имеются только у
переходов с ∆n = nf − ni > 0. Поэтому набор резо-
нансных значений магнитного поля ограничен свер-
ху значением, соответствующим ∆n = 1. При этом

Рис. 7. a — Зависимость от магнитного поля полной ско-

рости рассеяния электрона с уровня (2, 0) с испусканием

акустического фонона. Температура кристаллической ре-

шетки 4.2 К, B‖ = 0. b — Тот же график в области малых

магнитных полей. Штриховыми линиями показаны скоро-

сти рассеяния с уровня (2, 0) на отдельные уровни Ландау

(1,∆n)

снизу этот набор не ограничен — величина ∆n мо-
жет быть сколь угодно большой, и, соответственно,
резонансное поле сколь угодно малым.

Резонансы переходов с большим изменением но-
мера уровня Ландау ∆n и, соответственно, с боль-
шим различием волновых функций начального и ко-
нечного состояний (в частности, ∆n есть разница в
количестве нулей волновых функций начального и
конечного состояний) находятся в более слабых маг-
нитных полях. Таким образом, амплитуда пиков в
максимумах полной скорости рассеяния уменьша-
ется с уменьшением магнитного поля. Расстояние
между резонансами соседних переходов и различие
величины их максимумов снижаются с уменьшени-
ем магнитного поля. В результате при относитель-
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Рис. 8. Полная скорость рассеяния электрона с уровня

(2, 0) с испусканием акустического фонона как функция

квантующего магнитного поля B⊥ и аналогичная зависи-

мость при добавлении магнитного поля B‖ = 10 Тл, па-

раллельного слоям квантовой ямы

Рис. 9. Зависимости скорости межподзонных переходов

электрона между различными уровнями Ландау первой и

второй подзон от B‖ при фиксированном значении кван-

тующей компоненты магнитного поля B⊥ = 4 Тл

но небольших магнитных полях зависимость сгла-
живается (становится слабо осциллирующей) вслед-
ствие суммирования близко расположенных пиков с
близкими амплитудами.

Компонента B‖ магнитного поля, параллельная
слоям квантовой ямы, сдвигает резонанс каждого
перехода в сторону больших значений квантующей
компоненты B⊥. Эти сдвиги резонансных пиков, а
также связанное с ними увеличение их амплитуды
хорошо видны в зависимости полной скорости рас-
сеяния с уровня Ландау (2, 0), особенно в диапазоне
B⊥, где эти пики разрешены (рис. 8).

Рис. 10. a — Зависимость от электрического поля пара-

метра ξ21 для переходов между двумя нижними подзона-

ми квантовой ямы при B⊥ = B‖ = 1 Тл; b — спектральная

амплитуда A(x) перехода (2, 0) → (1, 3) для B⊥ = 1 Тл

при различных значениях B‖ в квантовой яме в попереч-

ном электрическом поле F . Падение напряжения на ши-

рине ямы eFa = 150 мэВ

Величина сдвига резонанса увеличивается про-
порционально B2

‖ . Более того, согласно проведен-
ным выше оценкам (см. выражение (57)), коэффи-
циент пропорциональности существенно возрастает
с ростом ширины a квантовой ямы (приблизительно
как a2). Поэтому в широких квантовых ямах влия-
ние B‖ на скорости переходов является весьма су-
щественным (рис. 9).

Представленные выше эффекты обусловлены
индуцированным компонентой B‖ сдвигом подзон и
имеют место в структурах из квантовых ям безотно-
сительно к симметрии их потенциального профиля.

В структурах с несимметричным потенциаль-
ным профилем (например, в квантовой яме в по-
перечном электрическом поле F = −Fez) волно-
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вые функции ϕ(z) уровней размерного квантования
не делятся по четности, и поэтому 〈z〉νi 6= 〈z〉νf .
Вследствие этого, параметр ξνi,νf отличен от нуля
(рис. 10 a). В результате в этих структурах компо-
нента B‖ влияет не только на условие резонанса, но
и на функцию A(x) (рис. 10 b).

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Получены выражения для скорости рассеяния
электронов на продольных акустических фононах
в квантующем магнитном поле, наклонном к сло-
ям квантовой ямы. Проведен анализ этих выраже-
ний и установлены тенденции поведения скорости
рассеяния при изменении величины и ориентации
магнитного поля, а также потенциального профиля
квантовой ямы.

Во влиянии компоненты магнитного поля B‖, па-
раллельной слоям квантовой ямы, можно выделить
два аспекта.

Во-первых, компонента B‖ увеличивает расстоя-
ние между подзонами. Это приводит к сдвигу резо-
нансов скорости рассеяния между уровнями Ландау
в сторону больших значений квантующей компонен-
ты магнитного поля B⊥. Величина этого сдвига про-
порциональна B2

‖ и существенным образом зависит
от ширины a квантовой ямы (возрастает приблизи-
тельно как a2). В результате в широких квантовых
ямах наложение магнитного поля B‖ дополнитель-
но к квантующему магнитному полю B⊥ приводит
к существенному изменению скорости рассеяния.

Влияние компоненты магнитного поля B‖ на ам-
плитуду перехода существенным образом определя-
ется симметрией потенциального профиля кванто-
вой ямы U(z).

В симметричных (U(−z) = U(z)) квантовых
ямах матричный элемент электрон-фононного вза-
имодействия и, соответственно, спектральная ам-
плитуда A(x) практически не зависят от B‖. Вли-
яние компоненты B‖ на скорость рассеяния сводит-
ся к сдвигу резонансов вследствие увеличения меж-
подзонного расстояния. Эти сдвиги резонансов при-
водят к увеличению значений скорости рассеяния
1/τi→f в максимумах вследствие зависимости спек-
тральной амплитуды A(x) от квантующей компо-
ненты магнитного поля B⊥.

В структурах с несимметричным потенциаль-
ным профилем спектральная амплитуда A(x) зави-
сит как от B⊥, так и от B‖.
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V. Milanović, Z. Ikonić, and D. Indjin, Opt. Commun.

279, 330 (2007), doi: 10.1016/j.optcom.2007.07.028
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Abstract

Electron scattering by longitudinal acoustic phonons in a quantizing magnetic field is considered. Expressions for the

scattering rate in a magnetic field tilted to the quantum well layers are derived. By analyzing these expressions, trends in

the behavior of the scattering rate are established with changes in the magnetic field strength and orientation, as well as

the potential profile of the quantum well.
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