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Представлены результаты моделирования одноэлектронной динамики в режимах интерференции Лан-

дау –Зенера –Штюкельберга –Майораны и электрического дипольного спинового резонанса для двойной

квантовой точки, образованной тремя магнитными барьерами на краю топологического изолятора,

сформированного на базе квантовой ямы HgTe/CdHgTe. Выбраны параметры системы, обеспечивающие

присутствие четырех дискретных уровней, для которых реализуется связанная динамика спиновой и

координатной степеней свободы. Результаты численного моделирования показывают, что возможны

осцилляции вида осцилляций Раби как для спиновой, так и для зарядовой подсистемы, а также их ком-

бинаций. Характерные резонансы исследованы в плоскости параметров системы. Дальнейшее развитие

изложенных результатов открывает новые возможности применения квантовых точек в топологических

изоляторах для задач квантовых вычислений.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Квантовые точки в топологических изоляторах
[1–4] являются одним из объектов на базе материа-
лов с нетривиальной топологией, потребность в ко-
торых существует в прикладных задачах физики
полупроводников и структур на их основе. Глав-
ным преимуществом таких структур по сравнению
с традиционными системами на основе полупровод-
ников A(III)B(V) или кремния является устойчи-
вость некоторых свойств, прежде всего транспорт-
ных, относительно влияния беспорядка, что обес-
печивается качественными (топологическими) свой-
ствами симметрии системы. Это позволяет рассчи-
тывать на создание на базе топологических изоля-
торов новых поколений устройств наноэлектрони-
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ки и спинтроники с улучшенными характеристи-
ками, что особенно важно при разработке блоков
для обработки иинформации и квантовых вычис-
лений. Одним из возможных приложений в этой
области являются проекты по созданию кубитов
на базе структур с одной или несколькими кван-
товыми точками. Подобные проекты требуют зна-
ния динамических свойств зарядовой и спиновой
подсистем во внешних управляющих полях. Для
их определения целесообразно проводить предвари-
тельное моделирование динамических свойств и от-
клика системы во внешнем нестационарном поле.
Одним из методов исследования систем с нескольки-
ми параметрами является спектроскопия, основан-
ная на интерференции Ландау – Зенера – Штюкель-
берга – Майораны (ЛЗШМ) [5–7]. На систему в та-
ком режиме воздействует достаточно сильное поле в
широком диапазоне частот и амплитуд, вызывая ди-
намическое пересечение уровней на интервале дей-
ствия поля. При этом во время взаимодействия со-
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стояний при пересечении уровней возможна интер-
ференция амплитуд прямого и обратного перехода
между ними. Это может вызывать как увеличение,
так и уменьшение вероятности перехода с первона-
чально занятого уровня, что позволяет отнести дан-
ное явление к группе интерференционных, проявля-
ющихся в характерных осциллирующих зависимо-
стях вероятности перехода от параметров системы.
Помимо этого, для спин-зависимых систем возмож-
ны комбинации режимов ЛЗШМ и других резонан-
сов, в частности спинового, при которых также воз-
никает интерференция амплитуд различных перехо-
дов. Хотя классическая ЛЗШМ-теория применяется
прежде всего к двухуровневым системам, проявле-
ния подобной интерференции имеют место и в более
сложных структурах, с более чем двумя взаимодей-
ствующими уровнями. Для некоторых многоуровне-
вых ЛЗШМ-систем были получены аналитические
решения [8, 9]. Более общие случаи исследовались
численно, в том числе для двух взаимодействующих
джозефсоновских кубитов [10,11], а также для двух-
электронных задач [12, 13]. Четырехуровневая кон-
фигурация представляет собой минимальную мо-
дель для изучения ЛЗШМ-интерференции в спин-
зарядовой динамике, когда каждой паре уровней
отвечает различная проекция спина, а сами пары
пространственно локализованы в разных квантовых
точках. Примеры подобных систем можно найти в
рассмотренных ранее задачах для двойных кванто-
вых точек в структуре на основе GaAs/AlGaAs. В
этом случае к ЛЗШМ-интерференции добавляется
явление электрического дипольного спинового резо-
нанса (ЭДСР), при котором в периодическом элек-
трическом поле индуцируются переходы с перево-
ротом спина при наличии спин-орбитального взаи-
модействия [14, 15]. Наши недавние теоретические
исследования [16, 17] и экспериментальные работы
нескольких коллективов [18–20] показали, что в та-
ких системах реализуются различные режимы ди-
намики, в том числе в виде интерференции между
ЛЗШМ- и ЭДСР-режимами.

Возникает вопрос, можно ли индуцировать ре-
жимы ЛЗШМ-интерференции, а также ЭДСР и их
комбинаций для динамики в двойной квантовой точ-
ке на базе топологически нетривиальных материа-
лов, в том числе в топологических изоляторах. На
сегодняшний день широкого экспериментального и
технологического применения подобные структуры
еще не получили. Что касается их теоретического
моделирования, то история таких работ насчиты-
вает по меньшей мере полтора десятилетия. Чис-
ло работ в этой области исчисляется десятками, и

мы упомянем лишь некоторые из них, в которых на
базе топологических изоляторов рассматриваются
компактные объекты вида квантовых точек [21–28].
Упомянутые работы, как и настоящая статья, опи-
сывают исследования в основном теоретического ха-
рактера. Объем экспериментальных результатов в
области квантовых точек в топологических изолято-
рах на сегодняшний день значительно уступает тео-
ретическим. В частности, в области технологий при-
менения магнитных барьеров или магнитных при-
месей для воздействия на краевые состояния то-
пологического изолятора можно выделить работы
[29–31], в которых локализация электронных состо-
яний обеспечивалась либо геометрическим профи-
лем края [29], либо с краевыми состояниями взаи-
модействовали локализованные магнитные момен-
ты [30, 31]. Близкая к этим работам методология
развивалась в наших предшествующих теоретиче-
ских работах, где рассматривались модели кванто-
вых точек на основе краевых состояний в кванто-
вой яме HgTe/CdHgTe, когда локализованные состо-
яния формируются из краевых состояний тополо-
гического изолятора с помощью магнитных барье-
ров. Исследовались конфигурации как с одиночной
[32–35], так и с двойной [36, 37] квантовыми точ-
ками. Характерные размеры квантовых точек, где
формируются локализованные состояния, составля-
ли 50–100 нм, а амплитуды обменного взаимодей-
ствия краевых состояний топологического изолято-
ра и магнитных моментов материала барьеров на-
ходились в интервале 10–20 мэВ, что отвечает, на-
пример, взаимодействию с диэлектрическими маг-
нитами семейства MnSe, EuSe [38–40]. Сравнительно
медленный прогресс в экспериментальных и техно-
логических достижениях создания квантовых точек
в топологических изоляторах с помощью магнитных
барьеров объясняется, на наш взгляд, прежде всего
возможностями и нормами по точности изготовле-
ния и контакта магнитного барьера с краем тополо-
гического изолятора, чтобы обеспечить хорошие па-
раметры обменного взаимодействия краевых состо-
яний и состояний в магнитном материале. Мы наде-
емся, что новые эффекты в квантовых точках на ба-
зе топологических изоляторов, подобно рассматри-
ваемым в настоящей статье динамическим эффек-
там для пространственной и спиновой эволюции, бу-
дут служить дополнительным стимулом и для их
технологического совершенствования и более широ-
кого распространения.

Что касается исследований эффектов вида
ЛЗШМ-интерференции, тем более совместно с
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ЭДСР, то таких работ для структур на базе то-
пологических изоляторов к настоящему времени,
по нашим сведениям, имеется совсем немного.
Можно упомянуть работу [41], где рассматрива-
лось влияние периодического электромагнитного
поля на проводимость в системе с топологически
защищенными краевыми состояниями, статью
[42], где при моделировании были обнаружены
когерентные осцилляции между объемными и
краевыми состояниями топологического изолятора
в периодическом поле, рассматриваемые в рам-
ках ЛЗШМ-переходов, а также работу [43], где
рассматривалась ЛЗШМ-интерференция волно-
вых пакетов, созданных из краевых и объемных
состояний топологического изолятора на основе
модели Берневига – Хьюза – Жанга [1–3] для спек-
тра топологических изоляторов. В статье [44] были
представлены результаты моделирования динамики
носителей, возбуждаемых при межзонных перехо-
дах терагерцевым излучением с участием фононов
по механизму ЛЗШМ-туннелирования в топологи-
ческом изоляторе на основе ZrTe5. В работе [45]
изучалась ЛЗШМ-интерференция в присутствии
симметрии кирально-зеркального типа (chiral-
mirror-like) у краевых состояний. Подводя итог
этому небольшому обзору, можно отметить, что в
упомянутых работах рассматривались протяжен-
ные, делокализованные, состояния. Если говорить о
задачах, где изучалась бы ЛЗШМ-интерференция
и ЭДСР для локализованных состояний в кван-
товых точках на базе топологических изоляторов,
то они, по нашим сведениям, до сих пор не были
представлены в литературе. Поэтому их постановка
и моделирование, описанные в настоящей работе,
представляются актуальными, особенно в свете
возможных приложений для создания кубитов
на их базе.

В настоящей работе представлены результаты
моделирования одноэлектронной динамики в режи-
ме ЛЗШМ-интерференции и ЭДСР, а также их ком-
бинаций для двойной квантовой точки, показанной
на рис. 1. Здесь показаны три магнитных барьера
(B1, B2, B3), между которыми из краевых состоя-
ний двумерного топологического изолятора на ба-
зе квантовой ямы HgTe/CdHgTe формируются две
области локализованных состояний, т. е. две кванто-
вые точки QD1, QD2.

Модель спектра данной структуры была пред-
ставлена в [36, 37] для двойной квантовой точки с
большим числом дискретных уровней (порядка де-
сяти). В настоящей работе параметры структуры

Рис. 1. Структура с двумя квантовыми точками (QD1,

QD2), образованными тремя магнитными барьерами (B1,

B2, B3) на краю топологического изолятора на базе кван-

товой ямы HgTe/CdHgTe

выбираются таким образом, чтобы в спектре при-
сутствовало минимальное число (четыре) дискрет-
ных уровней, что отвечает модели двух взаимодей-
ствующих подсистем: спиновой и координатной (за-
рядовой). Первая подсистема соответствует выбран-
ной проекции спина, а вторая — локализации элек-
трона в левой либо в правой квантовой точке на
рис. 1. Мы ограничиваемся одноэлектронным ре-
жимом динамики во внешнем электрическом поле,
что соответствует случаю слабого обменного взаи-
модействия краевых состояний с магнитными ба-
рьерами с малым числом проникающих в двойную
квантовую точку электронов. Результаты численно-
го моделирования ЛЗШМ-интерференции и режи-
ма ЭДСР показывают, что динамика системы мо-
жет сопровождаться осцилляциями Раби как для
спиновой, так и для зарядовой подсистемы, а так-
же их комбинации для различных резонансных пе-
реходов. Эти резонансы и конкретные примеры ди-
намики исследованы в плоскости различных комби-
наций параметров системы. Дальнейшее развитие
представленных результатов открывает новые воз-
можности применения квантовых точек в топологи-
ческих изоляторах, в том числе для задач кванто-
вых вычислений.

Работа состоит из пяти разделов. В разд. 2 мы
описываем модель краевых состояний с магнитными
барьерами и спектр дискретных уровней, а также
спиновую поляризацию состояний. В разд. 3 при-
ведены результаты численного расчета эволюции в
периодическом электрическом поле, в том числе в
форме двумерных карт усредненных по времени ве-
личин при ЛЗШМ- и ЭДСР-интерференциях, по-
строенные в пространстве параметров системы, а
также обсуждаются различные типы переходов. В
разд. 4 анализируются примеры каждого типа эво-
люции из обнаруженных в разд. 3 с разверткой ди-
намики во времени. В заключительном разд. 5 сфор-
мулированы выводы.
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2. ГАМИЛЬТОНИАН, СПЕКТР И
УРАВНЕНИЯ ДИНАМИКИ

2.1. Гамильтониан и спектр дискретных

уровней

Гамильтониан одномерных краевых состо-
яний топологического изолятора в структуре
HgTe/CdHgTe, записанный в присутствии барьеров
с намагниченностью для случая трех барьеров
и двух сформированных между ними областей
конфайнмента (квантовых точек), имеет вид [36]

H = Akyσz −M1S(−L1 − y)(σx cos θ1 + σy sin θ1)−
−Mb(S(y)− S(y − Lb))(σx cos θb + σy sin θb)−
−M2S(y − L2 − Lb)(σx cos θ2 + σy sin θ2). (1)

Здесь S(y) — ступенчатая функция, ось y ориенти-
рована вдоль края, а расположения барьеров и обра-
зованных ими квантовых точек показаны на рис. 1,
где первая квантовая точка, центральный барьер и
вторая квантовая точка имеют размеры L1, Lb и L2

соответственно. Управляющими параметрами спек-
тра являются амплитуды барьеров M1,b,2 и углы
ориентации их намагниченности θ1,b,2 в плоскости
xy. Мы будем менять в основном угол намагничен-
ности центрального барьера θb, оставляя остальные
параметры фиксированными.

Волновые функции стационарного гамильтониа-
на (1) с энергией E в каждой из пяти областей на
рис. 1 имеют следующий вид [36]:
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Коэффициенты B, C1,2, D1,2, J определяются из
условий непрерывности двухкомпонентной волно-
вой функции (2)–(6) на границах магнитных барье-
ров y = 0, y = Lb и y = Lb + L2. Дальние границы

крайних барьеров считаются настолько удаленны-
ми, что волновая функция убывает внутри барье-
ров до нуля. Этому соответствует типичная ширина
крайних барьеров, превышающая 100−150 нм [35],
что лежит в пределах современных технологических
возможностей. Энергия E дискретных уровней на-
ходится из корней соответствующего характеристи-
ческого уравнения.

На рис. 2 а показана зависимость энергий E

дискретных уровней от угла намагниченности цен-
трального барьера θb при фиксированных значени-
ях остальных параметров системы: A = 360 мэВ·нм
[1–4], M1,b,2 = 7 мэВ, θ1 = 0, θ2 = π, L1,2 = 100 нм,
Lb = 200 нм. Мы выбираем равные амплитуды всех
трех магнитных барьеров, чтобы получить, с од-
ной стороны, нужное число дискретных уровней,
а с другой — достаточно эффективную туннель-
ную связь между квантовыми точками, разделенны-
ми центральным барьером. В отличие от спектров
со сравнительно большим числом уровней, рассмот-
ренных в [36, 37], здесь для выбранных параметров
спектр почти на всем интервале изменения угла θb
имеет, как это видно на рис. 2 а, четыре дискрет-
ных уровня, и лишь в сравнительно небольшой кра-
евой области число уровней равно пяти. Отметим,
что в спектре присутствует небольшой антикроссинг
уровней в точках их пересечения, однако открыва-
емая щель слишком мала, чтобы быть заметной на
рис. 2 а. В работе [36], где рассматривался подобный
спектр, для щели ∆ в точках антикроссинга была
получена оценка

∆ ∼ (AM/L)1/2 exp(−LM/A),

где M — высота барьера, разделяющего квантовые
точки, L — ширина квантовой точки. Для парамет-
ров спектра на рис. 2 а данная оценка дает величину
∆ ≈ 0.072 мэВ, которая слишком мала, чтобы быть
заметной на рис. 2 а.

Мы будем работать в области параметра θb, для
которой имеются четыре дискретных уровня, реали-
зуя тем самым модель системы для спин-зависимой
ЛЗШМ-интерференции в двойной квантовой точке
[16,17], но сформированной на краю топологическо-
го изолятора с исходно безмассовыми краевыми со-
стояниями. Наклон и цвет линий на рис. 2 a обо-
значают пространственную локализацию состояний
(синий — в правой точке, оранжевый — в левой), а
спиновые проекции в плоскости xy показаны стрел-
ками. Можно видеть, что структура уровней поз-
воляет реализовать различные типы переходов [37].
Возможны как переходы ЭДСР-типа с изменением
преимущественно спиновой проекции при сохране-
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Рис. 2. а — Спектр дискретных уровней в двойной кван-

товой точке на рис. 1 как функция угла θb намагниченно-

сти центрального барьера для параметров гамильтониана

(1) A = 360 мэВ · нм, M1,b,2 = 7 мэВ, θ1 = 0, θ2 = π,

L1,2 = 100 нм, Lb = 200 нм. Основная область изменения

θb отвечает формированию четырех уровней. Цвет уров-

ней обозначает пространственную локализацию (синий —

в правой точке, оранжевый — в левой), спиновые проекции

в плоскости xy показаны стрелками. Стрелками обозначе-

ны переходы вида ЛЗШМ (LZSM) между состояниями 1

и 2 в левой (LQD) и правой (RQD) точках и вида ЭДСР

(EDSR) между состояниями 1 и 3 в правой точке, соответ-

ствующие схеме, показанной на вставке. б — Зависимость

модуля дипольного матричного элемента |ynl| для основ-

ных переходов от θb. В области θb ≈ 0.5 модули |y13| и

|y12| достигают своих сопоставимых значений

нии локализации в одной точке, что отвечает пере-
ходам между уровнями, отмеченными одним цветом
(например, переход 1–3), так и переходы между со-

стояниями, локализованными в разных точках, что
отвечает разному цвету (наклону) для начального
и конечного состояний, т. е. переходы ЛЗШМ-типа
(например, переходы 1–2). Схема переходов обоих
типов показана на вставке к рис. 2 а по принадлеж-
ности состояний к левой и правой квантовым точкам
(LQD и RQD). Присутствие переходов обоих типов
позволяет рассчитывать на нетривиальную картину
ЛЗШМ-интерференции как для координатной, так
и для спиновой степени свободы, которая будет рас-
смотрена в следующем разделе.

На рис. 2 б показана зависимость модуля диполь-
ного матричного элемента |yij | для основных пере-
ходов от θb. В области θb ≈ 0.5, для которой далее
проводится анализ динамики, модули |y13| и |y12| до-
стигают сопоставимых значений, что соответствует
переходам типа ЭДСР и ЛЗШМ-переходам, отме-
ченным на рис. 2 а. Для типичной амплитуды по-
тенциала электрического поля V ∼ Fy со значе-
нием F = 0.005 мэВ/нм, когда можно говорить
о двухуровневом приближении в динамике, значе-
ние модуля матричного элемента |Fyij | составляет
0.75 мэВ для перехода 1–2 и 0.16 мэВ для пере-
хода 1–3. Эти оценки означают, что в двухуровне-
вом приближении характерные времена переходов
составляют τ ≈ 0.1 нс. Характерную длину свобод-
ного пробега электрона при фермиевской скорости
vF = 5·107 см/с [1–3] на краевом состоянии для тако-
го времени можно оценить как Lp ∼ vF τ ∼ 50 мкм.
Такой размер сравним с лучшими образцами, на ко-
торых исследуются проявления свойств топологиче-
ских изоляторов [4]. Рабочая область между край-
ними барьерами нашей структуры на рис. 1, одна-
ко, значительно меньше и составляет около 0.5 мкм,
что для образцов высокого качества обеспечивает
баллистический транспорт. Эти оценки оправдыва-
ют применение простого приближения когерентной
динамики в периодическом электрическом поле, ко-
торое будет рассмотрено в следующем подразделе.

2.2. Уравнения динамики в нестационарном

поле

Моделирование ЛЗШМ-интерференции подра-
зумевает решение нестационарного уравнения Шре-
дингера в переменном электрическом поле, которое
вызывает переходы между уровнями. Для локали-
зованных электронных состояний, формирующихся
на краю топологического изолятора в HgTe/CdHgTe
в присутствии магнитных барьеров, электрическое
поле можно вводить в гамильтониан в приближении
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квазистационарного скалярного потенциала, осцил-
лирующего на частоте ω [34]:

V (y, t) = −Fy sinωt, (7)

где амплитуда поля F для удобства измеряется в
мэВ/нм, а частота ω отвечает интервалу, определя-
емому уровнями энергии на рис. 2. Решение Ψ(y, t)

нестационарного уравнения Шредингера с гамиль-
тонианом H+V (y, t), определенном в (1) и (7), мож-
но представить в виде разложения по базису из ста-
ционарных состояний ψn(y), отвечающих энергиям
уровней En и заданных соотношениями (2)–(6):

Ψ(y, t) =
∑

n

Cn(t)e
− iEnt

~ ψn(y), (8)

где коэффициенты разложения Cn(t) удовлетво-
ряют системе обыкновенных дифференциальных
уравнений

dCn

dt
= i

F

~

∑

l

Cl(t)ynle
−i

(El−En)t

~ . (9)

Динамика определяется дипольными матричны-
ми элементами координаты ynl, которые для рас-
сматриваемой структуры с двойной точкой изуча-
лись в [37]. Наблюдаются ненулевые матричные эле-
менты как между состояниями с различной обла-
стью локализации волновой функции в левой и
правой точках в силу конечной прозрачности цен-
трального барьера, так и между состояниями с раз-
личной проекцией спина ввиду эффективной спин-
орбитальной связи в гамильтониане (1). Система (9)
дополняется начальным условием Cn(0), отвечаю-
щим нахождению на нижнем уровне n = 1 в спектре
при фиксированном значении θb на рис. 2.

Со значением амплитуды F связана разность
значений потенциала (7), приложенного к структуре
на рис. 1, которая равна

∆V = F α(L1 + Lb + L2). (10)

В (10) параметр α ∼ 1 зависит от положения край-
ней левой и крайней правой точек на рис. 1, между
которыми приложено электрическое поле. Типич-
ная разность потенциалов (10) в рассматриваемой
модели составляет порядка 2.5−25 мэВ. При таких
значениях ∆V , как это видно на рис. 2 а, возникает
динамическое пересечение уровней в соседних кван-
товых точках в течение одного периода поля, что
приводит к режиму ЛЗШМ-интерференции [7].

Расположение уровней на рис. 2 а позволяет дать
оценку областей параметров, при которых можно

ожидать индуцирование того или иного режима ди-
намики. Обозначим расстояние между уровнями n

и l как ∆nl. Для уровней 1 и 2, отвечающих нижним
состояниям в правой и левой точках, разделенным
барьером, расстояние между ними можно оценить
из гамильтониана (1) как ∆12 ∼ Mb| cos θb|/2, что
дает величину ∆12 ≈ 3.1−3.5 мэВ для рассматрива-
емых ниже углов ориентации намагниченности цен-
трального барьера. Исходя из этого можно сделать
оценку, согласно которой ЛЗШМ-режим с пересече-
нием уровней 1 и 2 на периоде поля будет наблю-
даться при условии

∆V > ∆12, (11)

которое для спектра на рис. 2 а при θb ≤ 0.5 бу-
дет выполнено в полях F > 0.01 мэВ/нм. На при-
веденных ниже рис. 5 и 6 эта оценка подтвержда-
ется: справа от порога (11) формируется хорошо
различимая структура чечевицеобразных «узоров»
ЛЗШМ-интерференции.

Что касается наблюдения ЭДСР-переходов, то
они не требуют специального условия относитель-
но амплитуды электрического поля и поэтому на-
блюдаются для всех амплитуд F при выполнении
резонансного условия ~ω = ∆13, как это будет вид-
но ниже на рис. 5 и 6. Наблюдение же гибридного
режима, когда в динамику вовлекаются все четы-
ре уровня, требует выполнения условия, при кото-
ром параметр ∆V превышает расстояние ∆14 между
уровнями 1 и 4 на рис. 2 а, т. е. при

∆V > ∆14. (12)

Для нашей системы условие (12) выполняется в по-
лях F > 0.026 мэВ/нм. Действительно, на приведен-
ных ниже рис. 5 и 6 правее данной границы мож-
но увидеть характерную дугообразную кривую на
всех панелях, что для рис. 5 означает присутствие
в динамике всех четырех уровней, т. е. гибридный
режим.

3. КАРТЫ ЛЗШМ- И
ЭДСР-ИНТЕРФЕРЕНЦИЙ

3.1. Карты интерференции в плоскости

(θb, ~ω)

Мы начнем исследование динамики с построения
карт усредненных по времени величин, описываю-
щих заселенности Pn уровней En на рис. 2 а, т. е.
построения контурных карт функций
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Pn =
1

T0

T0∫

0

|Cn(t)|2dt, (13)

где T0 ≫ T — время наблюдения за системой, вклю-
чающее в себя много периодов T = 2π/ω электри-
ческого поля с потенциалом (7). Кроме того, мы
рассмотрим поведение во времени некоторых сред-
них значений измеримых величин, а именно, веро-
ятности пребывания в правой квантовой точке Pr(t)

и значения i-й проекции спина Si(t) в единицах ~,
определенных в состоянии с волновой функцией (8)
следующим образом:

Pr(t) =

∞∫

0

|Ψ(y, t)|2dy, (14)

Si(t) =

∞∫

−∞

Ψ+(y, t)σiΨ(y, t)〉dy, (15)

где i = x, y, z. Вероятность пребывания в левой
квантовой точке Pl(t) связана с (14) условием нор-
мировки волновой функции Pl(t) = 1 − Pr(t). По
аналогии с (13) нас будут интересовать усреднен-
ные по большому интервалу времени T0 значения
величин (14), (15):

P r =
1

T0

T0∫

0

Pr(t)dt, (16)

Si =
1

T0

T0∫

0

Si(t)dt. (17)

Вначале мы проанализируем зависимость усреднен-
ных величин (13), (16) и (17) от пары параметров
(θb, ~ω). Параметр θb определяет положение уров-
ней энергии на рис. 2 а, тогда как ~ω отвечает энер-
гии фотона на частоте электрического поля с по-
тенциалом (7), которое вызывает переходы между
этими уровнями. Результаты расчета для заселен-
ностей (13) показаны на рис. 3 для интервала изме-
нения угла θb от 0 до π и частоты электрического
поля в единицах ~ω от 1 до 10 мэВ. Для средних
значений (16) и (17) соответствующие карты пока-
заны на рис. 4. Амплитуда поля F в (7) на рис. 3 и
рис. 4 равна 0.006 мэВ/нм.

Рассмотрим зависимость усредненных значений
заселенностей уровней (13) на рис. 3. Можно видеть
резонансные линии для переходов En−El и их суб-
гармоник, т. е. целочисленных и дробных резонан-
сов, частота которых описывается выражением

~ω
(k)
nl = (En − El)/k, (18)

где k = 1 отвечает главной гармонике, т. е. резонанс-
ному переходу между уровнями En и El, а значе-
ния k = 2, 3, . . . описывают субгармоники. Обсудим
структуру этих линий более подробно. На рис. 3 а

видно, что переходы с уровня E1 на вышележащие
уровни группируются в две серии. Для серии с низ-
кими частотами переходов, при ~ω < 4 мэВ, соот-
ветствующие всплески заселенностей наблюдаются
на уровне E2, как это видно на рис. 3 б. Сравнивая
рис. 3 а, б со структурой уровней на рис. 2 а, можно
сделать вывод, что верхняя из линий отвечает пере-
ходу E1 → E2 на главной гармонике резонанса (18)
при k = 1, а нижняя линия отвечает второй субгар-
монике в (18) при k = 2. Это переход между состоя-
ниями, отвечающими локализации волновой функ-
ции в разных квантовых точках, для которых уров-
ни испытывают динамическое пересечение на пери-
оде поля, приводящее к ЛЗШМ-интерференции. Де-
тальное описание этого перехода будет представлено
в подразд. 3.3, а примеры динамики будут обсуж-
даться в разд. 4.

Следующая интенсивная линия с энергией пере-
хода ~ω ≈ 7 мэВ на рис. 3 а, в отвечает переходу
между уровнями E1 и E3. Как следует из рис. 2 а,
этот переход характеризуется сохранением локали-
зации электрона в правой квантовой точке с изме-
нением знака проекций спина, поэтому его можно
назвать переходом в режиме ЭДСР. На рис. 3 а, в
видна также значительно более слабая линия в об-
ласти энергий ~ω ≈ 3.5 мэВ, отвечающая субгармо-
нике k = 2 для этого перехода. Более подробно мы
обсудим такой тип переходов в подразд. 3.4, а при-
меры динамики будут даны в разд. 4.

Далее, наиболее высокая по энергии линия пере-
хода на рис. 3 а, г отвечает переходам между уров-
нями E1 и E4 при энергии ~ω ≈ 7.5−10 мэВ. Для
этого перехода также наблюдается вторая субгар-
моника при энергиях 3.5–5 мэВ. Этот переход, как
и переход E1 → E2, сопровождается сменой области
локализации электрона и относится к ЛЗШМ-типу.

Наконец, на рис. 3 а, б, г видно, что при значе-
нии параметра θb = π/2 происходит новый всплеск
переходов E1 → E2 и E3 → E4, причем на низких
частотах, при ~ω ≤ 1 мэВ. Из структуры уровней на
рис. 2 а можно сделать вывод, что этот всплеск обу-
словлен сближением уровней E1 → E2 и E3 → E4

соответственно.
В дополнение к вероятностям переходов значи-

тельный интерес представляют зависимости усред-
ненных по времени значений вероятности пребыва-
ния в правой квантовой точке (16) и средних зна-
чений проекций спина (17), которые показаны на
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Рис. 3. Карты усредненных заселенностей Pn из (13) для переходов из начального уровня E1 на все вышележащие

уровни En спектра на рис. 2 а, построенные как функции от угла намагниченности центрального барьера θb и энергии

~ω на частоте периодического потенциала (7) с амплитудой потенциала F = 0.006 мэВ/нм

рис. 4 а, б, в, г соответственно. Видно, что наиболь-
шая амплитуда изменения вероятности локализации
Pr на рис. 4 а наблюдается для переходов E1 → E2

и E1 → E4. Переходы E1 → E2 и E1 → E4 так-
же сопровождаются сменой знака x-проекции спи-
на, как это видно на рис. 4 б. Переходы E1 → E3

сопровождаются сменой знака всех трех проекций
спина. Интересно отметить, что при многоуровне-
вой динамике, когда волновая функция есть линей-
ная комбинация различных состояний, появляется
и z-проекция спина с нетривиальным изменением ее
в плоскости параметров, как это видно на рис. 4 г.
Обобщая результаты, приведенные на рис. 4, можно
сказать, что в рассматриваемой системе достаточно
четко идентифицируются переходы как с изменени-
ем области пространственной локализации, так и с
изменением спиновых проекций, что позволяет рас-

считывать в будущем на их применение при моде-
лировании зарядового и спинового кубитов. Анало-
гичная картина резонансов и их субгармоник для
координатной и спиновой степеней свободы наблю-
далась для ЛЗШМ- и ЭДСР-интерференций в двой-
ной квантовой точке на основе GaAs/AlGaAs, где
спектр носителей заряда был квадратичным по ква-
зиимпульсу с дополнительным вкладом от спин-
орбитального взаимодействия [16, 17].

3.2. Карты интерференции в плоскости

(F, ~ω)

Для анализа структуры переходов и их зависи-
мости от параметров периодического потенциала (7)
рассматривается сечение при фиксированном значе-
нии θb на рис. 3 и 4 с варьированием частоты и ам-
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Рис. 4. Усредненные зависимости вероятности пребывания в правой точке Pn из (16) (а) и проекций спина Si из (17)

(б–г), отвечающие картам заселенностей уровней на рис. 3, при инициализации системы на уровне E1 спектра, показан-

ного на рис. 2 а

плитуды электрического поля. Сначала рассматри-
ваются усредненные по времени значения амплитуд
заселенностей уровней (13), ранее представленные
на рис. 3, но теперь в плоскости параметров (F, ~ω).
Такая зависимость позволит более четко предста-
вить картину заселенности уровней на рис. 2 а и
связанных с ними значений наблюдаемых величин
(16), (17). На рис. 5 показаны карты значений за-
селенностей (13) для n = 1, . . . , 4 в диапазоне ам-
плитуд потенциала F от 0 до 0.07 мэВ/нм и часто-
ты в единицах ~ω от 1 до 10 мэВ при инициализа-
ции системы на уровне E1 спектра, показанного на
рис. 2 а. Значение параметра θb = 0.5 отвечает вер-
тикальному разрезу на рис. 3 и 4. Можно заметить,
что карты заселенности уровней на рис. 5, как и на
рис. 3 и 4, удобно исследовать совместно со средни-
ми значениями физических величин (16), (17) на той

же плоскости параметров (F, ~ω), поскольку перехо-
ды связаны с изменением пространственного поло-
жения и/или проекций спина. На рис. 6 мы приво-
дим соответствующие карты для средних значений
вероятности пребывания в правой точке (16) и всех
трех спиновых проекций (17) для тех же значений
параметров, что на рис. 5. Кроме того, для более де-
тального рассмотрения частотной зависимости пе-
реходов мы выберем два сечения на панелях рис. 5,
отвечающих малой и большой амплитудам потенци-
ала (7). На рис. 7 показаны частотные зависимости
усредненных заселенностей (13) для малой ампли-
туды F = 0.006 мэВ/нм (а) и большой амплитуды
F = 0.065 мэВ/нм (б ). Вклад в заселенность от соот-
ветствующих состояний отмечен различным цветом.
Ниже мы обсудим различные типы переходов более
детально.
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Рис. 5. Карты усредненных по времени заселенностей уровней (13) при n = 1 (a), n = 2 (б), n = 3 (в), n = 4 (г) и

фиксированном значении параметра θb = 0.5 на рис. 3 и 4 при инициализации системы на первом энергетическом уровне

E1. В нижней части панелей а, б при ~ω ≤ 2.2 мэВ видны резонансы для ЛЗШМ-переходов между уровнями 1 и 2 на

рис. 2 а на частоте ω21 и ее субгармониках (18). На панелях а, в во всем интервале частот видны линии, отвечающие

переходам в режиме ЭДСР между уровнями 1 и 3 на рис. 2 а на частоте ω31 и ее субгармониках (18) (субгармоники также

видны на панели г). При больших амплитудах поля в верхней части панелей видна дугообразная линия, отвечающая

гибридному резонансу с участием всех четырех уровней

3.3. Переходы в режиме

ЛЗШМ-интерференции

Переходы между уровнями E1 и E2 согласно
схеме-вставке на рис. 2 а отвечают движению уров-
ней друг относительно друга с взаимным пересе-
чением на периоде электрического поля. Это обу-
славливает характер переходов между ними в ре-
жиме ЛЗШМ-интерференции. При значении пара-
метра θb = 0.5 на рис. 2 а они происходят на частоте
~ω ≈ 2.2 мэВ. При меньших значениях θb рассто-
яние между этими уровнями растет, как это видно
на рис. 2 а, поэтому частота перехода также растет
с уменьшением угла θb. Графически данному пере-

ходу отвечает наклонная линия на рис. 3 а, достига-
ющая значения ~ω ≈ 3 мэВ при θb = 0. На рис. 5 а, б
и 6 а при фиксированном значении θb = 0.5 это-
му переходу отвечает яркая горизонтальная линия
при ~ω ≈ 2.2 мэВ с переменной шириной. Сход-
ная по структуре горизонтальная линия на частоте
~ω ≈ 1.1 мэВ, лежащая ниже основного перехода на
рис. 5 а, б и 6 а, отвечает второй субгармонике, т. е.
значению k = 2 в (18) для рассматриваемого пере-
хода. И основная гармоника, и вторая субгармоника
перехода E1 → E2 хорошо видны на обеих панелях
рис. 7 для слабой и сильной амплитуд периодическо-
го потенциала F . На соответствующих резонансных
частотах 2.2 мэВ и 1.1 мэВ заселенность P1 первого
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Рис. 6. Карты усредненных по времени значений вероятности пребывания в правой точке (16) ( а) и спиновых проекций

(17) для i = x, y, z (б–г) для тех же значений параметров и с такой же классификацией линий, что на рис. 5

уровня показывает локальный минимум, а заселен-
ность P2 второго уровня синхронно растет.

Обсудим зависимость заселенности уровней 1 и
2 от амплитуды поля F . Эта зависимость имеет
близкий к периодическому характер, который от-
четливо прослеживается на резонансных линиях на
рис. 5 а, б. Такая структура характерна для ЛЗШМ-
интерференции, когда положение уровней динами-
чески изменяется и при их пересечении происхо-
дят переходы. При этом в двухуровневом прибли-
жении средняя по времени вероятность перехода
с первого на второй уровень может быть оценена
по формуле [7, 16]

P =
1

2

∑

k

∆2
k

(~ωk −∆E)2 +∆2
k

. (19)

Здесь ∆E = E2−E1 — расстояние между уровнями,
между которыми рассматриваются переходы, а па-

раметр ∆k, определяющий амплитуду перехода для
k-й гармоники, задается выражением

∆k = γJk

(
∆V

~ω

)
, (20)

где γ ∼ (A/Lb) exp(−
√
M2 − E2Lb/A) — оценка ам-

плитуды матричного элемента туннелирования, свя-
зывающего уровни 1 и 2 со средней энергией E, от-
носящиеся к разным квантовым точкам, разделен-
ным туннельно прозрачным барьером шириной Lb

и высотой M [46]. Далее, Jk есть k-я функция Бес-
селя, а амплитуда потенциала ∆V определена в (10).
Формула (19) применима, если параметр адиабатич-
ности для ЛЗШМ-переходов

δ =
γ2

4~vE
(21)

много меньше единицы, что означает быстрое
взаимное пересечение уровней [7, 16]. В (21)
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Рис. 7. Частотные зависимости заселенностей всех уров-

ней P1−P4 из (13) для фиксированного значения ам-

плитуды F потенциала (7), показанные для малой ам-

плитуды F = 0.006 мэВ/нм (а) и большой амплитуды

F = 0.065 мэВ/нм (б). На панели б точки А, B и C отмеча-

ют гибридные резонансы, когда в динамику вовлекаются

все четыре уровня

vE = d(E2 − E1)/dt есть скорость относительного
движения уровней в энергетических единицах, ко-
торую для периодического возмущения (7) можно
оценить как vE = ω∆V . Подставляя в (21) типич-
ные значения параметров γ ≈ 0.1 мэВ, ~ω = 2 мэВ
и ∆V = 15 мэВ, мы получим, что δ ≈ 10−4, что
оправдывает применение выражения (19). Резуль-
тат расчета вероятности переходов по формулам
(19), (20) с параметром α = 3/4 для амплитуды (10),
предназначенный для моделирования фрагмента
рис. 5 б вблизи частот ~ω = 1−2 мэВ, показан на
рис. 8. Можно видеть, что согласие двухуровневого
приближения (19) с численным расчетом является
достаточно хорошим. Следовательно, соответству-
ющие «чечевицеобразные» горизонтальные области
на рис. 5 а, б действительно отвечают процессам
ЛЗШМ-интерференции.

Что касается проявлений перехода E1 → E2

и его субгармоник для зависимостей средних зна-
чений наблюдаемых величин на рис. 6, то наибо-

Рис. 8. Аналитическая аппроксимация (19), (20) веро-

ятности переходов между уровнями 1 и 2 в режиме

ЛЗШМ-интерференции на рис. 5 а, б в области частот

~ω = 1−2 мэВ. Параметр γ = 0.1 мэВ, параметр α = 3/4

для ∆V из (10). Наблюдается хорошее согласие с числен-

ным расчетом

лее отчетливо они видны для вероятности пребыва-
ния в определенной точке, показанной на рис. 6 а

для правой точки, а также для x-проекции спи-
на, показанной на рис. 6 б. Форма линий близка
к профилям на рис. 5 а, б для заселенностей уров-
ней P 1 и P 2. Остальные проекции спина, как это
видно на рис. 6 в, г, при данном переходе изменя-
ются в меньшей степени. Таким образом, ЛЗШМ-
интерференция в нашей системе может проявляться
как для координатной, так и для спиновой степеней
свободы.

3.4. Переходы в режиме ЭДСР и его

субгармоник

Рассмотрим переходы между уровнями E1 и E3

на рис. 2 а, которые отвечают переходам с измене-
нием проекций спина при сохранении локализации
волновой функции в одной (правой) квантовой точ-
ке. Такая картина переходов отвечает электриче-
скому дипольному спиновому резонансу. Вероятно-
сти пребывания на уровнях P 1 и P 3, показанные на
рис. 5 а, в, почти зеркально симметричны и харак-
теризуются очень широким резонансом с центром
на частоте перехода ~ω ≈ 7 мэВ, отвечающей рас-
стоянию между уровнями E1 и E3 на рис. 2 а при
θb = 0.5. Ширина этого резонанса растет с амплиту-
дой поля F . Этот рост можно оценить по формуле,
описывающей амплитуду заселенности Pn возбуж-
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денного уровня при воздействии на двухуровневую
систему периодического возмущения с амплитудой
Vnm и отклонением частоты от точного резонанса
на величину ∆ω [47]:

Pn =
|Vnm|2

2(|Vnm|2 + (~∆ω)2/4)
. (22)

Подставляя в (22) значения модуля матричного
элемента |Vnm| = F |y13|, где из данных на рис. 2 б

при θb = 0.5 амплитуда |y13| = 32 нм, мы получим,
что при F = 0.07 мэВ/нм характерная ширина для
половины высоты максимума Pn достигает 4 мэВ.
Это значение хорошо согласуется с максимальной
шириной резонанса на картах P 1 и P 3 на рис. 5 а, в.
Таким образом, переход E1 → E3 может быть ин-
терпретирован как резонанс в двухуровневой под-
системе, состояния которой отличаются ориентаци-
ей спина, индуцируемый периодическим электриче-
ским полем. Следовательно, данный переход отно-
сится к режиму ЭДСР. Что касается карт усред-
ненных по времени значений спиновых проекций на
рис. 6, то они отвечают спину волновой функции (8),
являющейся нестационарной комбинацией функций
состояний с различным спином. Поэтому знаки про-
екций спина на рис. 6 не могут быть однозначно от-
несены к какому-либо одному из стационарных со-
стояний E1 или E3, что особенно наглядно видно на
рис. 6 г, где показана карта z-проекции спина, об-
ращающейся в нуль для каждого из состояний по
отдельности.

Помимо основной гармоники ЭДСР, на
рис. 5 а, в, а также на рис. 6 б –г видны несколь-
ко субгармоник, соответствующих значениям
k = 2, . . . , 5 в (18). Ширина этих субгармоник
уже не описывается простой формулой (22). Их
проявление связано с многоуровневым характером
динамики в нашей системе, когда переходы и между
другими уровнями, в частности, отвечающие за
туннелирование между точками, могут усиливать
субгармоники ЭДСР [16, 17]. Примечательно, что
положение этих пиков слегка дрейфует по частоте
с ростом амплитуды потенциала F , что также
является признаком вовлечения в динамику более
чем двух уровней и указывает на существенно более
сложную картину эволюции по сравнению с чисто
двухуровневой системой.

3.5. Переходы в гибридном режиме

Далее анализируется переход между уровнями
E1 и E4, резонансная частота которого при θb = 0.5

составляет ~ω ≈ 9.5 мэВ. Однозначная классифика-
ция данного перехода в рамках ЛЗШМ- или ЭДСР-
режима затруднена. Это связано с тем, что для до-
статочно сильных амплитуд потенциала F происхо-
дит динамическое пересечение всех четырех уров-
ней на рис. 2 а. Как следствие, после динамического
роста заселенности уровня E4 индуцируются пере-
ходы и между другими парами уровней, например,
переходы вида E4 → E2 или E4 → E3. Следы та-
ких переходов можно видеть в схожих текстурах на
различных панелях рис. 5, отвечающих динамике
с участием уровня E4, показанной на рис. 5 г. Ос-
новной переход E1 → E4, соответствующий верх-
ней линии максимумов на рис. 5 г, наблюдается при
~ω ≈ 9.5 мэВ в слабом поле. При увеличении ам-
плитуды поля F максимум резонанса смещается в
область меньших частот, что связано с динамиче-
ским сдвигом Штарка и усилением вклада осталь-
ных уровней в эволюцию системы. Проявление дан-
ной линии на других панелях рис. 5 подтверждает
многоуровневый характер динамики. Зависимость
данной линии от амплитуды F демонстрирует ха-
рактерный чечевицеобразный узор, типичный для
ЛЗШМ-интерференции, аналогичный рассмотрен-
ному в подразд. 3.3 для перехода E1 → E2. Одна-
ко применение аналитического приближения (19) к
переходу E1 → E4 менее оправдано вследствие вы-
раженного многоуровневого смешивания состояний.
Это отчетливо проявляется на рис. 7 б, где показа-
на частотная зависимость заселенностей в сильном
поле. Отсюда видно, что вблизи ряда точек A, B
и C с частотами ~ω = 5.36 мэВ, ~ω = 7.11 мэВ и
~ω = 7.61 мэВ формируется сложная структура с
сопоставимым вкладом в заселенность от всех че-
тырех уровней. При этом резонанс между уровнями
E1 и E3 при ~ω ≈ 7 мэВ, наблюдаемый на рис. 7 а в
слабом поле, сохраняется, испытывая уширение по
частоте. Кроме того, на него в области частот то-
чек В и С накладывается резонанс между уровнями
E1 и E4, а также в динамику вовлекается уровень
E2, взаимодействующий с уровнем E4. В результате
наблюдается гибридный резонанс, в котором задей-
ствованы и координатная, и спиновая степени сво-
боды, как это видно по поведению средних значений
координатных и спиновых величин на рис. 6.

4. ПРИМЕРЫ ЭВОЛЮЦИИ В РАЗЛИЧНЫХ
РЕЖИМАХ

В данном разделе мы рассмотрим несколько
типичных примеров динамики в избранных точ-
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ках карт, рассмотренных в предыдущем разделе.
Мы сосредоточимся на переходах, характерных для
ЛЗШМ- и ЭДСР-динамики, а также для выделен-
ных случаев гибридных режимов динамики.

4.1. Динамика в режиме

ЛЗШМ-интерференции

Рассмотрим пример динамики на уровнях E1 и
E2, протекающей в режиме ЛЗШМ-интерференции
с переходами между состояниями, локализованны-
ми в разных областях пространства. Выберем для
этого основную гармонику ~ω = 2.2 мэВ на рис. 7 а.
На рис. 9 представлены: динамика заселенностей
уровней |Cn(t)|2 (а); вероятности пребывания в пра-
вой квантовой точке Pr(t) (14) и вероятности пре-
бывания в левой точке Pl(t) = 1−Pr(t) (б ); времен-
ные зависимости спиновых проекций (15) (в); траек-
тория спинового вектора S(t) = (Sx(t), Sy(t), Sz(t)),
отображенная на сфере Блоха (г). Можно видеть,
что динамика протекает преимущественно в коор-
динатном пространстве, а спиновые проекции прак-
тически не меняют знак, приводя к небольшим по
амплитуде осцилляциям в плоскости (Sx, Sz), види-
мым на панели г.

Интересно отметить, что, хотя каждое из двух
доминирующих состояний ψ1, ψ2 с заселенностя-
ми |C1(t)|2, |C2(t)|2 обладает нулевой z -проекцией
спина, их нестационарная линейная комбинация (8)
имеет ненулевую амплитуду осцилляций для этой
проекции. Можно предположить, что наблюдаемый
вариант динамики можно использовать для кодиро-
вания информации в пространственной степени сво-
боды, присваивая событиям с нахождением электро-
на в левой либо правой точках значения «0» и «1»
соответственно. Характерное время осцилляций на
рис. 9 составляет порядка 0.1 нс, что отвечает час-
тоте переключения ∼10 ГГц между состояниями ко-
ординатной подсистемы, с которыми можно соотне-
сти значения 0 и 1 по принципу «нахождение элек-
трона в правой/левой квантовой точке» [37]. Такие
частоты следует считать удовлетворительными для
современных и потенциальных приложений при со-
здании кубитов, в нашем случае зарядового кубита.

4.2. Динамика в режиме ЭДСР

Далее мы рассмотрим пример динамики в режи-
ме ЭДСР, когда происходит переход между состоя-
ниями в одной области пространства, но с разными
проекциями спина. Рассмотрим основную гармони-
ку при ~ω = 7 мэВ, когда наблюдается центр ре-

зонансного перехода между уровнями E1 и E3 на
рис. 7 а. Соответствующая развертка динамики во
времени показана на рис. 10 по той же схеме, что
на рис. 9. Видно, что динамика в пространственной
области на панели б почти отсутствует, в то вре-
мя как спиновые проекции на панели в осциллиру-
ют во времени, формируя круговую траекторию в
трехмерном пространстве спинового вектора, пока-
занную на панели г. Таким образом, в нашей системе
реализуется хорошо известный эффект ЭДСР, со-
ставляющий основу манипуляций со спином в элек-
трическом поле. Характерное время осцилляций в
спиновой подсистеме согласно рис. 10 в составляет
около 0.1 нс, как и для координатной подсистемы
на рис. 9 в. Следовательно, гипотетический спино-
вый кубит на осцилляциях, показанных на рис. 10,
может работать также в области частот ∼ 10 ГГц,
как и зарядовый кубит, упоминавшийся в предыду-
щем пункте. Такие частоты следует считать весь-
ма большими как для текущих, так и для перспек-
тивных кубитных приложений. Заметим, что бли-
зость частот осцилляций координатной и спиновой
подсистем можно было ожидать, отметив близость
значений модуля дипольного матричного элемента
на рис. 2 б в области угла θb = 0.5 для переходов
1–2 и 1–3.

Отметим, что спиновые вращения могут наблю-
даться и при переходах между другой парой уров-
ней, отвечающей локализации в области одной и той
же квантовой точки. На рис. 11 показана эволюция
тех же величин, что и на рис. 10, но для начально-
го состояния, находящегося на уровне E2 на рис. 2 а

при θb = 0.5, на котором электрон локализован в
левой квантовой точке. Нижний уровень E1 пред-
полагается занятым. Частота периодического поля
~ω ≈ 8 мэВ отвечает переходу с уровня E2 на уро-
вень E4, состояние которого также локализовано в
левой квантовой точке. Можно видеть типичные ос-
цилляции Раби для заселенностей уровней E2 и E4

на рис. 11 а, а также хорошо выраженные спиновые
вращения в плоскости (Sx, Sy) по большому кругу
сферы на рис. 11 г. Время переворота спина, как это
видно на рис. 11 в, вновь составляет около 0.1 нс, т. е.
линейная частота Раби спиновых осцилляций имеет
порядок 10 ГГц, что является достаточно хорошим
показателем для приложений при создании спино-
вых кубитов.

4.3. Динамика в гибридном режиме

Обратимся к гибридному режиму эволюции,
при котором в динамике участвуют все четыре
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Рис. 9. Зависимости от времени заселенности уровней (а),

вероятностей пребывания в правой и левой точках (б), спи-

новых проекций (в) и картина динамики в пространстве

вектора спина для перехода между уровнями E1 и E2 в

точке ~ω = 2.2 мэВ на рис. 7 а (г). Наблюдаются осцилля-

ции положения в правой и левой точках и спиновые вра-

щения с малой амплитудой в плоскости (Sx, Sz)

уровня. Выберем в качестве примера точку А на
рис. 7 б, для которой частота периодического по-
тенциала ~ω = 5.36 мэВ, а амплитуда потенциала
F = 0.065 мэВ/нм, что отвечает достаточно сильно-
му полю, вовлекающему в динамику все уровни.

Рис. 10. Зависимости от времени заселенности уровней

(а), вероятностей пребывания в правой и левой точках (б),

спиновых проекций (в) и картина динамики в пространстве

вектора спина, для перехода между уровнями E1 и E3 в

точке ~ω = 7 мэВ на рис. 7 а и амплитуде поля F = 0.006

мэВ/нм (г). Наблюдаются спиновые вращения в плоско-

сти (Sx, Sy) при нахождении электрона в области правой

квантовой точки

На рис. 12 показаны зависимости от времени
заселенности уровней, вероятностей пребывания в
правой и левой точках, спиновых проекций, а так-
же картина динамики в пространстве вектора спи-
на. Можно видеть осцилляции заселенности всех че-
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Рис. 11. Зависимости от времени заселенности уровней

(а), вероятностей пребывания в правой и левой точках (б),

спиновых проекций (в) и картина динамики в простран-

стве вектора спина для перехода между уровнями E2 и

E4 при ~ω = 8 мэВ и амплитуде поля F = 0.006 мэВ/нм

(г). Наблюдаются спиновые вращения по большому кругу

в плоскости (Sx, Sy), при нахождении электрона в области

левой квантовой точки

тырех уровней, приводящие к связанной динами-
ке для координатной и спиновой степеней свободы.
В частности, наблюдаются пространственные пере-
ходы между правой и левой точками на панели б

с простыми по форме осцилляциями вероятностей

Рис. 12. Зависимости от времени заселенности уровней

(а), вероятностей пребывания в правой и левой точках (б),

спиновых проекций (в) и картина динамики в простран-

стве вектора спина, для гибридного резонанса в точке А

на рис. 7 б при ~ω = 5.36 мэВ (г). Наблюдаются осцилля-

ции заселенности всех четырех уровней, переходы между

правой и левой точками, сопровождаемые сложной дина-

микой вектора спина

Pr(t) и Pl(t). Что касается спиновой динамики на па-
нели в и в трехмерном представлении на панели г, то
она имеет достаточно сложный характер, если срав-
нивать ее с пространственной эволюцией. Причина
такого усложнения спиновой динамики заключает-
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Рис. 13. Зависимости от времени заселенности уровней

(а), вероятностей пребывания в правой и левой точках (б),

спиновых проекций (в) и картина динамики в простран-

стве вектора спина для перехода E2 → E4 на рис. 11, но

при большой амплитуде поля F = 0.065 мэВ/нм (г). На-

блюдаются сложные осцилляции заселенностей уровней с

вкладом от уровня E3 на панели а и более сложная дина-

мика спиновых вращений в плоскости (Sx, Sy)

ся в том, что для всех четырех состояний, участву-
ющих в динамике, проекции спина имеют различное
значение, как это видно на рис. 2 а. Для их нестацио-
нарной линейной комбинации проекции спина также
являются сложными функциями времени, в отличие

от картин для преимущественно двухуровневой эво-
люции на рис. 9–11.

Осцилляции с числом участвующих состояний
больше трех могут возникать и для изначально
двухуровневой динамики при увеличении амплиту-
ды периодического поля. Так, на рис. 13 показаны
графики для эволюции для перехода между той же
парой уровней E2 и E4, что и на рис. 11, но для
большой амплитуды поля F = 0.065 мэВ/нм. Срав-
нивая рис. 11 и 13, можно видеть, что с увеличением
амплитуды поля форма осцилляций всех рассматри-
ваемых величин становится более сложной. К вкла-
ду заселенностей уровней E2 и E4 на рис. 13 а до-
бавляется небольшой, но все же ненулевой вклад от
уровня E3. Сильнее всего изменяется форма спино-
вых вращений на рис. 13 г по сравнению с простой
круговой орбитой на рис. 11 г.

Конечно, такие сложные спиновые траектории,
как на рис. 13 г, уже сложнее приспособить для за-
дач квантовых вычислений в модели спинового ку-
бита. Тем не менее существенным преимуществом
спиновых осцилляций на рис. 13 в, г является их зна-
чительно более высокая частота по сравнению с ди-
намикой на рис. 11 в, г. На рис. 13 спин переворачи-
вается за время ∼ 0.01 нс, т. е. на порядок быстрее,
чем на рис. 11. Определяемая по времени переворо-
та спина частота Раби на рис. 13 достигает 100 ГГц,
что является очень высоким значением, перспектив-
ным для создания спиновых кубитов на базе рас-
сматриваемой системы. Поэтому дальнейшие рабо-
ты в этой области следует считать перспективными.
Детальное описание таких кубитов вместе с моде-
лированием квантовых операций выходит за рамки
данной работы и представляет интересную задачу
для будущих исследований.

5. ВЫВОДЫ

Исследована динамика в периодическом элек-
трическом поле для состояний в двойной кванто-
вой точке, образованной магнитными барьерами на
краю топологического изолятора на базе квантовой
ямы HgTe/CdHgTe. Рассмотрены режимы интер-
ференции Ландау – Зенера – Штюкельберга –Майо-
раны и электрического дипольного спинового резо-
нанса. Показано, что возможно индуцирование ос-
цилляций и их субгармоник как для спиновой, так и
для зарядовой подсистемы, а также их комбинаций.
Проведено исследование этих режимов в плоскости
параметров системы. Дальнейшее развитие пред-
ставленных результатов открывает новые возмож-
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ности применения квантовых точек в топологиче-
ских изоляторах для задач квантовых вычислений.
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Abstract

The results of modeling of the single-electron dynamics in the regime of Landau –Zener – Stückelberg –Majorana interference

and the electric dipole spin resonance are presented for a double quantum dot formed by three magnetic barriers at the

edge of a topological insulator based on the HgTe/CdHgTe quantum well. The parameters of the system are chosen to

assure the presence of four discrete levels for which the coupled dynamics of spin and coordinate degrees of freedom takes

place. The results of numerical modeling demonstrate the possibility of Rabi-like oscillations both for the spin and charge

subsystems, and also of their combinations. The typical resonances are studied in the plane of the system parameters.

Further development of the described results opens new possibilities for the application of quantum dots in topological

insulators for the problems of quantum computations.

Keywords: topological insulator, magnetic barrier, quantum dot, Landau – Zener – Stückelberg – Majorana
interference, electric dipole spin resonance
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