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Для квазидвумерного антиферромагнетика на треугольной решетке с произвольной величиной спина

исследовано влияние квантовых флуктуаций на намагниченность подрешетки и ренормировку темпе-

ратуры Нееля. В рамках уравнений движения для комбинированных функций Грина, состоящих из

спиновых операторов и операторов Хаббарда, и использования расцепления Тябликова в аналитическом

виде получены выражения для 1) шести ветвей спектра спин-волновых возбуждений; 2) параметра

порядка; 3) температуры Нееля TN , ренормированной обобщенным интегралом Ватсона. Показано, что

намагниченность подрешеток достигает максимального значения при равенстве внутриcлойного J и

межслойного I обменных интегралов. Установлено, что при I > J учет квантовых флуктуаций приводит

не к понижению TN , как в обычных (анти)ферромагнетиках, а к повышению TN по сравнению с ее

среднеполевым значением. Последнее объясняется излишне заниженным значением TN , получаемым в

приближении среднего поля во фрустрированных магнетиках.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Квазидвумерные антиферромагнетики с тре-
угольной решеткой (АФМТР) представляют зна-
чительный интерес, поскольку в данных системах
наиболее ярко проявляются квантовые эффекты
на макроскопическом уровне [1, 2]. Пониженная
размерность и фрустрированность треугольной
решетки приводит к существенному вкладу кванто-
вых флуктуаций в магнитные и термодинамические
свойства квазидвумерных АФМТР [3–5]. К на-
стоящему времени открыто большое количество
подобных соединений, и во многих из них величина
эффективного спина S магнитоактивного иона
равна 1/2. К таким материалам относятся, напри-
мер, Ba3CoSb2O9 [6–10], Cs2CoBr4 [11], CsYbSe2
[12], CsCeSe2 [13], CoZnMo3O8 [14], CeCd3As3 [15],
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Na2BaCo(PO4)2 [16, 17]. Тем не менее имеется
немало АФМТР, величина спина в которых боль-
ше 1/2. Например, в соединении Na2BaNi(PO4)2
[18] величина эффективного спина S = 1, а в
RbFe(MoO4)2 [19–22] и Na2BaMn(PO4)2 [23, 24]
эффективный спин S = 5/2. В этом отношении
интересной представляется система Na2BaM(PO4)2,
которая характеризуется различными значениями
эффективных спинов S = 1/2, 1, 5/2 в зависимости
от сорта магнитоактивного иона M = Co, Ni, Mn
соответственно. Это обстоятельство позволяет,
в частности, проследить за изменением свойств
АФМТР при увеличении спина.

При теоретическом описании АФМТР в области
температур, много меньших температуры Нееля TN ,
активно используются методы, основанные на пред-
ставлении операторов спина через бозе-операторы.
В рамках этих методов квадратичная часть гамиль-
тониана диагонализуется с помощью преобразова-
ния Боголюбова, а слагаемые, описывающие вза-
имодействие, учитываются по теории возмущений
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[25–28]. Среди других подходов, зарекомендовавших
себя при изучении низкотемпературных свойств
АФМТР, отметим представление операторов связи
[29], представление швингеровских бозонов [30, 31],
а также проекционную технику Мори [32].

Как и в чисто двумерном случае, в квазидву-
мерных антиферромагнетиках квантовые флуктуа-
ции приводят к значительному уменьшению сред-
него значения спина даже при T → 0. Это явле-
ние принято называть квантовым сокращением спи-
на. Температура Нееля также уменьшается при уче-
те квантовых флуктуаций, что математически обу-
словлено появлением в знаменателе выражения для
TN так называемого интеграла Ватсона W , значе-
ние которого больше единицы. Для получения по-
добного выражения необходимы методы исследова-
ния, адекватные при температурах порядка TN . Для
описания магнитных систем в данном температур-
ном диапазоне чаще всего используется метод урав-
нений движения для двухвременных температур-
ных запаздывающих функций Грина (ФГ) [33–36].
В рамках данного метода, «стартующего» с уравне-
ния движения для простейшей ФГ 〈〈S+|S−〉〉, воз-
никает цепочка уравнений для все более сложных
ФГ, которые на определенном этапе расцепляются,
что приводит к получению замкнутой системы урав-
нений для ФГ. Однако даже для изотропного маг-
нетика получаемых таким образом ФГ оказывается
недостаточно, если величина спина S больше 1/2. В
этом случае для нахождения намагниченности необ-
ходимо вычислить дополнительные ФГ [37–39].

Способы преодоления данной трудности предла-
гались в работах [40, 41]. В первой работе решались
дополнительные уравнения движения для недоста-
ющих при S > 1/2 функций Грина, а во второй
определялась производящая ФГ, для которой было
получено и решено дифференциальное уравнение.

Более рациональная, на наш взгляд, теория опи-
сания магнитных систем со спином S > 1/2 бы-
ла предложена в работе [42]. Ее ключевой момент
состоял во введении двухвременных запаздываю-
щих комбинированных ФГ, состоящих как из спи-
новых операторов, так и их парциальных составля-
ющих — операторов Хаббарда [43]. В рамках дан-
ной теории авторы работы [42] рассмотрели ферро-
магнетик с одноионной анизотропией, а также двух-
подрешеточный анизотропный антиферромагнетик
[44], определили температуру Нееля и среднее зна-
чение магнитного параметра порядка.

В недавней работе [45] метод комбинированных
ФГ был применен нами для описания свойств
квазидвумерных АФМТР с произвольной величи-

ной спина. В качестве целевых систем выступали
приведенные в начале данного раздела соединения
Na2BaM(PO4)2, где M = Co, Ni, Mn, а S = 1/2, 1, 5/2
соответственно. Помимо треугольной симметрии
кристаллической решетки в каждом слое, харак-
терной особенностью данных систем является
относительно сильный антиферромагнитный обмен
в слое и слабый (но тоже антиферромагнитный)
между слоями. Однако в работе [45] для упроще-
ния расчетов обмен между слоями предполагался
ферромагнитным, что не позволяет применить раз-
витый в [45] подход непосредственно для соединений
Na2BaM(PO4)2 (M = Co, Ni, Mn).

В настоящей работе проводится дальнейшее раз-
витие теории [45] посредством ее обобщения на слу-
чай антиферромагнитного типа межслойного обмен-
ного взаимодействия. Несмотря на то, что в реаль-
ных соединениях важную роль играет также анизо-
тропия, которая здесь не учитывается, тем не менее
тип обменных взаимодействий и кристаллическая
структура уже вполне адекватны отмеченным вы-
ше системам. В рамках предложенной теории квази-
двумерного АФМТР с произвольной величиной спи-
на S вычисляются шесть ветвей магнонного спек-
тра в аналитическом виде, исследуется квантовое
сокращение спина, выводится выражение для тем-
пературы Нееля, на основе которого изучается ре-
нормировка TN при разных спинах S и отношениях
I/J внутриcлойного I и межслойного J обменных
интегралов.

Статья построена следующим образом. В разд. 2
сформулирован гамильтониан модели квазидвумер-
ного АФМТР. В разд. 3 описывается магнитная
структура основного состояния модели. Система
уравнений для комбинированных функций Грина
выводится в разд. 4. В разд. 5 представлены ана-
литические результаты теории: выражение для маг-
нонного спектра; уравнение для намагниченности
подрешеток; выражение для температуры Нееля.
Обсуждение результатов численных расчетов зави-
симости параметра порядка и обобщенного инте-
грала Ватсона и их интерпретация приведены в
разд. 6. Основные выводы работы представлены
в Заключении.

2. МОДЕЛЬ КВАЗИДВУМЕРНОГО АФМТР

Как отмечалось во Введении, соединения
Na2BaM(PO4)2 (M = Co, Ni, Mn) обладают слоистой
структурой. Внутри каждого слоя магнитоак-
тивные ионы образуют треугольную решетку, а
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обменное взаимодействие между ними имеет ан-
тиферромагнитный характер. Соответствующий
обменный интеграл J будем считать отличным
от нуля только для ближайших соседей. Магни-
тоактивные ионы из соседних слоев находятся
строго друг над другом и также связаны между
собой посредством обменного антиферромагнит-
ного взаимодействия с интегралом I. Интегралы
I и J являются положительными величинами, а
условие квазидвумерности рассматриваемых соеди-
нений накладывает требование J ≫ I. Согласно
цитированным выше экспериментальным работам,
в соединениях Na2BaM(PO4)2 (M = Co, Ni, Mn)
имеется легкоосная одноионная анизотропия. Од-
нако, как указывалось во Введении, мы ею будем
пренебрегать.

Известно, что в чисто двумерном АФМТР при
нулевой температуре в отсутствие внешнего маг-
нитного поля магнитная система переходит в фазу
со 120-градусным магнитным упорядочением; спи-
ны из разных подрешеток лежат в одной плоскости
(не совпадающей, вообще говоря, с плоскостью ре-
шетки) и образуют угол в 120◦ друг с другом. Оче-
видно, что при образовании из таких слоев квази-
двумерного АФМТР магнитная структура в каж-
дом слое не изменится, но ближайшие спины в со-
седних слоях будут ориентированы противополож-
но. Таким образом, в нулевом внешнем магнитном
поле структура рассматриваемого квазидвумерно-
го АФМТР представляет собой шесть взаимопрони-
кающих слоистых подрешеток, в каждой из кото-
рых слой — это снова треугольная решетка, а спины
каждой подрешетки направлены одинаково. Сказан-
ное демонстрируется на рис. 1. Спины из трех под-
решеток, обозначаемых далее символами F1, G1 и
L1, изображены на верхнем слое кристаллической
решетки синим, зеленым и красным цветами соот-
ветственно. Спины из трех других подрешеток, обо-
значаемых далее символами F2, G2 и L2, показаны
также синим, зеленым и красным цветами, но на
нижнем слое. Спины из подрешеток A1 и A2, где
A = F,G,L, ориентированы противоположно.

С учетом сказанного, гамильтониан изотропного
квазидвумерного АФМТР запишем в виде

Hex = HJ +HI , (1)

где

HJ = J
∑

j




∑

{fjgj}

SfjSgj+
∑

{gj lj}

SgjSlj +
∑

{ljfj}

SljSfj



,

(2)

Рис. 1. Магнитная структура квазидвумерного антифер-

ромагнетика на треугольной решетке в упорядоченной фа-

зе. Синие, зеленые и красные кружки и стрелки указыва-

ют положения магнитоактивных ионов и направления их

спинов из подрешеток F1(2), G1(2) и L1(2) соответственно.

Черные стрелки — векторы решетки Браве aj (j = 1, 2, 3,

|a1| = |a2| = a, |a3| = c), стрелки ξ и ζ — векторы базиса

HI = I
∑

j



∑

fj

SfjSfj+1+
∑

gj

SgjSgj+1+
∑

lj

SljSlj+1


.

(3)
Оператор HJ описывает энергию обменного взаи-
модействия между ближайшими спинами, располо-
женными внутри j-го слоя. В зависимости от значе-
ния индекса j в каждом слое находятся ионы либо
только из подрешеток F1, G1 и L1 либо F2, G2 и L2.
Оператор HI отвечает энергии обменного взаимо-
действия между ближайшими спинами из соседних
слоев, т. е. из подрешеток A1 и A2, где A = F,G,L.
Индексы fj , gj и lj указывают на принадлежность
спинового оператора S к j-му слою и соответству-
ющей подрешетке F , G или L. Фигурные скобки
под знаком суммы в выражении (2) показывают, что
при вычислении двойной суммы по соответствую-
щим индексам каждая их пара учитывается только
один раз и только для ближайших узлов.

3. УНИТАРНОЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЕ
ГАМИЛЬТОНИАНА АФМТР

Не теряя общности, будем теперь считать, что
плоскость, в которой лежат спины всех подрешеток
в пределах каждого слоя, совпадает с геометриче-
ской плоскостью этого слоя. Выберем систему коор-
динат таким образом, чтобы ось y была направлена
перпендикулярно слою, а оси z и x лежали в слое.
Для нахождения намагниченности подрешетки пе-
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Рис. 2. Поворот локальных осей координат на углы θfj ,

θgj и θlj вокруг оси y на узлах fj , gj и lj при унитарном

преобразовании (5)

рейдем к локальным системам координат в каждой
подрешетке, выполнив унитарное преобразование

Hex(θ) = U(θ)Hex U
†(θ), (4)

где оператор унитарных преобразований имеет вид

U(θ) =
∏

j




∏

fj∈F

exp
(
iθfjS

y
fj

)
×

×
∏

gj∈G

exp
(
iθgjS

y
gj

) ∏

lj∈L

exp
(
iθljS

y
lj

)


 . (5)

Здесь величина θ обозначает совокупность углов θlj ,
θfj и θgj , каждый из которых отвечает повороту во-
круг оси Oy в локальной системе координат, свя-
занной с узлами решетки lj , fj и gj соответственно
(см. рис. 2).

Проведение преобразования (5) для спиновых
операторов в гамильтониане (1) эквивалентно
замене

Sx
pj

→Sx
pj
cos θpj

+ Sz
pj
sin θpj

, Sy
pj

→ Sy
pj
,

Sz
pj

→ Sz
pj
cos θpj

− Sx
pj
sin θpj

,
(6)

где p = {l, f, g}. В результате первое слагаемое га-
мильтониана (1) после унитарного преобразования
принимает вид

HJ(θ) = J
∑

j

∑

{fjgj}

[
Sy
fj
Sy
gj +

+ cos(θfj − θgj )
(
Sx
fjS

x
gj + Sz

fjS
z
gj

)
+

+ sin(θfj − θgj )
(
Sz
fjS

x
gj − Sx

fjS
z
gj

)]
+

+

[
f → g

g → l

]
+

[
f → l

g → f

]
. (7)

Здесь слагаемые в последней строчке выражения
(7) получаются из первого слагаемого посредством
указанной в квадратных скобках заменой индексов
узлов.

Аналогичным образом для второго слагаемого в
(1) после унитарного преобразования получаем

HI(θ) = I
∑

j

∑

fj

[
Sy
fj
Sy
fj+1

+

+ cos(θfj − θfj+1)
(
Sx
fjS

x
fj+1

+ Sz
fjS

z
fj+1

)
+

+ sin(θfj − θfj+1 )
(
Sz
fjS

x
fj+1

− Sx
fjS

z
fj+1

)]
+

+ [f → g] + [f → l] , (8)

где, так же как и в (7), последние два слагаемых по-
лучаются из первого соответствующей заменой ин-
дексов узлов.

Направления осей z новых локальных коорди-
нат (т. е. значения углов θ) выбираются таким обра-
зом, чтобы они были ориентированы вдоль равно-
весных векторов намагниченности RAn

(A = F,G,L

и n = 1, 2) в каждой подрешетке. Учитывая структу-
ру основного состояния, представленную на рис. 1,
значения углов нетрудно выписать явно. Посколь-
ку гамильтониан рассматриваемого АФМТР изо-
тропен, в одной из шести подрешеток угол можно
фиксировать произвольно. Пусть, например, в под-
решетке L1 угол θl1 ≡ θL1 = 0. Тогда для углов из
подрешеток F1 и G1 можем написать θF1 = −2π/3,
а θG1 = 2π/3 (рис. 3). Очевидно, что для подреше-
ток F2, G2 и L2 имеем равенство θA2 = θA1 + π, где
A = F,G,L.

Нетрудно убедиться, что указанные значения уг-
лов являются решениями системы уравнений

3J [RL1 sin(θL1 − θF1)−RG1 sin(θF1 − θG1 ]+

+ 2IRF2 sin(θF2 − θF1) = 0,

3J [RL2 sin(θL2 − θF2)−RG2 sin(θF2 − θG2 ]+

+ 2IRF1 sin(θF1 − θF2) = 0,

(9)

и еще четырех уравнений, получаемых циклической
перестановкой индексов F , G и L. Эти уравнения
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Рис. 3. Ориентация векторов равновесной намагничен-

ности шести подрешеток и осей локальных координат.

В подрешетках F1 и G1 оси z поворачиваются на углы

θF1 = −2π/3 и θG1 = 2π/3 и занимают новые положения

z′ и z′′ соответственно вдоль равновесных намагниченно-

стей подрешеток RF1 и RG1 (синие стрелки). Угол θL1 = 0

на рисунке не показан. Векторы равновесных намагничен-

ностей RF2 , RG2 и RL2 изображены красными стрелками,

а оси z соответствующих локальных координат поворачи-

ваются на углы θA2 = θA1 + π, где A = F,G, L

выводятся из условия обращения в нуль коэффици-
ентов при операторах Sx в выражении для гамиль-
тониана после унитарного преобразования (4) и рас-
цепления в приближении среднего поля. При этом
следует учесть очевидное для изотропного АФМТР
совпадение всех средних значений:

RA1(2)
≡ 〈Sz

pj
〉 = R, A = F,G,L, p = f, g, l.

Таким образом, окончательный вид преобразо-
ванного гамильтониана АФМТР с основным состо-
янием, отвечающим магнитной структуре, изобра-
женной на рис. 1, получается подстановкой значений
углов

θG1 = −θF1 = 2π/3,

θL1 = 0, θA2 = θA1 + π,

A = F,G,L,

(10)

в выражения (7) и (8). В результате гамильтониан
(1) принимает вид

Hex = J
∑

j





∑

{fjgj}

[
−1

2

(
Sx
fjS

x
gj + Sz

fjS
z
gj

)
+

+ Sy
fj
Sy
gj −

√
3

2

(
Sz
fjS

x
gj − Sx

fjS
z
gj

)]
+

+

[
f → g

g → l

]
+

[
f → l

g → f

]}
−

−I
∑

j





∑

fj

[(
Sx
fjS

x
fj+1

+ Sz
fjS

z
fj+1

)
− Sy

fj
Sy
fj+1

]
+

+

[
f → g

]
+

[
f → l

]}
, (11)

где спиновые операторы Sα
pj

(α = x, y, z, p = f, g, l)
определяют проекцию спиновых моментов вдоль но-
вых (повернутых) локальных осей координат.

4. УРАВНЕНИЯ ДВИЖЕНИЯ ДЛЯ
КОМБИНИРОВАННЫХ И СПИНОВЫХ ФГ

Для нахождения параметра порядка R и темпе-
ратуры Нееля TN рассматриваемой модели АФМТР
с произвольной величиной спина S воспользуемся
подходом, предложенным в работе [42], в рамках
которого вводятся двухвременные запаздывающие
комбинированные ФГ

〈〈Xmn
p (t)|S±

p′(t
′)〉〉=−iθ(t−t′)〈[Xmn

p (t), S±
p′(t

′)]〉, (12)

состоящие из спиновых операторов S±
p и их парци-

альных вкладов, выраженных через операторы Хаб-
барда Xmn

p = |m〉〈n|. Здесь p обозначает индекс уз-
ла решетки fj, gj или lj ; |m〉 и |n〉 — собственные
состояния оператора Sz

p ; m и n — соответствующие
собственные значения (Sz

p |m〉 = m|m〉, Sz
p |n〉 = n|n〉);

θ(t − t′) — функция Хевисайда (θ(x) = 0 при x < 0,
θ(x) = 1 при x > 0). Угловые скобки в правой части
(12) обозначают взятие термодинамического средне-
го, квадратные скобки [..., ...] — коммутатор, а зави-
симость от времени у операторов указывает на то,
что они берутся в представлении Гейзенберга.

Как показано в работе [42], для замыкания це-
почки уравнений движения для ФГ (12) достаточно
использовать только те X-операторы, у которых ин-
дексы m и n отличаются на единицу. Это обусловле-
но, во-первых, структурой атомного представления
для спиновых операторов:
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Sz
p =

S∑

m=−S

mXmm
p ,

S+
p =

S−1∑

m=−S

γmX
m+1,m
p , (13)

S−
p =

S−1∑

m=−S

γmX
m,m+1
p ,

где γm =
√
(S −m)(S +m+ 1) — параметры пред-

ставления, а во-вторых, тем, что в гамильтони-
ане изотропного гейзенберговского магнетика спи-
новые операторы, отвечающие каждому узлу решет-
ки, имеют степень не выше первой.

Учитывая сказанное, составим уравнения движе-
ния для ФГ (12) с m = n± 1 (точнее для их фурье-
образов по времени):

Dn±1,n;−
PF1

(p− f1, ω)= 〈〈Xn±1,n
p |S−

f1
〉〉ω, (14)

где индекс P обозначает одну из шести подреше-
ток {F1, G1, L1, F2, G2, L2}, индекс p принимает зна-
чения {f1, g1, l1, f2, f2, g2} (например, при p = f1
этот индекс пробегает номера узлов только из под-
решетки F1 и т. д.), а n изменяется в интервале либо
n = −S, ..., S − 1, либо n = −S + 1, ..., S.

Согласно общей теории, уравнения движения
для указанных ФГ имеют вид

ωDn±1,n;−
PF1

(p− f1, ω) = 〈
[
Xn±1,n

p , S−
f1

]
〉+

+〈〈
[
Xn±1,n

p , Hex

]
|S−

f1
〉〉ω. (15)

При вычислении коммутаторов, входящих в (15),
и при последующем расцеплении высших ФГ в
приближении Тябликова возникают также чисто
спиновые ФГ:

Dα−
PF1

(p− f1, ω)= 〈〈Sα
p |S−

f1
〉〉ω , (16)

где α = ±, x, y. Переходя далее к представлению
квазиимпульса для ФГ, согласно определению

〈〈Xn±1,n
p |S−

f1
〉〉ω=

1

N

∑

k

Dn±1,n;−
AF1

(k, ω)eik(p−f1),

〈〈Sα
p |S−

f1
〉〉ω =

1

N

∑

k

Dα−
PF1

(k, ω) eik(p−f1),

(17)

получаем уравнения (m = −S, ..., S − 1)

(ω − h)Dm+1,m;−
F1F1

(k, ω) = Cm−

− Cm
J0
4

[
νkD

x−
G1F1

(k, ω) + ν∗kD
x−
L1F1

(k, ω)
]
−

− Cm
J0
2i

[
νkD

y−
G1F1

(k, ω) + ν∗kD
y−
L1F1

(k, ω)
]
−

− Cm
I0
2
cos(kyd)D

−−
F2F1

(k, ω),

(ω + h)Dm,m+1;−
F1F1

(k, ω) =

= Cm
J0
4

[
νkD

x−
G1F1

(k, ω) + ν∗kD
x−
L1F1

(k, ω)
]
−

− Cm
J0
2i

[
νkD

y−
G1F1

(k, ω) + ν∗kD
y−
L1F1

(k, ω)
]
+

+ Cm
I0
2
cos(kyd)D

+−
F2F1

(k, ω),

(18)

а также уравнения, следующие из приведенных вы-
ше в результате циклической перестановки у всех
ФГ левых нижних индексов F , G и L. При за-
писи выражений (18) использовались следующие
обозначения:

h = R(J0 + I0), J0 = 3J, I0 = 2I.

Посредством d обозначено расстояние между сло-
ями, а Cm = γm(Nm+1 − Nm), где Nm = 〈Xmm

p 〉
— числа заполнения. Структурный фактор νk тре-
угольной решетки имеет вид

νk =
1

3

∑

δ

eikδ =
1

3

(
2 cos

kz
2
e
i kx

2
√

3 + e
−i kx√

3

)
, (19)

где δ — вектор, принимающий три значения
{ξ,−ζ, ζ − ξ} (см. рис. 1). Верхний символ «∗» в
записи ν∗k обозначает комплексное сопряжение.

Следуя работе [42], замкнем систему уравнений
(18) на чисто спиновые ФГ. Для этого заметим, что
с учетом представления (13) результат вычисления
коммутатора [S+, S−] можно записать в виде

[
S+, S−

]
=2Sz=

S−1∑

m=−S

γ2m
(
Xm+1,m+1−Xm,m

)
. (20)

Усредняя это выражение и учитывая определение
параметра Cm, получим равенство

S−1∑

m=−S

γmCm = 2R. (21)

Если теперь умножить уравнения (18) на пара-
метр γm и просуммировать по m от −S до S − 1, то
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равенство (21) позволяет записать систему уравне-
ний (18) только через спиновые ФГ:

(ω − h)D+−
F1F1

(k, ω) =

= 2R− I0R cos(kyd)D
−−
F2F1

(k, ω)+

+
J0
4
R

[
νkD

+−
G1F1

(k, ω) + ν∗kD
+−
L1F1

(k, ω)−

−3νkD
−−
G1F1

(k, ω)− 3ν∗kD
−−
L1F1

(k, ω)

]
,

(ω + h)D−−
F1F1

(k, ω) =

= I0R cos(kyd)D
+−
F2F1

(k, ω)+

+
J0
4
R

[
3νkD

+−
G1F1

(k, ω) + 3ν∗kD
+−
L1F1

(k, ω)−

−νkD−−
G1F1

(k, ω)− ν∗kD
−−
L1F1

(k, ω)

]
.

(22)

Кроме двух выписанных уравнений (22), имеется
еще десять, получаемых циклической перестановкой
нижних левых индексов F , G, L у ФГ, а также ин-
версией индексов 1 ↔ 2 в каждом из уравнений (22).
Таким образом, мы приходим к замкнутой системе
из двенадцати уравнений для определения спино-
вых ФГ D±−

PF1
(k, ω), где P = {F1, G1, L1, F2, G2, L2}.

Комбинированные ФГ вычисляются через спиновые
ФГ по уравнениям (18).

5. ДИСПЕРСИОННОЕ УРАВНЕНИЕ,
ПАРАМЕТР ПОРЯДКА И ТЕМПЕРАТУРА

НЕЕЛЯ

Для вычисления спектра спин-волновых возбуж-
дений систему уравнений (22) удобно представить в
матричной форме:

Ω̂D = B, (23)

где BT = (2R, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0), вектор-
столбец D составлен из двенадцати ФГ:

DT = (D+−
1 ,D+−

2 ,D−−
1 ,D−−

2 ),

D±−
1(2) = (D±−

F1(2)F1
, D±−

G1(2)F1
, D±−

L1(2)F1
),

(24)

а матрица Ω̂ имеет следующий блочный вид:

Ω̂=




ω − Γk 0 3RJ0

4 Λk ǫk

0 ω − Γk ǫk
3RJ0

4 Λk

− 3RJ0

4 Λk −ǫk ω + Γk 0

−ǫk − 3RJ0

4 Λk 0 ω + Γk



.(25)

Элементы этой матрицы — блоки 3 × 3, при записи
которых воспользуемся единичной матрицой 1 ран-
га три:

ω = ω · 1, Γk = h · 1+
RJ0
4

Λk,

0 = 0 · 1, ǫk = I0R cos(kyd) · 1.

Матрица Λk составлена из структурных
факторов (19):

Λk =




0 νk ν∗k
ν∗k 0 νk

νk ν∗k 0


 . (26)

Условие существования нетривиального ре-
шения системы (23) приводит к дисперсионному
уравнению

|Ω̂| = 0, (27)

которое является уравнением шестой степени отно-
сительно ω2. Несмотря на высокую степень, диспер-
сионное уравнение (27) имеет довольно простые ана-
литические решения:

E2
jk = R2J2

0 (1 + λ(1 ± cos(kyd)) − µk − µ∗
k)×

×(1 + λ(1 ∓ cos(kyd)) +
1

2
µk +

1

2
µ∗
k), (28)

где

λ = I0/J0, µk = νke
iφ, φ = π,±π/3.

Комбинируя два знака «±» и три значения угла φ,
получаем шесть ветвей Ejk (j = 1, . . . , 6) спектра
спин-волновых возбуждений.

Явный аналитический вид дисперсионных зави-
симостей (28) существенно упрощает вычисление
представляющих интерес термодинамических сред-
них. Так, например, числа заполнения Nm по спек-
тральной теореме выражаются через комбинирован-
ные ФГ Dm+1,m;−

F1F1
:

γmNm=− 1

π

∞∫

−∞

dω b(ω)
1

N

∑

k

ImDm+1,m;−
F1F1

(k, ω), (29)

которые по формулам (18) определяются через спи-
новые ФГ (16). Последние находятся из решения си-
стемы (22). При известных числах заполнения Nm

параметр порядка R вычисляется по формуле (21).
В выражении (29) b(ω) = (exp(ω/T )− 1)−1 — функ-
ция распределения Бозе – Эйнштейна.
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Учитывая определение Cm, из формулы (29) по-
лучаем рекуррентное соотношение

Nm = Nm+1 α(T ), α(T ) =
PS(T )

1 + PS(T )
, (30)

где
PS(T ) = PS(0) + δPS(T ), (31)

PS(0) =
1

N

∑

k

6∑

i=1

Ak(Eik)

2Eik

∏6
j( 6=i)

(
E2

ik − E2
jk

) , (32)

δPS(T ) =
1

N

∑

k

6∑

i=1

Ãk(Eik) b(Eik)

Eik

∏6
j( 6=i)

(
E2

ik − E2
jk

) . (33)

Выражения для спектральных функций Ak(ω) и
Ãk(ω) в формулах (32), (33) довольно громоздкие и
здесь не приводятся.

Условие полноты

1 =

S∑

m=−S

Nm

вместе с рекуррентным соотношением (30) позволя-
ет получить решения для 2S + 1 величин Nm и за-
писать выражение для параметра порядка в виде

R =

S∑

m=−S

mNm =

= S − PS(T ) +
(2S + 1)PS(T )

2S+1

(1 + PS)2S+1 − PS(T )2S+1
. (34)

Как показывают расчеты, при температурах
T ≪ TN величина PS(T ) ≪ 1, и тогда приближенно
можно написать

R ∼= S − PS(0),

поскольку δPS(T ) → 0. Отсюда видно, что именно
PS(0) определяет сокращение спина за счет кванто-
вых флуктуаций.

В окрестности другой интересующей нас области
T . TN , наоборот, величина x = 1/PS(TN ) ≪ 1. В
этом случае формулу (34) удобно переписать в виде

R = S − 1

x
+

1

x

[
x(2S + 1)

(1 + x)2S+1 − 1

]
. (35)

При малых x, для получения отличного от нуля
вклада в правой части (35), в разложении функции в
квадратных скобках необходимо удерживать слага-
емые до второго порядка по x. Тогда для параметра
порядка R получаем выражение

R ∼= xS(S + 1)/3,

или, вспоминая определение x,

RPS(TN ) =
S(S + 1)

3
. (36)

С другой стороны, если учесть, что при T ∼ TN
параметр порядка R мал, то из выражений (31)–(33)
получим

PS(TN ) = PS(0) +
TN
RJ0

W, (37)

где W — обобщенный интеграл Ватсона:

W =
1

N

∑

k

6∑

i=1

Ãk(Eik)
E2
ik

∏6
j( 6=i)

(
E2
ik − E2

jk

) , (38)

в определении которого используются безразмерные
энергии для спектра магнонов Eik = Eik/RJ0.

Пренебрегая малой величиной PS(0) в формуле
(37) и сравнивая эту формулу с (36), находим окон-
чательное выражение для определения температу-
ры Нееля:

TN =
S(S + 1)

3

J0
W
. (39)

Видно, что зависимость температуры Нееля от ве-
личины спина S определяется только первым мно-
жителем в (39), так как интеграл Ватсона от S не
зависит. В то же время зависимость TN от межплос-
костного обменного интеграла I определяется неяв-
но через тот же интеграл Ватсона, который зависит
от параметра квазидвумерности I/J за счет ренор-
мированного спектра Ejk (j = 1, . . . , 6).

6. ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ
ЧИСЛЕННЫХ РАСЧЕТОВ

Представленные в предыдущих разделах резуль-
таты аналитического рассмотрения АФМТР в при-
ближении Тябликова показывают, что квантовые
флуктуации приводят, во-первых, к сокращению па-
раметра порядка R (см. формулу (34)), а во-вторых,
к ренормировке температуры Нееля (39). В послед-
нем случае ренормировка обусловлена обобщенным
интегралом Ватсона (38).

На рис. 4 представлена зависимость величины
обобщенного интеграла Ватсона W от параметра
квазидвумерности I/J . Данный график с точно-
стью вычислений совпадает с аналогичной зависи-
мостью, построенной в работе [45] также для моде-
ли АФМТР, но с ферромагнитным обменным взаи-
модействием между ближайшими узлами из разных
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Рис. 4. Зависимость обобщенного интеграла Ватсона W

от отношения обменных интегралов I/J

слоев решетки. Как и в [45], в окрестности точки
I = J обобщенный интеграл Ватсона W равен еди-
нице. Это говорит об отсутствии в данной точке ре-
нормировки температуры Нееля за счет «антифер-
ромагнитных» квантовых флуктуаций, что, однако,
не означает отсутствия квантового сокращения для
спина, что хорошо видно, например, на рис. 5. Кро-
ме того, правее точки I = J величина W стано-
вится меньше единицы, что приводит к увеличению
температуры Нееля по сравнению с приближением
среднего поля и, следовательно, к росту стабильно-
сти дальнего магнитного порядка. Такое, на первый
взгляд, неожиданное поведение может быть объяс-
нено тем, что при I > J приближение среднего поля
«переучитывает» роль фрустраций в слоях АФМТР
и приводит к излишне заниженному значению TN .
Приближение Тябликова частично исправляет дан-
ную ситуацию посредством ренормировки TN че-
рез обобщенный интеграл Ватсона. При уменьше-
нии межслойного обменного взаимодействия (I → 0)
температура Нееля, в соответствии с теоремой Мер-
мина – Вагнера [46], стремится к нулю, а система
фактически становится двумерной.

Выражения (39), (38) позволяют провести срав-
нение результатов развитой здесь теории с экспери-
ментальными данными. В табл. 1 приведены значе-
ния обменных интегралов J и I, а также темпера-
туры Нееля TN для четырех АФМТР. В последнем
столбце таблицы представлены значения температу-
ры Нееля T ∗

N , рассчитанные по формуле (39) с ис-
пользованием данных из 2-го, 3-го и 4-го столбцов.
Наблюдаемое довольно неплохое согласие между TN
и T ∗

N для RbFe(MoO4)2 (первая строчка в табл. 1)
объясняется тем, что в этом соединении анизотро-
пия имеет легкоплоскостной характер, а рассмат-

Таблица 1. Сравнение температуры Нееля T ∗

N , вычис-

ленной по формуле (39), с экспериментальным зна-

чением TN , полученным для соединений RbFe(MoO4)2
(RFM), Na2BaCo(PO4)2 (NBC), Na2BaNi(PO4)2 (NBN),

Na2BaMn(PO4)2 (NBM). Расчеты T ∗

N выполнены с исполь-

зованием значений обменных интегралов J и I из 3-го и

4-го столбцов и взятых из работ, указанных в 1-ом столбце.

Во втором столбце приведена величина спина магнитоак-

тивного иона

АФМТР S J , мэВ I , мэВ TN , K T ∗

N , K

RFM [22] 5
2

0.086 0.0007 3.8 4.2

NBC [17] 1
2

0.076 0.127 0.05 0.77

NBN [18] 1 0.032 0.015 0.43 0.57

NBM [24] 5
2

0.11 0.002 1.28 7.5

риваемая нами структура основного состояния в
данном случае минимизирует энергию анизотропии.
Поэтому модель АФМТР (1)–(3) вполне адекватна
для описания свойств соединения RbFe(MoO4)2 в
нулевом магнитном поле H . Если H не равно ну-
лю, то энергию анизотропии необходимо учитывать
и, следовательно, модель (1)–(3) должна быть обоб-
щена. При сравнении температур Нееля TN и T ∗

N в
системах Na2BaM(PO4)2 с M = Co, Ni, Mn (послед-
ние три строчки в табл. 1) согласие значительно ху-
же, поскольку в данных АФМТР имеются немалая
одноионная одноосная анизотропия и анизотропия
обмена, которые в рассматриваемой нами модели не
учитывались.

На рис. 5 представлены зависимости параметра
порядка R от параметра квазидвумерности I/J в
случае S = 1/2. При I = 0 АФМТР чисто двумер-
ный, а сокращение спина равно S−R ≈ 0.17, что хо-
рошо согласуется с результатами, например, работы
[25]. При включении обменного интеграла I систе-
ма становится трехмерной, а величина R растет с
увеличением отношения I/J и достигает при I = J

максимального значения, которое все же уменьшено
относительно S = 1/2 за счет квантовых флукту-
аций. Интересно, что при дальнейшем увеличении
отношения I/J величина R снова уменьшается, что
обусловливается тенденцией к повторному пониже-
нию ее эффективной размерности. Действительно,
при I ≫ J систему можно представить как двумер-
ное множество слабо взаимодействующих между со-
бой жестких антиферромагнитных цепочек. Таким
образом, наименьшее сокращение спина наблюдает-
ся при I = J , но при отходе от этой точки в большую
или меньшую сторону параметр порядка уменьша-
ется, что связано с уменьшением ее эффективной
размерности.
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Рис. 5. Зависимость намагниченности R подрешетки от

отношения обменных интегралов I/J при S = 1/2

На рис. 6 представлены графики зависимости от-
носительного параметра порядка R/S от темпера-
туры T , приведенной к температуре Нееля TN , при
I/J = 0.1 для разных значений спина. Видно, что
с ростом величины S квантовое сокращение спина
ожидаемо уменьшается и становится совсем незна-
чительным при больших значениях S.

На рис. 7 приведены зависимости параметра по-
рядка R от температуры T , нормированной на ве-
личину обменного интеграла J , который в данном
случае полагался равным 0.1. Расчет выполнен для
разных значений параметра межслойного обмена I
и для S = 1/2. Видно, что при малой величине I
значение температуры Нееля TN также мало и стре-
мится к нулю при I → 0 в полном согласии с тео-
ремой Мермина – Вагнера [46]. При этом величина R
согласуется с результатами работы [25] (см. красную
линию на рис. 7). Кроме того, на рис. 7 можно заме-
тить, что линии 6 и 7, построенные при значениях
I/J , равных 1.5 и 3, пересекают линию 5, которая
рассчитана при I = J . Такое поведение обусловлено
усилением квантового сокращения спина при I > J ,
продемонстрированным ранее на рис. 5.

В табл. 2 значения параметра порядка R и вели-
чины квантового сокращения спина S − R, рассчи-
танные самосогласованно при нулевой температуре
на основе уравнений (34), (31) и (28), сравнивают-
ся с аналогичными величинами, рассчитанными в
рамках спин-волнового приближения (СВП) соглас-
но теории, изложенной в работе [47]. Из приведен-
ных в табл. 2 данных следует, что при малых значе-
ниях спина S и при отношении I/J , много меньшем
единицы, величина параметра порядка R, вычислен-
ная по формуле (34), существенно отличается от ве-
личины R, полученной в СВП. При других значени-

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
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1
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Рис. 6. Зависимости относительной намагниченности R/S

подрешетки от относительной температуры T/TN при

I/J = 0.1 для разных значений спина S: 1 — S = 1/2;

2 — S = 1; 3 — S = 3/2; 4 — S = 2, 5 — S = 10

ях S и I/J величины R и S − R близки. Заметное
различие значений R и S − R при малых S и I/J в
двух указанных подходах связано с наличием тре-
тьего слагаемого в правой части выражения (34); в
СВП в уравнении для параметра порядка это сла-
гаемое отсутствует. При больших значениях спина
S или не малом отношении I/J третье слагаемое в
правой части (34) не дает существенного вклада, и
поэтому результаты, полученные в обоих подходах,
практически совпадают.

Если же сравнивать значения R и S − R, пред-
ставленные в табл. 2, с аналогичными значениями в
таблице из работы [45], то можно прийти к выводу,
что квантовое сокращение спина в случае межплос-
костного антиферромагнитного обмена оказывается
бо́льшим, чем для межплоскостного ферромагнит-
ного обмена при всех значениях I/J и на всем ин-
тервале температур от нуля до температуры Нееля.
При этом сама температура Нееля в обоих указан-
ных случаях одинакова.

Наконец отметим, что приближение Тябликова,
как известно, приводит к более высоким значениям
параметра порядка в сравнении с другими извест-
ными методами. Так, например, для S = 1/2 значе-
ние среднего спина в модели АФМТР, вычисленное
методом квантового Монте-Карло, равно R ≈ 0.2

[48]; методом ренормализационной группы матрицы
плотности — R ≈ 0.2 [49]; методом разложения в
ряд — R ≈ 0.19 [50]. Эти значения заметно отли-
чаются от полученной нами величины R ≈ 0.32 в
пределе I = 0.
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Рис. 7. Зависимости намагниченности R подрешетки от

относительной температуры T/J при S = 1/2 для различ-

ных соотношений обменных интегралов I/J : 1 — 0; 2 —

0.001; 3 — 0.1; 4 — 0.4; 5 — 1; 6 — 1.5; 7 — 3

7. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В настоящей работе представлены результаты
исследований квазидвумерных антиферромагнети-
ков на треугольной решетке с произвольной величи-
ной спина S, в которых межслойное обменное взаи-
модействие также антиферромагнитно. Данная ра-
бота является естественным продолжением исследо-
ваний [45], в которых межслойный обмен в АФМТР
для простоты предполагался ферромагнитным. В
качестве примера реальных магнетиков, на описа-
ние которых нацелена развиваемая теория, служат
системы Na2BaM(PO4)2 с величиной спина магни-
тоактивных ионов S = 1/2, 1, 5/2 в зависимости от
вида иона M = Co, Ni, Mn соответственно.

Основной целью исследований являлся расчет
величины сокращения среднего значения магнитно-
го момента R подрешетки за счет квантовых флук-
туаций в зависимости от величины спина S и отно-
шения I/J меж- и внутрислойных обменных инте-
гралов, а также получение аналитического выраже-
ния, определяющего температуру Нееля и ее кван-
товые ренормировки. Расчет выполнен в приближе-
нии Тябликова в рамках метода комбинированных
функций Грина, предложенного в работе [42] и поз-
воляющего с помощью атомного представления в
единой схеме описывать магнетики с произвольной
величиной спина S.

Среди главных численных результатов исследо-
вания следует выделить два. Первый связан с обна-
ружением максимума в зависимости R от отноше-
ния I/J при I = J . В этом случае квантовое сокра-

Таблица 2. Значения параметра порядка R и квантового

сокращения спина S − R при T = 0 для различных S и

при двух значениях отношения обменных интегралов I/J .

Расчеты проведены двумя способами: на основе уравнения

(34) и в рамках СВП [47]

S I/J = 1

R S −R

Ур-е (34) СВП Ур-е (34) СВП

1/2 0.41674 0.40011 0.08326 0.09989

1 0.90236 0.90011 0.09764 0.09989

3/2 1.40038 1.40011 0.09962 0.09989

2 1.90014 1.90011 0.09986 0.09989

5/2 2.40011 2.40011 0.09989 0.09989

S I/J = 0.001

R S −R

Ур-е (34) СВП Ур-е (34) СВП

1/2 0.34375 0.27272 0.15625 0.22728

1 0.79190 0.77272 0.20810 0.22728

3/2 1.27743 1.27272 0.22257 0.22728

2 1.77381 1.77272 0.22619 0.22728

5/2 2.27296 2.27272 0.22704 0.22728

щение минимально, поскольку при I = J система
максимально «трехмерна». Действительно, рассмат-
ривая два крайних предела, I/J → 0 и I/J → ∞,
получаем соответственно либо двумерные невзаимо-
действующие плоскости АФМТР, либо крайне сла-
бо взаимодействующие жесткие одномерные анти-
ферромагнитные цепочки. Второй результат рабо-
ты связан с увеличением значения TN при I > J по
сравнению с его значением в приближении среднего
поля. Последнее обусловлено «переучетом» кванто-
вого сокращения спина в теории среднего поля и его
коррекцией в приближении Тябликова.

Среди аналитических результатов, кроме выра-
жения для температуры Нееля, отметим формулы,
описывающие шесть ветвей спектра коллективных
спин-волновых возбуждений, которые были получе-
ны в явном виде, несмотря на довольно высокую
степень дисперсионного уравнения. Это существен-
но упростило численные расчеты.

В заключение отметим, что полученные в работе
результаты имеют общий характер. Для корректно-
го описания в рамках данной теории магнитных и
термодинамических свойств таких соединений, как,
например, Na2BaM(PO4)2 (M = Co, Ni, Mn), важное
значение имеет одноионная анизотропия. Именно с
ее учетом будет связано дальнейшее развитие пред-
ставленного здесь подхода.
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Abstract

The effect of quantum fluctuations on the sublattice magnetization and the renormalization of the Néel temperature is

studied for a quasi-two-dimensional antiferromagnet on a triangular lattice with arbitrary spin. Utilizing the equations of

motion for the hybrid Green’s functions consisting of spin operators and Hubbard operators and using Tyablikov decoupling,

analytical expressions are obtained for i) six branches of the spin-wave excitation spectrum; ii) the order parameter; iii)

the Néel temperature TN , renormalized by the generalized Watson integral. It is shown that the sublattice magnetization

reaches its maximum value when the intralayer J and interlayer I exchange integrals are equal. It has been established that

for I > J , taking quantum fluctuations into account does not lead to a decrease in TN , as in conventional (anti)ferromagnets,

but to an increase in TN compared to its mean-field value. The latter is explained by the excessively reduced value of TN

obtained in the mean-field approximation in frustrated magnets.

Keywords: quasi-two-dimensional antiferromagnet on a triangular lattice, hybrid Green’s functions, Tyablikov
approximation, Néel temperature
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