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Избыточная энергия однокомпонентной плазменной жидкости рассчитывается с использованием вариа-
ционного подхода в сочетании с различными вариантами избыточной энтропии жидкости твердых сфер,
которая используется в качестве референтной системы. Сравнение с недавними результатами расчета
Монте-Карло для избыточной энергии однокомпонентной плазмы указывает на вириальную энтропию
Перкуса –Йевика как наиболее подходящую энтропию для использования в вариационных расчетах.
Кратко обсуждаются причина этого и потенциальные возможности развития настоящего анализа. Пока-
зано, что оригинальная формулировка скейлинга Розенфельда –Таразоны для тепловой составляющей
избыточной энергии однокомпонентной плазмы отлично согласуется с недавними результатами расчета
Монте-Карло.

Ключевые слова: однокомпонентная плазма, неидеальная плазма, жидкость твердых сфер, скейлинг
Розенфельда –Таразоны, вариационный метод

DOI: 10.7868/S3034641X26030099

1. ВВЕДЕНИЕ

Для оценки свойств многочастичной системы
можно установить связь с другой системой отсчета,
свойства которой известны с большей точностью. В
частности, для этой цели широко используется ва-
риационное неравенство Боголюбова [1]. Оно пред-
ставляет собой фундаментальный результат в стати-
стической физике, устанавливающий верхнюю гра-
ницу свободной энергии Гельмгольца многочастич-
ной системы:

F ≤ F0 + 〈H −H0〉0, (1)

где F и F0 — свободные энергии Гельмгольца реаль-
ной и референтной систем, а H и H0 — их соответ-
ствующие гамильтонианы, вычисленные для задан-
ного состояния эталонной системы. Для классиче-
ских систем частиц, взаимодействующих с парными
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потенциалами, гамильтонианы различаются толь-
ко потенциальными (избыточными) энергиями, вы-
численными для заданного состояния референтной
системы. Это можно выразить через радиальную
функцию распределения (radial distribution function,
RDF) g0(r) референтной системы с помощью инте-
грального уравнения энергии [1]. Особенно заманчи-
во использовать модель твердых сфер (hard spheres,
HS) в качестве референтной системы, так как по-
тенциальная энергия тождественно равна нулю, а
свойства системы, такие как g0(r), достаточно хоро-
шо известны и зависят от одного параметра — коэф-
фициента упаковки η = πnσ3/6, где n — плотность
сфер, а σ — их диаметр. Приняв этот выбор, мы
можем переписать неравенство Боголюбова как

F ≤ −TS0(η) +
N

2
n

∫
g0(r; η)φ(r)dr, (2)

где T — температура, S0 — энтропия системы твер-
дых сфер (связанная с соответствующим уравнени-
ем состояния), N — число частиц, а φ(r) — потенци-
ал взаимодействия рассматриваемой системы. Пра-
вая часть уравнения (2) зависит от коэффициента
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упаковки η, который выступает в качестве вариа-
ционного параметра, а ее минимизация по η дает
наилучшую оценку свободной энергии рассматрива-
емой системы. Именно так на практике применяет-
ся вариационный расчет с использованием системы
твердых сфер.

Естественно, следует ожидать, что модель HS бо-
лее подходит для систем с резкими взаимодействи-
ями, таких как система Леннарда-Джонса [2, 3] или
обратностепенных потенциалов с достаточно боль-
шими показателями [4,5]. Удивительно, но она оста-
ется полезной феноменологической моделью даже в
случае чрезвычайно мягких и дальнодействующих
взаимодействий, подобных кулоновским, хотя не все
ее реализации обеспечивают хорошую точность [6].
На самом деле оказывается, что процедура довольно
чувствительна к точному виду энтропии HS. Точ-
ность вариационного расчета определяется не точ-
ностью члена S0(η) per se, а его согласованностью с
функцией распределения g0(r; η), используемой для
расчета избыточной энергии.

В данной работе мы рассматриваем сильнонеиде-
альную однокомпонентную плазму (one-component
plasma, ОСР), представляющую собой классиче-
скую жидкость заряженных частиц, взаимодейству-
ющих посредством кулоновского потенциала взаи-
модействия и погруженных в однородный компенси-
рующий фон противоположного заряда для обеспе-
чения квазинейтральности [7, 8]. Мы вычисляем из-
быточную внутреннюю энергию, применяя вариаци-
онный подход, используя в качестве системы отсче-
та жидкость HS с пятью различными уравнениями
состояния. Таким образом, мы количественно оце-
ниваем точность различных приближений для S0(η)

в этом важном частном случае. Важно отметить,
что наше сравнение основано на результатах недав-
но опубликованных исследований термодинамиче-
ских свойств жидкостей HS методами молекуляр-
ной динамики (molecular dynamics, MD) [9] и жидко-
стей OCP методом Монте-Карло (Monte Carlo, MC)
с использованием усредненного по углу потенциа-
ла Эвальда (angle-averaged Ewald potential, AAEP)
[10,11]. Поскольку эти результаты, по-видимому, до-
стигают уровня точности, необходимого для боль-
шинства практических приложений, систематиче-
ская оценка влияния различных предположений об
энтропии HS жидкостей представляется актуаль-
ной и своевременной. Кроме того, мы использу-
ем эту возможность для обоснования применимости
масштабирования Розенфельда – Таразоны в случае
жидкой OCP.

2. РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЕТА

OCP характеризуется одним безразмерным па-
раметром кулоновской неидеальности

Γ =
q2

aT
,

где q — электрический заряд, а a = (4πn/3)−1/3 —
радиус Вигнера – Зейтца. При Γ ≪ 1 реализуется
режим слабой неидеальности, и OCP демонстриру-
ет газоподобное поведение. При Γ & 1 имеет место
сильная неидеальность, и OCP демонстрирует жид-
коподобное поведение. Переход от газоподобной к
жидкоподобной динамике был недавно идентифи-
цирован при Γ ∼ 10 [12–14]. При Γ & 50 колеба-
тельная доминация определяет динамическое пове-
дение и транспортные свойства OCP [15, 16]. Фазо-
вый переход жидкость–твердое тело происходит при
Γ ≃ 174, где пересекаются свободные энергии Гельм-
гольца жидкой и твердой фаз, и OCP кристаллизу-
ется в объемно-центрированную кубическую решет-
ку [8, 17, 18]. Существование стеклования при высо-
ких значениях Γ также обсуждалось в литературе с
различных точек зрения [19–23]. Здесь нас интересу-
ет в основном режим сильнонеидеальной жидкости.

Опуская члены, соответствующие идеальному
газу, перепишем уравнение (2) в общепринятых при-
веденных единицах [7]

fex ≤ −sex(η) + uex(Γ, η). (3)

Расчет избыточной энергии следует выполнять с
учетом конкретных свойств OCP. Учитывая нали-
чие нейтрализующего фона, потенциал кулоновско-
го взаимодействия φ(r) = q2/r и вводя приведенное
расстояние x = r/σ, член, выражающий избыточ-
ную энергию, представим в виде

uex(Γ, η) = 6Γη2/3
∞∫

0

[g0(x; η) − 1]xdx. (4)

Следует отметить, что из-за наличия нейтрализую-
щего фона, обеспечивающего сходимость внутрен-
ней энергии OCP, интегрирование следует начи-
нать с нуля. Для более крутых взаимодействий, ко-
гда нейтрализующий фон отсутствует, естественно
установить нижний предел интегрирования равным
1, поскольку величина g0(x; η) тождественно рав-
на нулю при x < 1. Интеграл можно вычислить,
учитывая, что
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∞∫

0

[g0(x; η)−1]xdx= lim
t→0

∞∫

0

e−tx [g0(x; η) − 1]xdx =

= lim
t→0

[
G(t, η) − 1

t2

]
. (5)

В теории Перкуса – Йевика (Percus – Yevick, PY)
функция G(t, η) известна аналитически [24]. Вычис-
ление предела — хорошее упражнение, дающее

uex(Γ, η) = −3Γη2/3
1− 1

5η +
1
10η

2

1 + 2η
. (6)

Этот результат был получен Джонсом [25], хотя в
оригинальной версии была допущена опечатка [26].

Избыточная энтропия связана с коэффициентом
сжимаемости Z = P/nT (мы измеряем температу-
ру в единицах энергии, так что Z — безразмерная
величина) через интегральное уравнение

sex(η) = −
η∫

0

Z(η′)− 1

η′
dη′. (7)

Далее мы тестируем пять различных уравнений
состояния для жидкости HS. Первые два — это
обычные PY-результаты [24, 27], полученные либо
через вириальное уравнение

Zv(η) =
1 + 2η + 3η2

(1− η)2
, (8)

либо через сжимаемость

Zc(η) =
1 + η + η2

(1− η)3
. (9)

Различие обусловлено термодинамической несогла-
сованностью, связанной с приближенным харак-
тером теории PY. Более точное уравнение состо-
яния Карнахана–Старлинга (Carnahan – Starling,
CS) [28] можно рассматривать как линейную супер-
позицию Zv и Zc,

ZCS(η) =
1 + η + η2 − η3

(1− η)3
. (10)

Четвертое уравнение состояния — это недавний ре-
зультат, который получен в теории PY с использо-
ванием химического потенциала [29],

Zµ = −9
ln(1− η)

η
− 8

1− 31
16η

(1− η)2
. (11)

Пятое — полуэмпирическое уравнение состояния
Колафы – Лабика – Малиевского на основе функ-
циональной формы, предложенной в работе [30]

и модифицированной (modified Kolafa – Lab́ık –
Malijevský, mKLM) с учетом новых результатов
MD-моделирования [9]. Это уравнение состояния
имеет следующую аналитическую форму:

ZmKLM(η) = 1+
8∑

i=1

Bix
i +B10x

10 +B14x
14 +B22x

22,

(12)
где x = η/(1− η) и коэффициенты равны

B1 = 4, B2 = 6, B3 = 2.364768, B4 = −0.8698551,

B5 = 1.1062803, B6 = −1.1014221, B7 = 0.66605866,

B8 = −0.03633431, B10 = −0.20965164,

B14 = 0.10555569, B22 = −0.00872380.

Это уравнение хорошо описывает термодинамику
жидкости HS (стабильной и метастабильной) до
η ≃ 0.534 [9].

Мы не выводим соответствующие выражения
для sex, поскольку они не требуются в вариацион-
ном методе. Поскольку нам необходимо минимизи-
ровать правую часть уравнения (3), основной инте-
рес представляют производные избыточной энергии
и энтропии по η. Получаем

∂uex
∂η

= −Γ
(1− η)2(2 + η)

η1/3(1 + 2η)2
, (13)

∂sex
∂η

= −Z(η)− 1

η
. (14)

Требуя, чтобы производная правой части уравне-
ния (3) была равна нулю, получаем простое соот-
ношение между Γ и η:

Γ =
[Z(η)− 1] (1 + 2η)2

η2/3(1 − η)2(2 + η)
. (15)

Это соотношение, очевидно, зависит от конкрет-
ной формы уравнения состояния HS, выбранной для
расчета. Избыточная энергия как функция Γ может
быть легко получена из уравнения (6). Это обеспе-
чивает легкий доступ к термодинамике жидкости
OCP в простой параметрической форме.

3. РЕЗУЛЬТАТЫ

Среди пяти рассмотренных уравнений состояния
HS можно ожидать, что уравнение состояния mKLM
является наиболее точным среди доступных в на-
стоящее время, как показано на рис. 1 из [9]. Все
уравнения состояния относительно точны в области
низкой плотности (малые η), поскольку два первых
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вириальных коэффициента точны. Отклонения ста-
новятся заметными с увеличением η. Чтобы проде-
монстрировать степень этих отклонений, мы рассчи-
тали несколько важных свойств жидкости HS при
степени упаковки, соответствующей затвердеванию
при η ≃ 0.4918 [9]. Были выбраны три свойства: сам
коэффициент сжимаемости, избыточная энтропия и
скорость звука. Результаты обобщены в таблице.

Таблица. Коэффициент сжимаемости Z, приведен-
ная избыточная энтропия sex и приведенная ско-
рость звука cs/vT (где vT — тепловая скорость)
жидкости HS при замерзании, η = 0.4918 [9]. Рас-
четы выполнены для пяти моделей уравнения со-
стояния: PY с использованием вириального мето-
да (PY-v), PY для сжимаемости (PY-c), PY с ис-
пользованием химического потенциала (PY-µ), че-
рез уравнение состояния CS и уравнение состояния

mKLM

PY-v PY-c PY-µ CS mKLM

Z 10.49 13.21 10.92 12.30 12.31

sex –4.45 –4.98 –4.55 –4.81 –4.82

cs/vT 10.66 13.23 11.07 12.39 12.40

Мы видим, что уравнение состояния CS дает ре-
зультаты, весьма близкие к наиболее точному урав-
нению mKLM. Другие подходы приводят к зна-
чительным отклонениям. Относительная величина
этих отклонений может достигать 20%. Подходы
PV-v и PV-µ занижают коэффициент сжимаемости
и скорость звука, но завышают избыточную энтро-
пию. Напротив, подход PY-c завышает коэффици-
ент сжимаемости и скорость звука, но занижает из-
быточную энтропию.

Зависимость Γ(η), рассчитанная по уравнению
(15) с использованием различных приближений для
уравнения состояния HS, показана на рис. 1. Кри-
вые практически совпадают при низких значениях
η, но затем начинают расходиться в режиме плотной
жидкости. Во всех приближениях, кроме mKLM, ве-
личина Γ монотонно растет с ростом η. Напротив, в
подходе mKLM параметр неидеальности демонстри-
рует нефизическое уменьшение с ростом η при высо-
ких плотностях. Однако это происходит при плотно-
стях выше верхнего предела применимости mKLM
(при η & 0.55) и, следовательно, просто отража-
ет неточность уравнения состояния mKLM в этом
режиме.

Далее мы вычисляем избыточную энергию жид-
кости OCP, используя уравнение (6). Для большей

0.0 0.2 0.4 0.6
0

100

200

300

Γ

η

 mKLM
 Virial route
 Compressibility route
 Carnahan-Starling EoS
 Chemical potential route

Рис. 1. Зависимость Γ(η), рассчитанная по уравнению (15)
с использованием различных сжимаемостей HS

наглядности статическая энергия жидкости (энер-
гия Маделунга жидкости, также известная как энер-
гия в моделе ионной сферы [7, 8, 18, 31, 32]),

ust = −0.9Γ (16)

была вычтена из полной избыточной энергии (обра-
тите внимание, что результат модели ионной сфе-
ры уравнения (16) может быть получен путем под-
становки в уравнение (6) нефизического значения
η = 1; это общая процедура, которую также можно
применять для других потенциалов; см., например,
[32] для случая потенциала взаимодействия Юка-
вы). Оставшаяся часть обычно называется тепло-
вой составляющей избыточной энергии, поскольку
она зависит от температуры. Она представлена на
рис. 2 вместе с последними MC-данными из [11].
Неудивительно, что различные уравнения состоя-
ния HS обеспечивают разные уровни точности для
избыточной тепловой энергии OCP. При этом наи-
более точные модели mKLM и CS не воспроизво-
дят хорошо эталонные MC-данные. Наиболее точ-
ное приближение основано на вириальном уравне-
нии PY [33]. Подход, основанный на химическом по-
тенциале, немного менее точен. Другие подходы пе-
реоценивают тепловую составляющую избыточной
энергии.

4. ОБСУЖДЕНИЕ И ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Первое важное наблюдение заключается в том,
что точность уравнения состояния и энтропии HS
per se не гарантирует точности вариационного рас-
чета избыточной энергии OCP. Скорее, гораздо бо-
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Рис. 2. Тепловая составляющая избыточной энергии силь-
нонеидеальной жидкости OCP. Кружки соответствуют чис-
ленным данным AAEP MC из [11]. Разные кривые соот-
ветствуют вариационным расчетам с использованием раз-
личных выражений для энтропии HS. При сильной неиде-
альности теория PY, дополненная вириальным методом,

обеспечивает наилучшее согласие с данными MC

лее важную роль играет согласованность между
RDF g0(r), используемой для оценки энтропии си-
стемы HS, и избыточной энергией системы OCP.
На это уже указывалось ДеВиттом и Розенфельдом
[33], которые отметили, что, хотя уравнение состоя-
ния CS лучше подходит для твердых сфер, чем ви-
риальное уравнение состояния PY или уравнение со-
стояния сжимаемости PY, энтропия CS несовмести-
ма с функцией g0(r) PY, используемой для оценки
избыточной энергии OCP. Однако вириальная эн-
тропия PY жидкости HS согласована в том смысле,
что она получается из той же функции g0(r), исполь-
зуемой для оценки избыточной энергии OCP. Вот
почему более точное уравнение состояния mKLM не
дает никаких преимуществ по сравнению с други-
ми уравнениями состояния; его эффективность в ва-
риационном расчете очень близка к эффективности
уравнения состояния CS. Уравнение PY для химиче-
ского потенциала концептуально ближе к вириаль-
ному уравнению PY, чем к уравнению сжимаемости
PY [29], и это может объяснить его лучшее согласие
с результатами MC.

Точность вариационного уравнения PY, пред-
ставленного на рис. 2, может показаться не особенно
впечатляющей. Однако следует понимать, что теп-
ловая составляющая избыточной энергии составля-
ет лишь малую долю от общей избыточной энер-
гии для мягких и дальнодействующих взаимодей-
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Рис. 3. Тепловая составляющая избыточной энергии силь-
нонеидеальной жидкости OCP. Кружки соответствуют чис-
ленным данным AAEP MC из [11]. Кривые соответству-
ют обобщенному RT-скейлингу uth ∝ Γβ с различны-
ми показателями β. Изначально предложенный показа-
тель β = 2/5 обеспечивает лучшее согласие с численными

результатами

ствий, таких как в жидкости OCP. Вблизи фазо-
вого перехода жидкость–твердое тело тепловая со-
ставляющая вносит лишь около 2% от общей из-
быточной энергии. Это означает, что некоторая
неточность в тепловой составляющей не оказыва-
ет существенного влияния на значение общей из-
быточной энергии. Например, при Γ = 150 резуль-
тат MC-моделирования для N = 105 частиц со-
ставляет uex = −132.1104 [11]. Вариационный рас-
чет, использующий вириальное уравнение PY, да-
ет uex≃ − 132.06, что соответствует относительно-
му отклонению всего 0.04%. Наибольшее отклонение
среди различных рассмотренных уравнений состоя-
ния HS наблюдается для модели сжимаемости PY,
но даже в этом случае рассчитанная полная избы-
точная энергия составляет uex ≃ −131.41, что со-
ответствует относительному отклонению 0.5%. Хо-
рошая точность вариационного подхода с вириаль-
ной энтропией HS может быть потенциально полез-
на в контексте других систем, таких как, например,
сильнонеидеальная жидкость Юкавы.

Наше последнее замечание касается масшта-
бирования Розенфельда – Таразоны (Rosenfeld –
Tarazona, RT) тепловой составляющей приведенной
избыточной энергии. Розенфельд и Таразона смогли
продемонстрировать, что разложение потенциаль-
ной энергии жидкостей при высокой плотности
определяется энергией Маделунга жидкости с
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тепловой поправкой, пропорциональной T 3/5 [34].
Используя наши обозначения, их основной резуль-
тат можно выразить как

uth(Γ) ≃ α

(
Γ

Γfr

)2/5

, (17)

где Γfr ≃ 174 — параметр неидеальности при фазо-
вом переходе жидкость–твердое тело в OCP, а α —
системно-зависимый параметр, часто близкий при-
мерно к трем [31,35,36]. Исходное масштабирование
RT дает достаточно хорошие результаты для раз-
личных систем [37] и представляет собой полезный
инструмент для разработки простых практических
уравнений состояния для систем с мягкими взаи-
модействиями [31, 35, 36]. Недавно, используя боль-
шой объем доступных данных по реальным и мо-
дельным системам, мы эмпирически продемонстри-
ровали, что исходный показатель степени 2/5 скей-
линга RT не всегда представляет собой оптималь-
ный выбор [38, 39]. Поэтому был предложен обоб-
щенный скейлинг RT, в котором показатель степени
рассматривается как параметр, зависящий от кон-
кретной системы [39]. Более того, можно показать,
что обобщенный скейлинг RT естественным образом
возникает в двухфазной модели, которая рассмат-
ривает жидкость как суперпозицию газообразных и
твердоподобных компонентов, относительное содер-
жание которых количественно определяется пара-
метром жесткости жидкости [40].

Вышеизложенное представляет собой отличную
возможность для тестирования масштабирования
RT в частном случае жидкости OCP. Тепловая
составляющая избыточной энергии, полученная в
недавнем моделировании AAEP MC в [11], представ-
лена на рис. 3. Различные кривые, показанные на
рисунке, соответствуют обобщенному скейлингу RT
вида uth = α(Γ/Γfr)

β с различными показателями
степени β = 1/4, 1/3, 2/5, 1/2. Все кривые имеют
общую точку пересечения при Γ = 170 и uth ≃ 3.03.
Мы видим, что наилучшее согласие с результата-
ми MC обеспечивается оригинальным показателем
скейлинга RT β = 2/5. Соответствующий параметр
α равен α ≃ 3.06. Это хорошо коррелирует со зна-
чением, использованным для построения простого
практического уравнения состояния для жидкости
Юкавы [31,35, 36].

В данной работе выполнен вариационный расчет
избыточной энергии жидкости OCP с помощью раз-
личных вариантов уравнения состояния HS, вклю-
чая три результата теории PY (с использованием ви-
риального метода, сжимаемости и химического по-
тенциала), уравнения состояния CS и, возможно,

наиболее точное в настоящее время доступное урав-
нение состояния mKLM из [9]. Хотя уравнения со-
стояния, соответствующие вириальному PY и CS,
ранее были протестированы в рамках вариационно-
го подхода [26, 33], уравнение PY для химического
потенциала и уравнение состояния mKLM, насколь-
ко нам известно, не использовались. Наше сравнение
показывает, что вириальное уравнение состояния
PY наилучшим образом согласуется с недавними ре-
зультатами MC для избыточной энергии жидкости
OCP. Мы извлекли важный урок: согласованность
между функциями распределения (RDF), использу-
емыми для расчета давления, энтропии HS и энер-
гии OCP, важнее точности самого уравнения состоя-
ния HS. Продемонстрированная очень высокая точ-
ность при сильной неидеальности дает надежду, что
данный подход может быть полезен и для других
родственных систем, в частности, для сильнонеиде-
альной жидкости Юкавы. Это может потребовать
проверки в будущих исследованиях. Мы также по-
казали, что оригинальное RT-масштабирование теп-
ловой составляющей избыточной энергии жидкости
OCP очень хорошо согласуется с последними дан-
ными MC-вычислений.
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Excess Energy of Strongly Coupled One-Component Plasma from Variational Approach

S. A. Khrapak, A. G. Khrapak

Joint Institute for High Temperatures of the Russian Academy of Sciences

125412, Moscow, Russia

Abstract

The excess energy of the one-component plasma fluid is calculated using the variational approach combined with different

variants of the excess entropy of the hard-sphere fluid, which is used as a reference system. Our comparison with recent

Monte Carlo results for the excess energy of the one-component plasma identifies the Percus –Yevick virial entropy as the

most accurate entropy to be used in the variational calculation of this kind. The reason for this and potential developments

of the present analysis are briefly discussed. We demonstrate that the original Rosenfeld –Tarazona scaling of the thermal

component of the excess energy of the one-component plasma fluid is in excellent agreement with recent Monte Carlo

results.

Keywords: one-component plasma, strongly-coupled plasma, hard-sphere fluid, Rosenfeld – Tarazona scaling,
variational approach
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