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Исследована динамика диффундирующих частиц в средах с поглощающими ловушками при наличии
внешнего электрического поля методами численного моделирования в пространствах различной раз-
мерности: одномерное, двумерное и трехмерное. Показано, что на больших временах дрейф частиц под
действием электрического поля становится доминирующим механизмом, определяющим временную
асимптотику вероятности выживания. Установлены зависимости характерного времени экспоненци-
ального убывания числа частиц от концентрации ловушек и напряженности электрического поля.
Обнаружено явление перехода от локализации частиц к субдрейфовому режиму, аналогичное фазовым
переходам второго рода. Результаты подтверждают применимость скейлингового подхода к задаче
захвата частиц в электрическом поле.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Диффузия частиц в неоднородных средах с по-
глощающими ловушками представляет собой клас-
сическую проблему статистической физики и тео-
рии переноса [1–3]. Интерес к ней обусловлен как
фундаментальными аспектами (аналогия с локали-
зацией в неупорядоченных системах [4]), так и при-
ложениями в физике конденсированного состояния,
химической кинетике, биологии и материаловеде-
нии. В работе [5] подробно исследовался захват диф-
фундирующих частиц на случайно распределенные
в пространстве поглощающие ловушки. На малых
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временах t ≪ tc, где tc = (Dc2/d)−1 (здесь D —
коэффициент диффузии, c — концентрация лову-
шек, d — размерность пространства), установлено
экспоненциальное убывание плотности вероятности
W нахождения частицы в среде с поглощающими
ловушками [5]:

W (t; c) ≈W0 exp

(
− t

tc

)
, (1)

где W0 — плотность вероятности в начальный мо-
мент времени. На больших временах доминиру-
ющую роль играют области, свободные от лову-
шек, что приводит к дробно-экспоненциальному
поведению [6]:

W (t; c) ≈W0

√
Dtc2

3π
exp

{
−3

√
π(Dtc2)1/3

2

}
. (2)
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Включение постоянного электрического поля E до-
бавляет в задачу два новых параметра: «полевое»
время tE = v2/D, на котором дрейфовое смещение
сравнивается с диффузионным (v2tE2 ≈ DtE , где
v = µE, µ— подвижность частицы), и безразмерный
параметр qEl/kT (q — заряд частицы), характери-
зующий отношение работы поля на среднем рассто-
янии между ловушками l = 1/c к тепловой энергии.
Теоретически предсказано [7–10], что в сильных по-
лях или на больших временах дрейфовой механизм
становится определяющим, что приводит к новой
временной асимптотике вероятности выживания и
возможности фазового перехода от локализованно-
го состояния к дрейфовому.

Целью настоящей работы является численное
исследование влияния электрического поля и кон-
центрации ловушек на кинетику захвата диффун-
дирующих частиц в пространствах различной раз-
мерности. Особое внимание уделяется установле-
нию асимптотик вероятности выживания, опреде-
лению характерных времен и анализу перехода к
дрейфовому режиму. В работе представлены ре-
зультаты численного моделирования, устанавлива-
ющие зависимость эффективного времени жизни
частиц τ(c;E) от напряженности электрического по-
ля E и концентрации ловушек c для пространств
различных размерностей (d = 1, 2, 3), обобщаю-
щие ранее полученные результаты моделирования
для двумерного случая [10]. Результаты визуализи-
рованы в виде двумерных поверхностей зависимо-
сти эффективного времени жизни частиц τ(c;E) как
функции концентрации ловушек c и электрическо-
го поля E. Статья построена следующим образом.
В разд. 2 приведены основные теоретические ре-
зультаты по влиянию электрического поля на захват
частиц. В разд. 3 описаны алгоритм, методы моде-
лирования, включая визуализацию результатов. В
разд. 4 приведены результаты численного модели-
рования. В Заключении обсуждены полученные ре-
зультаты. В Приложении описаны алгоритмы и па-
раметры моделирования.

2. ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ

2.1. Постановка задачи и основные

уравнения

Рассматривается уравнение диффузии с дрей-
фом для плотности вероятности нахождения части-
цы в среде с поглощающими ловушками:

∂W (x, t)

∂t
= D

∂2W (x, t)

∂t2
+ v

∂W (x, t)

∂x
. (3)

Ловушки моделируются как поглощающие грани-
цы в точках xi, расположенных случайным образом
с концентрацией c. Начальное условие соответству-
ет равномерному распределению частиц, граничные
условия — поглощению на ловушках:

W (x, 0) =
1− c

L
,

W (xi, t) =W (xi+1, t) = 0.

(4)

Здесь L — длина цепочки, xi, xi+1 — координаты
поглощающих ловушек. Искомая величина W (t) —
вероятность выживания, равна среднему значению

W (t) =
∑

i

W (t, xi) =
∑

i

xi+1∫

xi

W (x, t;xi)dx. (5)

Для случайного пуассоновского распределения ло-
вушек, f(l) = c exp(−cl), где c = N/L — концен-
трация ловушек, N — количество частиц в системе,
получим формулу (1) на малых временах и формулу
(2) на больших временах. Решение методом разде-
ления переменных приводит к экспоненциальному
убыванию вероятности выживания:

W (t;E) ≈ exp

(
−v

2t

4D

)
. (6)

Учет флуктуаций концентрации ловушек приводит
к более сложной асимптотике [7]:

W (t;E) ≈W0 ×

× exp




− v2

4D
t−

3π1/2
(
Dtc1/3

[
1 + qE

4ckT

])1/3

2




. (7)

2.2. Средняя скорость дрейфа и фазовые

переходы

Для описания средней скорости дрейфа вводится
первый момент смещения частицы

〈X〉 =
∞∑

i=1

xi+1∫

xi

(x − xi)W (x, t, v(E))dx. (8)

В приближении эффективной среды на малых вре-
менах смещение конечно,

〈X〉 = c−1 + Cvtc, C = const, (9)

и средняя скорость дрейфа равна нулю,

〈V 〉 = d〈X〉
dt

= 0, (10)
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что соответствует полной локализации. На боль-
ших временах флуктуационный механизм приводит
к субдрейфовому поведению:

〈V 〉 = d〈X〉
dt

≈ v

(
tc
t

)1/3

, (11)

что аналогично процессам с аномальной диффузи-
ей. Более подробно эти процессы исследованы мето-
дами численного моделирования.

3. МЕТОДЫ ЧИСЛЕННОГО
МОДЕЛИРОВАНИЯ

Моделирование проводилось на основе алгорит-
ма случайных блужданий на дискретной сетке. Час-
тицы совершают шаги в направлениях осей коорди-
нат с вероятностями, скорректированными на дей-
ствие электрического поля. Ловушки размещались
случайно с заданной концентрацией и поглощали
частицы при попадании. Основные параметры мо-
дели: размерность пространства (d = 1, 2, 3); кон-
центрация ловушек; напряженность электрического
поля E; коэффициент диффузии D, подвижность µ;
начальное распределение частиц. Подробное описа-
ние параметров и алгоритма приведено в Приложе-
нии. Программная реализация выполнена на языке
C++ с использованием генератора случайных чисел
Mersenne Twister. Для ускорения вычислений при-
менена параллелизация с помощью OpenMP. Для
визуализация результатов разработаны программы
на языке Python для построения графиков плотно-
сти, траекторий и тепловых карт. Ключевыми вы-
числяемыми величинами являлись: вероятность вы-
живания W (t); характерное время жизни τ(c;E);
среднее смещение и эффективная скорость дрейфа.

4. РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЕ

4.1. Одномерный случай

Результаты численного моделирования приведе-
ны на рис. 1–5. Все величины (x, t, E, c, τ) даны
в безразмерных единицах. На рис. 1 представлены
распределения частиц и ловушек в разные моменты
времени. При включении поля наблюдается направ-
ленный дрейф частиц вдоль поля, что приводит к
ускоренному поглощению.

На графиках наблюдается диффузионное «рас-
ползание» частиц и уменьшение их плотности в цен-
тре вследствие поглощения ловушками; при включе-
нии поля частицы начинают смещаться вдоль поля

Рис. 1. a — Диффузия вдоль отрезка с ловушками.
t = 100000 в нулевом электрическом поле. Концентра-
ция ловушек c = 0.05, они окрашены в красный цвет.
b — Диффузия в электрическом поле — смещение частиц
вправо по полю t = 155910, c = 0.666667, анизотропия
α = qEa/kT = 0.01, где a — минимальное расстояние, на
которое смещается частица (все длины в задаче измеря-
ются в единицах a) . Концентрация ловушек c = 0.05, они

окрашены в красный цвет

(вправо). Время жизни τ(c;E) (рис. 2) резко умень-
шается с ростом E, особенно в области высоких кон-
центраций ловушек.

Согласно выполненным расчетам, в нулевом
электрическом поле время жизни τ(c) описывается
гиперболической зависимостью от концентрации c,
что согласуется с теоретическими предсказаниями.
Однако включение электрического поля приводит к
существенно более слабой зависимости τ(c;E). Это
обусловлено одномерным характером движения:
частица не может обойти ловушку, и при наличии
дрейфа факт попадания в первую же встречен-
ную ловушку становится определяющим, делая
величину концентрации ловушек менее значимой.
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Рис. 2. Зависимость времени жизни от концентрации и ве-
личины электрического поля, τ (c, E), в одномерном случае
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Рис. 3. Диффузия частиц (зеленый цвет) внутри окружно-
сти; концентрация ловушек (красный цвет) c = 0.244760

4.2. Двумерный случай

Моделирование в круговой области (рис. 3) под-
тверждает усиление поглощения под действием по-
ля. Зависимость τ(c;E) в двумерном случае (рис. 4)
выражена слабее, чем в одномерном, что связано с
возможностью обхода ловушек. Наблюдаемая зави-
симость соответствует формуле (7) и носит степен-
ной (гиперболический) характер по концентрации c,
а также по напряженности поля E.

4.3. Трехмерный случай

Результаты моделирования в трехмерном слу-
чае качественно аналогичны двумерному случаю
(рис. 5). По-видимому, это обусловлено тем, что на-
правленный дрейф вдоль электрического поля ста-
новится доминирующим механизмом переноса, что
делает влияние дополнительной пространственной
степени свободы менее значимым.

В двумерном и трехмерном случаях наблюдается
монотонное степенное (гиперболическое) уменьше-
ние времени жизни τ(c;E) с ростом концентрации c
и напряженности поля E, что соответствует квази-
одномерному дрейфовому движению вдоль поля и
согласуется с формулой (7).
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Рис. 4. Зависимость времени жизни от концентрации и ве-
личины электрического поля, τ (c, E), в двумерном случае
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Рис. 5. Зависимость времени жизни от концентрации и ве-
личины электрического поля, τ (c,E), в трехмерном случае

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Проведено комплексное численное исследование
захвата диффундирующих частиц на поглощающие
ловушки в электрическом поле в одномерных, дву-
мерных и трехмерных пространствах. Разработана
теория процессов захвата частиц на ловушки во
внешнем электрическом поле. Проведено численное
моделирование этих процессов и установлена зави-
симость эффективного времени жизни частиц в сре-
дах с ловушками от концентрации ловушек и вели-
чины электрического поля. Сопоставление с анали-
тической теорией [7–10] позволило установить сле-
дующие основные результаты.
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1. Электрическое поле существенно ускоряет по-
глощение частиц, что проявляется в уменьшении ха-
рактерного времени жизни τ(c;E).

2. На больших временах дрейфовой механизм
становится доминирующим, а вероятность выжива-
ния описывается экспоненциальной асимптотикой с
полевой зависимостью (7).

3. Наблюдается переход от локализации (состо-
яния с нулевой средней скоростью) в одномерном
случае к субдрейфовому режиму (состоянию с нену-
левой, но убывающей со временем скоростью), ана-
логичный фазовому переходу второго рода. Этот пе-
реход является непрерывным, что позволяет класси-
фицировать его как фазовый переход второго рода.
Это различие в поведении частиц в электрическом
поле для одномерного случая и для случаев двумер-
ных и трехмерных пространств видно также и на
зависимости эффективного времени жизни частиц
как функции электрического поля и концентрации
ловушек (см. также [11–16]).

Одномерный случай отличается наибольшей
чувствительностью к наличию ловушек и поля, что
связано с отсутствием обходных путей, поскольку
в одномерном случае существование даже одной
ловушки критично для динамики частиц. Получен-
ные результаты важны для понимания транспорта
в неоднородных средах, а также в задачах хи-
мической кинетики, биологической диффузии и
при разработке основ управления транспорта и
кинетики в сложных системах внешними полями.
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ПРИЛОЖЕНИЕ. ОПИСАНИЕ МОДЕЛИ И
АЛГОРИТМА ЧИСЛЕННОГО

МОДЕЛИРОВАНИЯ

Параметры модели, которые непосредственно
влияют на движение частиц.

1. Направление и интенсивность электрическо-
го поля: электрическое поле оказывает направлен-
ное воздействие на частицы, заставляя их чаще сме-
щаться в сторону поля. Для этого к случайным пе-
ремещениям частиц добавляется постоянный сдвиг,
описывающий действие электрического поля.

2. Взаимодействие частиц в пространстве: час-
тицы не притягиваются и не отталкиваются друг
от друга, но не могут занимать одно и то же ме-
сто одновременно. В случае попытки смещения двух
частиц в одну и ту же точку, они возвращают-
ся на исходные позиции. Это ограничение моде-
лирует «отталкивание» при попытке пересечения
в пространстве.

3. Расположение ловушек: в пространстве слу-
чайным образом размещены ловушки, которые по-
глощают частицу, попавшую в них. Попадание в
ловушку приводит к полному исчезновению части-
цы из системы. Местоположение ловушек остает-
ся фиксированным в течение моделирования, что
позволяет изучить влияние ловушек на выживание
частиц.

4. Начальные условия: начальные позиции час-
тиц и ловушек определяют их исходное расположе-
ние. Плотность и распределение ловушек, а также
исходное положение частиц задаются таким обра-
зом, чтобы исследовать различные сценарии взаи-
модействия с ловушками и дрейфового смещения
под воздействием поля.

Такой набор параметров позволяет смоделиро-
вать систему, в которой электрическое поле создает
дрейфовый перенос частиц на поглощающие ловуш-
ки, что должно приводить к увеличению поглоще-
ния частиц. Основные аспекты алгоритма модели-
рования включают в себя следующие этапы.

1. Инициализация системы.

• Задается количество частиц. Их начальные по-
зиции и распределение в пространстве опреде-
ляются одним из классов, отвечающих за гене-
рацию первоначальной популяции. Этот класс
выбирается один раз до начала моделирования
как один из параметров системы.

• Задается количество ловушек. Их начальные
позиции и распределение в пространстве так-
же определяются одним из классов, отвечаю-
щих за генерацию ловушек. Этот класс выби-
рается один раз до начала моделирования как
один из параметров системы.

• Задается класс поведения ловушек, который
определяет действия при попадании частиц в
ловушки.

• Задается время проведения моделирования,
которое определяет количество итераций алго-
ритма. Также задается количество итераций,
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после проведения которых программа сохра-
няет конфигурацию системы.

• Задается значение электрического поля в ви-
де вектора. Координаты этого вектора задают
вероятность смещения частицы в выбранном
направлении.

• Задается алгоритм движения частиц и способ
взаимодействия при их столкновении.

2. Алгоритм движения частиц.

• На каждом временном шаге для каждой час-
тицы случайным образом выбирается одно из
четырех направлений (вдоль осей координат).

• Влияние электрического поля учитывается пу-
тем увеличения вероятности движения в на-
правлении поля.

• В случае, если две частицы пытаются попасть
на одну и ту же позицию, они «отталкивают-
ся» и остаются на своих прежних местах.

• Если в столкновении участвует больше двух
частиц, используется алгоритм разрешения
столкновений, который в начале определя-
ет все участвующие в столкновении частицы,
а затем определяет итоговое положение для
каждой из них.

3. Проверка на поглощение.

• Если координаты частицы после перемещения
совпадают с координатами одной из ловушек,
фиксируется факт поглощения, и частица ис-
ключается из дальнейшего моделирования.

• За поведение ловушки отвечает отдельный
класс, определяющийся при инициализации
системы.

Реализация модели. Реализация выполнена
на языке C++, что обеспечивает высокую произ-
водительность. Для моделирования случайных пе-
ремещений частиц используется генератор случай-
ных чисел Mersenne Twister. Этот генератор выбран
из-за его высокой скорости и качества случайных
последовательностей, что позволяет достоверно вос-
производить вероятностные смещения частиц. Ре-
ализованы собственные классы для работы с хеш-
таблицами, которые обеспечивают быстрый доступ
к данным о частицах и ловушках в пространстве.

Такая структура позволяет быстро отслеживать на-
хождение частиц в определенных ячейках, избе-
гая коллизий и обеспечивая эффективное управ-
ление ресурсами. Для сокращения времени расче-
тов использовалась технология параллельных вы-
числений OpenMP. Независимые вычислительные
эксперименты в серии выполнялись параллельно,
что позволило эффективно распределить нагрузку
и существенно уменьшить общее время моделирова-
ния. Реализованы гибкие настройки начальных па-
раметров системы, такие как плотность частиц, ин-
тенсивность электрического поля и другие парамет-
ры. Эти параметры легко настраиваются через кон-
фигурационные файлы, что позволяет эксперимен-
тировать с различными значениями без изменения
основного кода программы. Реализация позволяет
легко добавлять или изменять правила взаимодей-
ствия, например, вводить новые типы ловушек или
корректировать правила движения частиц под дей-
ствием поля. Такие изменения не требуют серьезной
переработки системы, что позволяет проводить экс-
перименты с новыми условиями и правилами.

Ограничения модели. Результаты численного
моделирования и их интерпретация определены ря-
дом допущений, заложенных в модель.

1. Модель диффузии. Движение частиц модели-
руется как дискретное случайное блуждание по уз-
лам регулярной решетки в пространствах размерно-
сти d = 1, 2, 3. Это приближение предполагает нор-
мальную (гауссову) диффузию с постоянным коэф-
фициентом D и не учитывает возможные эффекты
памяти, аномальной (суб- или супер-)диффузии или
коррелированных прыжков.

2. Модель ловушек. Ловушки считаются абсо-
лютно поглощающими, точечными, неподвижными
и не взаимодействующими друг с другом. Их про-
странственное распределение — случайное пуассо-
новское с заданной концентрацией c. Данная идеа-
лизация соответствует статическим центрам захва-
та с бесконечной седиментацией.

3. Взаимодействие частиц. Модель не учитывает
прямого взаимодействия (притяжения или отталки-
вания) между диффундирующими частицами, что
справедливо для разреженных систем. Однако в ал-
горитме реализовано простое правило исключения
двойного занятия: две частицы не могут одновре-
менно находиться в одной ячейке решетки. Попытка
такого перемещения приводит к «отталкиванию» —
частицы остаются на своих исходных позициях. В
проведенных расчетах доля подобных событий бы-
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ла пренебрежимо мала (менее 0.001 от общего числа
итераций) и не оказывала статистически значимого
влияния на наблюдаемые асимптотики.

4. Модель электрического поля. Поле считается
однородным, постоянным во времени и простран-
стве. Его влияние сводится к анизотропии вероят-
ностей прыжков, создающей направленный дрейф.
Не учитываются возможные нелинейные эффекты,
зависимость подвижности от поля или поляризаци-
онные явления.
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Abstract

The dynamics of diffusing particles in media with absorbing traps under an external electric field is studied via numerical

simulations in spaces of different dimensionality: one-, two-, and three-dimensional. It is shown that at long times, the

electric-field-induced drift becomes the dominant mechanism governing the temporal asymptotics of the survival probability.

Dependencies of the characteristic exponential decay time on trap concentration and electric field strength are established.

A transition from particle localization to a sub-drift regime, analogous to a second-order phase transition, is revealed. The

results confirm the applicability of the scaling approach to the particle capture problem in an electric field.

Keywords: diffusion, absorbing traps, electric field, numerical simulation, probability of survival, drift,
dimension of space, scaling, phase transition
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