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Цель исследования — разработка метода оценки оптических квантовых состояний с учетом ограни-

чений реальных фотонных детекторов, различающих конечное число фотонов. В качестве основы

предложена POVM-модель детектирования на базе распределения Пойа, обобщающая биномиальную

модель и учитывающая ограничение по максимальному числу регистрируемых фотонов. В рамках

этой модели исследовано влияние конечного разрешения детекторов на точность восстановления

квантовых состояний и введена количественная характеристика качества протоколов квантовой томо-

графии — информационная эффективность, определяемая через отношение минимально возможных

и реально наблюдаемых потерь точности. Проведенный анализ показал, что даже при ограниченном

числе регистрируемых фотонов сохраняется возможность высокоточной реконструкции состояний с

числом фотонов, значительно большим, чем максимальное число регистрируемых фотонов. Важно, что

возникающие потери могут быть компенсированы простым увеличением объема выборки. Применение

разработанного подхода продемонстрировано на примере реконструкции сжатых когерентных состояний

и состояний сжатого вакуума.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Детекторы, которые могут различать число
фотонов (photon-number-resolving (PNR) detectors),
широко используются во многих областях кванто-
вой оптики, где требуется обнаружение сверхсла-
бого пучка света [1]. PNR-детекторы применяются,
в частности, в метрологии [2] и таких квантово-
оптических методах, как источники одиночных
фотонов «по уведомлению» (heralded single-photon
sources) [3–6], квантовые приемники [7–10], кванто-
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вые генераторы случайных чисел [11–19], бозонные
выборки [20, 21], сложение и вычитание фотонов
[22–28], визуализация изображений [29–33] и т. д.
В качестве PNR-детекторов обычно используются
фотоэлектронные умножители (ФЭУ) [34], ла-
винные фотодиоды (ЛФД) [35], сверхпроводящие
нанополосковые фотонные детекторы (СНПФД)
[36] и др. Квантовые измерения на основе PNR-
детекторов как метод оценки оптических квантовых
технологий имеют основополагающее значение для
таких задач, как томография квантового состо-
яния [37–39], томография оптических квантовых
процессов [40, 41] и квантовый контроль [42]. То-
мографическое вероятностное описание оптических
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квантовых состояний подразумевает использование
неотрицательных функций распределения вероят-
ностей, непосредственно применяемых в квантовых
измерениях [43, 44]. Квантовая томография описы-
вает детектор положительной операторно-значной
мерой (positive operator-valued measure, POVM),
полностью характеризующей устройство. POVM
можно реконструировать, анализируя результаты
процесса детектирования, полученные для томогра-
фически полного набора входных состояний. Когда
операторы, описывающие детектор, оказываются
диагональными в фоковском базисе, они являют-
ся фазонечувствительными (в противном случае
фазочувствительными) детекторами и могут быть
прямо определены с помощью статистического
восстановления соответствующих аналитических
функций [45] или выпуклой оптимизации [46–48].
POVM-элементы для фазочувствительных детекто-
ров, как правило, нельзя привести к диагональному
виду, поэтому их реконструкция является более
сложной. Существующие методы включают оценку
максимального правдоподобия [49], линейную ре-
грессию [50], выпукло-квадратичную оптимизацию
[51] и аналитическое двухэтапное решение [52]. Если
полная характеризация детектора не представляет
основной интерес, существуют другие альтернати-
вы квантовой томографии детектора, такие как
самотестирование [53] и самокалибровка [54].

Целью настоящего исследования является раз-
работка метода оценки оптических квантовых со-
стояний с учетом ограничений реальных фотонных
детекторов. Основное внимание уделено влиянию
конечного разрешения детекторов по числу фото-
нов на точность восстановления оптических кван-
товых состояний в задачах квантовой томографии.
Для описания измерений в протоколах томографии
вместо упрощенной биномиальной модели, рассмот-
ренной ранее в работе [55], использована более об-
щая POVM-модель, учитывающая ограничение на
максимальное число возможных кликов. Такой под-
ход соответствует поведению детекторов, способных
различать лишь фиксированное количество фото-
нов за импульс. Экспериментально ранее нами был
исследован детектор, различающий до трех фото-
нов [56], что соответствует POVM-модели с четырь-
мя исходами (0, 1, 2 и 3 отсчета). Различия меж-
ду упрощенными и более реалистичными моделями
измерений напрямую отражаются на точности вос-
становления квантовых состояний. В связи с этим
естественно ввести количественную характеристи-
ку качества протоколов томографии. В настоящей
работе мы используем информационную эффектив-

ность протокола квантовой томографии, определя-
емую как отношение минимально возможных по-
терь точности, аналогичных границе Рао – Крамера,
к реально наблюдаемым потерям. В настоящем ис-
следовании мы применяем модель POVM-элементов
на основе распределения Пойа [57,58] с ограничени-
ем по числу кликов, которая обобщает биномиаль-
ную модель детекторов. Знание POVM-элементов,
полностью характеризующих детектор, позволяет,
в принципе, реконструировать квантовое состояние
сколь угодно точно. Понятно, что эффективность
протоколов квантовых измерений на основе реали-
стичных детекторов ниже, чем эффективность ги-
потетических протоколов измерений с идеальными
детекторами. Тем не менее, как показывают резуль-
таты анализа, даже при ограниченном числе раз-
личимых отсчетов можно с высокой точностью ре-
конструировать состояния с существенно большим
числом фотонов. При этом потери точности при пе-
реходе от идеализированных условий к реальным
могут быть компенсированы увеличением объема
выборки.

2. ГОМОДИННЫЕ ИЗМЕРЕНИЯ

С помощью упрощенной схемы, представленной
на рис. 1, рассмотрим некоторые основные понятия
и факты, а также введем обозначения, которые бу-
дут нам необходимы в дальнейшем [55]. На вход 1
светоделителя (делителя пучка — beamsplitter, BS)
подается когерентная мода от локального осцилля-
тора (гетеродина) |α1〉, задаваемая комплексной ам-
плитудой α1 = |α| exp (iθ1). На вход 2 светоделите-
ля подается исследуемое квантовое состояние |ψ〉.
Задавая на входе 1 m различных фаз локального
осциллятора θ1 = 0, π/m, . . . , π(m− 1)/m, мы по-
лучаем на выходе светоделителя m различных рас-
пределений из совокупности взаимно дополнитель-
ных распределений. Регистрируя числа фотонов n1

и n2 в выходных каналах светоделителя, получаем
информацию, которая в дальнейшем используется
для восстановления состояния. Детекторы облада-
ют, вообще говоря, ограниченной способностью ре-
гистрации фотонов, которая характеризуется либо
эффективностями η1 и η2 (в случае биномиальной
модели), либо POVM-элементами POVM1 и POVM2

в случае модели регистрации фотонов на основе
распределения Пойа.

Мы предполагаем, что в каждом из m распреде-
лений измеряется по n представителей, таким обра-
зом, полный объем выборки оказывается равен nm.
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Рис. 1. Схема измерений числа фотонов на основе дели-

теля пучка

В приближении сильного поля локального осцилля-
тора, когда |α1| → ∞, регистрация редуцированной
разностной статистики n12 = n1 − n2 эквивалентна
измерению квадратурной наблюдаемой

Xθ =
1√
2

(

ae−iθ1 + a†eiθ1
)

,

где a и a† — операторы уничтожения и рождения
соответственно. В этом случае выполняется следу-
ющее приближенное равенство:

Xθ ≈
n12√
2|α1|

.

Унитарный оператор светоделителя определяется
следующим выражением, зависящим от двух пара-
метров θ и ϕ:

UBS = exp
(

−θ
(

e−iϕa†1a2 − eiϕa1a
†
2

))

.

Здесь a1, a2, a
†
1, a

†
2 — операторы уничтожения и

рождения для первой и второй мод соответственно.
Стандартному светоделителю 50/50 отвечают углы
θ = π/4, ϕ = 0.

В настоящем исследовании мы использовали ба-
зисный набор функций, который получается из на-
бора фоковских состояний |k〉 (k = 0, 1, . . .) путем
последовательного применения операций сдвига

D(α) = exp(αa† − α∗a)

и сжатия

S(ξ) = exp

{

1

2

(

ξ∗a2 − ξa†2
)

}

,

а именно:
|α, ξ, k〉 = S(ξ)D(α)|k〉,

где α и ξ — комплексные параметры [55].

Полученный набор функций |α, ξ, k〉, так же
как исходный набор |k〉, является полным. Частны-
ми случаями рассматриваемого описания являются
обычные фоковские состояния |k〉 = |0, 0, k〉 (когда
α = 0, ξ = 0), когерентные состояния |α〉 = |α, 0, 0〉
(когда ξ = 0, k = 0), сжатые вакуумные состояния
|ξ〉 = |0, ξ, 0〉 (когда α = 0, k = 0), сжатые фоков-
ские состояния |ξ, k〉 = |0, ξ, k〉 (когда α = 0, k 6= 0),
сжатые когерентные состояния |α, ξ〉 = |α, ξ, 0〉 (ко-
гда k = 0) и др. Во всех этих случаях, в рассмат-
риваемом базисе, в разложении будет только одно
ненулевое слагаемое. Таким образом, широкий на-
бор важных, широко используемых квантовых со-
стояний представляется в простейшей из возмож-
ных форм.

3. ПРОТОКОЛ КВАНТОВЫХ ИЗМЕРЕНИЙ

Мы предполагаем, что состояние на входе све-
тоделителя есть тензорное произведение состояния
локального осциллятора |α1〉 и изучаемого неизвест-
ного квантового состояния |ψ〉, т. е. |ψin〉 = |α1〉⊗|ψ〉.
Тогда квантовое состояние на выходе

|ψout〉 = UBS|ψin〉. (1)

В соответствии с принципом дополнительности Бо-
ра, измерения, отвечающие различным фазам θ1 ло-
кального осциллятора, образуют совокупность вза-
имно дополнительных распределений. Пусть об-
щее число таких распределений равно m (имеет-
ся m сечений в фазовом пространстве). Рассматри-
ваемая совокупность образует протокол квантовых
измерений.

Состояние |ψout〉 будем описывать посредством
амплитуд вероятности M

θj
n1n2

того, что на выходе
светоделителя окажется n1 и n2 фотонов в первой и
второй модах соответственно при условии, что фаза
локального осциллятора равна θj , j = 1, 2, . . . ,m.
Тогда, предполагая известным поле осциллятора,
в силу линейности выражения (1), всю рассматри-
ваемую совокупность квантовых измерений можно
компактно представить в матричном виде [55, 59]:

Mθj
n1n2

= Xθj
n1n2

c, j = 1, 2, . . . ,m. (2)

Здесь c — вектор-столбец, задающий состояние в
гильбертовом пространстве размерности s, Xθj

n1n2
—

строка аппаратной матрицы длиной s. Индексы n1,
n2 и θj обеспечивают идентификацию строки аппа-
ратной матрицы, всего имеется (N1 + 1)(N2 + 1)m

таких строк, где N1 и N2 — максимально возмож-
ное число фотонов в модах, которое учитывается
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при моделировании (при условии, что вероятность
появления большего числа фотонов пренебрежимо
мала).

Соответствующая вероятность появления на вхо-
дах детекторов n1 и n2 фотонов есть квадрат модуля
амплитуды:

P 0,θj
n1n2

=
∣

∣Mθj
n1n2

∣

∣

2
. (3)

С учетом конечной эффективности детекторов ве-
роятность зарегистрировать в модах соответственно
k1 и k2 фотонов есть

P
θj
k1k2

∑

n1≥k1
n2≥k2

P1(k1|n1)P2(k2|n2)P
0,θj
n1n2

. (4)

Здесь P1(k1|n1) — вероятность того, что первый де-
тектор зарегистрирует k1 фотон при условии, что на
его вход поступит n1 фотон. Аналогично P2(k2|n2) —
вероятность того, что второй детектор зарегистри-
рует k2 фотонов при условии, что на его вход посту-
пит n2 фотонов.

Заметим, что вклад в регистрацию k1 и k2 фото-
нов дают все строки протокола с n1 ≥ k1 и n2 ≥ k2.
Эти вклады нужно просуммировать с весами, кото-
рые задают распределения P1(k1|n1) и P2(k2|n2) со-
ответственно, в этом случае возникает свертка по
строкам протокола. Получающаяся свертка пока-
зывает, что измерения становятся нечеткими (ока-
зываются «размазанными» по различным строкам
протокола).

В настоящей работе мы представляем обобще-
ние результатов работы [55] на случай неидеальных
условий детектирования, когда для числа регистри-
руемых детекторами фотонов используется весьма
общая модель, основанная на POVM-элементах де-
текторов [56, 60, 61]. В рамках рассматриваемого
формализма вероятности P (j|k) зарегистрировать j
фотонов при условии, что на входе имеется k фо-
тонов, задают соответствующий j-й POVM-элемент
детектора. В основе разработанной нами модели
анализа фотонной статистики лежит распределение
Пойа, которое задается следующей формулой:

P (j|k,m,M) =

=
Γ(k + 1)Γ(M)Γ(m+ j)Γ(M −m+ k − j)

Γ(j + 1)Γ(k − j + 1)Γ(m)Γ(M −m)Γ(M + k)
. (5)

Оказывается, что рассматриваемое выражение, за-
дающее вероятность обнаружить j фотонов в вы-
деленной m-модовой подсистеме при условии, что в
полной M -модовой системе имеется k фотонов, име-
ет непосредственное отношение к фундаменталь-
ным аспектам статистики фотонов и бозонов в це-
лом [25,57,62]. Заметим, что формула (5) допускает

и нецелые значения для параметров m и M . Это
важно, в частности, для задач квантовой томогра-
фии, поскольку указанные параметры могут высту-
пать в качестве подгоночных при обработке экспе-
риментальных данных.

Распределение Пойа (5) является естественным
обобщением хорошо известного биномиального рас-
пределения [63], которое можно рассматривать как
предельный случай распределения Пойа при доста-
точно больших M и m. Можно показать [57], что
биномиальное распределение возникает в пределе,
когда M → ∞, m → ∞, а η = m/M → const. В
рассматриваемом пределе возникает биномиальное
распределение, задающее число «успехов» в серии
из k независимых испытаний с вероятностью «успе-
ха» в отдельном испытании, равной η.

Такая картина имеет место в рамках простей-
шей модели, когда статистика числа фотонов реги-
стрируется фазонечувствительным детектором, для
которого в качестве вероятности «успеха» высту-
пает эффективность детектора η [64]. В рассмат-
риваемой здесь более общей модели, основанной
на распределении Пойа, эффективность детекто-
ра η сама становится случайной величиной, имею-
щей бета-распределение с параметрами a = m и
b =M −m [63].

Дополним рассматриваемую модель ограничени-
ем по числу регистрируемых фотонов. Пусть j0 —
максимально возможное число регистрируемых фо-
тонов. Тогда всего имеется j0 + 1 POVM-элементов
детектора от j = 0 до j = j0. Соответствующие
POVM-элементы будем задавать формулами

POVM(j, k) = P (j|k,m,M) при 0 ≤ j < j0,

POVM(j0, k) =

∞
∑

j=j0

P (j|k,m,M).
(6)

В качестве иллюстрации на рис. 2 показаны POVM-
элементы, полученные в рамках модели на основе
распределения Пойа с параметрамиm = 20,M = 25;
здесь максимальное количество кликов j0 = 7.

Рассматриваемые нами измерения удобно описы-
вать посредством нечетких операторов измерений.
В рамках такого описания вероятность (4) можно
записать в виде

P
θj
k1k2

= Tr
(

Λ
θj
k1k2

, ρ
)

, (7)

где ρ — матрица плотности, а оператор нечетких из-
мерений задается сверткой

Λ
θj
k1k2

=
∑

n1≥k1
n2≥k2

P1(k1|n1)P2(k2|n2)Λ
0,θj
n1n2

, (8)

140



ЖЭТФ/JETP, том 169, вып. 2, 2026 Статистическое восстановление оптических квантовых состояний. . .

Рис. 2. POVM-элементы в рамках модели Пойа с парамет-

рами: m = 20, M = 25, j0 = 7

где Λ
0,θj
n1n2

=
(

X
θj
n1n2

)+

X
θj
n1n2

— оператор идеального

(четкого) измерения.

Заметим, что Λ
0,θj
n1n2

/Tr
(

Λ
0,θj
n1n2

)

— проектор. Та-
кое измерение можно назвать чистым. Мы видим,
что оператор нечетких измерений Λ

θj
k1k2

в (8) есть
смесь таких чистых операторов измерений.

Рассматриваемая совокупность операторов
нечетких измерений задает неортогональное раз-
ложение единицы (resolution of identity) [65].
Это свойство выполняется для каждой фазы θj
локального осциллятора в отдельности:

∑

k1,k2

Λ
θj
k1k2

= E, (9)

где E — единичная матрица.
Заметим, что рассматриваемые нами алгорит-

мы могут быть непосредственно обобщены и на
измерения, которые не сводятся к разложению
единицы [59].

4. ПОЛНОТА И ЭФФЕКТИВНОСТЬ
ИЗМЕРЕНИЙ КВАНТОВЫХ СОСТОЯНИЙ

Для описания всей совокупности квантовых из-
мерений удобно каждую матрицу Λ

θj
k1k2

размерно-
сти s × s, отвечающую отдельной строке протоко-
ла, вытянуть в виде одной строки длиной s2 (вто-
рую строку поместить справа от первой и т.д.). Со-
ставим из таких строк матрицу B, которая назы-
вается матрицей измерений для томографического
протокола [66]. Рассматриваемая матрица порожда-
ет совокупность из m взаимно дополнительных рас-
пределений, соответствующих различным фазам ло-
кального осциллятора. Каждая из этих матриц фор-
мально имеет бесконечное число строк, отвечающих

различным числам фотонов n1 и n2 в модах на вы-
ходе (реально, как уже сказано выше, в расчетах
без ущерба для точности можно ограничиться ко-
нечным числом строк, обрезая строки, отвечающие
пренебрежимо малой вероятности).

С использованием матрицы измерений B все ре-
зультаты протокола могут быть компактно записа-
ны в матричном виде [66]:

Bρ = f. (9)

Здесь ρ — матрица плотности, записанная в фор-
ме одного столбца (второй столбец ниже первого и
т.д.). Для упрощения записи будем использовать то
же самое обозначение ρ для нового объекта. Вектор-
столбец f служит для записи вероятностей реги-
стрируемых событий.

Пусть b — совокупность сингулярных значений
матрицы измерений B. Количественной характе-
ристикой качества протокола служит число обу-
словленности матрицы измерений B, которое есть
отношение максимального сингулярного значения
к минимальному:

cond(B) =
bmax

bmin
. (11)

Если протокол неполный, то некоторые из сингу-
лярных значений равны нулю и cond(B) → ∞. На-
против, если протокол полный, то его число обу-
словленности cond(B) имеет конечное значение (чем
оно меньше, тем выше качество рассматриваемого
протокола).

Для детального количественного описания ин-
формации о квантовом состоянии будем использо-
вать матрицу информации [67]

H = 2n
∑

j,k1,k2

Λ
θj
k1k2

|c〉〈c|Λθjk1k2
〈c|Λθjk1k2 |c〉

. (10)

Рассматриваемое выражение определяется сумми-
рованием по всем фазам локального осциллятора θj ,
а также по всем возможным числам k1 и k2 реги-
стрируемых фотонов в каждом канале. Мы предпо-
лагаем, что состояние ранга r, являющееся смесью
из r компонент, представлено в виде действительно-
го столбца |c〉 длиной 2rs (мнимые части компонент
смеси ниже действительных). Переход от комплекс-
ного гильбертова пространства к действительно-
му пространству удвоенной размерности порождает
следующее преобразование для векторов и матриц:
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c→
(

Re(c)

Im(c)

)

,

(11)

Λ
θj
k1k2

→





Re
(

Λ
θj
k1k2

)

−Im
(

Λ
θj
k1k2

)

Im
(

Λ
θj
k1k2

)

Re
(

Λ
θj
k1k2

)



 .

Матрица H — действительная симметричная мат-
рица размерности 2rs × 2rs. В случае полного про-
токола она имеет νH = (2s − r)r ненулевых стро-
го положительных собственных значений, а осталь-
ные r2 собственных значений точно равны нулю.
Суммарная информация измеряется как сумма всех
собственных значений (след матрицы H). Мож-
но показать, что для идеальных нередуцированных
(чистых) измерений суммарная информация равна
2nms. Уровень четкости квантовых измерений бу-
дем характеризовать параметром информационной
чистоты (informational purity), который определим
следующей формулой:

Purity =
1

ms

∑

j,k1,k2

Tr

(

(

Λ
θj
k1k2

)2

ρ

)

Tr
(

Λ
θj
k1k2

ρ
) =

Tr(H)

2nms
. (12)

Согласно введенному определению, Purity = 1

для идеальных (четких) измерений и Purity < 1

для нечетких измерений. Мы видим, что величина
(1−Purity) характеризует возникающий из-за неиде-
альности POVM-измерений уровень деградации ин-
формации, которая содержится в измерениях.

На основе матрицы информации можно пока-
зать, что потеря точности есть случайная величи-
на, асимптотическое распределение которой можно
представить в виде [67]

1− F =

ν
∑

j=1

djξ
2
j , (13)

где dj ≥ 0 — неотрицательные коэффициен-
ты, ξj ∼ N (0, 1), j = 1, . . . , ν — независимые
нормально распределенные случайные величи-
ны с нулевым средним и единичной дисперсией,
ν = νH − 1 = (2s− r)r− 1 — число степеней свободы
квантового состояния. В частности, ν = 2s − 2 для
чистых состояний, для которых r = 1, и ν = s2 − 1

для смешанных состояний полного ранга, для
которых r = s.

Рассматриваемое распределение является
естественным обобщением распределения хи-
квадрат. Последнее соответствует частному случаю
d1 = d2 = . . . = dν = 1. Представленное распределе-
ние естественно назвать неоднородным хи-квадрат

распределением. В рассматриваемом нами асимп-
тотическом пределе параметры dj оказываются
обратно пропорциональными объему выборки (об-
щему числу зарегистрированных событий) nm, т. е.
dj ∝ 1/nm. Указанная зависимость позволяет легко
осуществлять перерасчет от одного объема выборки
к другому.

Алгоритм вычисления вектора d для распреде-
ления точности (15) весьма прост [67]. Рассмотрим
вектор, составленный из ненулевых сингулярных
значений матрицы H :

sH = svd(H). (14)

В случае полного протокола вектор sH имеет длину
νH = (2s−r)r. Оказывается, что первое (максималь-
ное, равное 2nm) сингулярное значение отвечает за
нормировку, а остальные ν = νH − 1 значений отве-
чают за интересующие нас статистические флукту-
ации в оценке квантового состояния.

Вычеркнув первый элемент вектора sH , получим
вектор s̃H длиной ν. Для POVM-измерений связь
между компонентами векторов s̃H и d дается следу-
ющей простой формулой:

dj =
1

2s̃H,j
, j = 1, . . . , ν. (15)

Из (15) следует, что среднее значение потерь точно-
сти равно

〈1− F 〉 =
ν
∑

j=1

dj . (16)

Нетрудно показать, что минимально возможные
средние потери точности, соответствующие равно-
мерному распределению информации s̃H по степе-
ням свободы, можно рассчитать по формуле

〈1− F 〉min =
ν2

4(s− 1)nm
. (17)

Для любого POVM-протокола выполняется
неравенство 〈1 − F 〉 ≥ 〈1 − F 〉min. Рассматриваемое
неравенство является обобщением неравенства
Рао – Крамера на случай POVM-измерений в
асимптотическом пределе (при больших объемах
выборок).

Назовем информационной эффективностью про-
токола eP отношение минимально возможных по-
терь точности 〈1− F 〉min к их значению 〈1−F 〉 для
данного протокола:

eP =
〈1 − F 〉min

〈1 − F 〉 . (18)
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Рис. 3. Реконструкция сжатых когерентных состояний

Рис. 4. Распределение по числу фотонов (сжатый ваку-

ум), вероятность нечетного числа фотонов равна нулю;

r = |ξ| — параметр сжатия

Очевидно, что eP ≤ 1. Явная формула, которая поз-
воляет вычислить информационную эффективность
для любого рассматриваемого протокола, как следу-
ет из (18) и (19), записывается как

eP =
ν2

4(s− 1)nm

ν
∑

j=1

dj

. (19)

На рис. 3 на примере сжатых когерентных со-
стояний представлено сравнение информационной
эффективности протоколов квантовых измерений
с использованием различных моделей детекторов,
включая идеальный детектор (штриховые кривые),
детектор, имеющий эффективность η = 0.8 и описы-
ваемый биномиальным распределением (сплошные
кривые), а также детектор на основе распределения
Пойа с параметрами m = 20, M = 25 и с ограниче-

Рис. 5. Эффективность томографии сжатого вакуума (де-

тектор на основе распределения Пойа); r = |ξ| — параметр

сжатия

нием на число регистрируемых отсчетов (j0 = 7, т. е.
не более семи кликов, пунктирные кривые). Ком-
плексный параметр сжатия во всех случаях был ра-
вен ξ = 0.5 exp(iπ/3), а амплитуда когерентного со-
стояния была равна соответственно α = 0 (state 1,
сжатый вакуум, круглые маркеры), α = (1 − i)/

√
2

(state 2, квадратные маркеры), α = (1 − i) (state 3,
ромбовидные маркеры). В протоколе квантовых из-
мерений число срезов в фазовом пространстве, за-
дающее число взаимно дополнительных измерений,
было выбрано равным m = 5.

Рисунки 4 и 5 характеризуют состояние сжатого
вакуума, для которого характерно парное рождение
фотонов [64]. Рисунок 4 показывает, что рассмат-
риваемый эффект выражен тем сильнее, чем выше
сжатие.

Рисунок 5 демонстрирует влияние степени сжа-
тия вакуума на информационную эффективность
детектора в модели на основе распределения Пойа.
С увеличением степени сжатия возрастает слож-
ность состояния и соответственно уменьшается ин-
формационная эффективность реконструирования.
Мы видим также, что для рассматриваемых состоя-
ний влияние ограничения на число регистрируемых
детектором отсчетов слабое, когда детектор спосо-
бен детектировать до 30 фотонов, и сильное, когда
детектор способен регистрировать не более 7 фото-
нов. В случае больших интенсивностей поля локаль-
ного осциллятора информационная эффективность
уменьшается, поскольку детектор оказывается «за-
свеченным» в силу того, что в основном оказывается
задействованным только один элемент POVM, отве-
чающий максимальному числу кликов.

143



Ю. И. Богданов, Н. А. Богданова, И. А. Дмитриев и др. ЖЭТФ/JETP, том 169, вып. 2, 2026

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Разработан метод оценки оптических квантовых
состояний с учетом ограничений реальных фотон-
ных детекторов. Описано влияние конечного раз-
решения детекторов по числу фотонов на точность
восстановления оптических квантовых состояний в
задачах квантовой томографии. Показано, что каче-
ство протоколов квантовой томографии можно ха-
рактеризовать информационной эффективностью,
которая представляет собой отношение минималь-
но возможных потерь точности, аналогичных гра-
нице Рао – Крамера, к реально наблюдаемым поте-
рям. В качестве модели детектора, которая обобща-
ет биномиальную модель, была применена модель
POVM-элементов на основе распределения Пойа с
ограничением по числу кликов. Разработанный под-
ход был проиллюстрирован расчетом информацион-
ной эффективности квантовых измерений в прило-
жении к состояниям сжатого вакуума и сжатым ко-
герентным состояниям.
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Abstract

The objective of this work is to develop a method for estimating optical quantum states under realistic limitations of

photon detectors that can resolve only a finite number of photons. As the basis, we propose a POVM-based detection

model derived from the Pólya distribution, which generalizes the binomial model and explicitly accounts for the detector’s

limit on the maximum number of detectable photons. Within this framework, we analyze the influence of finite detector

resolution on the accuracy of quantum-state reconstruction and introduce a quantitative measure of the performance of

quantum tomography protocols — information efficiency, defined through the ratio between the minimally attainable and

experimentally observed accuracy losses. The analysis demonstrates that even with strict limits on the number of detected

photons, high-fidelity reconstruction remains feasible for states with photon numbers significantly exceeding the detector’s

maximum photon count. Importantly, the associated losses can be compensated by a straightforward increase in sample

size. The applicability of the proposed approach is illustrated through the reconstruction of squeezed coherent states and

squeezed vacuum states.
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