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1. ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Íàøà ðàáîòà îòíîñèòñÿ ê îáëàñòè òåîðèè ïðîâî-
äèìîñòè íîðìàëüíûõ ìåòàëëîâ, áåðóùåé ñâîå íà÷à-
ëî îò ðàáîò È. Ì. Ëèôøèöà, Ì. ß. Àçáåëÿ, Ì. È. Êà-
ãàíîâà è Â. Ã. Ïåñ÷àíñêîãî, îïóáëèêîâàííûõ â êîíöå
1950-õ�íà÷àëå 1960-õ ãã. (ñì. [1�3]). Îíà èíòåíñèâíî
ðàçâèâàëàñü â øêîëå È. Ì. Ëèôøèöà è â ïîñëåäó-

* E-mail: maltsev@itp.ac.ru

þùèå ãîäû (ñì., íàïðèìåð, [4,5]). À èìåííî, ìû îá-
ñóæäàåì âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ âëèÿíèåì ãåîìåòðèè
êâàçèêëàññè÷åñêèõ ýëåêòðîííûõ òðàåêòîðèé, ëåæà-
ùèõ íà ñëîæíûõ ïîâåðõíîñòÿõ Ôåðìè, íà ïîâåäåíèå
ïðîâîäèìîñòè ìåòàëëîâ â ñèëüíûõ ìàãíèòíûõ ïî-
ëÿõ.

Êàê õîðîøî èçâåñòíî, äâèæåíèå ýëåêòðîíîâ íà
ïîâåðõíîñòè Ôåðìè â ïðèñóòñòâèè âíåøíåãî ìàãíèò-
íîãî ïîëÿ ìîæåò áûòü îïèñàíî àäèàáàòè÷åñêè è çà-
äàåòñÿ êâàçèêëàññè÷åñêîé ñèñòåìîé

_p =
e
c

[vgr (p) � B ] =
e
c

[r � (p) � B ] (1.1)

â p-ïðîñòðàíñòâå.

276

http://dx.doi.org/10.31857/S0044451022080120


ÆÝÒÔ, òîì 162, âûï. 2 (8), 2022 Õàîòè÷åñêèå òðàåêòîðèè íà ïîâåðõíîñòÿõ Ôåðìè. . .

B

Ðèñ. 1. Òðàåêòîðèè ñèñòåìû (1.1) â ïðîñòðàíñòâå R3 íà
íåêîòîðîì óðîâíå ýíåðãèè � (p) = const (ñõåìàòè÷åñêè)

Ðèñ. 2. Àáñòðàêòíûå ïîâåðõíîñòè ðîäà 0, 1, 2, 3

Âàæíóþ ðîëü èãðàåò òîò ôàêò, ÷òî çíà÷åíèå p,
ò. å. êâàçèèìïóëüñ ýëåêòðîíà, îïðåäåëÿåòñÿ ñ òî÷íî-
ñòüþ äî âåêòîðîâ îáðàòíîé ðåøåòêè L � (ãäå L �
êðèñòàëëè÷åñêàÿ ðåøåòêà ìåòàëëà). Òàêèì îáðàçîì,
ñèñòåìó (1.1) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñèñòåìó íà
òðåõìåðíîì òîðå

T3 = R3=L� ;

èëè êàê ñèñòåìó â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ñ íåêî-
òîðîé ãëàäêîé 3-ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé � (p). Â
ïîñëåäíåì ñëó÷àå ìû äîëæíû ïîìíèòü, ÷òî òî÷êè
ïðîñòðàíñòâà R3, îòëè÷àþùèåñÿ íà âåêòîðû îáðàò-
íîé ðåøåòêè, ôàêòè÷åñêè ïðåäñòàâëÿþò îäíî è òî
æå ôèçè÷åñêîå ñîñòîÿíèå.

Â ïðîñòðàíñòâå R3 òðàåêòîðèè ñèñòåìû (1.1) çà-
äàþòñÿ ïåðåñå÷åíèÿìè ïëîñêîñòåé, îðòîãîíàëüíûõ
B , ñ ïåðèîäè÷åñêèìè ïîâåðõíîñòÿìè ïîñòîÿííîé
ýíåðãèè � (p) = const . Ãåîìåòðèÿ òàêèõ ïåðåñå÷åíèé
ìîæåò áûòü äîñòàòî÷íî ñëîæíîé äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ
ôóíêöèé � (p) îáùåãî âèäà (ðèñ. 1). Ïðè îïèñàíèè
ãàëüâàíîìàãíèòíûõ ÿâëåíèé â ìåòàëëàõ îñíîâíóþ
ðîëü èãðàþò òðàåêòîðèè ñèñòåìû (1.1) íà ïîâåðõíîñ-
òè Ôåðìè � (p) = � F .

Êàæäîå èç ïðåäñòàâëåíèé ïîâåðõíîñòè Ôåðìè
äàåò âàæíóþ èíôîðìàöèþ î íåé. Òàê, ïðåäñòàâëå-

Ðèñ. 3. Ïðèìåðû ïîâåðõíîñòåé Ôåðìè ðàíãà 0, 1, 2 è 3

a) b)

B
B

Ðèñ. 4. Çàìêíóòûå (a) è îòêðûòàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ (b) òðà-
åêòîðèè ñèñòåìû (1.1) íà ïîâåðõíîñòÿõ Ôåðìè ðàçëè÷íîé

ôîðìû

íèå ïîâåðõíîñòè Ôåðìè â âèäå êîìïàêòíîé äâóìåð-
íîé ïîâåðõíîñòè, âëîæåííîé â òðåõìåðíûé òîð, ïîç-
âîëÿåò îïðåäåëèòü òàêóþ âàæíóþ õàðàêòåðèñòèêó,
êàê åå ðîä. À èìåííî, êàæäàÿ çàìêíóòàÿ îðèåíòèðó-
åìàÿ ïîâåðõíîñòü äèôôåîìîðôíà äâóìåðíîé ñôåðå
ñ g-ïðèêðåïëåííûìè ðó÷êàìè, ãäå g � ðîä ïîâåðõ-
íîñòè (ðèñ. 2).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ôîðìà ïîâåðõíîñòè Ôåðìè â
íàêðûâàþùåì òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå îáíàðóæè-
âàåò âàæíûå îñîáåííîñòè òîïîëîãè÷åñêîãî âëîæå-
íèÿ ýòîé ïîâåðõíîñòè â òðåõìåðíûé òîð T3. Â ÷àñò-
íîñòè, ýòî ïðåäñòàâëåíèå îïðåäåëÿåò òàêóþ âàæ-
íóþ õàðàêòåðèñòèêó âëîæåíèÿ, êàê ðàíã ïîâåðõíî-
ñòè Ôåðìè. Ïî îïðåäåëåíèþ, ðàíã ïîâåðõíîñòè Ôåð-
ìè ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ 0, 1, 2, 3 è îïðåäåëÿ-
åò ÷èñëî íåçàâèñèìûõ íàïðàâëåíèé, âäîëü êîòîðûõ
ïðîñòèðàåòñÿ ïîâåðõíîñòü Ôåðìè â íàêðûâàþùåì
òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå (ðèñ. 3). Ïî òîïîëîãè÷åñ-
êèì ïðè÷èíàì ðàíã ïîâåðõíîñòè Ôåðìè íå ìîæåò
ïðåâûøàòü åå ðîä g.

Íàèáîëåå âàæíûì ïðè îïèñàíèè ãàëüâàíîìàã-
íèòíûõ ÿâëåíèé â ìåòàëëàõ ÿâëÿåòñÿ ðàçëè÷èå ìåæ-
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äó çàìêíóòûìè è îòêðûòûìè (íåçàìêíóòûìè â
p-ïðîñòðàíñòâå) òðàåêòîðèÿìè ñèñòåìû (1.1). Â ðà-
áîòå [1] áûëî ïîêàçàíî ïðèíöèïèàëüíîå ðàçëè÷èå
âêëàäîâ çàìêíóòûõ è îòêðûòûõ ïåðèîäè÷åñêèõ òðà-
åêòîðèé (ðèñ. 4) â ïðîâîäèìîñòü â ïðåäåëå ! B � !
! 1 . Ôîðìóëû äëÿ òåíçîðà ïðîâîäèìîñòè, ïîëó-
÷åííûå â [1] äëÿ ÷èñòûõ ìîíîêðèñòàëëè÷åñêèõ îá-
ðàçöîâ ïðè äîñòàòî÷íî íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ, ìîæíî
çàïèñàòü â ãëàâíîì ïîðÿäêå â ñëåäóþùåì âèäå:

� kl '

'
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m�

0

B
@

(! B � )� 2 (! B � )� 1 (! B � )� 1

(! B � )� 1 (! B � )� 2 (! B � )� 1

(! B � )� 1 (! B � )� 1 �

1

C
A (1.2)

(äëÿ çàìêíóòûõ òðàåêòîðèé, ! B � ! 1 ),

� kl '

'
ne2�
m�

0

B
@

(! B � )� 2 (! B � )� 1 (! B � )� 1

(! B � )� 1 � �

(! B � )� 1 � �

1

C
A (1.3)

(äëÿ îòêðûòûõ ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé, ! B � !
! 1 ).

Ôîðìóëû (1.2), (1.3) îïèñûâàþò òîëüêî àñèìï-
òîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå òåíçîðà ïðîâîäèìîñòè â ñèëü-
íûõ ìàãíèòíûõ ïîëÿõ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êàæäûé
ìàòðè÷íûé ýëåìåíò îïðåäåëåí â äåéñòâèòåëüíîñòè ñ
òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ ïîðÿäêà åäèíèöû. Âåëè÷è-
íà n îáîçíà÷àåò êîíöåíòðàöèþ ýëåêòðîíîâ â ìåòàë-
ëå, à âåëè÷èíà m� îïðåäåëÿåò çíà÷åíèå ýôôåêòèâ-
íîé ìàññû ýëåêòðîíà â êðèñòàëëå. Âåëè÷èíà � ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé âðåìÿ ñâîáîäíîãî ïðîáåãà ýëåêòðîíà,
à âåëè÷èíà ! B = eB=m� c èìååò ñìûñë öèêëîòðîí-
íîé ÷àñòîòû â ìåòàëëå. Îòìåòèì, ÷òî öèêëîòðîííàÿ
÷àñòîòà ôàêòè÷åñêè îïðåäåëåíà òîëüêî äëÿ çàìêíó-
òûõ òðàåêòîðèé ñèñòåìû (1.1) è ñîâïàäàåò ñ ! B òîëü-
êî ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ìû ïðåä-
ïîëàãàåì, ÷òî îñü z íàïðàâëåíà âäîëü ìàãíèòíîãî
ïîëÿ, à âî âòîðîì ñëó÷àå îñü x ñîâïàäàåò ñî ñðåäíèì
íàïðàâëåíèåì ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé â p-ïðîñò-
ðàíñòâå. Ñèìâîëû ¾ � ¿ â îáåèõ ôîðìóëàõ îáîçíà÷à-
þò íåêîòîðûå êîíñòàíòû ïîðÿäêà åäèíèöû.

Âèäíî, ÷òî îñíîâíîå îòëè÷èå çàìêíóòûõ òðà-
åêòîðèé îò ïåðèîäè÷åñêèõ ïðîÿâëÿåòñÿ â ïðîâîäè-
ìîñòè â ïëîñêîñòè, îðòîãîíàëüíîé B . À èìåííî,
âêëàä çàìêíóòûõ òðàåêòîðèé â ïðîâîäèìîñòü äî-
âîëüíî áûñòðî óáûâàåò âî âñåõ íàïðàâëåíèÿõ â ýòîé
ïëîñêîñòè ñ ðîñòîì çíà÷åíèÿ B , òîãäà êàê âêëàä ïå-
ðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé èìååò ñèëüíóþ àíèçîòðî-
ïèþ â ïðåäåëå ! B � ! 1 . Íàïðàâëåíèå, â êîòîðîì

ïðîèñõîäèò íàèáîëüøåå ïîäàâëåíèå ïðîâîäèìîñòè â
ïëîñêîñòè, îðòîãîíàëüíîé B , âî âòîðîì ñëó÷àå ñîâ-
ïàäàåò ñî ñðåäíèì íàïðàâëåíèåì îòêðûòûõ òðàåê-
òîðèé â p-ïðîñòðàíñòâå. Ïîñëåäíåå îáñòîÿòåëüñòâî
îáóñëîâëåíî èçâåñòíîé ñâÿçüþ ìåæäó òðàåêòîðèÿ-
ìè ýëåêòðîíîâ â êîîðäèíàòíîì è (êâàçè)èìïóëüñíîì
ïðîñòðàíñòâàõ ïðè íàëè÷èè ìàãíèòíîãî ïîëÿ. À
èìåííî, ïðîåêöèè òðàåêòîðèé â x-ïðîñòðàíñòâå íà
ïëîñêîñòü, îðòîãîíàëüíóþ B , ïîäîáíû ñîîòâåòñòâó-
þùèì òðàåêòîðèÿì â p-ïðîñòðàíñòâå, ïîâåðíóòûì
íà 90� . Îïèñàííûå îñîáåííîñòè ïðîâîäèìîñòè ïîçâî-
ëÿþò ðàçëè÷àòü âêëàäû çàìêíóòûõ è îòêðûòûõ ïå-
ðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé, à òàêæå ýêñïåðèìåíòàëüíî
îïðåäåëÿòü íàïðàâëåíèå ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé
â p-ïðîñòðàíñòâå.

Áîëåå äåòàëüíîå èçó÷åíèå ñèñòåìû (1.1) ïðèâåëî
òàêæå ê îòêðûòèþ äðóãèõ âàæíûõ ïðèìåðîâ íåçà-
ìêíóòûõ ýëåêòðîííûõ òðàåêòîðèé â p-ïðîñòðàíñò-
âå, áîëåå îáùèõ, ÷åì ïåðèîäè÷åñêèå (ñì. [2�5]).
Îòêðûòûå â ýòîò ïåðèîä íåçàìêíóòûå òðàåêòîðèè
ñèñòåìû (1.1) òàêæå èìåëè ñèëüíóþ àíèçîòðîïèþ
(ñðåäíåå íàïðàâëåíèå) â ïëîñêîñòÿõ, îðòîãîíàëüíûõ
B , è, êàê ñëåäñòâèå, òàêæå âíîñèëè ñèëüíî àíè-
çîòðîïíûé âêëàä (1.3) â ïðîâîäèìîñòü â ïðåäåëå
! B � ! 1 (â ãëàâíîì ïîðÿäêå).

Îòìåòèì, ÷òî èçó÷åíèå ãåîìåòðèè òðàåêòîðèé
ñèñòåìû (1.1) ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç âàæíåéøèõ ìåòî-
äîâ èçó÷åíèÿ äèñïåðñèîííûõ ñîîòíîøåíèé äëÿ øè-
ðîêîãî êðóãà ïðîâîäíèêîâ (ñì., íàïðèìåð, [4�8]).
Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ïîÿâëåíèå íåçàìêíóòûõ îðáèò
íà äîñòàòî÷íî ñëîæíûõ ïîâåðõíîñòÿõ Ôåðìè èãðà-
åò âàæíóþ ðîëü è â ìàãíèòíîé ïðîâîäèìîñòè ïî-
ëèêðèñòàëëîâ ïðè äîñòàòî÷íî íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ
(ñì. [9,10]).

Ïðîáëåìà ïîëíîé êëàññèôèêàöèè òðàåêòîðèé
ñèñòåìû (1.1) äëÿ ïðîèçâîëüíîãî çàêîíà äèñïåðñèè
âïåðâûå áûëà ïîñòàâëåíà Íîâèêîâûì â ðàáîòå [11].
Ýòà ïðîáëåìà èññëåäîâàëàñü â ïîñëåäóþùèå äåñÿòè-
ëåòèÿ â åãî òîïîëîãè÷åñêîé øêîëå (ñì. [12�18]), è ê
íàñòîÿùåìó âðåìåíè ïîëó÷åíà êà÷åñòâåííàÿ êëàññè-
ôèêàöèÿ òðàåêòîðèé (1.1), êîòîðûå ìîãóò âîçíèêàòü
íà ïðîèçâîëüíî ñëîæíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ ïîâåðõíî-
ñòÿõ. Â ýòîé êëàññèôèêàöèè âñå çàìêíóòûå òðàåê-
òîðèè (â íàêðûâàþùåì p-ïðîñòðàíñòâå) ðàññìàòðè-
âàþòñÿ êàê îäíîòèïíûå, ïîýòîìó òîëüêî îòêðûòûå
òðàåêòîðèè (1.1), ãëîáàëüíûå ãåîìåòðè÷åñêèå ñâîé-
ñòâà êîòîðûõ ìîãóò ñèëüíî ðàçëè÷àòüñÿ, ïîäëåæàò
êëàññèôèêàöèè.

Íàèáîëåå âàæíûì â êëàññèôèêàöèè îòêðûòûõ
òðàåêòîðèé (1.1) ÿâëÿåòñÿ îïèñàíèå óñòîé÷èâûõ îò-
êðûòûõ òðàåêòîðèé ýòîé ñèñòåìû. Çäåñü ìû íàçû-
âàåì óñòîé÷èâûìè òàêèå îòêðûòûå òðàåêòîðèè ñèñ-
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Ðèñ. 5. Óñòîé÷èâàÿ îòêðûòàÿ òðàåêòîðèÿ â ïëîñêîñòè, îð-
òîãîíàëüíîé B (ñõåìàòè÷íî)

òåìû (1.1), êîòîðûå íå èñ÷åçàþò è ñóùåñòâåííî íå
ìåíÿþò ñâîþ ôîðìó ïðè ìàëûõ èçìåíåíèÿõ ïàðà-
ìåòðîâ çàäà÷è (ê êîòîðûì îòíîñÿòñÿ íàïðàâëåíèå B
è äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå � (p)). Êàê ñëåäóåò èç
ðàáîò [12,14,15], òàêèå òðàåêòîðèè âñåãäà îáëàäàþò
ñëåäóþùèìè äâóìÿ âàæíûìè ñâîéñòâàìè:

1) êàæäàÿ óñòîé÷èâàÿ îòêðûòàÿ òðàåêòîðèÿ ñèñ-
òåìû (1.1) ëåæèò â ïðÿìîé ïîëîñå êîíå÷íîé øèðèíû
â ïëîñêîñòè, îðòîãîíàëüíîé B , è ïðîõîäèò ÷åðåç íåå
íàñêâîçü (ðèñ. 5);

2) âñå óñòîé÷èâûå îòêðûòûå òðàåêòîðèè èìåþò
ïðè ôèêñèðîâàííîì íàïðàâëåíèè B è ôèêñèðîâàí-
íîì çàêîíå äèñïåðñèè îäíî è òî æå ñðåäíåå íàïðàâ-
ëåíèå, êîòîðîå çàäàåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì ïëîñêîñòè, îð-
òîãîíàëüíîé B , ñ íåêîòîðîé öåëî÷èñëåííîé ïëîñêîñ-
òüþ � , îñòàþùåéñÿ íåèçìåííîé ïðè ìàëûõ èçìåíå-
íèÿõ ëþáûõ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è.

Öåëî÷èñëåííîñòü ïëîñêîñòè � â óòâåðæäåíèè 2)
îçíà÷àåò, ÷òî îíà ïîðîæäàåòñÿ äâóìÿ íåêîëëèíåàð-
íûìè âåêòîðàìè èç îáðàòíîé ðåøåòêè â p-ïðîñòðàí-
ñòâå. Ýêâèâàëåíòíî, ïëîñêîñòü � îðòîãîíàëüíà íåêî-
òîðîìó íåíóëåâîìó âåêòîðó ïðÿìîé ðåøåòêè. Òà-
êèì îáðàçîì, ñðåäíåå íàïðàâëåíèå óñòîé÷èâûõ îò-
êðûòûõ òðàåêòîðèé â p-ïðîñòðàíñòâå âñåãäà îðòî-
ãîíàëüíî íåêîòîðîìó êðèñòàëëîãðàôè÷åñêîìó âåê-
òîðó

m = m1e1 + m2e2 + m3e3;

ãäå (e1; e2; e3) � íåêîòîðûé ôèêñèðîâàííûé áàçèñ
ïðÿìîé ðåøåòêè L è m1, m2, m3 � íåêîòîðûå öåëûå
÷èñëà. Ìîæíî âèäåòü òàêæå, ÷òî óêàçàííûå âûøå
ñâîéñòâà îïðåäåëÿþò ñðåäíåå íàïðàâëåíèå l óñòîé-
÷èâûõ îòêðûòûõ òðàåêòîðèé â p-ïðîñòðàíñòâå ñî-
ãëàñíî ôîðìóëå

l � [B � m] :

Ñâîéñòâî 1) îòêðûòûõ òðàåêòîðèé ñèñòåìû (1.1)
îáùåãî ïîëîæåíèÿ áûëî âïåðâûå ñôîðìóëèðîâàíî
Íîâèêîâûì â âèäå ãèïîòåçû [11].

Ðèñ. 6. Çîíû óñòîé÷èâîñòè íà åäèíè÷íîé ñôåðå (ñõåìàòè÷-
íî)

Âêëàä óñòîé÷èâûõ îòêðûòûõ òðàåêòîðèé â ïðî-
âîäèìîñòü â ïðåäåëå ! B � ! 1 òàêæå îïðåäåëÿåòñÿ
ôîðìóëîé (1.3) ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì âûáîðå ñèñ-
òåìû êîîðäèíàò. Êàê è ïðåæäå, íàïðàâëåíèå ìàê-
ñèìàëüíîãî ïîäàâëåíèÿ ïðîâîäèìîñòè â ïëîñêîñòè,
îðòîãîíàëüíîé B , ñîâïàäàåò ñî ñðåäíèì íàïðàâëåíè-
åì óñòîé÷èâûõ îòêðûòûõ òðàåêòîðèé â p-ïðîñòðàí-
ñòâå (îðòîãîíàëüíûì ïðîåêöèè ñðåäíåãî íàïðàâëå-
íèÿ òðàåêòîðèé â x-ïðîñòðàíñòâå íà ïëîñêîñòü, îð-
òîãîíàëüíóþ B ).

Âåëè÷èíû (m1; m2; m3) èìåþò òîïîëîãè÷åñêóþ
ïðèðîäó è, êàê ñêàçàíî âûøå, óñòîé÷èâû ïðè ìàëûõ
âàðèàöèÿõ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è. Â ÷àñòíîñòè, îíè ëî-
êàëüíî óñòîé÷èâû ïî îòíîøåíèþ ê ìàëûì ïîâîðî-
òàì íàïðàâëåíèÿ B ïðè ôèêñèðîâàííîì äèñïåðñè-
îííîì ñîîòíîøåíèè � (p) è ýíåðãèè Ôåðìè � F . Êàê
ñëåäñòâèå, íà óãëîâîé äèàãðàììå (åäèíè÷íîé ñôå-
ðå), ïàðàìåòðèçóþùåé íàïðàâëåíèÿ B , âîçíèêàåò
ñåìåéñòâî çîí óñòîé÷èâîñòè 
 � , â êàæäîé èç êî-
òîðûõ òðîéêà (m1

� ; m2
� ; m3

� ) îïðåäåëåíà è ïîñòîÿí-
íà. Èç-çà îñîáîãî âêëàäà â ïðîâîäèìîñòü óñòîé÷è-
âûõ îòêðûòûõ òðàåêòîðèé êàê ôîðìó çîí óñòîé-
÷èâîñòè, òàê è ÷èñëà (m1

� ; m2
� ; m3

� ) ìîæíî íàáëþ-
äàòü ýêñïåðèìåíòàëüíî. Èìåííî òàêèì îáðàçîì ÷èñ-
ëà (m1

� ; m2
� ; m3

� ) áûëè ââåäåíû â ðàáîòå [19] (ñì. òàê-
æå [20]) êàê òîïîëîãè÷åñêèå ÷èñëà, íàáëþäàåìûå â
ïðîâîäèìîñòè íîðìàëüíûõ ìåòàëëîâ. Çîíû óñòîé÷è-
âîñòè, êàê ïðàâèëî, ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îáëàñòè ñ
êóñî÷íî-ãëàäêèìè ãðàíèöàìè íà åäèíè÷íîé ñôåðå
(ðèñ. 6). Îòìåòèì, ÷òî òîïîëîãè÷åñêèå ÷èñëà îïðåäå-
ëÿþò òîëüêî ãåîìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà òåíçîðà ïðî-
âîäèìîñòè, òîãäà êàê åãî àíàëèòè÷åñêèå ñâîéñòâà â
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ïðåäåëå ! B � ! 1 âíóòðè è âáëèçè çîí óñòîé÷èâîñ-
òè ìîãóò áûòü âåñüìà íåòðèâèàëüíûìè (ñì., íàïðè-
ìåð, [21,22]).

×òî êàñàåòñÿ íåóñòîé÷èâûõ îòêðûòûõ òðàåêòî-
ðèé ñèñòåìû (1.1), òî îäíèì èç âàæíåéøèõ ïðèìåðîâ
òàêèõ òðàåêòîðèé ÿâëÿþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèå òðàåêòî-
ðèè íà ïîâåðõíîñòÿõ Ôåðìè ðàíãà 1 (ðèñ. 4). Îä-
íàêî íà äîñòàòî÷íî ñëîæíûõ ïîâåðõíîñòÿõ Ôåðìè
ìîãóò ñóùåñòâîâàòü è çíà÷èòåëüíî áîëåå ñëîæíûå
íåóñòîé÷èâûå îòêðûòûå òðàåêòîðèè, ñóùåñòâîâàíèå
êîòîðûõ áûëî îáíàðóæåíî ïðè èçó÷åíèè îáùåé ïðî-
áëåìû Íîâèêîâà â ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ [13,16,17].
Ýòè òðàåêòîðèè îáëàäàþò çíà÷èòåëüíî áîëåå ñëîæ-
íûìè ãåîìåòðè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè è íåóñòîé÷èâû
îòíîñèòåëüíî ëþáûõ ìàëûõ ïîâîðîòîâ íàïðàâëåíèÿ
B (à òàêæå ñêîëü óãîäíî ìàëûõ âàðèàöèé çíà÷å-
íèÿ � F ). Ãåîìåòðè÷åñêàÿ ñëîæíîñòü òàêèõ òðàåêòî-
ðèé ïðèâîäèò è ê áîëåå ñëîæíîìó ïîâåäåíèþ òåí-
çîðà ïðîâîäèìîñòè â ïðåäåëå ! B � ! 1 ïðè íàëè-
÷èè òàêèõ òðàåêòîðèé íà ïîâåðõíîñòè Ôåðìè. Êàê
ìû óâèäèì, âñå òàêèå òðàåêòîðèè ìîæíî ðàçäåëèòü
íà äâà îñíîâíûõ òèïà (òèïû Öàðåâà è Äûííèêîâà),
êîòîðûå èìåþò ñóùåñòâåííî ðàçíûå ãåîìåòðè÷åñêèå
ñâîéñòâà è âíîñÿò âåñüìà ðàçíûé âêëàä â ïðîâîäè-
ìîñòü ïðè ! B � ! 1 .

Ñ ìîìåíòà ñâîåãî îòêðûòèÿ íåóñòîé÷èâûå ¾õàî-
òè÷åñêèå¿ òðàåêòîðèè ñèñòåìû (1.1) àêòèâíî èçó÷à-
ëèñü ñ ðàçëè÷íûõ òî÷åê çðåíèÿ. Íàèáîëåå çíà÷èìûå
ðåçóëüòàòû, ñâÿçàííûå ñ ïðåäìåòîì, ïðèâåäåíû â
ðàáîòàõ [13,16,17,23�46]. Ýòî äàëåêî íå ïîëíûé ñïè-
ñîê ðàáîò ïî òåìå, è â áëèæàéøåå âðåìÿ èõ îæèäàåò-
ñÿ áîëüøå. Â äàííîé ðàáîòå ìû äåëàåì îáçîð ñîñòî-
ÿíèÿ ýòîé îáëàñòè èññëåäîâàíèé íà äàííûé ìîìåíò,
îáðàùàÿ âíèìàíèå êàê íà ãåîìåòðè÷åñêèå àñïåêòû
âîçíèêíîâåíèÿ è ïîâåäåíèÿ îòêðûòûõ òðàåêòîðèé,
òàê è íà ôèçè÷åñêèå ñëåäñòâèÿ, âûòåêàþùèå èç èõ
ãåîìåòðè÷åñêèõ ñâîéñòâ.

2. ÒÈÏÛ ÕÀÎÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÒÐÀÅÊÒÎÐÈÉ È
ÑÎÎÒÂÅÒÑÒÂÓÞÙÈÅ ÈÌ ÎÑÎÁÅÍÍÎÑÒÈ

ÓÃËÎÂÎÉ ÄÈÀÃÐÀÌÌÛ

Îïèøåì çäåñü ñíà÷àëà áîëåå ïðîñòûå ñ ãåîìåòðè-
÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ õàîòè÷åñêèå òðàåêòîðèè òèïà
Öàðåâà. Õàîòè÷åñêèå òðàåêòîðèè Öàðåâà ìîãóò âîç-
íèêàòü òîëüêî òîãäà, êîãäà íàïðàâëåíèå ìàãíèòíîãî
ïîëÿ ëèøü ÷àñòè÷íî èððàöèîíàëüíî, à èìåííî, ïëîñ-
êîñòü, îðòîãîíàëüíàÿ B , ñîäåðæèò íåíóëåâîé âåêòîð
îáðàòíîé ðåøåòêè. Äëÿ îïèñàíèÿ îñíîâíûõ îñîáåí-
íîñòåé õàîòè÷åñêèõ òðàåêòîðèé Öàðåâà ìîæíî èñ-
ïîëüçîâàòü ñëåäóþùèé ïðèìåð.

3a

3a C+

C

B

+

+

. a
�

.
�̂

a1

2

Ðèñ. 7. Ôîðìà ïîâåðõíîñòè Ôåðìè, íåñóùåé òðàåêòîðèþ
öàðåâñêîãî òèïà, è åå âåðòèêàëüíàÿ ïðîåêöèÿ (äëÿ îäíîé
çîíû Áðèëëþýíà, çàøòðèõîâàííàÿ îáëàñòü ñîîòâåòñòâóåò

ïåðåñêîêó ìåæäó ïëîñêîñòÿìè)

Ðàññìîòðèì ïåðèîäè÷åñêîå ñåìåéñòâî f � i g ãî-
ðèçîíòàëüíûõ ïëîñêîñòåé â òðåõìåðíîì ïðîñòðàí-
ñòâå ñ îäèíàêîâûì ðàññòîÿíèåì a3 ìåæäó ñîñåä-
íèìè ïëîñêîñòÿìè. Ïðîíóìåðóåì èõ ïîñëåäîâàòåëü-
íî, òàê ÷òî � i +1 = � i + a3. Âûáåðåì òàêæå äâà
(îðòîãîíàëüíûõ) ïåðèîäà a1, a2 â ãîðèçîíòàëüíîé
ïëîñêîñòè è ñîåäèíèì âñå ïàðû ñîñåäíèõ ïëîñêî-
ñòåé 3-ïåðèîäè÷åñêèì ñåìåéñòâîì îäèíàêîâûõ ¾íà-
êëîííûõ¿ öèëèíäðîâ, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 7. Îñíî-
âàíèÿ öèëèíäðîâ âûðîâíåíû òàê, ÷òî ïðÿìàÿ, ïðî-
õîäÿùàÿ ÷åðåç öåíòðû âåðõíåãî îñíîâàíèÿ öèëèí-
äðà C è íèæíåãî îñíîâàíèÿ öèëèíäðà C + a3, èìå-
åò èððàöèîíàëüíîå íàïðàâëåíèå b� â ãîðèçîíòàëüíîé
ïëîñêîñòè. Ïîëó÷åííàÿ ïîâåðõíîñòü ñíàáæåíà îðè-
åíòàöèåé è êàê îðèåíòèðîâàííàÿ ïîâåðõíîñòü èíâà-
ðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ñäâèãîâ íà a1, a2 è 2a3. Ìû
ñãëàæèâàåì ýòó ïîâåðõíîñòü 3-ïåðèîäè÷åñêèì îáðà-
çîì, ÷òî ïðèâîäèò ê ïîâåðõíîñòè âèäà � (p) = � F äëÿ
ãëàäêîé 3-ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè � è óðîâíÿ � F .
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Ïóñòü òåïåðü íàïðàâëåíèå B ëåæèò â ãîðèçîí-
òàëüíîé ïëîñêîñòè è îðòîãîíàëüíî íàïðàâëåíèþ b� .
Ðàññìîòðèì òðàåêòîðèè ñèñòåìû (1.1), ñîîòâåòñòâó-
þùèå òàêîìó íàïðàâëåíèþ B . Ýòè òðàåêòîðèè ñëå-
äóþò ïðÿìûì ëèíèÿì íàïðàâëåíèÿ b� äî òåõ ïîð, ïî-
êà íå íàòêíóòñÿ íà îäèí èç öèëèíäðîâ, è â ýòîì ñëó-
÷àå îíè ïåðåïðûãèâàþò ñ � i íà � i +2 èëè � i � 2 â çàâè-
ñèìîñòè îò ÷åòíîñòè i , äàëåå ïî äðóãîé ïðÿìîé ñ íà-
ïðàâëåíèåì b� äî ñëåäóþùåãî ïðûæêà è ò. ä. Ñêà÷êè
ïðîèñõîäÿò ñ ÷åòêî îïðåäåëåííîé ÷àñòîòîé, ïîýòî-
ìó òðàåêòîðèè èìåþò àñèìïòîòè÷åñêîå íàïðàâëåíèå
â íàêðûâàþùåì p-ïðîñòðàíñòâå â îáû÷íîì ñìûñëå.
Îäíàêî ëåãêî ìîæåò ñëó÷èòüñÿ, ÷òî òàêàÿ òðàåêòî-
ðèÿ íå ñîäåðæèòñÿ íè â êàêîé ïðÿìîé ïëîñêîé ïî-
ëîñå êîíå÷íîé øèðèíû.

Îïèñàííûé ïðèìåð ïðåäñòàâëÿåò äîâîëüíî îá-
ùåå ÿâëåíèå. Â íåêîòîðîì ñìûñëå, äëÿ ÷àñòè÷íî èð-
ðàöèîíàëüíûõ íàïðàâëåíèé B õàîòè÷åñêèå òðàåêòî-
ðèè ñèñòåìû (1.1) âñåãäà èìåþò îïèñàííûå ñâîéñò-
âà. Â ÷àñòíîñòè, êàê ïîêàçàíî â [17], â ýòîì ñëó-
÷àå îíè âñåãäà èìåþò àñèìïòîòè÷åñêîå íàïðàâëå-
íèå. Ýòî ñâîéñòâî ïîçâîëÿåò òàêæå äàòü êà÷åñòâåí-
íîå îïèñàíèå âêëàäà òàêèõ òðàåêòîðèé â ïðîâîäè-
ìîñòü â ïðåäåëå ! B � ! 1 . Ýòîò âêëàä òàêæå èìååò
ñèëüíî àíèçîòðîïíóþ ôîðìó â ïëîñêîñòè, îðòîãî-
íàëüíîé B , ÷òî âûÿâëÿåò àñèìïòîòè÷åñêèå íàïðàâ-
ëåíèÿ òàêèõ òðàåêòîðèé â p-ïðîñòðàíñòâå.

Ôîðìóëà (1.3), âîîáùå ãîâîðÿ, óæå íåïðèìåíèìà
â ñëó÷àå îáùèõ òðàåêòîðèé ýòîãî òèïà; îäíàêî äëÿ
âêëàäà òàêèõ òðàåêòîðèé â îáùèé òåíçîð ïðîâîäè-
ìîñòè ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå:
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(2.1)

Çäåñü, êàê è â ôîðìóëå (1.3), ìû òàêæå ïðåäïîëàãà-
åì, ÷òî îñü z íàïðàâëåíà âäîëü B , à îñü x íàïðàâëå-
íà âäîëü àñèìïòîòè÷åñêîãî íàïðàâëåíèÿ îòêðûòûõ
òðàåêòîðèé â p-ïðîñòðàíñòâå.

Áîëåå òî÷íûå àíàëèòè÷åñêèå ñâîéñòâà òåíçîðà
ïðîâîäèìîñòè â ýòîì ñëó÷àå, îäíàêî, ñëîæíåå, ÷åì
â ñëó÷àå óñòîé÷èâûõ îòêðûòûõ òðàåêòîðèé (1.1).

Ñ òî÷êè çðåíèÿ êîìïàêòíîé âåðñèè ïîâåðõíîñòè
Ôåðìè, âëîæåííîé â òðåõìåðíûé òîð T3, ïîâåäåíèå
õàîòè÷åñêèõ òðàåêòîðèé òèïà Öàðåâà âåñüìà ñïåöè-
ôè÷íî. Êàæäàÿ òàêàÿ òðàåêòîðèÿ âñþäó ïëîòíî çà-
ïîëíÿåò ïîëîâèíó âñåé ïîâåðõíîñòè (ïðè óñëîâèè,
÷òî ïîñëåäíÿÿ èìååò ðîä 3, êàê â ïðèìåðå âûøå), îò-
äåëåííîé îò äðóãîé ïîëîâèíû ñåïàðàòðèñíûìè öèê-
ëàìè, íå ãîìîëîãè÷íûìè íóëþ â T3.

Ðèñ. 8. Õàîòè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ Äûííèêîâà, âîçíèêàþùàÿ
íà ïîâåðõíîñòè cospx + cos py + cos pz = 0 .

Áîëåå ñëîæíûå õàîòè÷åñêèå òðàåêòîðèè ñèñòåìû
(1.1) ìîæíî íàáëþäàòü, êîãäà íàïðàâëåíèå B èìååò
ìàêñèìàëüíóþ ñòåïåíü èððàöèîíàëüíîñòè, ò. å. êî-
ãäà ïëîñêîñòü, îðòîãîíàëüíàÿ B , íå ñîäåðæèò âåê-
òîðîâ îáðàòíîé ðåøåòêè. Ïåðâûå ïðèìåðû òàêèõ
òðàåêòîðèé áûëè ïîñòðîåíû Äûííèêîâûì â ðàáîòàõ
[16, 17]. Õàîòè÷åñêèå òðàåêòîðèè òèïà Äûííèêîâà
èìåþò ãîðàçäî áîëåå ñëîæíóþ ãåîìåòðèþ â p-ïðî-
ñòðàíñòâå, òàê ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ äèíàìèêà ÷åì-
òî íàïîìèíàåò äèôôóçèþ â ïëîñêîñòÿõ, îðòîãîíàëü-
íûõ B (ðèñ. 8). Êàê è òðàåêòîðèè Öàðåâà, òðàåêòî-
ðèè Äûííèêîâà ìîãóò âîçíèêàòü òîëüêî íà ïîâåðõ-
íîñòÿõ Ôåðìè ðàíãà 3, è îíè òàêæå íåóñòîé÷èâû ïî
îòíîøåíèþ ê ëþáûì ñêîëü óãîäíî ìàëûì îòêëîíå-
íèÿì íàïðàâëåíèÿ B è èçìåíåíèÿì âåëè÷èíû � F .

Äëÿ îáúÿñíåíèÿ âîçíèêíîâåíèÿ òðàåêòîðèé òèïà
Äûííèêîâà ïîëåçíî ðàññìîòðåòü óãëîâóþ äèàãðàì-
ìó, ñâÿçàííóþ ñ ïðîèçâîëüíûì äèñïåðñèîííûì ñî-
îòíîøåíèåì � (p). Ïîä óãëîâîé äèàãðàììîé ìû ïî-
íèìàåì ñôåðè÷åñêóþ êàðòó, íà êîòîðîé äëÿ êàæ-
äîé òî÷êè, ðàññìàòðèâàåìîé êàê íàïðàâëåíèå B , ìû
óêàçûâàåì òèï äèíàìèêè, îïðåäåëÿåìûé ñîîòâåò-
ñòâóþùèìè ñèñòåìàìè (1.1) ñîãëàñíî íàøåé êëàññè-
ôèêàöèè. Âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàòü ýòó äèàãðàì-
ìó èñõîäèò èç ñëåäóþùèõ âàæíûõ ôàêòîâ î ñèñòå-
ìå (1.1).

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ãëàäêóþ 3-ïåðèî-
äè÷åñêóþ ôóíêöèþ � (p), ïðèíèìàþùóþ çíà÷åíèÿ
â íåêîòîðîì èíòåðâàëå [� min ; � max ]. Çàôèêñèðóåì
íåêîòîðîå íàïðàâëåíèå B è ðàññìîòðèì ñîîòâåò-
ñòâóþùóþ ñèñòåìó (1.1). Äëÿ ïðîñòîòû áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî íàïðàâëåíèå B íå ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëü-
íûì. Òîãäà âåðíî ñëåäóþùåå.
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1) Îòêðûòûå òðàåêòîðèè ñèñòåìû (1.1) ïðèñóòñò-
âóþò ëèáî â çàìêíóòîì èíòåðâàëå ýíåðãèé

� min < � 1(B ) � � (p) � � 2(B ) < � max

ëèáî íà îäíîì ýíåðãåòè÷åñêîì óðîâíå � 0 = � 1(B ) =
= � 2(B ).

2) Â ñëó÷àå� 1(B ) < � 2(B ) âñå îòêðûòûå òðàåêòî-
ðèè â èíòåðâàëå [� 1(B ); � 2(B )] ëåæàò â ïðÿìûõ ïî-
ëîñàõ êîíå÷íîé øèðèíû â ïëîñêîñòÿõ, îðòîãîíàëü-
íûõ B , è èìåþò (íà âñåõ óðîâíÿõ ýíåðãèè) îäíî è
òî æå ñðåäíåå íàïðàâëåíèå, çàäàâàåìîå ïåðåñå÷åíè-
åì ïëîñêîñòè, îðòîãîíàëüíîé B , è íåêîòîðîé öåëî-
÷èñëåííîé ïëîñêîñòè � â p-ïðîñòðàíñòâå. Âåëè÷èíû
� 1(B ) è � 2(B ) äëÿ íàïðàâëåíèé B îáùåãî ïîëîæåíèÿ
ñîâïàäàþò ñî çíà÷åíèÿìè íåêîòîðûõ íåïðåðûâíûõ
ôóíêöèé ~� 1(B ) è ~� 2(B ), îïðåäåëåííûõ âñþäó íà S2.
Îäíàêî äëÿ íàïðàâëåíèé B , ñîîòâåòñòâóþùèõ âîç-
íèêíîâåíèþ ïåðèîäè÷åñêèõ îòêðûòûõ òðàåêòîðèé,
çíà÷åíèÿ � 1(B ) è � 2(B ) èìåþò ¾ñêà÷êè¿, ïðè ýòîì
âñåãäà

� 1(B ) � ~� 1(B ) � ~� 2(B ) � � 2(B ):

3) Ñâîéñòâî ~� 1(B ) < ~� 2(B ), òàê æå êàê è öåëî-
÷èñëåííàÿ ïëîñêîñòü � , ëîêàëüíî óñòîé÷èâû îòíî-
ñèòåëüíî ìàëûõ ïîâîðîòîâ B , ïîýòîìó êàæäàÿ èç
ïëîñêîñòåé � � îïðåäåëÿåò íåêîòîðóþ çîíó óñòîé÷è-
âîñòè b
 � â ïðîñòðàíñòâå íàïðàâëåíèé B .

4) Åñëè îòêðûòûå òðàåêòîðèè âîçíèêàþò òîëüêî
íà îäíîì ýíåðãåòè÷åñêîì óðîâíå, òî âîçìîæíû äâà
ñëó÷àÿ: âñå îíè ëåæàò â ïðÿìûõ ïëîñêèõ ïîëîñàõ
êîíå÷íîé øèðèíû (ýòî ïðîèñõîäèò íà ãðàíèöàõ çîí
b
 � ) èëè âñå îíè õàîòè÷íû (ýòî ïðîèñõîäèò, êîãäà B
ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé íàêîïëåíèÿ áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà çîí
b
 � , äèàìåòð êîòîðûõ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ).

Ïðèâåäåííîå âûøå ñâîéñòâî 2) ïîçâîëÿåò îïðå-
äåëèòü çîíû óñòîé÷èâîñòè äëÿ âñåãî äèñïåðñèîííî-
ãî ñîîòíîøåíèÿ ïóòåì îáúåäèíåíèÿ çîí óñòîé÷èâîñ-
òè ïî âñåì � F 2 [� 1; � 2]. Èç ñâîéñòâà 1) ñëåäóåò, ÷òî
äëÿ êàæäîãî íàïðàâëåíèÿ B îòêðûòûå òðàåêòîðèè
ñèñòåìû (1.1) ïðèñóòñòâóþò õîòÿ áû íà îäíîì ýíåð-
ãåòè÷åñêîì óðîâíå. Òàêèå òðàåêòîðèè íàçûâàþòñÿ
¾òîïîëîãè÷åñêè ðåãóëÿðíûìè¿, åñëè íàïðàâëåíèå B
ïðèíàäëåæèò îäíîé èç çîí óñòîé÷èâîñòè (âêëþ÷àÿ
ãðàíèöû), è õàîòè÷åñêèìè â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Êàêîâà îáùàÿ êàðòèíà ðàñïðåäåëåíèÿ çîí óñòîé-
÷èâîñòè íà åäèíè÷íîé ñôåðå? Ñîãëàñíî [18], ìîãóò
âîçíèêíóòü òîëüêî äâå ñëåäóþùèå ñèòóàöèè.

1) Âñÿ åäèíè÷íàÿ ñôåðà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
åäèíñòâåííóþ çîíó óñòîé÷èâîñòè b
 , ñîîòâåòñòâóþ-
ùóþ íåêîòîðîé öåëî÷èñëåííîé ïëîñêîñòè � .

Ðèñ. 9. Ðàñïðåäåëåíèå çîí óñòîé÷èâîñòè äëÿ äèñïåðñè-
îííîãî ñîîòíîøåíèÿ � (p) = cos px cospy + cos py cospz +

+ cos pz cospx [44]

Ðèñ. 10. Ãðàíèöà çîíû óñòîé÷èâîñòè ñ ïðèëåãàþùèìè ê
íåé ìåíüøèìè çîíàìè â òî÷êàõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîÿâëå-
íèþ ïåðèîäè÷åñêèõ îòêðûòûõ òðàåêòîðèé ñèñòåìû (1.1)

2) Óãëîâàÿ äèàãðàììà ñîäåðæèò áåñêîíå÷íîå
÷èñëî çîí óñòîé÷èâîñòè, îáúåäèíåíèå êîòîðûõ âñþ-
äó ïëîòíî â ïðîñòðàíñòâå íàïðàâëåíèé B (ñì., íà-
ïðèìåð, ðèñ. 9).

Ñëó÷àé 1) ñîîòâåòñòâóåò âåñüìà ñïåöèôè÷åñêèì
äèñïåðñèîííûì ñîîòíîøåíèÿì (êàê â ñëó÷àå êâàçè-
îäíîìåðíûõ ïðîâîäíèêîâ), è äëÿ áîëüøèíñòâà äèñ-
ïåðñèîííûõ ñîîòíîøåíèé â ðåàëüíûõ ïðîâîäíèêàõ
èìååò ìåñòî ñëó÷àé 2). Â ÷àñòíîñòè, ñèòóàöèÿ 1) íå
ìîæåò âîçíèêíóòü ïðè íàëè÷èè êàêîé-ëèáî âðàùà-
òåëüíîé ñèììåòðèè êðèñòàëëà, äåéñòâèå êîòîðîé íà
R3 íåïðèâîäèìî.

Êàðòèíà çîí óñòîé÷èâîñòè, ïîÿâëÿþùàÿñÿ íà óã-
ëîâîé äèàãðàììå â ñëó÷àå 2), â äåéñòâèòåëüíîñòè
äîâîëüíî ñëîæíà. Â ÷àñòíîñòè, êàê ïîêàçàíî â [18],
ãðàíèöà êàæäîé èç çîí óñòîé÷èâîñòè ïðåäñòàâëÿ-
åò ñîáîé â ýòîì ñëó÷àå ìíîæåñòâî ñêîïëåíèÿ áåñêî-
íå÷íîãî ÷èñëà äðóãèõ çîí óñòîé÷èâîñòè, ïðèìûêà-

282



ÆÝÒÔ, òîì 162, âûï. 2 (8), 2022 Õàîòè÷åñêèå òðàåêòîðèè íà ïîâåðõíîñòÿõ Ôåðìè. . .

þùèõ ê íåé âî âñåõ òî÷êàõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ âîç-
íèêíîâåíèþ ïåðèîäè÷åñêèõ îòêðûòûõ òðàåêòîðèé
(ðèñ. 10). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî òàêèå òðàåêòîðèè âîçíè-
êàþò â çîíå b
 � âñÿêèé ðàç, êîãäà ïåðåñå÷åíèå ïëîñ-
êîñòè, îðòîãîíàëüíîé B , è ñîîòâåòñòâóþùåé ïëîñêî-
ñòè � � çàäàåò öåëî÷èñëåííîå íàïðàâëåíèå â p-ïðî-
ñòðàíñòâå. Ñîîòâåòñòâóþùèå íàïðàâëåíèÿ B íå ÿâ-
ëÿþòñÿ íàïðàâëåíèÿìè îáùåãî ïîëîæåíèÿ; â òî æå
âðåìÿ îíè îáðàçóþò âñþäó ïëîòíîå ìíîæåñòâî íà
ãðàíèöå ëþáîé èç çîí óñòîé÷èâîñòè â ñëó÷àå 2).

Äîïîëíåíèåì ê îáúåäèíåíèþ çîí óñòîé÷èâîñòè â
ñëó÷àå 2) ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî ôðàêòàëüíîãî òèïà,
è ýòî êàê ðàç ìíîæåñòâî íàïðàâëåíèé B , äëÿ êîòî-
ðûõ âîçíèêàþò õàîòè÷åñêèå îòêðûòûå òðàåêòîðèè
(òèïà Öàðåâà èëè Äûííèêîâà). Ñîãëàñíî ãèïîòåçå
Íîâèêîâà [30], äëÿ äèñïåðñèîííîãî ñîîòíîøåíèÿ îá-
ùåãî ïîëîæåíèÿ ýòî ìíîæåñòâî èìååò íóëåâóþ ìå-
ðó è õàóñäîðôîâó ðàçìåðíîñòü ñòðîãî ìåíüøå 2. Ãè-
ïîòåçà Íîâèêîâà ïîäòâåðæäàåòñÿ ñåðüåçíûìè ÷èñ-
ëåííûìè èññëåäîâàíèÿìè, íî ïîêà åùå íå äîêàçàíà
àíàëèòè÷åñêè â îáùåì âèäå. Ñîâñåì íåäàâíî, îäíà-
êî, Äûííèêîâ, Þáåð, Ìåðêà è Ñêðèï÷åíêî ñìîãëè
äîêàçàòü óòâåðæäåíèå î íóëåâîé ìåðå äëÿ äèñïåðñè-
îííûõ ñîîòíîøåíèé, îáëàäàþùèõ öåíòðàëüíîé ñèì-
ìåòðèåé � (� p) = � (p)1) .

Â ñèòóàöèè 2) ìíîæåñòâî ¾õàîòè÷åñêèõ¿ íàïðàâ-
ëåíèé B íèêîãäà íå áûâàåò ïóñòûì. Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî äëÿ îïðåäåëåííûõ íàïðàâëåíèé B è çíà÷åíèé � 0

õàîòè÷åñêèå òðàåêòîðèè îáÿçàòåëüíî äîëæíû âîç-
íèêàòü. Â ÷àñòíîñòè, êàæäàÿ òî÷êà íà ãðàíèöå ëþ-
áîé èç çîí óñòîé÷èâîñòè b
 � ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé íàêîï-
ëåíèÿ òàêèõ íàïðàâëåíèé B . Â ðåàëüíîì ïðîâîäíè-
êå, êîíå÷íî, ìîæíî íàáëþäàòü òîëüêî òå õàîòè÷å-
ñêèå òðàåêòîðèè, êîòîðûå âîçíèêàþò íà óðîâíå Ôåð-
ìè � F .

Òàêèì îáðàçîì, êàæäàÿ óãëîâàÿ äèàãðàììà äëÿ
ðåàëüíîãî ïðîâîäíèêà (ñ ôèêñèðîâàííûì � F ) â äåé-
ñòâèòåëüíîñòè âêëàäûâàåòñÿ â óãëîâóþ äèàãðàììó
äëÿ âñåãî äèñïåðñèîííîãî ñîîòíîøåíèÿ. Ýòî îçíà-
÷àåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷å-
íèè � F êàæäàÿ çîíà óñòîé÷èâîñòè 
 � íà óãëîâîé
äèàãðàììå ÿâëÿåòñÿ ïîäîáëàñòüþ çîíû óñòîé÷èâî-
ñòè b
 � íà ïîëíîé óãëîâîé äèàãðàììå. Ïðè ýòîì íà
óãëîâûõ äèàãðàììàõ äëÿ ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèé
� F îáû÷íî íàáëþäàåòñÿ òîëüêî ÷àñòü çîí óñòîé÷è-
âîñòè, îïðåäåëåííûõ äëÿ âñåãî äèñïåðñèîííîãî ñî-
îòíîøåíèÿ, è áîëüøàÿ ÷àñòü òàêîé äèàãðàììû ìî-
æåò áûòü çàïîëíåíà íàïðàâëåíèÿìè B , äëÿ êîòî-

1) Çàìåòèì, ÷òî ïðè ïîñòàíîâêå îáùåé çàäà÷è Íîâèêîâà
òðåáóåòñÿ òîëüêî ïåðèîäè÷íîñòü äèñïåðñèîííîãî ñîîòíîøå-
íèÿ � (p ).

ðûõ íà ñîîòâåòñòâóþùåé ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ èìå-
þòñÿ òîëüêî çàìêíóòûå òðàåêòîðèè.

Íàì áóäåò ïîëåçíî òåïåðü ïîñìîòðåòü íà óãëî-
âóþ äèàãðàììó äëÿ êàæäîãî îòäåëüíîãî çíà÷åíèÿ
� F . Ðàññìîòðèì ñíîâà 3-ïåðèîäè÷åñêóþ ôóíêöèþ
� (p) (äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå), ïðèíèìàþùóþ
çíà÷åíèÿ â èíòåðâàëå [� min ; � max ] è ïîðîæäàþùóþ
áåñêîíå÷íîå ÷èñëî çîí óñòîé÷èâîñòè íà ïîëíîé óãëî-
âîé äèàãðàììå. Êàê óêàçàíî â [47], äëÿ (ðåàëèñòè÷-
íûõ) îáùèõ äèñïåðñèîííûõ ñîîòíîøåíèé èíòåðâàë
[� min ; � max ] åñòåñòâåííûì îáðàçîì äåëèòñÿ íà ñåìü
ïîäûíòåðâàëîâ ïðîìåæóòî÷íûìè òî÷êàìè

� min < � A 0
1 < � A

1 < � B
1 < � B

2 < � A
2 < � A 0

2 < � max ;

ñîãëàñíî ðàçíûì óðîâíÿì ñëîæíîñòè óãëîâûõ äèà-
ãðàìì ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ çíà÷åíèÿõ � F , êîòîðûå
çàêëþ÷àþòñÿ â ñëåäóþùåì.

Äëÿ � F , ëåæàùèõ â èíòåðâàëàõ (� min ; � A 0
1 ) è

(� A 0
2 ; � max ), óãëîâûå äèàãðàììû íå ñîäåðæàò íèêà-

êèõ çîí óñòîé÷èâîñòè, à âñå íåîñîáûå òðàåêòîðèè íà
ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîâåðõíîñòÿõ Ôåðìè çàìêíóòû.

Äëÿ çíà÷åíèé � F , ëåæàùèõ â èíòåðâàëàõ
(� A 0

1 ; � A
1 ) è (� A

2 ; � A 0
2 ), îòêðûòûå òðàåêòîðèè ñèñòåìû

(1.1) ïðèñóòñòâóþò äëÿ íåêîòîðûõ B , íî âñå îíè
ÿâëÿþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèìè è íåóñòîé÷èâûìè. Ñîîò-
âåòñòâóþùèå óãëîâûå äèàãðàììû òàêæå äîñòàòî÷íî
ïðîñòû, òàê êàê ñîäåðæàò òîëüêî äóãè, ñîîòâåòñò-
âóþùèå íàëè÷èþ íåóñòîé÷èâûõ ïåðèîäè÷åñêèõ
òðàåêòîðèé.

Âåñü èíòåðâàë (� A
1 ; � A

2 ) ñîñòîèò èç çíà÷åíèé � F ,
äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóþò óñòîé÷èâûå îòêðûòûå òðà-
åêòîðèè íà ñîîòâåòñòâóþùåé ïîâåðõíîñòè Ôåðìè
äëÿ íåêîòîðûõ íàïðàâëåíèé B , à ñîîòâåòñòâóþùàÿ
óãëîâàÿ äèàãðàììà ñîäåðæèò íåïóñòûå çîíû óñòîé-
÷èâîñòè 
 � . Ýòîò èíòåðâàë ïîäðàçäåëÿåòñÿ íà òðè
ìåíüøèõ èíòåðâàëà ñîãëàñíî ðàçíûì óðîâíÿì ñëîæ-
íîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ óãëîâûõ äèàãðàìì.

À èìåííî, â èíòåðâàëàõ (� A
1 ; � B

1 ) è (� B
2 ; � A

2 ) âñå óã-
ëîâûå äèàãðàììû ñîäåðæàò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî
çîí óñòîé÷èâîñòè (äèàãðàììû òèïà À), à îòêðûòûå
òðàåêòîðèè íà ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîâåðõíîñòÿõ Ôåð-
ìè ëèáî óñòîé÷èâûå, ëèáî ïåðèîäè÷åñêèå. Çäåñü òàê-
æå ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî óãëîâûå äèàãðàììû ïðî-
âîäèìîñòè, ñîîòâåòñòâóþùèå èíòåðâàëàì (� A

1 ; � B
1 ) è

(� B
2 ; � A

2 ) íà ñàìîì äåëå íåñêîëüêî îòëè÷àþòñÿ äðóã îò
äðóãà. Èõ ðàçëè÷èå ïðîÿâëÿåòñÿ â ïîâåäåíèè õîë-
ëîâñêîé ïðîâîäèìîñòè äëÿ íàïðàâëåíèé B , ñîîò-
âåòñòâóþùèõ íàëè÷èþ ëèøü çàìêíóòûõ òðàåêòîðèé
íà ïîâåðõíîñòè Ôåðìè. Òàê, âî âñåõ îáëàñòÿõ äèà-
ãðàìì, ñîîòâåòñòâóþùèõ íàëè÷èþ òîëüêî çàìêíó-
òûõ òðàåêòîðèé íà ïîâåðõíîñòè Ôåðìè, õîëëîâñêàÿ
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Ðèñ. 11. Óãëîâûå äèàãðàììû òèïà À (ñõåìàòè÷íî). Çíàêè
�e� è �h� ïîêàçûâàþò òèï õîëëîâñêîé ïðîâîäèìîñòè â îáëà-
ñòÿõ íàëè÷èÿ ëèøü çàìêíóòûõ òðàåêòîðèé íà ïîâåðõíîñòè

Ôåðìè

ïðîâîäèìîñòü èìååò ýëåêòðîííûé òèï â èíòåðâà-
ëå (� A

1 ; � B
1 ) è äûðî÷íûé òèï â èíòåðâàëå (� B

2 ; � A
2 )2)

(ðèñ. 11).

Â èíòåðâàëå (� B
1 ; � B

2 ) â ñëó÷àå îáùåãî ïîëîæåíèÿ
äëÿ ëþáîãî óðîâíÿ ýíåðãèè ñîîòâåòñòâóþùàÿ óã-

2) Òî÷íåå, ýòî âåðíî äëÿ âêëàäà â õîëëîâñêóþ ïðîâîäè-
ìîñòü îò ðàññìàòðèâàåìîé ñâÿçíîé êîìïîíåíòû ïîâåðõíîñòè
Ôåðìè.

Ðèñ. 12. Óãëîâûå äèàãðàììû òèïà B (ñõåìàòè÷íî). Çíàêè
�e� è �h� ïîêàçûâàþò òèï õîëëîâñêîé ïðîâîäèìîñòè â îáëà-
ñòÿõ íàëè÷èÿ ëèøü çàìêíóòûõ òðàåêòîðèé íà ïîâåðõíîñòè

Ôåðìè

ëîâàÿ äèàãðàììà ñîäåðæèò áåñêîíå÷íîå êîëè÷åñòâî
çîí óñòîé÷èâîñòè (äèàãðàììû òèïà Â). Îáëàñòü, ñî-
îòâåòñòâóþùàÿ îòñóòñòâèþ îòêðûòûõ òðàåêòîðèé
íà ïîâåðõíîñòè Ôåðìè, íåñâÿçíà è ðàñïàäàåòñÿ íà
÷àñòè, õàðàêòåðèçóþùèåñÿ ëèáî ýëåêòðîííîé, ëè-
áî äûðî÷íîé õîëëîâñêîé ïðîâîäèìîñòüþ (ðèñ. 12).
Â èíòåðâàëå [� B

1 ; � B
2 ] ïî÷òè íà êàæäîì óðîâíå ýíåð-

ãèè ïîÿâëÿþòñÿ õàîòè÷åñêèå òðàåêòîðèè (òèïà Öà-
ðåâà èëè Äûííèêîâà) äëÿ íåêîòîðûõ íàïðàâëåíèé
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� �

� �
^

Ðèñ. 13. Çîíà 
 � (çàêðàøåíà) âíóòðè çîíû b
 � äëÿ çíà÷å-
íèÿ � F , ëåæàùåãî â èíòåðâàëå[� B ;�

1 ; � B ;�
2 ] (ñõåìàòè÷åñêè)

B . Îáëàñòè íà óãëîâîé äèàãðàììå, ñîîòâåòñòâóþùèå
ðàçíûì òèïàì õîëëîâñêîé ïðîâîäèìîñòè, ðàçäåëå-
íû ¾öåïî÷êàìè¿, ñîñòîÿùèìè èç áåñêîíå÷íîãî ÷èñ-
ëà çîí óñòîé÷èâîñòè è ¾õàîòè÷åñêèõ¿ íàïðàâëåíèé
B (â ñèòóàöèè îáùåãî ïîëîæåíèÿ).

Êàê ñëåäóåò èç [18], ìåðà Ëåáåãà ¾õàîòè÷åñêèõ¿
íàïðàâëåíèé B äëÿ ôèêñèðîâàííîé ïîâåðõíîñòè
Ôåðìè îáùåãî ïîëîæåíèÿ ðàâíà íóëþ. Ñîãëàñíî ãè-
ïîòåçå Íîâèêîâà [31, 32], âåðõíÿÿ õàóñäîðôîâà ðàç-
ìåðíîñòü ìíîæåñòâà õàîòè÷åñêèõ íàïðàâëåíèé B
(íà S2) äëÿ ôèêñèðîâàííîé ïîâåðõíîñòè Ôåðìè îá-
ùåãî ïîëîæåíèÿ ñòðîãî ìåíüøå åäèíèöû (õîòÿ äëÿ
íåêîòîðûõ ñïåöèàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé Ôåðìè ìîæåò
áûòü áîëüøå åäèíèöû).

Â äîïîëíåíèå ê èíòåðâàëó [� B
1 ; � B

2 ], îïðåäåëåí-
íîìó äëÿ âñåãî äèñïåðñèîííîãî ñîîòíîøåíèÿ, òàê-
æå ìîæåò áûòü ïîëåçíî ðàññìîòðåòü èíòåðâàëû
[� B;�

1 ; � B;�
2 ], ñâÿçàííûå ñ êàæäîé èç çîí b
 � . Èíòåð-

âàë [� B;�
1 ; � B;�

2 ] ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ýíåðãåòè-
÷åñêèé èíòåðâàë, ãäå õàîòè÷åñêèå òðàåêòîðèè âîçíè-
êàþò äëÿ íàïðàâëåíèé B , íàêàïëèâàþùèõñÿ âáëèçè
ãðàíèöû çîíû b
 � . Åãî ìîæíî îïðåäåëèòü ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì. Êàê ìû îòìå÷àëè âûøå, íà ãðàíèöå
êàæäîé èç çîí îïðåäåëåíà íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ

� 0(B ) = ~� 1(B ) = ~� 2(B ):

Âåëè÷èíû � B;�
1 è � B;�

2 îïðåäåëÿþòñÿ êàê çíà÷åíèÿ
min � 0(B ) è max � 0(B ), âçÿòûå ïî ãðàíèöå b
 � .

Èíòåðâàë [� B;�
1 ; � B;�

2 ] ìîæåò áûòü äîñòàòî÷íî
áîëüøèì äëÿ ¾áîëüøèõ¿ çîí b
 � (ïðè ìàëûõ çíà-
÷åíèÿõ (m1

� ; m2
� ; m3

� )) è ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè
óìåíüøåíèè çîí (ðîñòå (m1

� ; m2
� ; m3

� )).
Äëÿ çíà÷åíèé � F , ëåæàùèõ â èíòåðâàëå

[� B;�
1 ; � B;�

2 ], ãðàíèöà ñîîòâåòñòâóþùåé çîíû óñòîé-
÷èâîñòè 
 � èìååò îáùèå òî÷êè ñ ãðàíèöåé çîíû

� �

..

..

...

...

e h

Ðèñ. 14. Òî÷êà ñêîïëåíèÿ ¾õàîòè÷åñêèõ¿ íàïðàâëåíèé B
è óìåíüøàþùèåñÿ çîíû óñòîé÷èâîñòè íà ãðàíèöå çîíû 
 �

(ñõåìàòè÷íî). Óêàçàí òàêæå òèï õîëëîâñêîé ïðîâîäèìîñòè
â îáëàñòÿõ, ãäå íà ïîâåðõíîñòè Ôåðìè ïðèñóòñòâóþò ëèøü

çàìêíóòûå òðàåêòîðèè

b
 � (ðèñ. 13), è èìåííî ýòè ãðàíè÷íûå òî÷êè 
 �

ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè íàêîïëåíèÿ ¾õàîòè÷åñêèõ¿ íà-
ïðàâëåíèé B íà óãëîâûõ äèàãðàììàõ äëÿ òàêèõ � F

(ðèñ. 14).

Êàê ìîæíî âèäåòü, òàêèì îáðàçîì, íàëè÷èå õàî-
òè÷åñêèõ òðàåêòîðèé íà ïîâåðõíîñòè Ôåðìè äîëæíî
èìåòü ìåñòî äëÿ îïðåäåëåííûõ ïðîâîäÿùèõ ìàòåðè-
àëîâ è ñïåöèàëüíî âûáðàííûõ íàïðàâëåíèé ìàãíèò-
íîãî ïîëÿ. Íàñêîëüêî íàì èçâåñòíî, îäíàêî, òàêèå
òðàåêòîðèè (êàê è óãëîâûå äèàãðàììû òèïà Â) ïîêà
íå áûëè îáíàðóæåíû â ýêñïåðèìåíòàõ ïî ìàãíèòíîé
ïðîâîäèìîñòè â ñèëüíûõ ìàãíèòíûõ ïîëÿõ. Îäíîé
èç îñíîâíûõ ïðè÷èí ýòîãî, íà íàø âçãëÿä, ìîæåò ÿâ-
ëÿòüñÿ òî, ÷òî â äåéñòâèòåëüíîñòè èíòåðâàë [� B

1 ; � B
2 ]

äîñòàòî÷íî óçîê äëÿ áîëüøèíñòâà ðåàëüíûõ äèñïåð-
ñèîííûõ ñîîòíîøåíèé, ïîýòîìó âåðîÿòíîñòü ïîïàäà-
íèÿ óðîâíÿ Ôåðìè â ýòîò èíòåðâàë äîâîëüíî ìàëà. Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, áîëüøîå ðàçíîîáðàçèå ìàòåðèàëîâ,
äîñòóïíûõ äëÿ ñîçäàíèÿ íà ñåãîäíÿøíèé äåíü, äàåò
íàäåæäó, ÷òî â äîñòàòî÷íî òî÷íûõ ýêñïåðèìåíòàõ â
ðÿäå ïðîâîäíèêîâ òàêèå òðàåêòîðèè ìîãóò áûòü îá-
íàðóæåíû. Íàïîìíèì, ÷òî õàîòè÷åñêèå òðàåêòîðèè
Öàðåâà èëè Äûííèêîâà ìîãóò âîçíèêàòü òîëüêî íà
ïîâåðõíîñòÿõ Ôåðìè ðàíãà 3.

Â çàêëþ÷åíèå äàííîãî ðàçäåëà ñäåëàåì åùå îä-
íî çàìå÷àíèå. Ïðèâåäåííûå âûøå ôîðìóëèðîâêè îò-
íîñÿòñÿ ê îáùåé ñèòóàöèè, êîãäà çàêîíû äèñïåð-
ñèè è ïîâåðõíîñòè Ôåðìè íå èìåþò äîïîëíèòåëü-
íûõ ñèììåòðèé íåôèçè÷åñêîãî ïðîèñõîæäåíèÿ. Îä-
íàêî íåêîòîðûå ïîëåçíûå òåîðåòè÷åñêèå ìîäåëè ìî-
ãóò èìåòü òàêèå ñèììåòðèè, è â ýòîì ñëó÷àå ïðèâå-
äåííûå âûøå óòâåðæäåíèÿ äîëæíû áûòü èçìåíåíû.

285



È. À. Äûííèêîâ, À. ß. Ìàëüöåâ, Ñ. Ï. Íîâèêîâ ÆÝÒÔ, òîì 162, âûï. 2 (8), 2022

Ðèñ. 15. Óãëîâàÿ äèàãðàììà äëÿ ïîâåðõíîñòè cospx +
+ cos py + cos pz = 0 [44]

Íàïðèìåð, ðàññìîòðèì äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå

� (p) = cos px + cospy + cospz (2.2)

è ïîâåðõíîñòü Ôåðìè

cospx + cospy + cospz = 0 : (2.3)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî çíà÷åíèå � (p) ìåíÿåòñÿ íà ïðî-
òèâîïîëîæíîå ïðè ñäâèãå íà ¾ïîëóïåðèîä¿

px ! px + �; p y ! py + �; p z ! pz + �:

Ïîýòîìó, ëþáàÿ ïîâåðõíîñòü óðîâíÿ � (p) = � �
ïîëó÷àåòñÿ èç ïîâåðõíîñòè � (p) = � ñäâèãîì â p-ïðî-
ñòðàíñòâå. Ñëåäîâàòåëüíî, ëþáàÿ ïàðà ïðîòèâîïî-
ëîæíûõ óðîâíåé � (p) = � � è � (p) = � ñîäåðæèò òðà-
åêòîðèè îäèíàêîâîé ãåîìåòðèè, à ïîâåðõíîñòü (2.3)
äîëæíà ñîäåðæàòü îòêðûòûå òðàåêòîðèè ñèñòåìû
(1.1) äëÿ ëþáîãî íàïðàâëåíèÿ B . Òî æå ñàìîå ìîæíî
ñêàçàòü î ëþáîì äèñïåðñèîííîì ñîîòíîøåíèè, ôó-
ðüå-ðàçëîæåíèå êîòîðîãî ñîäåðæèò òîëüêî íå÷åòíûå
ãàðìîíèêè.

Òàêèì îáðàçîì, â ïðèâåäåííîì ïðèìåðå óãëîâàÿ
äèàãðàììà äëÿ ïîâåðõíîñòè Ôåðìè (2.3) ñîâïàäàåò
ñ äèàãðàììîé äëÿ âñåãî äèñïåðñèîííîãî ñîîòíîøå-
íèÿ (ðèñ. 15). Õàîòè÷åñêèå òðàåêòîðèè äëÿ äèñïåð-
ñèîííîãî ñîîòíîøåíèÿ (2.2) âîçíèêàþò òîëüêî íà íó-
ëåâîì óðîâíå ýíåðãèè, è ââåäåííûé âûøå èíòåðâàë
[� B

1 ; � B
2 ] ñõëîïûâàåòñÿ çäåñü â îäíó òî÷êó � = 0 .

3. ÃÅÎÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÈÅ ÑÂÎÉÑÒÂÀ
ÕÀÎÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÒÐÀÅÊÒÎÐÈÉ È
ÏÎÂÅÄÅÍÈÅ ÏÐÎÂÎÄÈÌÎÑÒÈ Â
ÑÈËÜÍÛÕ ÌÀÃÍÈÒÍÛÕ ÏÎËßÕ

Âëèÿíèå ãåîìåòðèè òðàåêòîðèé ñèñòåìû (1.1) íà
ïîâåäåíèå ïðîâîäèìîñòè â ñèëüíûõ ìàãíèòíûõ ïî-
ëÿõ îáóñëîâëåíî, êîíå÷íî, â ïåðâóþ î÷åðåäü, ñâÿ-
çüþ ôîðìû òðàåêòîðèè â êîîðäèíàòíîì è èìïóëüñ-
íîì ïðîñòðàíñòâàõ. Äëÿ îïèñàíèÿ ãàëüâàíîìàãíèò-
íûõ ÿâëåíèé â îáñóæäàåìîé ñèòóàöèè óäîáíåå âñåãî
èñïîëüçîâàòü êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå

f t +
e
c

3X

l =1

[r � (p) � B ]l
@f
@pl

+ e
3X

l =1

E l @f
@pl

=

= I [f ](p; t);

ãäåI [f ] ïðåäñòàâëÿåò èíòåãðàë ñòîëêíîâåíèé.
Êàê èçâåñòíî, ýëåêòðîïðîâîäíîñòü îïðåäåëÿåòñÿ

ëèíåéíîé ïîïðàâêîé ê ðàâíîâåñíîé ôóíêöèè ðàñïðå-
äåëåíèÿ

f 0(p) =
1

exp[(� (p) � � F )=T] + 1
;

óäîâëåòâîðÿþùåé ñîîòíîøåíèþ

e
c

3X

l =1

[r � (p) � B ]l
@f(1)

@pl
+ e

3X

l =1

E l @f0
@pl

=

=
h
bL [f 0 ] � f (1)

i
(p); (3.1)

ãäå bL [f 0 ] ïðåäñòàâëÿåò ëèíåàðèçàöèþ ôóíêöèîíàëà
I [f ](p) íà ôóíêöèè f 0.

Ïîñëå ïåðåõîäà ê ïåðåìåííûì, íåïîñðåäñòâåííî
ñâÿçàííûì ñ ñèñòåìîé (1.1)

pz ; s = teB=c; �

(ãäå t � âðåìÿ ïðîáåãà ïî òðàåêòîðèÿì ñèñòåìû
(1.1)), óðàâíåíèå (3.1) ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

eB
c

@f(1)

@s
+ e (E � vgr )

@f0
@�

=

=
h

bL [f 0 ] � f (1)

i
(pz ; s; � ): (3.2)

Àíàëèç ñèñòåìû (3.2) ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå ïðî-
ñòûì, êîãäà íà ïîâåðõíîñòè Ôåðìè ïðèñóòñòâó-
þò ëèøü çàìêíóòûå èëè ïåðèîäè÷åñêèå òðàåêòîðèè
(1.1) (â îáîèõ ñëó÷àÿõ òðàåêòîðèè çàìêíóòû íà êîì-
ïàêòíîé ïîâåðõíîñòè Ôåðìè â òðåõìåðíîì òîðå). Â
ýòîì ñëó÷àå [1] ôóíêöèÿ f (1) èìååò ñëåäóþùåå ðàç-
ëîæåíèå:

f (1) = f (0)
(1) + f (1)

(1) B � 1 + f (2)
(1) B � 2 + : : : ; (3.3)

286



ÆÝÒÔ, òîì 162, âûï. 2 (8), 2022 Õàîòè÷åñêèå òðàåêòîðèè íà ïîâåðõíîñòÿõ Ôåðìè. . .

è ñîîòâåòñòâóþùèå òåíçîðû ïðîâîäèìîñòè èìåþò
âèä

� kl (B ) '
ne2�
m�

0

B
@

0 0 0

0 0 0

0 0 �

1

C
A +

+
ne2�
m�

0

B
@

0 � �

� 0 �

� � 0

1

C
A (! B � )� 1 +

+
ne2�
m�

0

B
@

� � �

� � �

� � �

1

C
A (! B � )� 2 + : : : (3.4)

â ñëó÷àå çàìêíóòûõ òðàåêòîðèé èëè

� kl (B ) '
ne2�
m�

0

B
@

0 0 0

0 � �

0 � �

1

C
A +

+
ne2�
m�

0

B
@

0 � �

� 0 �

� � 0

1

C
A (! B � )� 1 +

+
ne2�
m�

0

B
@

� � �

� � �

� � �

1

C
A (! B � )� 2 + : : : (3.5)

â ñëó÷àå îòêðûòûõ ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé.
Îäíàêî ïðè íàëè÷èè îòêðûòûõ òðàåêòîðèé áîëåå

îáùåãî âèäà ðàçëîæåíèÿ (3.3)�(3.5) óæå íåïðèìåíè-
ìû, ÷òî ñâÿçàíî ñ íàëè÷èåì âñþäó ïëîòíûõ îáìîòîê
÷àñòè (êîìïàêòíîé) ïîâåðõíîñòè Ôåðìè òàêèìè òðà-
åêòîðèÿìè. Â ÷àñòíîñòè, äàæå äëÿ ñëó÷àÿ óñòîé÷è-
âûõ îòêðûòûõ òðàåêòîðèé âûðàæåíèå (1.3) çàäàåò
òîëüêî ãëàâíûé ÷ëåí èõ âêëàäà â ïðîâîäèìîñòü, à
ïîïðàâî÷íûå ÷ëåíû èìåþò áîëåå ñëîæíûé âèä (ñì.,
íàïðèìåð, [21]).

Äëÿ óïðîùåíèÿ àíàëèçà ñèñòåìû (3.2) ìîæíî èñ-
ïîëüçîâàòü � -ïðèáëèæåíèå è ïåðåéòè ê ñèñòåìå

eB
c

@f(1)

@s
+ e (E � vgr )

@f0
@�

= � f (1) =�; (3.6)

äàþùåé àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû áîëåå ïðîñòûì ïó-
òåì.

Ðåøåíèÿ ñèñòåìû (3.6) åñòåñòâåííî ïðåäñòàâèòü
â âèäå

f (1) (pz ; s; � ) = �
@f0(� )

@�

3X

l =1

E l gl (pz ; s; � );

ãäå

gl (pz ; s; � ) =
c
B

sZ

�1

vl
gr (pz ; s0; � ) ec(s0� s)=eB� ds0

ïîëó÷åíû èíòåãðèðîâàíèåì ïî òðàåêòîðèè, ïðîõîäÿ-
ùåé ÷åðåç òî÷êó (pz ; s; � ).

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî òîãäà òåíçîð ïðîâîäèìîñòè çà-
äàåòñÿ ñëåäóþùèì èíòåãðàëîì ïî ïîâåðõíîñòè Ôåð-
ìè:

� kl (B ) =
ec
B

ZZ

SF

dpz ds
(2� ~)3 vk

gr (pz ; s) �

�

sZ

�1

vl
gr (pz ; s0)ec(s0� s)=eB� ds0: (3.7)

Ìîæíî òàêæå ïîêàçàòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ñèì-
ìåòðè÷íàÿ ÷àñòü òåíçîðà ïðîâîäèìîñòè äàåòñÿ ôîð-
ìóëîé

skl (B ) = e2 �
ZZ

SF

hvk
gr i B hvl

gr i B
dpz ds
(2� ~)3 ; (3.8)

ãäå

hvk
gr i B (pz ; s) �

�
c

eB�

sZ

�1

vk
gr (pz ; s0)ec(s0� s)=eB� ds0: (3.9)

Èç ïðåäñòàâëåíèé (3.7)�(3.9) óæå ìîæíî âèäåòü,
÷òî ñâîéñòâà ïðîâîäèìîñòè â ñèëüíûõ ìàãíèòíûõ
ïîëÿõ òåñíî ñâÿçàíû ñ ãåîìåòðèåé ñîîòâåòñòâóþùèõ
òðàåêòîðèé ñèñòåìû (1.1). Äåéñòâèòåëüíî, âåëè÷èíà
(3.9) ìîæåò áûòü àïïðîêñèìèðîâàíà âûðàæåíèåì

hvk
gr i B (pz ; s) '

c
eB�

sZ

s� eB�=c

vk
gr (pz ; s0) ds0;

êîòîðîå ïðîïîðöèîíàëüíî ïðèðàùåíèþ k-é êîîðäè-
íàòû âäîëü òðàåêòîðèè â x-ïðîñòðàíñòâå. Â òî æå
âðåìÿ, êàê ìû îòìå÷àëè âûøå, ïðîåêöèè ýëåêòðîí-
íûõ òðàåêòîðèé â x-ïðîñòðàíñòâå íà ïëîñêîñòü, îð-
òîãîíàëüíóþ B , ïîäîáíû òðàåêòîðèÿì â p-ïðîñò-
ðàíñòâå, ïîâåðíóòûì íà 90� . Òàêèì îáðàçîì, èç ôîð-
ìóë (3.7), (3.8) ñëåäóåò, ÷òî ïðîâîäèìîñòü â ïëîñêîñ-
òè, îðòîãîíàëüíîé B , òåñíî ñâÿçàíà ñ ãåîìåòðèåé
òðàåêòîðèé ýëåêòðîíîâ â p-ïðîñòðàíñòâå.

Ïðåäñòàâëåíèÿ (3.7)�(3.9) îñîáåííî óäîáíû äëÿ
îöåíêè ïîâåäåíèÿ ïðîâîäèìîñòè ïðè íàëè÷èè õàî-
òè÷åñêèõ îòêðûòûõ òðàåêòîðèé ñèñòåìû (1.1). Äëÿ
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ïîëíîãî îïèñàíèÿ òåíçîðà ïðîâîäèìîñòè ïðè ýòîì
íåîáõîäèìî çíàòü íå òîëüêî ãåîìåòðèþ õàîòè÷åñêèõ
òðàåêòîðèé â íàêðûâàþùåì p-ïðîñòðàíñòâå, íî è
èõ ïîâåäåíèå íà êîìïàêòíîé ïîâåðõíîñòè Ôåðìè (ñ
òî÷êè çðåíèÿ îáùåé òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì).
Çàìåòèì çäåñü, ÷òî äëÿ ëþáîé çàäàííîé ïîâåðõíîñ-
òè Ôåðìè è íàïðàâëåíèÿ B ìîãóò âîçíèêàòü õàîòè-
÷åñêèå òðàåêòîðèè òîëüêî îäíîãî òèïà (Öàðåâà èëè
Äûííèêîâà). Â ñëó÷àå íàëè÷èÿ õàîòè÷åñêèõ òðàåê-
òîðèé ìîãóò ïðèñóòñòâîâàòü è çàìêíóòûå òðàåêòî-
ðèè ñèñòåìû (1.1), è òîãäà ïîâåðõíîñòü Ôåðìè ðàç-
äåëÿåòñÿ íà ÷àñòè, çàïîëíåííûå õàîòè÷åñêèìè òðà-
åêòîðèÿìè, è ÷àñòè, çàïîëíåííûå çàìêíóòûìè. Â
êàæäîì êîíêðåòíîì ñëó÷àå âñå èìåþùèåñÿ õàîòè-
÷åñêèå òðàåêòîðèè èìåþò ïðè ýòîì ñõîäíûå ãåîìåò-
ðè÷åñêèå è äèíàìè÷åñêèå ñâîéñòâà.

Êàê óïîìèíàëîñü âûøå, õàîòè÷åñêèå òðàåêòîðèè
òèïà Öàðåâà âåäóò ñåáÿ íà êîìïàêòíîé ïîâåðõíîñ-
òè Ôåðìè âåñüìà ñïåöèàëüíûì îáðàçîì. Â òî æå
âðåìÿ èõ ãåîìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà â íàêðûâàþùåì
p-ïðîñòðàíñòâå ãîðàçäî ïðîùå, ÷åì ó õàîòè÷åñêèõ
òðàåêòîðèé òèïà Äûííèêîâà. Êàê ìû óæå îòìå-
÷àëè, âêëàä òàêèõ òðàåêòîðèé â ïðîâîäèìîñòü â
ñèëüíûõ ìàãíèòíûõ ïîëÿõ îïèñûâàåòñÿ ôîðìóëîé
(2.1). Â ýòîì ñëó÷àå àñèìïòîòèêà ñòàðøåãî ÷ëåíà
òåíçîðà ïðîâîäèìîñòè îòëè÷àåòñÿ îò (1.3) òåì, ÷òî
êîìïîíåíòà � xx çàòóõàåò íåñêîëüêî ìåäëåííåå, ÷åì
(! B � )� 2 (íå îáÿçàòåëüíî ïî ñòåïåííîìó çàêîíó).

Â ñëó÷àå õàîòè÷åñêèõ òðàåêòîðèé òèïà Äûííè-
êîâà êàê èõ ãåîìåòðèÿ â p-ïðîñòðàíñòâå, òàê è èõ ïî-
âåäåíèå íà êîìïàêòíîé ïîâåðõíîñòè Ôåðìè èãðàþò
âàæíóþ è íåòðèâèàëüíóþ ðîëü â èõ âêëàäå â ïðîâî-
äèìîñòü â ïðåäåëå ! B � ! 1 . Íàïðèìåð, äëÿ ñâÿç-
íûõ ôèçè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé Ôåðìè ðîäà ìåíüøå
øåñòè êàæäàÿ èç òàêèõ òðàåêòîðèé ïëîòíî çàïîë-
íÿåò ÷àñòü ïîâåðõíîñòè Ôåðìè, èíâàðèàíòíóþ îò-
íîñèòåëüíî îòðàæåíèÿ p ! � p. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî
ïðèâîäèò ê ñîîòíîøåíèþ

hvk i tr = 0

äëÿ êàæäîé èç êîìïîíåíò ãðóïïîâîé ñêîðîñòè
(âêëþ÷àÿ êîìïîíåíòó âäîëü íàïðàâëåíèÿ B ) äëÿ
òàêèõ òðàåêòîðèé. Âñëåäñòâèå ýòîãî âêëàä òà-
êèõ òðàåêòîðèé â ïîëíûé òåíçîð ïðîâîäèìîñòè â
ïðåäåëå ñèëüíûõ ìàãíèòíûõ ïîëåé èìååò âèä [26]

� kl '
ne2�
m�

0

B
@

o(1) o(1) o(1)

o(1) o(1) o(1)

o(1) o(1) o(1)

1

C
A ; ! B �; ! 1 :

Òàêèì îáðàçîì, òðàåêòîðèè òèïà Äûííèêîâà îò-
ëè÷àþòñÿ îò âñåõ äðóãèõ òèïîâ òðàåêòîðèé òåì, ÷òî

B

Ðèñ. 16. Çàâèñèìîñòü âåëè÷èí � xx è � yy , îïðåäåëÿåìûõ
âêëàäîì õàîòè÷åñêèõ òðàåêòîðèé Äûííèêîâà, îò âåëè÷è-

íû B â ïðåäåëå ñèëüíûõ ìàãíèòíûõ ïîëåé

îíè íå äàþò íèêàêîãî âêëàäà â ïðîâîäèìîñòü âäîëü
íàïðàâëåíèÿ B â ïðåäåëå äîñòàòî÷íî ñèëüíûõ ìàã-
íèòíûõ ïîëåé. Â ýòîé ñèòóàöèè âêëàä â êîìïîíåíòó
� zz ïîëíîãî òåíçîðà ïðîâîäèìîñòè âíîñÿò òîëüêî çà-
ìêíóòûå òðàåêòîðèè ñèñòåìû (1.1) íà ïîâåðõíîñòè
Ôåðìè.

Ïðè îïèñàíèè âêëàäà òðàåêòîðèé òèïà Äûííè-
êîâà â ïîïåðå÷íóþ ïðîâîäèìîñòü âàæíóþ ðîëü èã-
ðàåò èõ áëóæäàíèå ïî ïëîñêîñòÿì, îðòîãîíàëüíûì
B . Ïåðâûå ïðèìåðû òàêèõ òðàåêòîðèé, ïîñòðîåííûå
â ðàáîòå [17], îáëàäàëè çàìå÷àòåëüíûì ñâîéñòâîì
ñàìîïîäîáèÿ. À èìåííî, âñåãäà ñóùåñòâîâàëè äâà
íàïðàâëåíèÿ, îðòîãîíàëüíûå B , òàêèå, ÷òî ñîîòâåò-
ñòâóþùèå òðàåêòîðèè ñîâïàäàëè ñàìè ñ ñîáîé ïîñ-
ëå ðàñòÿæåíèÿ ïî ýòèì íàïðàâëåíèÿì ñ íåêîòîðû-
ìè ðàñòÿãèâàþùèìè êîýôôèöèåíòàìè � 1 è � 2 è ïî-
ñëåäóþùåé êîíå÷íîé äåôîðìàöèè â ïëîñêîñòè. Íà
îñíîâå ýòîãî ñâîéñòâà â ðàáîòå [26] áûëî óñòàíîâ-
ëåíî àíèçîòðîïíîå ïîâåäåíèå ïðîâîäèìîñòè â ïëîñ-
êîñòè, îðòîãîíàëüíîé B , îïèñûâàåìîé íåêîòîðûìè
¾ñêåéëèíãîâûìè¿ êîýôôèöèåíòàìè � è � . À èìåííî,
ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì âûáîðå êîîðäèíàòíûõ îñåé â
ïëîñêîñòè, îðòîãîíàëüíîé B , êîìïîíåíòû � xx (B ) è
� yy (B ) ïîä÷èíÿþòñÿ ñòåïåííîìó çàêîíó:

� xx �
ne2�
m� (! B � )2� � 2 ;

� yy �
ne2�
m� (! B � )2� � 2 ;

(3.10)

0 < � , � < 1.
Âîîáùå ãîâîðÿ, çàìå÷àòåëüíîå ñâîéñòâî ñàìîïî-

äîáèÿ íå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ òðàåêòîðèé òèïà Äûííè-
êîâà â îáùåì ñëó÷àå. Òåì íå ìåíåå, êàê ïîêàçàíî â
[43], ñîîòíîøåíèÿ (3.10) íà ñàìîì äåëå íîñÿò áîëåå
îáùèé õàðàêòåð è, âåðîÿòíî, äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ è
â îáùåì ñëó÷àå õàîòè÷åñêèõ òðàåêòîðèé òèïà Äûí-
íèêîâà. Äàííîå îáñòîÿòåëüñòâî ñâÿçàíî, â äåéñòâè-
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òåëüíîñòè, ñ èíäåêñàìè Çîðè÷à � Êîíöåâè÷à � Ôîðíè
äëÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì íà äâóìåðíûõ ïîâåðõíîñ-
òÿõ (ñì. [23�25,27]).

Çàìåòèì, ÷òî âûðàæåíèÿ (3.10) íå ïðåäñòàâëÿþò
÷ëåíîâ êàêîãî-ëèáî ðàçëîæåíèÿ êîìïîíåíò ïðîâîäè-
ìîñòè ïî âåëè÷èíå B , à â äåéñòâèòåëüíîñòè âûðàæà-
þò ëèøü ¾îáùèé òðåíä¿ â çàòóõàíèè ýòèõ êîìïî-
íåíò ñ óâåëè÷åíèåì íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî ïî-
ëÿ. Áîëåå òî÷íî, ýòè îòíîøåíèÿ èìåþò âèä

lim sup
B !1

ln � xx (B )
ln ! B �

= 2 � � 2;

lim sup
B !1

ln � yy (B )
ln ! B �

= 2 � � 2;

à ïîâåäåíèå � xx (B ) è � yy (B ) ñõåìàòè÷íî ïîêàçàíî
íà ðèñ. 16. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ñòðîãîå îáîñíîâàíèå
ñóùåñòâîâàíèÿ èíäåêñîâ Çîðè÷à � Êîíöåâè÷à � Ôîð-
íè äëÿ ìîäåëè õàîòè÷åñêèõ òðàåêòîðèé òèïà Äûí-
íèêîâà äîñòàòî÷íî îáùåãî âèäà äàíî â ðàáîòå [41].

Ïðè îáñóæäåíèè èíäåêñîâ Çîðè÷à � Êîíöåâè-
÷à � Ôîðíè ñëåäóåò îòìåòèòü åùå îäíó îñîáåííîñòü
õàîòè÷åñêèõ òðàåêòîðèé òèïà Äûííèêîâà. Âñÿêèé
ðàç, êîãäà îíè âîçíèêàþò, èìååò ìåñòî îäèí èç
ñëåäóþùèõ äâóõ âçàèìîèñêëþ÷àþùèõ ñëó÷àåâ (ñì.
[36, 38�40]). Â ïåðâîì ñëó÷àå ïî÷òè âñå ïëîñêîñòè,
îðòîãîíàëüíûå B , ñîäåðæàò òîëüêî îäíó õàîòè-
÷åñêóþ òðàåêòîðèþ. Âî âòîðîì ñëó÷àå ïî÷òè âñå
ïëîñêîñòè, îðòîãîíàëüíûå B , ñîäåðæàò áåñêîíå÷íîå
÷èñëî õàîòè÷åñêèõ òðàåêòîðèé. Òàêèì îáðàçîì,
òðàåêòîðèè â ïåðâîì ñëó÷àå äîëæíû, âîîáùå
ãîâîðÿ, ¾çàïîëíÿòü¿ ñîîòâåòñòâóþùèå ïëîñêîñòè
¾íàìíîãî ïëîòíåå¿, ÷åì âî âòîðîì ñëó÷àå. Â ïåðâîì
ñëó÷àå ìîæíî îæèäàòü âûïîëíåíèÿ ñîîòíîøåíèÿ
� + � = 1 , à âî âòîðîì � íåðàâåíñòâà � + � > 1.
Ñîîòâåòñòâåííî, âî âòîðîì ñëó÷àå ïðîâîäèìîñòü
â ïëîñêîñòè, îðòîãîíàëüíîé B , äîëæíà, âåðîÿòíî,
óìåíüøàòüñÿ ìåäëåííåå ïðè B ! 1 , ÷åì â ïåðâîì
ñëó÷àå.

Äëÿ âêëàäà òðàåêòîðèé òèïà Äûííèêîâà â ïðî-
äîëüíóþ ïðîâîäèìîñòü � zz (B ) â ðàáîòå [26] áûëà
òàêæå ïðåäëîæåíà àíàëîãè÷íàÿ ôîðìóëà:

� zz �
ne2�
m� (! B � )2
 � 2 ; ! B � ! 1

(0 < 
 < 1). Âåðîÿòíî, ýòî ïðèáëèæåíèå (ñ ó÷å-
òîì òåõ æå çàìå÷àíèé, ÷òî è îòíîñèòåëüíî � xx (B )
è � yy (B )) ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå ïîäõîäÿùèì â îáùåé
ñèòóàöèè.

×òî êàñàåòñÿ âêëàäà òðàåêòîðèé òèïà Äûííèêî-
âà â õîëëîâñêóþ ïðîâîäèìîñòü, òî ñëåäóåò ó÷èòû-
âàòü [15, 17], ÷òî òàêèå òðàåêòîðèè ðàñïàäàþòñÿ íà

Ðèñ. 17.Ðàñùåïëåíèå òðàåêòîðèè òèïà Äûííèêîâà (ðèñ. 8)
íà ýëåêòðîííîïîäîáíûå è äûðî÷íîïîäîáíûå çàìêíóòûå
òðàåêòîðèè ïðè íåáîëüøîì ñäâèãå ýíåðãèè Ôåðìè ñîîò-

âåòñòâåííî âíèç èëè ââåðõ

çàìêíóòûå òðàåêòîðèè ýëåêòðîííîãî òèïà ïðè ñêîëü
óãîäíî ìàëîì ïîíèæåíèè óðîâíÿ Ôåðìè, è íà òðàåê-
òîðèè äûðî÷íîãî òèïà ïðè ñêîëü óãîäíî ìàëîì ïî-
âûøåíèè óðîâíÿ Ôåðìè (ðèñ. 17). Àíàëîãè÷íî, íà-
ïðàâëåíèÿ B íà óãëîâîé äèàãðàììå, äëÿ êîòîðûõ
âîçíèêàþò òðàåêòîðèè òèïà Äûííèêîâà, ïðèíàäëå-
æàò ìíîæåñòâó, îòäåëÿþùåìó îáëàñòè õîëëîâñêîé
ïðîâîäèìîñòè ýëåêòðîííîãî òèïà îò îáëàñòåé õîë-
ëîâñêîé ïðîâîäèìîñòè äûðî÷íîãî òèïà (ðèñ. 12), ÷òî
óæå îáñóæäàëîñü âûøå. Êàê ñëåäñòâèå ýòîãî, âêëàä
òàêèõ òðàåêòîðèé â õîëëîâñêóþ ïðîâîäèìîñòü ìî-
æåò áûòü êàê ýëåêòðîííûì, òàê è äûðî÷íûì; ìîæ-
íî òîëüêî óòâåðæäàòü, ÷òî îí óáûâàåò ïðè B ! 1 .
Çàìåòèì òàêæå, ÷òî òåìè æå ñâîéñòâàìè îáëàäàåò è
âêëàä îòêðûòûõ òðàåêòîðèé ëþáîãî äðóãîãî òèïà â
õîëëîâñêóþ ïðîâîäèìîñòü.

Â çàêëþ÷åíèå ýòîãî ðàçäåëà ìû îïèøåì ñïåöè-
ôèêó íåêîòîðûõ êâàíòîâûõ ÿâëåíèé, ñâÿçàííûõ ñ
õàîòè÷åñêèìè òðàåêòîðèÿìè òèïà Äûííèêîâà. Îä-
íî èç âàæíûõ ñâîéñòâ òðàåêòîðèé Äûííèêîâà ñîñòî-
èò â òîì, ÷òî îíè âñåãäà ñîäåðæàò ïàðû äóã, áëèç-
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Ðèñ. 18. ßâëåíèå ìàãíèòíîãî ïðîáîÿ íà ó÷àñòêàõ õàîòè-
÷åñêîé òðàåêòîðèè òèïà Äûííèêîâà, áëèçêèõ äðóã ê äðóãó

(ñõåìàòè÷íî)

êèõ â ïëîñêîñòè, îðòîãîíàëüíîé B , íî äàëåêèõ äðóã
îò äðóãà âäîëü òðàåêòîðèè. Áåðÿ âñå áîëåå è áîëåå
äëèííûå ó÷àñòêè õàîòè÷åñêîé òðàåêòîðèè, ìû ìî-
æåì íàéòè ïàðû, ïîäõîäÿùèå ñêîëü óãîäíî áëèç-
êî äðóã ê äðóãó. Ìîæíî ïîýòîìó îæèäàòü, ÷òî â
ïðåäåëå ñèëüíûõ ìàãíèòíûõ ïîëåé è áîëüøèõ çíà-
÷åíèé � îïðåäåëåííóþ ðîëü ìîæåò èãðàòü ÿâëåíèå
ìàãíèòíîãî ïðîáîÿ, âîçíèêàþùåå â òàêèõ îáëàñòÿõ
(ðèñ. 18).

Êàê èçâåñòíî, ÿâëåíèå ìàãíèòíîãî ïðîáîÿ ìîæåò
âîçíèêàòü íà òðàåêòîðèÿõ ñèñòåì (1.1) ñàìîé ðàçíîé
ãåîìåòðèè (ñì., íàïðèìåð, [48�53]). Â íàøåì ñëó÷àå
ìû ìîæåì íàáëþäàòü âëèÿíèå ýòîãî ÿâëåíèÿ íà ýô-
ôåêòèâíóþ äëèíó ñâîáîäíîãî ïðîáåãà. Êàê èçâåñò-
íî, âåðîÿòíîñòü (âíóòðèçîííîãî) ìàãíèòíîãî ïðîáîÿ
ïðè çàäàííîì ðàññòîÿíèè ìåæäó áëèçêèìè ó÷àñò-
êàìè òðàåêòîðèè ñèëüíî çàâèñèò îò âåëè÷èíû ìàã-
íèòíîãî ïîëÿ è ñòðåìèòñÿ ê 1=2 â ïðåäåëå B ! 1 .
Â ãðóáîì ïðèáëèæåíèè äëÿ çàäàííîãî çíà÷åíèÿ B
ìîæíî ââåñòè õàðàêòåðíîå ðàññòîÿíèå �p (B ) ìåæäó
ñåãìåíòàìè, òàêîå ÷òî âåðîÿòíîñòü ïðîáîÿ áëèçêà ê
1=2 ïðè ðàññòîÿíèè ìåæäó îòðåçêàìè ìåíüøåì ÷åì
�p (B ), è áëèçêà ê íóëþ ïðè ðàññòîÿíèè áîëüøåì ÷åì
�p (B ). Ïî çàäàííîìó çíà÷åíèþ �p (B ) òàêæå ìîæíî
îïðåäåëèòü õàðàêòåðíóþ äëèíó l (B ) ó÷àñòêà òðàåê-
òîðèè â p-ïðîñòðàíñòâå, íà êîòîðîì ïàðà òàêèõ îò-
ðåçêîâ îêàçûâàåòñÿ íà ðàññòîÿíèè ïîðÿäêà �p (B ).
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äëèíà l (B ) óìåíüøàåòñÿ ñ ðîñ-
òîì B . Åñòåñòâåííî òàêæå ââåñòè õàðàêòåðíîå âðåìÿ
� (1) (B ) � l (B )=B äâèæåíèÿ ìåæäó äâóìÿ îòðåçêà-
ìè, íàõîäÿùèìèñÿ íà ðàññòîÿíèè �p (B ) â ïëîñêîñòè
è äàëåêî äðóã îò äðóãà ïî òðàåêòîðèè. Â ðàññìàòðè-
âàåìîé ñèòóàöèè âðåìÿ � (1) (B ) èãðàåò ðîëü âðåìåíè
ñâîáîäíîãî ïðîáåãà, ñâÿçàííîãî ñ ÿâëåíèåì ìàãíèò-
íîãî ïðîáîÿ íà õàîòè÷åñêîé òðàåêòîðèè.

Â ýòîì æå ïðèáëèæåíèè åñòåñòâåííî òàêæå ââåñ-
òè ýôôåêòèâíîå âðåìÿ ñâîáîäíîãî ïðîáåãà � eff (B ),
îïðåäåëÿåìîå ñîîòíîøåíèåì

� � 1
eff (B ) = � � 1 + � � 1

(1) (B );

â óðàâíåíèå (3.6).
Ìîæíî âèäåòü, ÷òî ÿâëåíèå ìàãíèòíîãî ïðîáîÿ

íå îêàçûâàåò ñóùåñòâåííîãî âëèÿíèÿ íà ïðîâîäè-
ìîñòü ïðè óñëîâèè � (1) (B ) � � . Â ïðîòèâîïîëîæíîé
ñèòóàöèè (� (1) (B ) < � ) ÿâëåíèå ìàãíèòíîãî ïðîáîÿ
î÷åíü âàæíî è ìîæåò ñóùåñòâåííî èçìåíèòü ïîâå-
äåíèå òåíçîðà ïðîâîäèìîñòè â ïðåäåëå B ! 1 (â
÷àñòíîñòè, ýòî ìîæåò ñêàçàòüñÿ íà ñêîðîñòè óáûâà-
íèÿ êîìïîíåíò òåíçîðà ïðîâîäèìîñòè â ýòîì ïðåäå-
ëå).

Íàäî ñêàçàòü, ÷òî óñëîâèÿ âíóòðèçîííîãî ìàã-
íèòíîãî ïðîáîÿ îáû÷íî äîñòàòî÷íî æåñòêèå è òðå-
áóþò äëÿ åãî íàáëþäåíèÿ î÷åíü ñèëüíûõ ìàãíèò-
íûõ ïîëåé è î÷åíü ñèëüíîãî ñáëèæåíèÿ ó÷àñòêîâ
òðàåêòîðèè äðóã ñ äðóãîì. Â öåëîì, äëÿ íàáëþäå-
íèÿ îïèñàííîãî ýôôåêòà â ëþáîì ñëó÷àå òðåáóþòñÿ
ñâåðõ÷èñòûå ìàòåðèàëû, î÷åíü íèçêèå òåìïåðàòóðû
è ÷ðåçâû÷àéíî ñèëüíûå ìàãíèòíûå ïîëÿ (à òàêæå,
âîçìîæíî, íåêîòîðûå ãåîìåòðè÷åñêèå îñîáåííîñòè
ýëåêòðîííîãî ñïåêòðà). Äëÿ áîëüøèíñòâà ìàòåðèà-
ëîâ âûïîëíåíèå óñëîâèé � (1) (B ) < � , âåðîÿòíî, ïðè-
áëèæàåòñÿ ê ïðåäåëó ýêñïåðèìåíòàëüíûõ âîçìîæíî-
ñòåé.

4. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Â ðàáîòå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé
íàèáîëåå ñëîæíûõ êâàçèêëàññè÷åñêèõ òðàåêòîðèé
ýëåêòðîíîâ, âîçíèêàþùèõ íà ïîâåðõíîñòÿõ Ôåðìè
â ïðèñóòñòâèè âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Ñóùåñò-
âîâàíèå òðàåêòîðèé ýòîãî òèïà ïîêà äîêàçàíî
òåîðåòè÷åñêè, õîòÿ èõ ýêñïåðèìåíòàëüíîå îáíà-
ðóæåíèå åùå ïðåäñòîèò îñóùåñòâèòü. Ãåîìåòðèÿ
îïèñàííûõ òðàåêòîðèé ñîîòâåòñòâóåò õàîòè÷åñêîé
äèíàìèêå â ïðîñòðàíñòâå êâàçèèìïóëüñîâ, ÷òî, â
ñâîþ î÷åðåäü, ïðèâîäèò ê âåñüìà íåòðèâèàëüíî-
ìó ïîâåäåíèþ ìàãíèòîïðîâîäèìîñòè â ñèëüíûõ
ìàãíèòíûõ ïîëÿõ. Â îáùåì ñëó÷àå íàëè÷èå òàêèõ
òðàåêòîðèé õàðàêòåðíî äëÿ øèðîêîãî êëàññà äèñ-
ïåðñèîííûõ ñîîòíîøåíèé â êðèñòàëëå; îäíàêî èõ
ïîÿâëåíèå òðåáóåò ñïåöèàëüíîãî âûáîðà çíà÷åíèÿ
ýíåðãèè Ôåðìè è íàïðàâëåíèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ.
Ñëîæíîñòü ýêñïåðèìåíòàëüíîãî ïîèñêà îïèñàííûõ
òðàåêòîðèé ñâÿçàíà â îñíîâíîì ñ äîñòàòî÷íî óçêèì
ýíåðãåòè÷åñêèì èíòåðâàëîì èõ âîçíèêíîâåíèÿ
äëÿ áîëüøèíñòâà äèñïåðñèîííûõ ñîîòíîøåíèé. Â
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äàííîì îáçîðå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ñàìûõ
ïîñëåäíèõ èññëåäîâàíèé ãåîìåòðèè îïèñàííûõ
òðàåêòîðèé, îñîáåííîñòåé äèàãðàìì óãëîâîé ïðî-
âîäèìîñòè, ñîîòâåòñòâóþùèõ âîçìîæíîñòè èõ
âîçíèêíîâåíèÿ íà ïîâåðõíîñòè Ôåðìè, à òàêæå
îñîáåííîñòåé ýëåêòðîííûõ òðàíñïîðòíûõ ÿâëåíèé
â ïðåäåëå ! B � ! 1 ïðè íàëè÷èè òàêèõ òðàåêòîðèé
íà ïîâåðõíîñòè Ôåðìè.

Áëàãîäàðíîñòè. Ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà 90-ëåòèþ
Ì. ß. Àçáåëÿ.
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