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О НОВОМ МЕТОДЕ В ТЕОРИИ СВЕРХПРОВОДИМОСТИ. I I I 

Н. И. Боголюбов 
В статье анализируется гамильтониан Бардина и применяется метод суммирования 

важнейших диаграмм. Показывается, что таким путем получаются те же результаты, 
что и в работах [ Щ . 

За последнее время большие успехи были достигнуты в решении задач 
статистической физики методом суммирования важнейших диаграмм. 

В настоящей статье мы покажем, что в теории сверхпроводимости этим 
методом также можно получить те результаты, которые были найдены 
в предыдущих работах [*·2] при помощи канонического преобразования и 
принципа компенсации диаграмм с «опасным» энергетическим знаменателем. 

Как было показано Толмачевым и Тябликовым [23, вместо гамильтониа-
на Фрелиха можно рассматривать гамильтониан Бардина, так как оба они 
до известной степени эквивалентны для учета влияния электронно-
фононного взаимодействия на динамику электронов вблизи поверхности 
Ферми. При этом иметь дело с гамильтонианом Бардина значительно проще. 

Поэтому, для достижения большей наглядности и установления связи 
с идеями работы Бардина, Купера и Шриффера [3] мы будем исходить из 
гамильтониана Бардина: 

HB = ^E(k)ateflh* — 
k, s 

- 4 Σ a t , at „ a , / a>' 6 6 (*«) θ 0 (k'dH^+k.-k'i-k',), 
Vh h · ''„it,> 

где 
f l , E(kp) — u<E(k)<E(kP) + ω 

0 ( / ί ) = 3 ( θ , \E(k)~E(hf)\><* 
f l , /г = 0, 

Δ < * Η ο , ЬфО 
и где Ε (k) — радиально симметричная функция, представляющая энергию 
электрона с импульсом k; I и ω — параметры Бардина. В модели Фрелиха 
мы должны положить [2] ^ 

I = g2 , ω — ω / 2 . 
Величину N полного числа электронов будем учитывать при помощи 

химического потенциала λ, для чего добавим к Н в член — Ш . Таким 
образом получим гамильтониан 

Η = tf0 + Hint, 

— S ЧЯ (A) — λ> ( 1 ) 

k, s 

Hint = — γ 2 Λ , Α . χ 

{h, fa, hit Κ) 

Χ θ (ki) б (й8) ο {fy 0 (k'2) Δ (k± + Йа - k{ - k'2), 
для которого и будем рассматривать вопрос о суммировании важнейших 
диаграмм. 
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Так как взаимодействие эффективно лишь в малой окрестности сферы 
Ферми и только между частицами (электронами или дырками) с противо-
положно направленными спинами, видим, что особо важную роль будут 
играть диаграммы типа, изображенного на рис. 1. Диаграммы эти постро-
ены из «неразложимого· комплекса» (см. рис. 2), состоящего из пары частиц 
с импульсами -Ь/е и спинами + 7 2 · 

Для суммирования их воспользуемся методом приближенного вторич-
ного квантования, т. е. построим упрощенный гамильтониан, у которого 

будут диаграммы только того клас-
са, который мы желаем просумми-

*СИ1> ровать и притом с тем же вкладом, 
что и у настоящего гамильтониана1. 

Рис. 1 Рис. 2 Так как в рассматриваемых нами 
диаграммах комплексы из пары 

частиц (-^k, +Уг) не разрываются, естественно сопоставить им квантовые 
амплитуды ft*, bt с перестановочными соотношениями: 

[ftfc.M = 0, [bt,bi] = о, [ 6 j f , M « 0 ; (2) 

Далее, так как не существует нескольких пар с одним и тем лее 
значением к, мы должны принять: 

Ь\ = О, bt" ™ 0, bhbt + btbh = 1. (3) 

Заметим еще, что собственная энергия комплекса будет 

2 (E(k)-l)btbh 

и что матричный элемент гамильтониана (1) для перехода k-+k* будет 
пропорционален — / / V. 

Из этих соображений получаем упрощенный гамильтониан вида 

Η - Н0 + Η щи 

к 
Ны = btbk,О (k) 6 {k')t (4) 

{k+№) 

содержащий операторы bk> bt, с перестановочными соотношениями (2), 
(3), которые мы условимся называть операторами Паули· 

Взяв выражения любого порядка 

Η int {Η о —— Η in t . . . (#0 — EyxH inti 

нетрудно теперь проверить непосредственно, что сумма вкладов от диа-
грамм рассматриваемого типа для гамильтониана (1) будет равна сумме 
вкладов всех диаграмм для упрощенного гамильтониана (4), 

Итак, задача суммирования специального класса диаграмм для гамиль-
тониана (1) оказывается эквивалентной задаче о модельной динамической 
системе, • характеризуемой гамильтонианом (4). 

Приступим к построению асимптотически точного решения этой послед-
ней задачи, пренебрегая лишь величинами, исчезающими в процессе пре-
дельного перехода: V-*oo. 

1 Подчеркнем, что вводимое здесь новое понятие «суммирования» нельзя понимать в об-
щепринятом смысле. Строго говоря, здесь мы не суммируем ряд из членов данного класса, 
а сопоставляем гамильтониан, для которого разложение теории возмущения точно совпадает 
с указанным рядом, С математической точки зрения мы имеем здесь дело с понятиями, близ-
кими к понятиям теории квази-аналитических функций, 
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Будем различать пары электронов и пары дырок, для чего введем но 
вые операторы Паули, положив введем но 

= Ε (к) > λ . 
Получим 

Η 

- Г Σ 0 (*) 0 (*') (Л) β ί + 0F (/е) pft} {6Q (£') + Gp (k') (5) 

где 

Μ * ) - ( J * £ ( ' ) < λ 
{ 1 lo, E(k)>l 

U ~22{E(k)-λ} bF(k), 0Q (k) -f Op (/%) = 1. 

fi 

Рассмотрим волновую функцию С, для которой все числа заполнения 

Пи ~ равны нулю. Тогда 
hC = 0. 

Покажем, что эта волновая функция является асимптотически точной 
-собственной функцией гамильтониана Н, дающей ему значение U. 

В самом деле, имеем 

Я = Н' + 11" + и, 

Н> ~ 2 2 1 Ε (k) - λ) &βΑ - ^ 2 0 (k) 0 {£') {6G (k) pt + 0F (ft) β,} 0O (A') p v -
k h+h' 

h<bh' 

2 0 (/г) б C/e') 6G (/г) flF ψ) № 

Но, очевидно, 

Я ' С = ° · ^ д р у г о й стороны, 

<C*j#"[sC> - (С*Н"Н»СУ = 

^TTF 2 О (Л) о (/еО Оо (/е) 0F (/έ") < const при 
h+h' 

Но, в процессе предельного перехода У—>оо, Я должно быть пропор-
ционально Vy а | //"j2, как мы заметили, остается конечной. Поэтому, 
действительно, С является асимптотически точной собственной функцией 
Я, дающей ему значение U. 

Имеем далее 

Jj ass (C*NCy = 3 2. 
Ε {h) < λ 

Приравняв это выражение полному числу электронов в сфере Ферми 

2 2, 
я №) < Яу 
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ВИДИМ, ч т о 

λ « Ef - Ε (/ер). 

Проанализируем теперь-вопрос об устойчивости состояния С. Рассмот-
рим сначала случай, когда 

/ < 0 . (6> 

Дополним двойную сумму в (5) членами, для которых k = k\ по-
скольку этим мы не вносим величии, дающих вклад при переходе к пре-
делу V—>oo. Заметим тогда, что Η — U равняется существенно положитель-
ной форме. Значение U будет, следовательно, минимальным и состояние С 
тем самым должно быть устойчивым. . 

Иное положение будет в случае 
/ > 0 . (7) 

Заметим, что так как в состоянии С все числа заполнения Пи = β/tfh 
равны нулю, мы можем, при вычислении энергии элементарных возбуж-
дений, считать операторы Паули β, β+ бозевскими. 

Нам остается тогда только диагоиализировать квадратичную форму из 
операторов β, β+, представляющую Η — U (5). Эта диагоиализация может 
быть приведена, например, при помощи метода, изложенного в нашей 
монографии I1] * 

Получим для определения энергии Ε элементарного возбуждения 
следующее секулярное уравнение; 

1 1 V n η ί , °o(/<0 

eh = 2\E(k)-E(k?)\y 

откуда, упрощая, найдем 

i _ - L 2 * f c 
V (Яр<Я(/0<Яр+«) ~~ £2 

или 
0) 

ι Ρ Γ / в dk 2ζ άζ 
dE ζ 3 — £ 2 / 4 

где 

p - i ^ S - L v (8> 

Как видно, это уравнение в рассматриваемом случае (7) всегда имеет 
отрицательный корень для Е°\ Получаем, следовательно, чисто мнимое 
значение для энергии Ε 

£ ~ ± / 2 ω β - ι / Ρ , (9) 

Итак, состояние С оказывается неустойчивым. 
Чтобы найти устойчивое основное состояние с минимальной энергией, 

введем новые Паули-амплитуды β;]" не тривиальным образом, как рань-
ше, а при помощи соотношений 

h = uhvh (2b% — 1) + u\bk — v\b% 
prf" = uhvk (2blbk - 1) - v\bk -f ulbl, (10) 

где it;£ и ffe — вещественные числа, связанные равенством 

u l + v l = 1. (11) 
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Нетрудно заметить, что амплитуды (10) действительно удовлетворяют 
всем перестановочным соотношением операторов Паули. 

Обращая преобразования (10), найдем: 
* 

bh - ukvu (1 ~ 2βίβΛ) + ί£β - vlfk, 
bf - ад, (1 - 2βίβΛ) - v)#h + α^βίΤ, (12) 

b i b k - οϊ + («Ι — ν%) β,+β*. + UhVu {% + β/ί). 

Подставляя эти выражения в гамильтониан (4), найдем: 

7- о (/г; — ы) 
ft' 

я = ί / н- 2 { 2 (/е) - λ ) - τ θ ί«* ~ Σ (Λ')} (Ρ-. + ρ ί ) + 

ft ftX*>ft2 

* Χ {48β&1 - Vk£t - 2щ1гщ20кз} 0 (кй 3 (fc). (13) 
где 

υ = 2 2 ( £ (/г) - λ ) & - τ Σ 0 ^ 0 fa) u^hlulhvh· (И) 
h №ι. Λ») 

Б е (/г) = (Я (/г) - λ) (и j — о») + θ (k) ukvk Ц- 2 0 ψ ' ) W . (15) 
ft' 

Обратим в нуль коэффициенты при (β/ι + β/t) в выражении (13). По-
лучим тогда уравнение 

2 (Я (k) - λ) ttftOft— 6 (/г) ("ft — 2 0 (*') = °> (16) 
ft> 

найденное в работе [2] при помощи принципа компенсации опасных диа-
грамм. ' 

Замечая, что с требуемой здесь точностью λ = E( fo) t имеем, как и в [2]: 

\ ( Ε (к) — Ε (L·) ι φ (/A = i 1 + - ^ F I 
w 4 Υ (Ε (/ή Ε (AF))* + 0 (к) С* f' 

w 1 I У ( £ ( / г ) - £ ( / г р ) ) Ч Г Ш с 5 Г 

Εβ (k) = 1/(£(/е)^ЩГТЩС1· (17) 

Гамильтониан (13) может теперь быть представлен в виде 

II = U + Ή0 + ΙΓ + Я", 

Н0 = 2 2£е (k) fttfe, 
h 

Η* = — у y j θ (Αχ) о (АО Κ β , ΐ - {«ϊΒβΛ| -
(/tt̂ /ia) 

Я " - ^ 2 6 (*ι>0 (й»> { " ' А - - 2 u h v h £ t K } UhVkKh* + 

Vh+kj) 

(18 ) 
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.Возьмем волновую функцию С, для которой все числа заполнения 

Ч = pft Pfe 

равны нулю. Покажем, как и раньше, что с точностью до величин, исче-
зающих в процессе предельного перехода V->oо, С является собственной 
функцией гамильтониана Η, дающей ему значение U. Имеем, действительно,. 

(Я0 + Я") С - О 
и 

<С* ] Я Ί 2 С> = Щ 2 θ fo) 0 (УУ + < const, y - > o o . 

Перейдем теперь к рассмотрению элементарных возбуждений. Так как 
в состоянии С все числа заполнения равны нулю, то при вычислении-
энергии элементарных возбуждений мы можем считать операторы Паули β, 
β'1" бозевскими и в выражении гамильтониана (18) ограничиться квадратич-
ной формой Η0 + Я'. « 

Проводя диагонализацию ее ранее упоминавшимся методом [*], при-
ходим к системе линейных уравнений: 

(Е - 2 Е . т ср;г = ! ψ - U\ 2 - *ЬХи>}0 w -
h* 

hf 

- (Ε + 2Ее (k)) xh = «1 у 0 (/г) У] ^ ojfo,} О (А') - (19)< 
к' 

с условием нормировки: 

2 О fit I2 — I х* Iй} 1 · (20> 
к 

Отсюда получаем секулярное уравнение: 

- { γ Σ ° < 4 > « И { ν ς + τ + 5 с Ь г ) Г - »· W 

Нетрудно заметить, что при 

\E\<2minEe(k) = 2Ee{kv) 

это уравнение не имеет решений, так как вычитаемое в (21) тогда мень-
ше уменьшаемого. 

При 
\E[>2minEe{k) 

имеется непрерывный спектр 

E~±2Ee{k) + 0{l/V), 0 ( 1 / V ) - * 0 при V->co. 

Как видно из (19), знак — не согласуется с условием нормировки (20), 
Итак, все £ положительны (это, впрочем, можно непосредственно уви-

деть из того, что рассматриваемая квадратичная форма является опреде-
ленно положительной) и отделены от нуля щелью 

£ = 2 Е е {k) > 2 Е е ( k r ) - 2 с - 4сае -«* . (22) 
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Мы получаем здесь опять те же результаты Бардина, как и в предыдущих 
работах I1'2]. 

Так как мы ограничивались рассмотрением только диаграмм, состоя-
щих из пар, мы не можем убедиться непосредственно из (22), что на самом 
деле возбуждение с энергией 2 Ec(k) (22) состоит из двух возбуждений фер-
миевского типа, что было показано в работе [Ч. 

Как видим, метод суммирования диаграмм оказывается весьма нагляд-
ным и позволяет установить связь с идеями работы Бардина—Купера— 
Шриффера. 

Однако, по нашему мнению, метод канонического преобразования яв-
ляется более гибким, позволяя легко получать высшие приближения и,, 
кроме того, допускает различные обобщения, например, для расчета тер-
модинамических величин. 

В заключение я хотел бы поблагодарить Д. Н. Зубарева, В. В. Тол-
мачева, С. В. Тябликова и Ю. А. Церковникова за ценное обсуждение. 

Математический институт Поступила в редакцию. 
Академии наук СССР 17 октября 1957 г . 
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CONCERNING Λ N E W METHOD IN THE THEORY OF SUPERCONDUCTIVITY. I l l 

N. N. Bogolyubov 

The Bardeen Hami l ton ian is analyzed and a method for summation of the principal 
diagrams is employed In the present paper.' I t is shown that this procedure yields the same 

results as those obta ined in ref, [ 1 | й ] . 


