
ЖЭТФ/JETP, 2026, том 169, вып. 5, стр. 576–583 © 2026

ПЛАВЛЕНИЕ ДВУМЕРНОЙ СИСТЕМЫ ЛЕННАРДА-ДЖОНСА:
СВОЙСТВА СРЕДНЕГО ПОРЯДКА

Б. А. Клумов*

Объединенный институт высоких температур Российской академии наук
125412, Москва, Россия

Поступила в редакцию 13 января 2026 г.,
после переработки 25 февраля 2026 г.

Принята к публикации 20 марта 2026 г.

Методом классической молекулярной динамики исследуется двумерная система Леннарда-Джонса в

области перехода кристалл–жидкость. В широком диапазоне температур рассматриваются свойства

среднего порядка, определяемые из парной корреляционной функции. Показано, что поведение среднего

порядка говорит в пользу мягкого (crossover-like) перехода кристалл–жидкость в двумерной системе

Леннарда-Джонса. Об этом же говорит и зависимость концентрации дефектов от приведенной тем-

пературы T ∗; указанная зависимость, как показано, является квазиуниверсальной и практически не

зависит от плотности системы ρ∗ (в рассмотренном диапазоне значений ρ∗). Проводится сравнение

характеристик среднего порядка при плавлении двумерных систем Леннарда-Джонса и Юкавы.
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Поведение двумерной материи вблизи области
перехода кристалл–жидкость — одно из важных
направлений физики конденсированного состояния.
Двумерные системы интенсивно исследуются, начи-
ная с классических работ Березинского, Костерли-
ца, Таулесса и др. [1–7], в которых было обнару-
жено, что в двумерном веществе между кристал-
лом и жидкостью может существовать промежуточ-
ная (так называемая гексатическая) фаза, в которой
трансляционный порядок разрушен, но существует
ориентационный порядок, который убывает с увели-
чением расстояния алгебраически, что делает физи-
ку плавления таких систем гораздо более сложной,
чем плавление трехмерных систем. Предложенная
в классических работах теория двумерного плавле-
ния (так называемая теория BKTHNY (Berezinsky,
Kosterlitz, Thouless, Halperin, Nelson, Young)) яв-
ляется на сегодняшний день наиболее разработан-
ной и широко используется в исследовании пере-
хода кристалл–жидкость у самых разных систем
(например, [8, 9]).

* E-mail: klumov@ihed.ras.ru

Помимо теоретических и численных исследова-
ний, за последние десятилетия сильно вырос инте-
рес к экспериментальному изучению двумерных и
квазидвумерных систем, среди которых необходи-
мо выделить коллоидную и пылевую плазму (на-
пример, [10]). В указанных системах парное взаимо-
действие между частицами часто описывается с по-
мощью потенциала Юкавы U(r) = (Q/r) exp(−r/λ),
где Q — заряд частицы, λ — длина экранирования;
переход кристалл–жидкость в них подробно изу-
чен как экспериментально [10, 11], так и численно
[12–17]. Отдельно отметим интерес к волнам кри-
сталлизации в комплексной плазме [18, 19].

Система Леннарда-Джонса (LJ), как и систе-
ма Юкавы, относится к широкому классу систем
с плотной упаковкой (т. е. систем, которые в твер-
дотельном состоянии имеют гексагональную кри-
сталлическую решетку). Сравнительный анализ та-
ких систем представляется важным для выявления
универсальных характеристик двумерных систем с
плотной упаковкой [20].

Целью настоящей работы является изучение
свойств среднего порядка (medium range order,
MRO) в системе LJ вблизи области ее плавления
и сравнение с MRO для системы Юкавы. Отме-
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Рис. 1. Различные стадии формирования начальной конфигурации двумерной системы LJ. Представлены только де-

фекты и кластеры из дефектов, цвет которых меняется в зависимости от числа ближайших соседей (синий для пяти и

красный для семи)

тим, что двумерная система LJ изучалась в боль-
шом числе публикаций (например, [21,22]), но основ-
ное внимание уделялось типу перехода между раз-
личными фазами. Ряд работ посвящен универсаль-
ным свойствам двумерных систем [14, 23], а также
простым параметрам, характеризующим их плавле-
ние [24]. Свойства среднего порядка, насколько нам
известно, изучаются для такой системы впервые.
Под средним порядком здесь понимаются структур-
ные особенности второй и третьей координационных
сфер. В двумерном кристалле с плотной упаковкой
в первой, второй и третьей координационных сфе-
рах находится по шесть атомов, расположенных от
центрального атома на относительных расстояниях
соответственно 1,

√
3 и 2. При переходе кристалл–

жидкость вторая и третья координационные сферы
объединяются и характер такого объединения мо-
жет использоваться как структурный параметр, ха-
рактеризующий указанный переход.

Здесь основным инструментом получения
2D-конфигураций частиц является метод класси-
ческой молекулярной динамики, реализованный
в пакете LAMMPS для канонического ансамбля
(NVT) с термостатом Нозе – Хувера (Nose – Hoover)
и периодическими граничными условиями [25].
Типичное число микрочастиц в исследуемой
двумерной системе порядка N ∼ 105. Парное
взаимодействие частиц описывается потенциалом
ULJ(r) Леннарда-Джонса, который в безразмерном
виде записывается как

ULJ(r) = 4

[(
1

r

)12

−
(
1

r

)6
]
.

Численно переход кристалл–жидкость был реализо-
ван следующим образом. Сначала двумерная систе-
ма LJ медленно охлаждалась из жидкого состоя-
ния (расплава) до кристаллического с ничтожным

содержанием дефектов (которые, как правило, яв-
лялись дислокациями, т. е. парами, состоящими из
дефектов с пятью и семью ближайшими соседями).

На рис. 1 представлены различные стадии фор-
мирования начальной конфигурации атомов при та-
ком «отжиге». Здесь показаны для простоты только
дефекты и кластеры из дефектов. Цвет частиц ме-
няется в зависимости от числа ближайших соседей
(nearest neighbors, NN) для каждой заданной час-
тицы (синий цвет используется для частиц с пя-
тью NN, а красный — для частиц с семью NN).
Отметим, что доля частиц с NN < 5 и NN > 7

очень мала и такие частицы практически не оказы-
вают никакого влияния на кинетику дефектов в об-
ласти плавления двумерной системы. Первоначаль-
но двумерная жидкость с концентрацией дефектов
nd ≈ 0.2 (рис. 1 a) медленно охлаждается до темпе-
ратуры приблизительно 0.1T ∗

m, где T ∗
m — температу-

ра двумерного расплава. Затем происходит быстрая
рекомбинация дефектов в 2D-объеме и образуются
линейные (string-like) дефектные кластеры, объеди-
ненные в петлевые структуры (рис. 1 b). На этой
стадии двумерная система LJ является неравновес-
ным кристаллом с nd ∼ 0.1. На следующей стадии
(рис. 1 c) петлевые дефектные структуры коллап-
сируют из-за взаимного притяжения дислокаций и
образуется кристалл с ничтожным содержанием де-
фектов, nd ∼ 10−5 (рис. 1 d), который используется
в дальнейшем в качестве начальной конфигурации
системы LJ.

Потом система медленно нагревалась до
нескольких температур плавления T ∗

m (за вре-
мя (107 ÷ 108)δt∗ ∼ (104 ÷ 105), где δt∗ — расчетный
шаг по времени в единицах LJ). Для каждой задан-
ной температуры T ∗ находились квазиравновесные
конфигурации частиц, которые использовались в
дальнейшем для нахождения различных свойств
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Рис. 2. Двумерная система Леннарда-Джонса вблизи перехода кристалл–жидкость. Концентрации дефектов nd в зависи-

мости от приведенной температуры T для ряда значений плотности: ρ∗ = 1 (синяя кривая), 1.5 (бирюзовая), 2 (зеленая),

2.5 (красная). Черная кривая — результаты для системы Юкавы. На вставке a показаны парные корреляционные функции

g(r) при разных значениях T для ρ∗ = 1, а также кумулятивные функции N(< r), ассоциированные с g(r). На вставках

b и c показаны двумерные статические структурные факторы системы LJ при T = 0.98 (b), 1 (c)

изучаемой системы. Расчеты проводились для
разных значений безразмерной плотности ρ∗ систе-
мы LJ в интервале 1 ÷ 2.5, что охватывает важный
участок фазовой диаграммы, где и кристалл, и
жидкость являются системами практически с плот-
ной упаковкой (а газовая фаза отсутствует), т. е.
среднее число ближайших соседей у каждого атома
близко к шести [26].

При нулевой температуре двумерная система LJ
при указанной плотности ρ∗ является кристаллом
с треугольной (гексагональной решеткой) и шестью
ближайшими соседями у каждого атома, которые
расположены в вершинах правильного шестиуголь-
ника. При конечной температуре в такой системе по-
являются топологические дефекты, в которых чис-
ло ближайших соседей отличается от шести (для
двумерных систем с плотной упаковкой они легко
определяются методом Вороного [27]); относитель-
ная концентрация дефектов nd = Nd/N (где Nd и
N — число дефектных частиц и полное число час-
тиц соответственно) является очень важной харак-
теристикой двумерной системы, которая, в частно-
сти, определяет ее фазовое состояние [20, 28, 29].

На рис. 2 показаны некоторые структурные ха-
рактеристики двумерной системы LJ вблизи перехо-
да кристалл–жидкость, в частности, представлены
концентрации дефектов nd в зависимости от при-
веденной температуры T , которая определяется как
T = T ∗/T ∗

m, где T ∗
m — температура плавления. Здесь

температура плавления системы T ∗
m определяется

концентрацией дефектов: при T = T ∗
m плотность де-

фектов nd ≈ 0.2. К примеру, значения T ∗
m для ве-

личин плотности ρ∗ = 1, 1.25, 1.5, 2.5 равны соот-
ветственно 3, 13.75, 44, 1025 (в единицах LJ), что
хорошо согласуется с известными кривыми плавле-
ния двумерной системы LJ (например, [26]).

Зависимости nd(T ) приведены для ряда значе-
ний плотности системы LJ. Цвет данных кривых за-
висит от плотности и меняется от синего к красному
при ее увеличении. Все указанные кривые практи-
чески совпадают в рассмотренном диапазоне приве-
денных температур 0.5 ÷ 1.3, что означает универ-
сальность зависимости nd(T ), т. е. она не зависит от
значения ρ∗ (по крайней мере, в диапазоне значе-
ний плотности 1 ÷ 2.5). Черная кривая показывает
результаты для системы Юкавы, которые также яв-
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ляются универсальными и не зависят от парамет-
ра экранировки κ. Это было показано нами в ра-
ботах [14, 15, 20] для широкого диапазона значений
κ ≃ 0.5÷ 8. Здесь представлены данные именно для
этого диапазона значений параметра экранировки.
Отметим, что есть указания на то, что при увели-
чении жесткости взаимодействия (параметра κ) и в
пределе твердых дисков меняется сам тип перехо-
да кристалл–жидкость. Эта тема требует отдельно-
го исследования.

Плавление системы Юкавы сопровождается го-
раздо более резким ростом nd по сравнению с систе-
мой LJ, в которой наблюдается мягкий (crossover-
like) рост nd с ростом приведенной температуры.
Кроме того, заметно различие концентрации дефек-
тов в жидкой фазе для этих двух систем: у си-
стемы Юкавы зависимость nd(T ) проходит замет-
но выше, чем у системы LJ; различаются также и
концентрации дефектов в расплаве указанных си-
стем. Это означает, что свойства плотных двумер-
ных расплавов и жидкости зависят от типа пере-
хода кристалл–жидкость, что представляется чрез-
вычайно важным результатом, поскольку говорит
в пользу неуниверсальности плавления двумерных
систем с плотной упаковкой.

На рис. 2 a показаны парные корреляцион-
ные функции (ПКФ) g(r) при разных значениях
T для ρ∗ = 1. Также показаны кумулятивные
функции N(<r), ассоциированные с g(r) (функция
N(<r) ≡

∫ r

0
2πrg(r)dr определяет среднее число

частиц в диске радиусом r). Цвет кривых зависит
от температуры системы и меняется от синего к
красному при ее увеличении. Поведение второго
пика g(r), расположенного в диапазоне расстояний
r около 1.2 ÷ 2.2, который характеризует средний
порядок и описывает свойства второй и третьей
координационных сфер, будет подробно рассмот-
рено ниже. На рис. 2 b, c показаны двумерные
статические структурные факторы системы LJ для
двух значений температуры: T = 0.98 (b), T = 1

(c). Хорошо видно, что в случае (b) в системе
сохраняется ориентационный порядок, а в случае
(c) система LJ является изотропной жидкостью.

Как отмечено выше, свойства среднего порядка
в двумерных системах с плотной упаковкой можно
характеризовать структурой второй и третьей ко-
ординационной сфер. На рис. 3 показаны соответ-
ствующие участки парной корреляционной функ-
ции g(r) и поведение вблизи перехода кристалл–
жидкость. Представлены данные для двумерных си-
стем Юкавы и Леннарда-Джонса при разных зна-
чениях приведенной температуры T . В обоих слу-
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Рис. 3. (Color online). Средний порядок в двумерных си-

стемах Юкавы (верхняя панель) и Леннарда-Джонса (ниж-

няя панель). Представлены участки парной корреляцион-

ной функции g(r), характеризующие структуру второй и

третьей координационных сфер при разных значениях при-

веденной температуры T , с небольшим постоянным шагом

dT между соседними кривыми. Цвет кривых определяется

величиной T и меняется от синего к красному при ее уве-

личении. На вставке показано расположение первых трех

координационных сфер в кристаллической фазе: первая

выделена синим цветом, вторая и третья — зеленым и

красным соответственно

чаях расстояние между соседними кривыми соот-
ветствует небольшому изменению dT температуры
(dT ≪ 1). На вставке показаны первые три коор-
динационные сферы (КС) в кристалле с плотной
упаковкой. Синим цветом показаны шесть атомов
(вместе с центральным атомом) первой КС, зеле-
ным — шесть атомов второй КС, красным — шесть
атомов третьей КС, так что MRO определяется по-
ложением 12 атомов второй и третьей КС. Между
атомами второй и третьей КС небольшое расстояние
(2−

√
3)D, где D — расстояние между центральным

атомом и атомами из первой КС.
Поэтому при нагреве такой системы формируют-

ся два максимума в ПКФ, которые при плавлении
объединяются в один. Тонкие детали такого объ-
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Рис. 4. Средний порядок в двумерных системах Юкавы

(верхняя панель) и Леннарда-Джонса (нижняя панель).

Представлены зависимости g(r) от приведенной темпера-

туры T вблизи перехода кристалл–жидкость. Максимумы

парной корреляционной функции, соответствующие струк-

турным особенностям второй и третьей координационных

сфер, обозначены как Peak 1 и Peak 2

единения показаны на рис. 3 для обеих рассмат-
риваемых систем. Хорошо видны их качественные
различия: у системы Юкавы слияние двух пиков
ПКФ и формирование одиночного пика (при rp ≃ 2,
g(rp) ≈ 1.65) происходит в очень узком диапазоне
приведенных температур T ≈ 1. Предшествует это-
му образование плато в ПКФ (при r ≃ 1.9 ÷ 2.1).
В расплаве и в жидкой фазе вблизи области плав-
ления величина пика медленно снижается с ростом
температуры. У системы, если смотреть на харак-
теристики MRO, переход кристалл–жидкость про-
исходит непрерывно (crossover-like) и без резких из-
менений. При этом у расплава LJ величина второго
пика ПКФ g(rp) близка к его же значению у системы
Юкавы, g(rp) ≈ 1.65. Это, в частности, означает, что
величину g(rp) можно использовать как один из па-
раметров, характеризующих плавление двумерных
систем с плотной упаковкой.

Еще более наглядно эволюция среднего порядка
с ростом температуры показана на рис. 4, на кото-
ром представлены функции ПКФ в области MRO в
зависимости от приведенной температуры. Хорошо
видны детали объединения двум максимумов ПКФ
для обеих рассматриваемых систем. Также хорошо
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Рис. 5. Характеристики MRO в двумерных системах Юка-

вы (a) и Леннарда-Джонса (b) вблизи перехода кристалл–

жидкость. Представлены величины обоих пиков (максиму-

мов) парной корреляционной функции g(r) (отвечающих

второй и третьей координационным сферам) в зависимо-

сти от приведенной температуры T . Вставки на панелях a

и b — фазовые портреты систем Юкавы и LJ в простран-

стве (Peak 1, Peak 2) при их плавлении. Цвет траектории

определяется температурой и меняется от синего к крас-

ному при ее увеличении

видно резкое изменение MRO в области перехода
у системы Юкавы и кроссовер — для системы LJ.
Таким образом, структурные свойства среднего по-
рядка у этих двух систем качественно различают-
ся. Количественное описание характеристик средне-
го порядка вблизи области плавления для указан-
ных систем показано на рис. 5, на котором пред-
ставлены значения пиков ПКФ в области MRO (т. е.
связанных с положением второй и третьей коорди-
национных сфер) в зависимости от температуры T

для двумерных систем Юкавы и Леннарда-Джонса.
В кристаллической фазе при низких температурах в
обоих случаях у ПКФ наблюдаются два максимума
(Peak 1 и Peak 2) в области MRO. При повышении
температуры в системе Юкавы происходит монотон-
ное снижение значений обоих пиков, их объединение
и формирование одиночного пика в области жидкой
фазы. В случае же системы LJ перед объединени-
ем пиков (которое происходит при T ≈ 0.9, т. е. до
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плавления системы) величина второго пика (второй
координационной сферы) начинает превышать зна-
чение первого пика (второй координационной сфе-
ры) и растет при нагреве, что означает некоторое
упорядочение третьей координационной сферы пе-
ред плавлением. Возможно, это связано с непрерыв-
ным переходом системы из кристалла в гексатиче-
скую фазу, это требует отдельного исследования. На
вставках рис. 5 a, b представлены фазовые портреты
систем Юкавы и LJ в пространстве (Peak 1, Peak 2)
при их плавлении. Также хорошо видны качествен-
ные различия поведения этих систем в области пе-
рехода, что наиболее вероятно означает, что в рас-
смотренных системах реализуются разные типы пе-
рехода кристалл–жидкость.

В настоящей работе исследовались структурные
свойства среднего порядка (MRO) в двумерной си-
стеме Леннарда-Джонса вблизи перехода кристалл–
жидкость и проведено сравнение с MRO двумер-
ной системы Юкавы. Детально исследовано поведе-
ние двух пиков, характеризующих структуру вто-
рой и третьей координационных сфер, и показа-
но, что в двумерной системе с плотной упаковкой
плавление сопровождается объединением двух ука-
занных пиков, а тонкие детали такого объедине-
ния могут использоваться как параметры, харак-
теризующие переход кристалл–жидкость в модели-
ровании и интерпретации экспериментальных дан-
ных. При этом свойства MRO у систем LJ и Юкавы
качественно различаются, что, видимо, свидетель-
ствует о разных типах перехода кристалл–жидкость
в них. Структурные особенности плавления 2D-
системы LJ говорят в пользу двух непрерывных
переходов (кристалл–гексатическая фаза и гекса-
тическая фаза–жидкость), т. е. переход кристалл–
жидкость в системе LJ реализуется, по-видимому,
по сценарию BKTHNY. В системе же Юкавы, скорее
всего, как минимум один из двух переходов являет-
ся переходом первого рода. Дополнительно сделан
важный вывод о неуниверсальном характере плав-
ления у двумерных систем с плотной упаковкой (при
этом структурные свойства 2D-системы LJ универ-
сальны и не зависят от величины ρ∗, а только от
значения приведенной температуры T ): свойства и
расплава, и двумерной жидкости зависят от типа
перехода кристалл–жидкость.
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Abstract

Two-dimensional Lennard-Jones system in the crystal–liquid transition region is studied by the method of classical molecular

dynamics. Medium range order (MRO) properties determined from a pair correlation function are considered in a wide

temperature range. It is shown that the behavior of MRO says in favor of a continuous crystal–liquid transition in the

two-dimensional Lennard-Jones system. This is also can be found from the dependence of the defect concentration on the

reduced temperature T ∗; this dependence is shown to be quasi-universal and practically independent of the density ρ∗ of

the system (in a wide range of 2D-system density ρ∗). Finally, we compare the MRO characteristics of the two-dimensional

Lennard-Jones and Yukawa systems at melting.
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