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В рамках модели главного кирального поля на группе SU(2) методом обратной задачи рассеяния иссле-

дована нелинейная динамика солитонов и диспергирующих волн полуограниченного неупорядоченного

ферримагнетика. Учитывались краевые условия, соответствующие свободным спинам на поверхности

образца и однородному распределению намагниченности в его глубине. Показано, что ядра солитонов

сильно изменяются в ходе их взаимодействия с границей образца. После столкновения с поверхностью

по мере продвижения в глубь образца солитоны восстанавливают стационарную форму, типичную для

прецессирующих солитонов безграничной среды. Вычислены сдвиги положений и начальных фаз пре-

цессий солитонов после их отражения от края образца. Аналитически описано взаимодействие солитона

со стоячей волной намагниченности в полуограниченном образце. Волна вызывает амплитудную и

фазовую модуляции солитона. При достаточно большой амплитуде она «разрушает» солитон.
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1. ВВЕДЕНИЕ

В феноменологической теории Ландау – Лифши-
ца [1–4] сложные магнитные структуры рассматри-
ваются как совокупность встроенных друг в друга
магнитных подрешеток. Каждая подрешетка харак-
теризуется вектором плотности магнитного момента
постоянной длины. Эволюция векторов носит харак-
тер прецессии вокруг эффективных полей, которые
определяются из разложения энергии среды по ком-
понентам намагниченностей подрешеток и их про-
изводных по пространственным координатам. Хотя
для простых магнитных структур при низких тем-
пературах эти предположения приводят к верным
выводам, для них, строго говоря, нет убедитель-
ных обоснований. В работах [5–10] предложена аль-
тернативная макроскопическая теория, основанная
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на общих соображениях симметрии, не привлекаю-
щая представления о магнитных подрешетках, ко-
торое часто бывает избыточным и усложняет тео-
ретическое описание нелинейной динамики магнит-
ных сред. Новый подход с равным успехом приме-
ним как к кристаллам, так и к неупорядоченным
магнетикам при условии, что формирование маг-
нитных структур обусловлено главным образом изо-
тропными обменными взаимодействиями как наибо-
лее сильными по сравнению с магнитоанизотропны-
ми взаимодействиями. Любая равновесная обменная
структура может быть охарактеризована не более
чем тремя взаимно ортогональными магнитными
векторами. Теоретико-групповой анализ взаимодей-
ствия голдстоуновских мод, стремящихся восстано-
вить в системе симметрию относительно вращений
в спиновом пространстве всех спиновых моментов
атомов кристалла (спонтанно нарушенную из-за об-
разования равновесной магнитной структуры), да-
ет уравнения нелинейной динамики спиновых волн
с наименьшей энергией возбуждения. В зависимо-
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сти от подгруппы инвариантности основного состо-
яния магнетика, в спектре возбуждений имеются од-
на, либо две или три голдстоуновские ветви спино-
вых волн. Три ветви появляются в случае макси-
мального нарушения обменной симметрии основно-
го состояния.

Хотя уравнения метода феноменологических
лагранжианов спиновых волн [5–10] проще урав-
нений Ландау – Лифшица, новый подход в области
своей применимости согласуется с прежним [11]. Он
особенно плодотворен для описания многоподре-
шеточных магнетиков, для которых традиционный
подход сталкивается со значительными трудностя-
ми из-за большого числа векторов намагниченности
подрешеток и сильных геометрической и физиче-
ской нелинейностей уравнений Ландау – Лифшица.

В рамках данной макроскопической теории для
магнитных возбуждений, зависящих от одной про-
странственной координаты x и времени t, выявлены
полностью интегрируемые нелинейные уравнения.
Каждое из них эквивалентно условию совместно-
сти системы линейных дифференциальных уравне-
ний для вспомогательных матричных функций Йо-
ста. Операторы системы содержат комбинации гол-
дстоуновских полей магнонов и их производных по
x и t с коэффициентами, зависящими от дополни-
тельного спектрального параметра λ. Наличие та-
кого представления (U–V -пары) позволяет перей-
ти от исходных полевых переменных к новым обоб-
щенным переменным — данным рассеяния вспомо-
гательной системы. В новых переменных исходное
нелинейное уравнение распадается на ряд незацеп-
ляющихся линейных уравнений, которые легко ин-
тегрируются. Обратное спектральное преобразова-
ние (метод обратной задачи рассеяния) дает полное
решение задачи Коши на интервале −∞ < x < ∞
для рассматриваемой нелинейной модели.

С помощью метода обратной задачи рассеяния
впервые удалось аналитически описать квазиодно-
мерные солитоны в многоподрешеточных неколли-
неарных ферри- и антиферромагнетиках, в спино-
вом стекле, неупорядоченных ферримагнетиках, а
также исследовать «разрушение» солитонов бегу-
щими волнами намагниченности большой амплиту-
ды. Наиболее полное изложение полученных резуль-
татов содержится в монографии [11].

К сожалению, метод обратной задачи рассеяния
хорошо развит только для неограниченных образ-
цов. Аналитическое описание нелинейной динамики
конечных систем связано с большими трудностями
из-за отсутствия простого отображения начально-
краевых условий исходной задачи в данные рассея-

ния вспомогательной линейной системы. Исключе-
ние составляют задачи на полуоси (0 < x < ∞)
с выделенным классом граничных условий, кото-
рые называют интегрируемыми [12–15]. Для инте-
грируемых уравнений Ландау – Лифшица полубес-
конечного ферромагнетика с разными типами объ-
емной кристаллографической анизотропии и физи-
чески мотивированными краевыми условиями в ра-
ботах [16–19] предложена специальная композиция
обратного спектрального преобразования и «метода
изображений», используемого в электростатике при
решении линейных краевых задач с определенной
пространственной симметрией. В контексте метода
изображений описание взаимодействия солитонов и
волн в образце (при 0 < x < ∞) оказывается экви-
валентным анализу взаимодействия реального рас-
пределения намагниченности в образце с фиктив-
ным волновым полем вне его. Симметрия продол-
жения задачи на всю ось −∞ < x < ∞ приводит
к дополнительным ограничениям на выбор данных
рассеяния. В частности, их число удваивается. Со-
литоны полуограниченных ферромагнетиков приоб-
ретают особые свойства, которые полезны для при-
ложений и отсутствуют у солитонов неограниченной
среды [20].

Важно, что предложенная техника допускает
обобщения и позволяет исследовать решения «гид-
родинамических» уравнений для полубесконечных
магнетиков со сложной обменной структурой. В
данной работе мы изучим солитоны и дисперги-
рующие волны в неупорядоченном ферримагне-
тике с незакрепленными на границе спинами. В
этом случае описание квазиодномерных возбужде-
ний сводится к проблеме интегрирования уравне-
ний главного кирального поля [10,11] группы SU(2)
на полуоси 0 < x <∞:

∂tωl, t − ∂xωl, x = 0, (1)

∂tωl, x − ∂xωl, t + εlnm ωn, t ωm, x = 0. (2)

Здесь латинские индексы принимают значения 1, 2,
3, по дважды встречающимся индексам проводится
суммирование, εlnm — абсолютно антисимметрич-
ный единичный тензор (ε123 = 1). Мы использу-
ем безразмерные переменные, в которых простран-
ственная координата x измеряется в единицах об-
менной длины l0, а время — в единицах l0/c, где c —
максимальная групповая скорость спиновых волн. В
безразмерных переменных эта скорость равна еди-
нице. Уравнение (1) представляет закон сохранения
спинового момента, записанный в подвижном репе-
ре спинового пространства, который жестко связан
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с ортогональными магнитными векторами обменной
структуры. Величины ωl, t(x, t) и −ωl, x(x, t) опреде-
ляют плотность спинового момента и его поток. Они
совпадают с дифференциальными формами Карта-
на, которые для дальнейшего анализа удобно выра-
зить через матрицы g(x, t) ∈ SU(2) [11] (g†g = I,
det g = 1, I — единичная матрица):

i

2
σl ωl, µ = ∂µg g

†, µ = x, t, (3)

где символ «†» обозначает операцию эрмитового
сопряжения, σl — матрицы Паули. Уравнение (2)
определяет дифференциальную структуру (3) форм
Картана.

В малых областях ферримагнетика в подвиж-
ном репере сохраняется идеальная обменная струк-
тура. При переходе к неподвижному базису спино-
вого пространства идеальная обменная структура
поворачивается как единое целое с течением вре-
мени при переходе от одной области координатного
пространства к другой. Повороты задает матрица
D(x, t) ∈ SO(3) (DTD = I, detD = 1), которая вы-
ражается через g(x, t) [11]:

g†σpg = σkDkp. (4)

Здесь верхний индекс «T» обозначает операцию
транспонирования.

С помощью формул (3), (4) нетрудно убедиться,
что закон сохранения спинового момента среды в
лабораторной системе координат имеет вид

∂t[Dkn ωn, t]− ∂x[Dkn ωn, x] = 0, 0 < x <∞.

В случае свободных краевых спинов поток спиново-
го момента −Dkn ωn, x через поверхность x = 0 об-
разца должен обращаться в нуль. Отсюда получаем
первое краевое условие

ωn, x(x, t)|x=0 = 0, (5)

или, что эквивалентно,

∂xg(x, t)|x=0 = 0. (6)

Согласно законам квантовой механики вектор
плотности спинового момента Dkn ωn, t отличается
от намагниченности Mk среды только множителем
−~ γ:

Mkσk = −~ γ σkDknωn, t = 2 i ~ γ g†∂tg, (7)

где ~ — постоянная Планка, γ — гиромагнитное от-
ношение. При переходе к правой части равенства (7)
использованы формулы (3), (4).

Уравнения (1), (2) инвариантны относительно
преобразований Лоренца, поэтому более информа-
тивны в конусных переменных ξ = (t + x)/2,
η = (t − x)/2. Перепишем формы Картана в пере-
менных ξ, η,

ωn, ξ = ωn, t + ωn, x, ωn, η = ωn, t − ωn, x,

и введем векторные поля

2uk = ωk, ξ, 2vk = ωk, η. (8)

Тогда система (1), (2) примет вид

∂ηu = [u× v], ∂ξv = [v × u]. (9)

Отсюда следует, что длина вектора u не зависит от
η, а длина вектора v не зависит от ξ:

u = u2
0(ξ), v = v2

0(η). (10)

Это — проявление высокой пространственно-
временной симметрии неупорядоченного ферри-
магнетика. Для правильного определения энергии
системы следует удовлетворить связям (10) и ввести
независимые поля. Полный учет нормировки (10)
выполним позднее, а пока для упрощения формул
примем, что векторы u и v имеют единичную
длину, и воспользуемся параметризацией

u = (sin θ1 cosϕ1, sin θ1 sinϕ1, cos θ1),

v = (sin θ2 cosϕ2, sin θ2 sinϕ2, cos θ2),

в которой плотность функции Лагранжа для урав-
нений (9) имеет вид

L = (1−cosθ1)(∂t−∂x)ϕ1 + (1−cos θ2)(∂t+∂x)ϕ2 −
− sin θ1 sin θ2 cos(ϕ1 − ϕ2)− cos θ1 cos θ2.

Отсюда стандартной процедурой [21, 22] находим
обобщенные импульсы

p1,2 =
∂L

∂(∂tϕ1,2)
= 1− cos θ1,2

и плотность энергии

H=

2∑

i=1

pi∂tϕi−L=(1−cosθ1)∂xϕ1−(1−cosθ2)∂xϕ2+

+sin θ1 sin θ2 cos(ϕ1 − ϕ2) + cos θ1 cos θ2.

Возвращаясь к полям u, v, получаем следующее вы-
ражения для энергии системы:

E =

∞∫

0

dx

[
u1∂xu2 − u2∂xu1

1 + u3
−

− v1∂xv2 − v2∂xv1
1 + v3

+ u · v − 1

]
. (11)
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Будем искать решения уравнений (1), (2) ферри-
магнетика со следующим асимптотическим поведе-
нием на бесконечности:

(ω1, t, ω2, t, ω3, t) → 2(0, 0, 1),

(ω1, x, ω2, x, ω3, x) → 0

при x→ ∞.

(12)

Тогда, не ограничивая общности, можно считать,
что в глубине образца

g(x, t) → g0(t) = exp[i σ3 t] при x→ ∞. (13)

Асимптотические условия (12), (13) соответствуют
однородному распределению намагниченности:

M(x, t) → −2~ γ (0, 0, 1) при x→ ∞. (14)

В формуле (11) энергия образца отсчитывается от
однородного распределения намагниченности в его
глубине, где x→ ∞.

Для уравнений ферримагнетика начальные
условия

ωk, x|t=0 = ek(x), ωk, t|t=0 = fk(x) (0<x<∞) (15)

должны быть согласованы с краевыми условиями
(5), (12).

В разд. 2 мы покажем, что начально-краевая за-
дача (1), (2), (5), (12), (15) может быть продолжена
по определенной симметрии с полуоси 0 < x <∞ на
всю ось. После этого ее решение достигается специ-
альной модификацией метода обратной задачи рас-
сеяния на интервале −∞ < x < ∞. Для этого в
разд. 2 установлены трансформационные и анали-
тические свойства фундаментальных решений вспо-
могательной линейной системы. Спектральные дан-
ные этой системы использованы для восстановле-
ния методами теории функций комплексной пере-
менной решений исходной начально-краевой задачи
для неупорядоченного ферримагнетика.

В разд. 3 показано, что анализ слабонелиней-
ной динамики диспергирующих спин-волновых цу-
гов сводится к решению линейных интегральных
уравнений.

В разд. 4 найдены и изучены частицеподобные
солитоны на фоне однородного основного состояния
полуограниченного неупорядоченного ферримагне-
тика. Они образуются только при сильных внешних
воздействиях и не имеют аналогов в слабонелиней-
ной теории. Кроме того, получены решения, кото-
рые описывают нелинейную интерференцию соли-
тонов и двух волн намагниченности большой ампли-
туды — падающей на границу образца и отраженной
от нее.

В разд. 5 получены спектральные разложения
интегралов движения неупорядоченного ферримаг-
нетика на полуоси со свободными краевыми спина-
ми и однородным основным состоянием в глубине
образца.

2. МЕТОД ИЗОБРАЖЕНИЙ И ОБРАТНОЕ
СПЕКТРАЛЬНОЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЕ

Напомним ключевые соотношения метода инте-
грирования уравнений главного кирального поля на
интервале −∞ < x <∞. Будем обозначать матрицы
кирального поля и формы Картана на этом интер-
вале не строчными, как ранее на полуоси, а пропис-
ными буквами:

G(x, t) ∈ SU(2), ∂µGG
† =

i

2
σk Ωk, µ, µ = x, t.

Квазиодномерным возбуждениям безгранично-
го неупорядоченного ферримагнетика соответству-
ют решения уравнений

∂tΩl, t − ∂xΩl, x = 0,

∂tΩl, x − ∂xΩl, t + εlnm Ωn, t Ωm, x = 0
(16)

с асимптотическим поведением при |x| → ∞

(Ω1, t, Ω2, t, Ω3, t) → 2(0, 0, 1),

(Ω1, x, Ω2, x, Ω3, x) → 0
(17)

и начальными условиями

Ωl, x|t=0 = E(x), Ωl, t|t=0 = F (x). (18)

Значения функций E(x) и F (x) при |x| → ∞ согла-
сованы с формулами (17).

Когда матричная функция голдстоуновских по-
лей G(x, t) нужное число раз дифференцируема по x
и t, нелинейные уравнения (16) эквивалентны усло-
вию совместности

[∂x − U, ∂t − V ] = 0 (19)

системы линейных дифференциальных уравнений
для вспомогательной матричной функции χ(x, t, λ)

порядка 2× 2:

∂xχ =
i

2

[
−λΩk, t

1− λ2
+

Ωk, x

1− λ2

]
σkχ ≡ Uχ,

∂tχ =
i

2

[
−λΩk, x

1− λ2
+

Ωk, t

1− λ2

]
σkχ− i χ σ3

1− λ2
≡

≡ V χ− i χ σ3
1− λ2

,

(20)
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где σk — матрицы Паули (k = 1, 2, 3), λ — комплекс-
ный спектральный параметр.

Для включения начально-краевой задачи
(1), (2), (5), (12), (15) в схему обратной задачи рас-
сеяния продолжим киральное поле g(x, t) ∈ SU(2)

четным образом на весь интервал −∞ < x <∞:

G(x, t) =

{
g(x, t), 0 ≤ x <∞;

g(−x, t), −∞ < x < 0.
(21)

Продолжение (21) непрерывно в точке x = 0:

G(−0, t) = G(+0, t) = g(x = +0, t),

но его первая производная по пространственной ко-
ординате в точке x = 0 имеет скачок:

Ωl, x|x=+0 − Ωl, x|x=−0 = 2ωl, x|x=+0.

Это обстоятельство позволяет трактовать условие
(5) как дополнительное ограничение на выбор ки-
ральных полей G(x, t) и форм Картана:

∆Ωl, t|x=0 = 0, ∆Ωl, x|x=0 = 0, (22)

где
∆f |x=0 = f(x = +0)− f(x = −0).

Важно, что при этом коммутационное представле-
ние (19) оказывается эквивалентно уравнениям (16)
при x 6= 0 и дополнительному ограничению (22)
в точке x = 0. Это позволяет включить задачу
(1), (2), (5), (12), (15) для ферримагнетика на полу-
оси в традиционную схему обратной задачи рассе-
яния на всей оси −∞ < x < ∞. При ограничении
(22) производные ∂tχ, ∂xχ в уравнениях (20) будут
непрерывны в точке x = 0.

Интегрирование уравнений полуограниченного
неупорядоченного ферримагнетика достигается
переходом к данным рассеяния вспомогательной
системы:

∂xχ =
i

2

[
λΩk, t

λ2 − 1
− Ωk, x

λ2 − 1

]
σkχ. (23)

Для этого введем ее базисные решения Йоста с
асимптотическим поведением

χ→ exp

(
i σ3 λx

λ2 − 1

)
при x→ ±∞, (24)

которые согласованы с поведением (12), (13) кираль-
ного поля g(x, t) при x → ∞. Заметим, что по-
следнее слагаемое в правой части второго уравнения

(20) введено для сохранения асмптотических усло-
вий (24) при любых t. Ввиду бесследовости опера-
тора U , матрицы χ±(x, t, λ) унимодулярны:

detχ±(x, t, λ) = 1.

Вещественная ось R комплексной плоскости λ

соотвествует непрерывному спектру вспомогатель-
ной линейной системы (23). На ней фундаменталь-
ные решения Йоста осциллируют и связаны между
собой:

χ−(x, t, λ) = χ+(x, t, λ)T (λ, t), λ ∈ R. (25)

Матрица перехода T зависит только от спектраль-
ного параметра λ и времени t. Далее, где это не вы-
зывает недоразумений, зависимость от t опускаем.

Дальнейшие построения близки к работам
[16–19]. Потому, не останавливаясь на деталях,

приведем основные результаты. Как и в безгра-
ничной среде, функции Йоста обладают свойством
симметрии

χ∗
±(x, λ

∗) = σ2χ±(x, λ)σ2, (26)

где символ «∗» обозначает комплексное сопряже-
ние. Четность продолжения (21) порождает допол-
нительное ограничение:

χ±(x, λ) = σ2χ
∗
∓(−x,−λ∗)σ2. (27)

Далее столбцы матриц χ± будем нумеровать
верхними индексами: χ± = (χ

(1)
± , χ

(2)
± ). Векторные

функции χ
(1)
− (λ) и χ

(2)
+ (λ) аналитически продолжа-

ются с вещественной λ-оси в область Imλ > 0,
а столбцы χ

(1)
+ (λ) и χ

(2)
− (λ) будут аналитическими

функциями в нижней полуплоскости Imλ < 0.
Редукции (26), (27) также могут быть продолже-

ны в области аналиичности соответствующих столб-
цов матриц Йоста. Они конкретизируют алгебраиче-
скую структуру матрицы перехода:

T (λ) =

(
a(λ) −b̄(λ)
b(λ) ā(λ)

)
, a(λ)ā(λ) + b(λ)b̄(λ) = 1;

a(λ) = a∗(−λ∗), Imλ > 0, ā(λ) = a∗(λ∗), Imλ < 0;

b(λ) = −b(−λ) = b̄∗(λ), λ ∈ R. (28)

Здесь мы учли, что матричные элементы a(λ) и ā(λ)
допускают представления

a(λ) = det(χ
(1)
− (λ), χ

(2)
+ (λ)),

ā(λ) = det(χ
(1)
+ (λ), χ

(2)
− (λ)),

(29)

а значит, могут быть продолжены с контура R

в области Imλ > 0 и Imλ < 0 соответственно.
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Спектральные функции b(λ) и b̄(λ) не обладают
какими-либо свойствами аналитичности и определе-
ны только на R.

В области своей аналитичности функции a(λ) и
ā(λ) могут иметь нули, которые будем предполагать
простыми. Если λ = λj ∈ Imλ > 0 — нуль функции
a(λ), то, ввиду редукций (28), λ = λ∗j ∈ Imλ < 0

будет нулем функции ā(λ). Согласно (29), в точках
λ = λj , где a(λj) = 0, столбцы χ

(1)
− (x, λj) и χ(2)

+ (x, λj)

пропорциональны:

χ
(1)
− (x, λj) = c(λj)χ

(2)
+ (x, λj). (30)

Поскольку формулы (30) определяют экспоненци-
ально убывающие при |x| → ∞ решения систе-
мы (23), множество {λj} соответствует дискретному
спектру системы (23).

Редукции (26), (27) объединяют нули λj и нор-
мировочные множители c(λj) в пары:

{λj} = {λk,−λ∗k}, {c(λj)} = {c(λk), −1/c∗(λk)},
k = 1, 2, . . . , N, j = 1, 2, . . . , 2N. (31)

Для дальнейшего анализа потребуются асимпто-
тические разложения функций Йоста вблизи особой
точки λ = 1 вспомогательной системы (23). Как и
в работах [16–19], при x > 0 матричная функция
χ+(x, t) допускает представление

χ+(x, λ)=(I+Φ(x, λ)) exp

[
i σ3 λx

λ2 − 1
+Z(x, λ)

]
, (32)

где

Φ(x, λ) =

(
0 −ω∗

n(x)

ωn(x) 0

)
,

Z(x, λ) =

(
ζ(x, λ) 0

0 ζ∗(x, λ)

)
,

ω(x, λ) =

∞∑

n=0

ωn(x)(λ − 1)n,

ζ(x, λ) =

∞∑

n=0

ζn(x)(λ − 1)n.

Коэффициенты разложения ωn(x), ζn(x) находятся
из (23) рекуррентной процедурой. Приведем первые
из них:

ω0 =
v1 + i v2
1 + v3

,

ζ0 =
1

2
ln

(
1 + v3

2

)
− (33)

− i

2

x∫

∞

dx′
[
− (v1 ∂x′v2 − v2 ∂x′v1)

1 + v3
+

1

2
(u · v − 1)

]
.

Разложение функции χ−(x, λ) вблизи особой
точки λ = 1 при x < 0 получается из разложения
χ+(x, λ) при x > 0 формальной заменой

g(x, t) → g(−x, t),
x∫

∞

dx′ →
x∫

−∞

dx′. (34)

Поскольку функции χ±(x, λ) непрерывны в точ-
ке x = 0, существует полезное представление мат-
рицы перехода:

T (λ) = χ−1
+ (x = 0, λ)χ−(x = 0, λ). (35)

Формулы (20), (24), (13) и редукции (26), (27) приво-
дят к соотношениям

χ±(x, λ) → I при λ→ ∞,

χ+(x = 0, λ = 0) = χ−(x = 0, λ = 0), (36)

χ±(x, t, λ = 0) g0(t) = G(x, t).

Тогда из представления (35) получаем

a(λ = ∞) = a(λ = 0) = 1,

b(λ = ∞) = b(λ = 0) = 0.
(37)

Явный вид аналитической функции a(λ) восста-
навливается по ее нулям в области Imλ > 0, асимп-
тотическому поведению (37) и коэффициенту отра-
жения b(λ) [11, 23]:

a(λ) =

N∏

k=1

(λ− λk)(λ + λ∗k)

(λ− λ∗k)(λ + λk)
×

× exp


 1

2πi

∞∫

−∞

dµ
ln[1 − |b(µ)|2

(µ− λ)


 , Imλ > 0. (38)

Дискретные нули {λj} функции a(λ), нормиро-
вочные множители {c(λj)} и спектральные плотно-
сти b(λ) (λ ∈ R) образуют набор новых обобщенных
переменных, в которых задача (1), (2), (5), (12), (15)
может быть решена аналитически. Стандартным
образом [11, 23] с помощью второго уравнения (20)
находим зависимость спектральных данных от
времени:

b(λ, t) = b0(λ) exp

(
2 i t

λ2 − 1

)
,

a(λ, t) = a0(λ),

c(λj , t) = c0(λj) exp

(
2 i t

λ2j − 1

)
.

(39)

Постоянные интегрирования b0(λ), a0(λ), c0(λj)

определяются из первого уравнения (20) по задан-
ному начальному условию (15).
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Последняя из формул (36) показывает, что мат-
рица g(x, t) голдстоуновских полей неупорядочен-
ного ферримагнетика на полуоси 0 < x < ∞ вы-
ражается через функции Йоста вспомогательной
линейной системы. Поэтому по данным рассеяния
(39) следует восстановить фундаментальные реше-
ния системы (23).

С этой целью перейдем от решений Йоста к но-
вым матричным функциям P+(λ) и P−(λ):

P+(x, λ) = (χ
(1)
− (λ), χ

(2)
+ (λ))ϕ−1

0 (λ),

P−(x, λ) = (χ
(1)
+ (λ), χ

(2)
− (λ))ϕ−1

0 (λ),
(40)

которые являются аналитическими функциями па-
раметра λ в областях Imλ > 0 и Imλ < 0 соответ-
ственно. Множитель

ϕ−1
0 (λ) = exp

[
− i σ3 λx
λ2 − 1

]

введен для устранения существенных особенностей
в точках λ = ±1.

Вычисление матриц P+(λ) и P−(λ) сводится к ре-
шению следующей классической задачи Римана тео-
рии функций комплексной переменной. Нужно по-
строить матричные функции P+(λ) и P−(λ), анали-
тические в областях Imλ > 0 и Imλ < 0 спектраль-
ного параметра λ, которые на вещественной оси R

связаны условием сопряжения

P−(x, λ) =
P+(x, λ)ϕ0(x, λ)

a(λ)
×

×
(

1 −b̄(λ)
−b(λ) 1

)
ϕ−1
0 (x, λ), (41)

удовлетворяют ограничениям

P±(x, λ) = σ2P
∗
±(−x,−λ∗)σ2, (42)

P+(x, λ) = σ2P
∗
−(x, λ)σ2, λ ∈ R (43)

и нормировочному условию

P±(x, λ = ∞) = I. (44)

Задача Римана (41)–(44) представляет перефор-
мулировку аналитических и трансформацион-
ных свойств функций Йоста и их связи (25) на
контуре R.

Как и в работах [16–19], можно переписать усло-
вие сопряжения (41) в терминах одной лишь функ-
ции P−(x, λ):

P †
−(x, λ)P−(x, λ) = ϕ0(x, λ) ×

×
(

1 −b̄(λ)
−b(λ) 1

)
ϕ−1
0 (x, λ), λ ∈ R. (45)

Левая часть равенства не содержит особенностей в
точках λ = ±1. Правая часть (45) также не будет их
содержать при ограничении на выбор спектральной
функции b(λ): b(λ = ±1) = 0.

После того как решение задачи Римана получе-
но, формула

g(x, t) = P−(x, t, λ = 0) g0, 0 ≤ x <∞ (46)

воспроизводит решение исходной существенно нели-
нейной начально-краевой задачи для неупорядочен-
ного ферримагнетика на полуоси 0 < x < ∞. Здесь
g0 = exp(i σ3 t).

В общем случае спектральная функция b(λ)

описывает слабонелинейную динамику диспергиру-
ющих спин-волновых цугов. Данные дискретного
спектра {λj} параметризуют частицеподобные вол-
ны. В следующих разделах мы получим и проана-
лизируем характерные коллективные возбуждения
полуограниченного образца.

3. ДИСПЕРГИРУЮЩИЕ ВОЛНЫ

При сравнительно слабых внешних воздействи-
ях в образце возбуждаются только диспергирую-
щие спин-волновые цуги без солитонов. Тогда дис-
кретный спектр вспомогательной системы (23) от-
сутствует. Независимые элементы матрицы перехо-
да имеют вид

b(λ, t) = b0(λ) exp

(
2 i t

λ2 − 1

)
, λ ∈ R,

a(λ) = exp


 1

2πi

∞∫

−∞

dµ
ln[1− |b(µ)|2

(µ− λ)


 , Imλ > 0.

Введем кусочно-аналитическую функцию

Φ(λ) =

{
P+(λ)/a(λ), Imλ > 0,

P−(λ), Imλ < 0

с нормировкой Φ(λ = ∞) = I. С помощью инте-
гральной формулы Коши [24] ее значения в областях
Imλ > 0 и Imλ < 0 можно выразить через скачок

P+(λ)

a(λ)
−P−(λ) =

P+(λ)

a(λ)
ϕ0(λ)

(
0 b̄(λ)

b(λ) 0

)
ϕ−1
0 (λ)

на вещественной оси R:

Φ(λ) = I +
1

2 πi

∞∫

−∞

dµ P+(µ)

(µ− λ) a(µ)
ϕ0(µ)×

×
(

0 b∗(µ)

b(µ) 0

)
ϕ−1
0 (µ). (47)
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В пределе λ→ µ̃+ i 0, µ̃ ∈ R формула (47) дает син-
гулярное интегральное уравнение для расчета зна-
чений P+(µ̃) при µ̃ ∈ R. После того как таковые
найдены, из представления (47) определяем значе-
ния матричных функций P±(λ) во всех точках ком-
плексной λ-плоскости.

В случае малоамплитудных волн (при
|b0(µ)| ≪ 1) в правой части (47) следует поло-
жить a(µ) ≈ 1, P+(µ) ≈ I. Тогда из (46), (47) в
линейном по b0(µ) приближении реконструируем
матрицу g(x, t) полуограниченного неупорядочен-
ного ферримагнетика:

g(x, t) =

=

[
I+

1

πi

∞∫

0

dµ

µ
cos

(
2µx

µ2−1

)
B(µ)

]
exp(iσ3t),

B(µ) ≡ (48)

≡




0 b∗0(µ) exp

[
− 2it

µ2−1

]

b0(µ) exp

[
2it

µ2−1

]
0


.

Здесь мы учли свойства симметрии функций b(λ) и
b̄(λ) (28).

Используя формулы (3), (48), вычисляем формы
Картана:

ω1, t + i ω2, t =
4

πi

∞∫

0

µ dµ

µ2 − 1
×

× cos

(
2µx

µ2 − 1

)
b0(µ) exp

[
2it

µ2 − 1

]
,

ω1, x + i ω2, x =
4

π

∞∫

0

dµ

µ2 − 1
×

× sin

(
2µx

µ2 − 1

)
b0(µ) exp

[
2it

µ2 − 1

]
,

ω3, t = 2, ω3, x = 0.

(49)

Непосрдественной проверкой легко убедиться, что
формулы (48), (49) являются решениями линеаризо-
ванных уравнений главного кирального поля (1), (2)
при верных краевых условиях (5), (6).

Динамику намагниченности в образце находим с
помощью (7):

M1 + iM2 =
4 i

π
~ γ exp(2 i t)

∞∫

0

dµ b0(µ)

µ(µ2 − 1)
×

× cos

(
2µx

µ2 − 1

)
exp

[
2it

µ2 − 1

]
, (50)

M3 = −2~ γ.

Выражения (50) описывают круговую прецессию во-
круг оси z и стоячую волну, образованную интер-
ференцией двух встречных спиновых волн: падаю-
щей на границу x = 0 образца и отраженной от
нее. Частота Ωg = 2/(µ2 − 1) и волновое число
p = ±2µ/(µ2 − 1) спиновых волн при |µ| > 1 свя-
заны законом дисперсии: |Ωg| =

√
1 + p2 − 1, а при

|µ| < 1 частота |Ωa| = 2/(1 − µ2) и волновое чис-
ло p = ±2µ/(1 − µ2) удовлетворяют соотношению
|Ωa| =

√
1 + p2 + 1.

Напомним, что феноменологическая теория
[5–10] описывает только взаимодействие спин-
волновых мод с наименьшими по модулю частотами,
а значит, и энергией. Чтобы не выйти за пределы
применимости теории, наложим на спектральную
функцию b0(µ) ограничение: b0(µ) ≡ 0 при |µ| < 1.

Нетрудно видеть, что в малоамплитудном пре-
деле обратное спектральное преобразование сводит-
ся к формулам метода Фурье, который обычно ис-
пользуется при анализе линейных и слабонелиней-
ных волновых процессов.

4. СОЛИТОНЫ ПОЛУОГРАНИЧЕННОГО
ОБРАЗЦА

При сильных внешних воздействиях в неупоря-
доченном ферримагнетике возбуждаются дисперги-
рующие спиновые волны и солитоны. Волны рас-
плываются из-за дисперсии, поэтому наблюдаемые
свойства образца во многом определяются долгожи-
вущими солитонами. В этом разделе мы построим
и проанализируем решения модели (1), (2), (5), (12)
для чисто солитонных состояний, когда дисперги-
рующие волны отсутствуют, а значит, спектральные
плотности b(λ) = b̄(λ) ≡ 0.

Эволюция намагниченности в образце определя-
ется данными дискретного спектра системы (23):

{λj} = {λk,−λ∗k}, Imλj > 0;

{c(λj , t)} = {c(λk, t), c(−λ∗k, t)} =

=

{
c0(λk) exp

[
2it

λ2k − 1

]
,− 1

c∗0(λk)
exp

[
2it

λ∗2k − 1

]}
,

k = 1, 2, . . . , N, j = 1, 2, . . . , 2N,

(51)

где c0(λk) — комплексные постоянные инте-
грирования.

Солитонная матрица P−(λ) является мероморф-
ной функцией в комплексной λ-плоскости. Для со-
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литонных состояний условие (45) можно аналитиче-
ски продолжить с контура R и переписать в виде

P−(λ)P
†
−(λ

∗) = P †
−(λ

∗)P−(λ) = I. (52)

Отсюда с учетом соотношения detP †
−(λ

∗) = a(λ)

заключаем, что полюсы функции P−(λ) в области
Imλ > 0 совпадают с нулями {λj} = {λk,−λ∗k}
коэффициента a(λ). В нижней полуплоскости (при
Imλ < 0) функция P−(λ) является целой с нулями в
точках {λ∗j}:

detP−(λ) = ā(λ) =

N∏

k=1

(λ− λ∗k)(λ+ λk)

(λ− λk)(λ+ λ∗k)
.

Будем искать солитонную матричную функцию
P−(λ) в виде разложения на «простые дроби»:

P−(λ) = I +
2N∑

j=1

Aj

λ− λj
. (53)

Требование отсутствия полюсов в левой части
равенства (52) приводит к 2N независимым
уравнениям:

P−(λ
∗
j )A

†
j = 0, j = 1, 2, . . . , 2N. (54)

Их нетривиальное решение возможно, только когда
обе матрицы, P−(λ∗j ) и Aj , вырождены. Представим
Aj в виде [23]

(Aj)αβ = (Xj)α(ξ
∗
j )β , α, β = 1, 2.

Тогда уравнения (54) примут вид

P−(λ
∗
j ) ξj = 0, j = 1, 2, . . . , 2N. (55)

Как и в работах [16–19], формула (30) и редук-
ция (26) конкретизируют структуру второй вырож-
денной матрицы:

P−(λ
∗
j ) = i σ2 (χ

∗(2)
+ (λ∗j ),−c∗(λj)χ

∗(2)
+ (λ∗j ))ϕ

−1
0 (λ∗j ),

где
ϕ−1
0 (λ∗j ) = exp[−i σ3λ∗j x/(λ∗2j − 1)].

Отсюда сразу находим векторы ξj с точностью до
несущественного общего множителя:

ξj =

(
ν∗j (x, t)

1

)
,

ν∗j (x, t) = c∗0(λj) exp

[
2 i λ∗j x

λ∗2j − 1
− 2 i t

λ∗2j − 1

]
,

(56)

где c0(λj) — постоянные интегрирования в форму-
лах (39). Здесь мы восстановили зависимость от вре-
мени. Напомним, что постоянные параметры дис-
кретного спектра образуют пары:

{λj} = {λk,−λ∗k},
{c0(λj)} = {c0(λk), −1/c∗0(λk)}, (57)

k = 1, 2, . . . , N, j = 1, 2, . . . , 2N.

После подстановки ξj (56) в (55) получим линей-
ную систему для расчета векторов Xj . Ее решение
имеет вид

[P−(λ)]αβ = δαβ −
2N∑

s,p=1

(M−1)sp (ξp)α (ξ∗s )β
λ− λs

,

(M−1)sp =
∂ ln detM

∂Mp s
.

(58)

Формулы (46), (58) дают мультисолитонное ре-
шение существенно нелинейной краевой задачи для
неупорядоченного ферримагнетика на полуоси. Они
описывают упругие парные столкновения N соли-
тонов друг с другом и их отражения от границы
образца.

Элементарный солитон параметризуют два нуля,
λ1 и −λ∗1, функции a(λ): λ1 = λ′+i λ′′, −∞ < λ′ <∞,
λ′′ > 0. Векторы ξ1,2 в подробной записи имеют вид

ξ1,2 =

(
ν∗1,2
1

)
,

ν1 = c0 exp[−d−1(x− V t) + i ω t− i k x], (59)

ν2 = −(1/c∗0) exp[−d−1(x+ V t) + i ω t+ i k x],

где c0 — произвольная комплексная постоянная,

d−1 =
2λ′′(|λ1|2 + 1)

|λ21 − 1|2 > 0, V =
2λ′

|λ1|2 + 1
,

ω =
2 (λ′2 − λ′′2 − 1)

|λ21 − 1|2 , k =
2λ′(|λ1|2 − 1)

|λ21 − 1|2 .

Матрица g(x, t) односолитонного возбуждения,

g =

(
I +

A

τ

)
g0, (60)

где

A=
(1 + |ν2|2)
λ1(λ∗1−λ1)

(
|ν1|2 ν∗1
ν1 1

)
− (1+ν∗1ν2)

2|λ1|2

(
ν∗2ν1 ν∗2
ν1 1

)
−

− (1 + ν1ν
∗
2 )

2 |λ1|2

(
ν∗1ν2 ν∗1
ν2 1

)
− (1 + |ν1|2)
λ∗1 (λ

∗
1 − λ1)

(
|ν2|2 ν∗2
ν2 1

)
,

τ =
(1 + |ν1|2)(1 + |ν2|2)

(λ1 − λ∗1)
2

+
|1 + ν∗1ν2|2

4|λ1|2
,
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как и положено, удовлетворяет краевым условиям
(6), (13). Здесь g0(t) = exp[i σ3 t]. Выражение (60)
описывает локализованное магнитное образование
протяженностью порядка d, которое движется к гра-
нице образца либо от нее со скоростью |V | < 1.
Пусть для определенности V > 0. Тогда на больших
расстояниях от края образца (при x≫ 1) в пределе
t→ ∞ (t → −∞) в сопутствующей солитону системе
отсчета, где x − V t = const (x+ V t = const), можно
положить ν2 = 0 (ν1 = 0). В результате формула
(60) упрощается и принимает вид [23, 25]:

g+ =

(
1 0

0 λ1/λ
∗
1

)(
I +

λ∗1 − λ1
λ1

P+

)
exp[i σ3 t],

g− =

(
λ1/λ

∗
1 0

0 1

)(
I +

λ∗1 − λ1
λ1

P−

)
exp[i σ3 t],

P+ =
1

2 chy+

(
exp(−y+) exp(−i s+)
exp(i s+) exp(y+)

)
, (61)

P− =
1

2 chy−

(
exp(y−) exp(−i s−)
exp(i s−) exp(−y−)

)
,

y± = d−1(x∓ V t− x±), s± = ω t∓ k x+ α±,

x+ = d ln |2λ1 c0/(λ1 + λ∗1)|,
x− = d ln |2λ1/[c0(λ1 + λ∗1)]|,
α+ = arg(c0/λ1), α− = arg(c0 λ1).

Предельным солитонам (61) отвечает поле намагни-
ченности (7)

−M
±
3

2~ γ
= 1− 2λ′′(1 + |λ1|2)

|λ1|2|λ21 − 1|2 ch2y±
,

− (M1 + iM2)
+

2~ γ
=
λ′′ exp[i (s+ + 2 t)]

|λ1|2 ch2y+
×

×
[
λ1 exp(y+)

λ21 − 1
+
λ∗1 exp(−y+)
λ∗21 − 1

]
, (62)

− (M1 + iM2)
−

2~ γ
=
λ′′ exp[i (s− + 2 t)]

|λ1|2 ch2y−
×

×
[
λ∗1 exp(y−)

λ∗21 − 1
+
λ1 exp(−y−)

λ21 − 1

]

— такое же, как у солитонов неограниченного
неупорядоченного ферримагнетика [11]. Намагни-
ченность в ядре солитона совершает круговую пре-
цесиию с частотой 2+ω вокруг оси z. Волна прецес-
сии с волновым числом k зарождается у одного края
солитона и исчезает у другого. Параметры x± — ко-
ординаты центра солитона в сопутствующей ему си-
стеме отсчета, где x∓V t = 0, α± — начальные фазы
прецессии.

Анализ формул (62) приводит к заключению,
что единственным результатом взаимодействия со-
литона (60) с краем образца x = 0 будут сдвиг его
положения

∆x = x+ − x− = 2 d ln |c0|

и изменение начальной фазы прецессии в центре со-
литона, где y± = 0,

∆s = −k(x+ + x−)− 4 argλ1.

Взаимодействие солитона (60) с поверхностью
образца сопровождается всплеском приграничной
намагниченности продолжительностью ∆x/V . При
этом строение солитона радикально меняется. В мо-
мент t0 = −d ln |c0|/V столкновения солитона с кра-
ем образца зависимость от x компоненты M3 намаг-
ниченности определяется формулой

−M
±
3

2~ γ

∣∣∣∣∣
t=t0

= 1− 8λ′2R

τ21 |λ21 − 1|2 λ′′2 , (63)

где

τ1 = |ν1 − ν2|2 + (1 + |ν0|2) (λ′/λ′′)2,

R = 2|ν0|2(1 + |ν0|2)2(1 + |λ1|2)− 8λ′′2|ν0|4 +

+2Re[2ν∗1ν2|ν0|2(|λ1|2−1)+ν∗1ν2(1+ν
2
1ν

∗2
2 )(λ21−1)],

|ν0|2 = exp(−2 d−1x),

ν1,2 = ± exp[−d−1x+ i (ω t0 ∓ k x+ arg c0)].

На границе образца (при x = 0) имеем |ν0|2 = 1,
ν1ν

∗
2 = −1, поэтому выражение (63) упрощается:

−M
±
3

2~ γ

∣∣∣∣∣
x=0, t=t0

= 1− 8(λ′λ′′)2

|λ1|4 |λ21 − 1|2 .

Для сравнения, в глубине образца в центре солитона
(при y± = 0) компонента M3 принимает значение

−M
±
3

2~ γ

∣∣∣∣∣
x>>1

= 1− 2λ′′(1 + |λ1|2)
|λ1|2 |λ21 − 1|2 .

На рисунке показаны перемагничивание среды
около поверхности образца и компонента намаг-
ниченности M3 солитона в глубине образца при
λ1 = exp(i ε), 0 < ε < π/2. В этом случае волно-
вое число k = 0, скорость солитона V = cos ε > 0, а
его размер порядка d = sin ε.

Заметим, что континуальное приближение спра-
ведливо, когда в исходных размерных переменных
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Рисунок. Перемагничивание среды в момент столкновения

t = t0 солитона с поверхностью образца (сплошная линия)

и при удалении солитона от поверхности (штриховая ли-

ния); λ1 = exp(i ε), 0 < ε < π/2

протяженность солитона больше постоянной кри-
сталлической решетки. Отсюда получаем ограниче-
ние на выбор параметра λ1:

l0 d≫ a0,

где l0 — обменная длина, a0 — характерное рассто-
яние между магнитными атомами.

В общем случае нормировка (10) векторных по-
лей u и v (8) отличается от использованной нами:
u2 = v2 = 1. Однако уравнения (1), (2) и краевое
условие (5), (6) остаются справедливыми после фор-
мальной замены

g(x, t) → g(x̄, t̄), (64)

где x̄ = [A(ξ) − A(η)]/2, t̄ = [A(ξ) + A(η)]/2; A(ξ) —
произвольная вещественная функция, ∂ξA(ξ) 6= 0;
ξ = (t+ x)/2, η = (t− x)/2 — конусные переменные.

Киральное поле g(x̄, t̄) ∈ SU(2) нового солитон-
ного решения определяется прежней функцией (60)
с изменением выражений для ν1,2 и g0:

ν1 = c0 exp(−D1 − i s1),

ν2 = −(1/c∗0) exp(−D2 − i s2),

D1,2 =
A(ξ)λ′′

|1± λ1|2
− A(η)λ′′

|1∓ λ1|2
,

s1,2 =
A(ξ) (1 ± λ′)

|1± λ1|2
+
A(η) (1 ∓ λ1)

|1∓ λ1|2
,

g0 = exp[i σ3(A(ξ) +A(η))/2].

(65)

Ввиду произвольности функции A(ξ), решение
(60), (65) описывает многообразие процессов сосу-
ществования и делокализации частицеподобного со-
литона в поле двух волн намагниченности не ма-
лой амплитуды, движущихся в противоположных
направлениях.

С целью пояснить утверждение положим

A(ξ) = 2 ξ a+ b sin(2κ ξ), A(η) = 2 η a+ b sin(2κ η),

где a, b, κ > 0 — вещественные параметры. Тогда
функции ν1,2 примут вид

ν1=c0 exp(−a[d−1(x−V t) + i ω t− ikx]−D̃1−i s̃1),
ν2=−(1/c∗0) exp(−a [d−1(x+V t) + i k x]−D̃2−i s̃2).

Определения d, V , ω, k остаются такими же, как в
формуле (59), а

D̃1,2 = λ′′b

(
sin(2κ ξ)

|1± λ1|2
− sin(2κ η)

|1∓ λ1|2
)
,

s̃1,2 = b

(
(1 ± λ′) sin(2κ ξ)

|1± λ1|2
+

(1∓ λ′) sin(2κ η)

|1∓ λ1|2
)
.

Коэффициент a задает «растяжение–сжатие» пара-
метров d−1, k, ω прежнего солитона. Это — проявле-
ние масштабной инвариантности обменных взаимо-
действий. Ограниченные функции D̃1,2, s̃1,2 ведут к
амплитудной и фазовой модуляциям солитона.

Вне области локализации солитона при x → ∞
получаем

g(x̄, t̄) → g̃0(x, t) =

= exp

[
i σ3

(
a t+

b

2
[sin(2κ ξ) + sin(2κ η)]

)]
. (66)

Полю g̃0(x, t) отвечает распределение намагничен-
ности:

− M

2~ γ
=

=

(
0, 0, a+

κ b

2
[cos(κ(t+ x)) + cos(κ(t− x))]

)
=

= (0, 0, a+ κ b cos(κ t) cos(κx)),

которое описывает стоячую волну на фоне одно-
родного состояния среды. Стоячая волна образуется
при наложении движущихся к краю образца моно-
хроматической волны ∝ cos[κ (t+ x)] и отраженной
от нее волны ∝ cos[κ (t − x)]. Волновое поле боль-
шой амплитуды делокализует и «разрушает» части-
цеподобные солитоны. Приведенный пример пояс-
няет интерпретацию полученного решения.

Мультисолитонные решения (46), (64) описыва-
ют упругие парные столкновения N солитонов друг
с другом, их отражения от края образца, а так-
же деградацию солитонов в поле волн большой
амплитуды.
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5. ИНТЕГРАЛЫ ДВИЖЕНИЯ

Не зависящий от времени элемент a(λ) матрицы
перехода служит производящей функцией интегра-
лов движения неупорядоченного ферримагнетика с
краевыми условиями (5), (12). Физически содержа-
тельные локальные интегралы движения совпада-
ют с коэффициентами разложения функции ln a(u)

в ряд по степеням λ−1, который нетрудно получить
с помощью формул (32)–(35) из разд. 2.

Первый член степенного ряда

ln a(λ) =
i E

2
+O(λ − 1)

воспроизводит энергию (11) полуограниченного
образца.

С другой стороны, разложение функции ln a(λ)

по степеням λ − 1 можно найти из дисперсионно-
го соотношения (38). Сравнение двух разложений
позволяет выразить все интегралы движения че-
рез спектральные данные вспомогательной линей-
ной системы (20). В частности, энергия полубеско-
нечного неупорядоченного ферримагнетика допус-
кает следующее спектральное представление:

E = 4

N∑

k=1

arctg
2λ′′k

|λk|2 + 1
+

∞∫

1

dµ Ω(µ)N(µ), (67)

где
Ω(µ) = 2(µ2 − 1)−1,

N(µ) = −π−1 ln(1 − |b(µ)|2) > 0.

Согласно результатам разд. 2, величины Ω(µ) и
p(µ) = 2µ (µ2 − 1)−1 представляют частоту и ква-
зимпульс линейных мод неупорядоченного ферри-
магнетика. Отсюда следует, что функция N(µ) име-
ет смысл плотности магнонов.

Сумма в правой части соотношения (67) дает
независимые вклады в энергию образца отдельных
солитонов.

Мы показали, что любое нелинейной возбуж-
дение полуограниченного неупорядоченного ферри-
магнетика можно описать в терминах идеального га-
за существенно нелинейных частицеподобных мод —
солитонов — и квазичастиц непрерывного спектра
диспергирующих волн — магнонов.

6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Метод феноменологических лагранжианов [5–10]
открывает новые возможности для анализа нели-
нейной динамики магнетиков со сложной обменной

структурой. В данной работе посредством объеди-
нения обратного спектрального преобразования с
методом «изображений» исследованы солитоны и
диспергирующие волны полуограниченного неупря-
доченного ферримагнетика со свободными краевы-
ми спинами и однородным распределением намагни-
ченности в глубине образца. В рамках макроскопи-
ческой теории [5–10] описание нелинейных возбуж-
дений сводится к решению начально-краевой зада-
чи для уравнений главного кирального поля группы
SU(2) на полуоси [11]. Получены аналитические вы-
ражения для солитонов, ядра которых в ходе вза-
имодействия с поверхностью образца претерпева-
ют значительные изменения. Солитонные процес-
сы перемагничивания приграничных слоев матери-
ала невозможно описать традиционными методами
нелинейной теории возмущений. Таковая предпола-
гает малость изменений строения и свойств солито-
нов при внешних воздействиях. Вычислены сдвиги
положений и начальных фаз внутренней прецессии
солитонов после их отражения от границы образца.

Теоретическое описание нелинейной динамики
диспергирующих волновых цугов сведено к реше-
нию линейных интегральных уравнений. Показано,
что любое начальное возмущение полубесконечно-
го неупорядоченного ферримагнетика можно трак-
товать в терминах идеального газа солитонов и
магнонов.

Предложенная техника допускает обобщение и
позволяет исследовать свойства солитонов в поле бе-
гущей к границе образца и отраженной от нее волн.
При наложении встречных волн в образце форми-
руется нелинейная стоячая волна. Падающая и от-
раженная волны конкретизируются выбором произ-
вольной функции стационарного профиля. Стоячая
волна вызывает амплитудную и фазовую модуляции
солитона. При большой амплитуде она разрушает
солитон.

Полученные результаты можно использовать
для планирования экспериментов по наблюденю
упругого отражения солитонов от края образца,
солитонных процессов перемагничивания пригра-
ничных слоев материала, а также изучения явления
делокализации солитонов в поле волн большой
амплитуды.

Актуально применение предложенной техники
к анализу других моделей теории [5–10] для по-
луограниченных магнетиков со сложной обменной
структурой.

Результаты работы следует учитывать при выбо-
ре стратегии моделирования солитонных режимов в
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приграничных слоях реальных образцов. Они полез-
ны для верификации численных расчетов.
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Nonlinear Dynamics of the Principal Chiral Field Model of the group SU(2) on the Semiaxis
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Abstract

In the framework of the principal chiral field model on the group SU(2), the nonlinear dynamics of solitons and dispersive

waves of the semibounded disordered ferrimagnet is investigated using the inverse scattering problem technique. The

boundary conditions are taken into account, that correspond to free spins on the surface of the sample and homogeneous

magnetization distribution in its depth. It is shown, that the soliton cores are strongly deformed under their interaction

with the boundary of the sample. After the collision, moving into the depth of the sample, the solitons restore the stationary

form, typical for precessing solitons of the unbounded medium. The shifts of the positions and initial precession phases of

solitons after their reflection from the edge of the sample are calculated. Interaction of soliton with standing magnetization

wave in the semibounded sample is described analytically. The wave induces the amplitude and phase modulations of

soliton. The large-amplitude wave «destructs» the soliton.

Keywords: disordered ferrimagnet, soliton, inverse scattering problem technique, reflection from the boundary,
principal chiral field model.
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