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Исследована вероятность обнаружения наиболее нетривиальных режимов поведения проводимости в

металлах, электронный спектр которых описывается приближением сильной связи. Рассмотренные

режимы связаны с появлением на поверхности Ферми электронных траекторий очень сложной формы и

отвечают нетривиальному («скейлинговому») поведению тензора проводимости в сильных магнитных

полях. Геометрия таких траекторий, а также отвечающие им режимы поведения проводимости хорошо

изучены с теоретической точки зрения, вместе с тем они пока не были обнаружены экспериментально.

Результаты нашей работы позволяют, в частности, оценить вероятность их появления, а также указать

условия их возможного обнаружения для широкого класса проводников.
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1. ВВЕДЕНИЕ

В настоящей работе мы исследуем вероятность
появления особых «хаотических» режимов поведе-
ния проводимости в сильных магнитных полях в
проводниках с электронным спектром, задаваемым
приближением сильной связи. Более точно, мы рас-
сматриваем проводимость в особо чистых (моно-
кристаллических) образцах при низких температу-
рах (T ≤ 1 K), помещенных в сильное магнит-
ное поле (B ≥ 1 Тл). Эта ситуация отвечает боль-
шой длине свободного пробега электронов, обес-
печивающей выполнение условия ωBτ ≫ 1, где
ωB = eB/m∗c — циклотронная частота, а τ — время
свободного пробега электрона в кристалле.

Как хорошо известно (см., например, [1–4]),
квазиклассическая динамика электрона во внеш-
них электрическом и магнитном полях задается
системой

ṙ = vgr(p) ≡ ∇ǫ(p) (1)

ṗ = eE+
e

c
[vgr(p)×B] ≡ eE+

e

c
[∇ǫ(p)×B] . (2)
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В системе (1), (2) величина r представляет ко-
ординату электрона в кристалле, в то время как p

является квазиимпульсом электрона.
Величина p определена с точностью до векто-

ров обратной решетки L∗, базис которой задается
векторами

a1 = 2π~
l2 × l3

l1 · [l2 × l3]
,

a2 = 2π~
l3 × l1

l1 · [l2 × l3]
,

a3 = 2π~
l1 × l2

l1 · [l2 × l3]
,

(3)

где l1, l2, l3 — векторы базиса кристаллографиче-
ской решетки L.

Другими словами, можно сказать, что квазиим-
пульс p является точкой трехмерного тора T

3, за-
даваемого факторизацией полного пространства R

3

по векторам решетки L∗:

T
3 = R

3
/
L∗.

Зависимость энергии электрона ǫ(p) от его ква-
зиимпульса (дисперсионное соотношение) также мо-
жет рассматриваться либо как функция на то-
ре T

3, либо как 3-периодическая функция в R
3 с

периодами (3).
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Рис. 1. Траектории системы (4) в p-пространстве

Как следует из (1), (2), электронные траектории
в r-пространстве полностью определяются решени-
ями подсистемы (2) (и начальными условиями), т. е.
траекториями электронов в p-пространстве.

В рассматриваемой нами ситуации величина E в
системе (2) предполагается бесконечно малой. В то
же время условие ωBτ ≫ 1 предполагает довольно
большую величину магнитного поля. Как следствие
этого, основную роль в описании транспортных яв-
лений в пределе ωBτ ≫ 1 играет, в действительно-
сти, система

ṗ =
e

c
[vgr(p)×B] ≡ e

c
[∇ǫ(p)×B] . (4)

Траектории системы (4) в полном
p-пространстве задаются пересечениями плос-
костей, ортогональных B, и 3-периодических
поверхностей ǫ(p) = const (рис. 4).

Как мы уже сказали, электронные траектории
r(t) в координатном пространстве полностью опре-
деляются соответствующими решениями p(t) систе-
мы (2). При переходе к системе (4) можно видеть
также, что проекции траекторий r(t) на плоскость,
ортогональную B, подобны траекториям p(t), по-
вернутым на 90◦.

Как можно видеть (рис. 4), траектории системы
(4) могут быть как замкнутыми, так и незамкнуты-
ми (открытыми) в p-пространстве. Форма траекто-
рий (4) зависит при этом как от формы поверхности
ǫ(p) = const, так и от направления магнитного поля.

Как было впервые показано в школе И. М. Лиф-
шица [5–8], условие ωBτ ≫ 1 отвечает ситуации, ко-
гда поведение проводимости (и других транспорт-
ных явлений) в металле определяется главным обра-
зом формой траекторий системы (4) и, в частности,
наличием или отсутствием ее открытых траекторий
на поверхности Ферми.

a) b)

B
B

Рис. 2. Замкнутые (a) и открытые периодические (b) тра-

ектории системы (4) на поверхности Ферми

Вклад замкнутых и открытых периодических
траекторий (рис. 2) в тензор проводимости в преде-
ле ωBτ → ∞ может быть соответственно представ-
лен следующими асимптотическими формулами [5]:

∆σkl
closed≃

ne2τ

m∗




(ωBτ)
−2 (ωBτ)

−1 (ωBτ)
−1

(ωBτ)
−1 (ωBτ)

−2 (ωBτ)
−1

(ωBτ)
−1 (ωBτ)

−1 ∗


, (5)

∆σkl
periodic≃

ne2τ

m∗




(ωBτ)
−2 (ωBτ)

−1 (ωBτ)
−1

(ωBτ)
−1 ∗ ∗

(ωBτ)
−1 ∗ ∗


. (6)

Формулы (5) и (6) описывают асимптотическое
поведение тензора σkl(B) в пределе ωBτ → ∞.
Здесь предполагается, что каждый матричный эле-
мент в (5), (6) определен, в действительности, с
точностью до постоянного множителя, а символ
«∗» обозначает некоторую безразмерную константу
порядка 1.

В формулах (5), (6) направление оси z совпа-
дает с направлением магнитного поля. Кроме то-
го, в формуле (6) направление оси x совпадает со
средним направлением периодических траекторий
в p-пространстве. Легко видеть, что формулы (5)
и (6) отличает, прежде всего, сильная анизотропия
проводимости в плоскости, ортогональнойB, во вто-
ром случае.

Величины n иm∗ имеют смысл концентрации но-
сителей заряда и эффективной массы электрона в
кристалле и также определены по порядку величи-
ны. Можно отметить, что величина ωB = eB/m∗c
здесь также имеет несколько условный смысл, и
условие ωBτ ≫ 1 может быть сформулировано как
условие того, что электрон успевает пройти доста-
точно большое расстояние (заметно большее раз-
меров зоны Бриллюэна) вдоль траекторий системы
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(4) между двумя актами рассеяния. С учетом сде-
ланных замечаний формулы (5), (6) хорошо описы-
вают поведение тензора σkl(B) в представленных
ситуациях.

Периодические траектории представляют наибо-
лее простые открытые траектории системы (4). Вме-
сте с тем они не являются единственным типом от-
крытых траекторий (4) [6–8]. Надо сразу отметить
что более сложные открытые траектории системы
(4) могут возникать лишь на поверхностях Ферми
достаточной сложности (рис. 4).

Задача полной классификации открытых траек-
торий системы (4) для произвольных законов дис-
персии ǫ(p) была поставлена Новиковым в работе
[9]. Исследование этой проблемы в его топологиче-
ской школе [10–17] позволило получить целый ряд
нетривиальных топологических результатов, даю-
щих основу для полной классификации различных
типов открытых траекторий (4), полученной к на-
стоящему времени.

В некотором смысле «главным» типом откры-
тых траекторий системы (4) являются устойчивые
открытые траектории, т. е. траектории, устойчивые
по отношению к малым вариациям дисперсионного
соотношения ǫ(p), а также направления B. В насто-
ящей работе такие траектории не будут предметом
самостоятельного исследования. Вместе с тем нам
понадобятся связанные с ними структуры для рас-
смотрения более сложных траекторий (4). Приведем
краткое описание общих свойств таких траекторий.

Устойчивые открытые траектории системы (4)
обладают прежде всего замечательными геометри-
ческими свойствами. А именно, каждая устойчивая
открытая траектория (4) [10,11,13] лежит в прямой
полосе конечной ширины (в каждой из плоскостей,
ортогональных B), проходя ее насквозь (рис. 3). От-
метим, что устойчивые открытые траектории (4) в
общем случае не являются периодическими.

Вторым важным свойством устойчивых откры-
тых траекторий системы (4) является то, что их
среднее направление в p-пространстве (во всех
плоскостях, ортогональных B) всегда задается пе-
ресечением плоскости, ортогональной B, и неко-
торой фиксированной целочисленной (порожден-
ной двумя векторами обратной решетки) плоско-
сти Γ, неизменной при малых вариациях направ-
ления B и уровня энергии ǫ. Данное свойство мо-
жет быть обнаружено экспериментально и яви-
лось основанием для введения в работе [18] «то-
пологических чисел», наблюдаемых в проводимости
нормальных металлов.

Рис. 3. Вид устойчивой открытой траектории системы (4)

в плоскости, ортогональной B, (схематично)

В общем случае каждое дисперсионное соотно-
шение ǫ(p) характеризуется своим собственным на-
бором областей Vα в пространстве параметров B и ǫ,
отвечающих появлению устойчивых открытых тра-
екторий, связанных с некоторыми целочисленными
плоскостями Γα в указанном выше смысле.

Множество областей Vα для фиксированного
дисперсионного соотношения ǫ(p) допускает доволь-
но удобное описание. Это связано с тем, что появле-
ние устойчивых открытых траекторий на некотором
уровне ǫ(p) = ǫ0 при фиксированном направлении
B допускает появление лишь устойчивых открытых
траекторий того же самого направления также на
всех остальных уровнях ǫ(p) = ǫ.

Поэтому естественно вместо параметров (B, ǫ)

ограничиться параметром

n = B/B ∈ S
2,

т. е. лишь направлением магнитного поля.
В действительности, имеет место более силь-

ное утверждение [17]. А именно, появление откры-
тых траекторий при заданном направлении B все-
гда происходит в некотором замкнутом интервале
энергий

ǫ ∈ [ǫ1(B), ǫ2(B)] ,

который может стягиваться в точку

ǫ0(B) = ǫ1(B) = ǫ2(B)

(траектории при ǫ /∈ [ǫ1(B), ǫ2(B)] при этом явля-
ются замкнутыми).

Вместо областей Vα достаточно при этом указать
области Wα ⊂ S

2, отвечающие появлению устойчи-
вых открытых траекторий (4) (хотя бы на одном
уровне ǫ) и задать функции ǫ1(n) и ǫ2(n), а также
плоскость Γα в каждой из этих областей (рис. 4).

Мы будем называть здесь области Wα ⊂ S
2 зо-

нами устойчивости, а их расположение на сфере —
угловой диаграммой дисперсионного закона ǫ(p).

Как было показано в работе [17], зоны устойчи-
вости Wα представляют области с кусочно-гладкой
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Рис. 4. Угловая диаграмма фиксированного дисперсион-

ного соотношения ǫ(p) (схематично)

границей, а их объединение всюду плотное на сфере
S
2. Более того, для соотношений ǫ(p), удовлетворя-

ющих «физическому» условию

ǫ(p) = ǫ(−p),

объединение всех Wα образует множество полной
меры на S

2.
Функции ǫ1(n) и ǫ2(n) являются непрерывны-

ми, если рассматривать их на множестве направ-
лений B, не приводящих к появлению периодиче-
ских открытых траекторий системы (4). В част-
ности, они непрерывны на множестве направле-
ний B максимальной иррациональности, так что
их можно продолжить до непрерывных функций
ǫ̃1(n), ǫ̃2(n), определенных всюду на единичной сфе-
ре S

2. При специальных направлениях B, отвеча-
ющих появлению периодических открытых траек-
торий (4), функции ǫ1(n), ǫ2(n) имеют скачки, при
этом всегда [17]

ǫ1(n) ≤ ǫ̃1(n) ≤ ǫ̃2(n) ≤ ǫ2(n).

Интересно, что все угловые диаграммы (для про-
извольных ǫ(p)) могут быть разделены на два типа,
а именно, диаграммы, содержащие лишь одну зону
устойчивости (покрывающую всю сферу S

2) и диа-
граммы, содержащие бесконечное число зон Wα [17].
Диаграммы первого типа возникают для некото-
рых специфических (в основном квазиодномерных)
классов проводников, и мы не будем рассматривать

их здесь. Для большинства проводников отвечаю-
щие им диаграммы содержат бесконечное число зон
устойчивости Wα. В частности, это относится к рас-
сматриваемым здесь модельным дисперсионным со-
отношениям ǫ(p).

Как можно видеть, устойчивые открытые траек-
тории системы (4) возникают почти для всех (или
всех) направлений B для любого дисперсионного
соотношения ǫ(p). Вместе с тем периодические и
устойчивые открытые траектории не исчерпыва-
ют всех типов открытых траекторий системы (4)
[12, 15, 16]. Траектории других типов имеют гораз-
до более сложное поведение, и мы будем называть
их хаотическими.

Первый пример хаотической траектории систе-
мы (4) был построен Царевым [12]. Траектории типа
траекторий Царева имеют асимптотическое направ-
ление в плоскостях, ортогональных B, но не могут
быть заключены ни в какой прямой полосе конечной
ширины. Вклад таких траекторий в тензор прово-
димости лишь немногим отличается от вклада (6), в
частности, он также отвечает сильной анизотропии
проводимости в плоскости, ортогональнойB. Траек-
тории типа траекторий Царева представляют один
из основных типов хаотических траекторий (4) (по
классификации) и описывают хаотические траекто-
рии, возникающие при «частично» иррациональных
направлениях B (плоскость, ортогональная B, со-
держит вектор обратной решетки).

Хаотические траектории более сложного типа
(траектории Дынникова) были открыты в рабо-
тах [15, 16]. Траектории этого типа могут возни-
кать лишь для направлений B максимальной ир-
рациональности и имеют очень сложную геомет-
рию, блуждая «всюду» в плоскости, ортогональной
B (рис. 5).

Вклад хаотических траекторий Дынникова в
тензор проводимости является наиболее нетриви-
альным [19, 20]. Одной из особенностей этого вкла-
да является обращение в нуль всех компонент
∆σkl

chaotic(B) (включая проводимость вдоль направ-
ления B) в пределе ωBτ → ∞:

∆σkl
chaotic(B) =

ne2τ

m∗




o(1) o(1) o(1)

o(1) o(1) o(1)

o(1) o(1) o(1)


 .

Другой особенностью этого вклада является по-
явление дробных степеней ωBτ в зависимости ком-
понент ∆σkl

chaotic(B) от величины B. Такое пове-
дение компонент ∆σkl

chaotic(B) отражает скейлинго-
вое поведение траекторий Дынникова в плоскости,
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Рис. 5. Вид хаотической траектории Дынникова

(схематично)

ортогональной B, обладающее, как правило, ани-
зотропными свойствами. При подходящем выборе
осей x и y можно при этом записать для компонент
∆σkl

chaotic(B):

∆σxx
chaotic(B) ≃ ne2τ

m∗ (ωBτ)
2ν1−2

,

∆σyy
chaotic(B) ≃ ne2τ

m∗ (ωBτ)
2ν2−2 , (7)

∆σzz
chaotic(B) ≃ ne2τ

m∗ (ωBτ)
2ν3−2

,

где 0 < ν1, ν2, ν3 < 1 представляют собой главные
скейлинговые индексы траектории.

Надо сказать, что в общем случае вклад (7)
должен быть просуммирован с вкладом (5), вно-
симым замкнутыми траекториями на поверхности
Ферми. Как следствие этого, проводимость σzz(B)

подавляется лишь частично, оставаясь конечной
при B → ∞. В плоскости, ортогональной B, скей-
линговый вклад (7) в проводимость при этом оста-
ется главным.

Все хаотические траектории системы (4) явля-
ются неустойчивыми и, в частности, могут возни-
кать лишь на единственном уровне ǫ(p) = ǫ0(n) при
заданном направлении B [13]. Соответствующие на-
правления B лежат в дополнении M к объединению
зон Wα (вместе с границами) на единичной сфере
(рис. 6)

n ∈ M = S
2
∖ ⋃

α

Wα.

Множество M представляет собой сложное мно-
жество фрактального типа на S

2. Согласно гипоте-
зе Новикова, его фрактальная размерность строго
меньше двух. В целом, как свойства множества M
так и свойства хаотических траекторий являются

Рис. 6. Хаотические направления B на угловой диаграмме

(схематично)

предметом интенсивного исследования и в настоя-
щее время, проявляя свои все более интересные осо-
бенности [21–36].

Как можно видеть, поиск хаотических траекто-
рий системы (4) является довольно сложной задачей
и требует, во всяком случае, специального подбора
направления B. Вместе с тем такие траектории обя-
зательно возникают для дисперсионных соотноше-
ний ǫ(p), отвечающих угловым диаграммам с беско-
нечным числом зон устойчивости Wα [17]. Экспери-
ментальное наблюдение соответствующих вкладов
(7), однако, существенно ограничивается тем, что
их могут вносить лишь траектории, лежащие на по-
верхности Ферми ǫ(p) = ǫF .

Целью данной работы является оценка вероят-
ности наблюдения «хаотических» режимов (7) в ре-
альных проводниках, основанная на численных ис-
следованиях угловых диаграмм реальных диспер-
сионных соотношений. В качестве модельных дис-
персионных соотношений мы используем соотноше-
ния, возникающие в приближении сильной связи в
кристаллах кубической симметрии. Результаты чис-
ленных исследований позволяют при этом не толь-
ко дать оценку вероятности обнаружения «хаотиче-
ских» режимов, но и указать параметры проводни-
ков, в которых их обнаружение наиболее вероятно.
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2. УГЛОВЫЕ ДИАГРАММЫ
ПОВЕРХНОСТЕЙ ФЕРМИ И
ХАОТИЧЕСКИЕ РЕЖИМЫ

Как мы уже сказали, поведение тензора σkl(B)

определяется лишь траекториями (4), лежащими на
поверхности Ферми проводника SF :

ǫ(p) = ǫF .

Появление устойчивых открытых траекторий на
поверхности SF при заданном направлении B опре-
деляется двумя условиями:

n ∈ Wα, ǫ̃1(n) ≤ ǫF ≤ ǫ̃2(n).

Аналогично, появление хаотических траекторий
на поверхности Ферми требует дополнительного
условия

ǫ0(n) = ǫF

для соответствующего направления B.
Для направлений B, таких что

n ∈ Wα, ǫF /∈ [ǫ̃1(n), ǫ̃2(n)]

либо
n ∈ M, ǫF 6= ǫ0(n),

поверхность Ферми будет содержать лишь замкну-
тые траектории (4) либо неустойчивые периодиче-
ские траектории (для специальных направлений B

не максимальной иррациональности).
Естественно рассмотреть теперь угловые диа-

граммы, указывающие тип открытых траекторий
(4) (либо их отсутствие) на поверхности Ферми. Та-
кие угловые диаграммы могут, в частности, содер-
жать новые зоны устойчивости Ωα, отвечающие по-
явлению устойчивых открытых траекторий на по-
верхности Ферми, а также (наиболее интересные
нам) направления B, отвечающие появлению хаоти-
ческих траекторий на SF . Кроме того, новые угло-
вые диаграммы будут содержать области (на S

2), от-
вечающие наличию лишь замкнутых траекторий на
SF , а также линии направлений B, отвечающие по-
явлению неустойчивых периодических траекторий
на SF .

Линии направлений B, отвечающие появлению
неустойчивых периодических траекторий на SF , в
частности, всюду плотно примыкают к границам
зон устойчивости Ωα (рис. 7), что, в свою очередь,
приводит к довольно сложному поведению прово-
димости вблизи границ Ωα [37]. В нашем рассмотре-
нии, однако, картина линий таких направлений B не
будет играть никакой роли, так что мы не будем их

Ω α Ωα

Рис. 7. Зона устойчивости Ωα и примыкающие к ней ли-

нии направлений B, отвечающие появлению неустойчивых

периодических траекторий на SF (схематично)

рассматривать. Появление хаотических траекторий
на поверхности Ферми при этом однозначно связа-
но со структурой «точных математических» зон Ωα

на угловой диаграмме [38, 39], которую мы и будем
рассматривать.

Каждая зона устойчивости Ωα, очевидно, явля-
ется подобластью некоторой зоны Wα, такой что
∀n ∈ Ωα выполняется условие

ǫ̃1(n) ≤ ǫF ≤ ǫ̃2(n)

(если это множество не пусто).
В целом, диаграмма поверхности Ферми являет-

ся «поддиаграммой» полной угловой диаграммы и
«выхватавает» из нее то, что относится к уровню ǫF .
Изменяя значения ǫF в интервале [ǫmin, ǫmax], где

ǫmin ≤ ǫ(p) ≤ ǫmax,

мы получаем множество угловых диаграмм для по-
верхностей Ферми, зависящих от параметра ǫF .

В случае общего положения угловые диаграм-
мы поверхности Ферми очень просты при значе-
ниях ǫF , близких к ǫmin или ǫmax. А именно, по-
скольку поверхности Ферми являются в этом слу-
чае (маленькими) сферами, они не содержат откры-
тых траекторий (4), и вся угловая диаграмма явля-
ется областью присутствия лишь замкнутых траек-
торий на SF . Нам здесь будут интересны лишь до-
статочно сложные угловые диаграммы, отвечающие
достаточно сложным поверхностям Ферми (рис. 4).
Нетрудно видеть, что значения ǫF должны быть в
этом случае несколько удалены от границ интервала
[ǫmin, ǫmax].

В нашем понимании угловая диаграмма поверх-
ности Ферми будет считаться достаточно сложной,
если она содержит непустое множество зон устойчи-
вости Ωα. Легко видеть, что энергия Ферми должна
при этом удовлетворять условию

ǫA1 < ǫF < ǫA2 ,
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где
ǫA1 = min ǫ̃1(n), ǫA2 = max ǫ̃2(n).

Наиболее интересными для нас, однако, будут
угловые диаграммы, содержащие не только зоны
Ωα, но и направления B, отвечающие появлению ха-
отических траекторий на поверхности Ферми. Как
оказывается [38, 39], для дисперсионных соотноше-
ний общего положения (с бесконечным числом зон
Wα) такие диаграммы возникают в еще более узком
интервале

ǫF ∈
[
ǫB1 , ǫ

B
2

]
,

где
ǫB1 = min ǫ̃2(n), ǫB2 = max ǫ̃1(n), (8)

ǫA1 < ǫB1 < ǫB2 < ǫA2 .

Более того, все достаточно сложные угловые
диаграммы поверхностей Ферми могут быть разде-
лены на два класса.
1) Диаграммы типа A:

ǫF ∈
(
ǫA1 , ǫ

B
1

)
∪
(
ǫB2 , ǫ

A
2

)

содержат конечное число зон устойчивости Ωα и
не содержат направлений B, отвечающих появле-
нию хаотических траекторий на поверхности Фер-
ми. Для всех направлений B (максимальной ирра-
циональности), отвечающих наличию лишь замкну-
тых траекторий на поверхности Ферми, холловская
проводимость σxy(B) имеет один и тот же тип при
B → ∞ (электронный при ǫF ∈

(
ǫA1 , ǫ

B
1

)
и дыроч-

ный при ǫF ∈
(
ǫB2 , ǫ

A
2

)
) (рис. 8). Диаграммы ти-

па A естественно называть диаграммами типа A−
при ǫF ∈

(
ǫA1 , ǫ

B
1

)
и диаграммами типа A+ при

ǫF ∈
(
ǫB2 , ǫ

A
2

)
.

1) Диаграммы типа B:

ǫF ∈
[
ǫB1 , ǫ

B
2

]

содержат бесконечное число зон устойчивости Ωα, а
также направления B, отвечающие появлению хао-
тических траекторий на поверхности Ферми. Среди
областей на S

2, отвечающих наличию лишь замкну-
тых траекторий на поверхности Ферми, есть области
как электронной так и дырочной холловской прово-
димости (кроме значений ǫF = ǫB1 и ǫF = ǫB2 ) (рис. 9).

Как можно видеть, поверхностям Ферми, отвеча-
ющим диаграммам типа B, нельзя определенно при-
писать электронный или дырочный тип (это свой-
ство зависит здесь от направления B). При измене-
нии ǫF в интервале

[
ǫB1 , ǫ

B
2

]
форма диаграммы типа

B меняется очень быстро, обеспечивая переход от
диаграммы типа A− к диаграмме типа A+ (рис. 9).

Рис. 8. Диаграммы типа A при ǫF ∈
(
ǫA1 , ǫ

B
1

)
и

ǫF ∈
(
ǫB2 , ǫ

A
2

)
(схематично). Буквами «e» и «h» отме-

чены типы холловской проводимости для направлений B,

отвечающих наличию лишь замкнутых траекторий на по-

верхности Ферми

Диаграммы типа B интересны с очень многих то-
чек зрения и, в частности, они связаны с наблюдени-
ем хаотических режимов поведения проводимости в
пределе ωBτ → ∞. Вместе с тем, такие диаграммы
пока не были обнаружены экспериментально. С на-
шей точки зрения, это может быть обусловлено ма-
лой шириной интервала

[
ǫB1 , ǫ

B
2

]
для реальных дис-

персионных соотношений. Исследование положения
интервала

[
ǫB1 , ǫ

B
2

]
для дисперсионных соотношений
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Рис. 9. Диаграммы типа B (ǫF ∈
[
ǫB1 , ǫ

B
2

]
) (схематично).

Буквами «e» и «h» отмечены типы холловской проводи-

мости для направлений B, отвечающих наличию лишь за-

мкнутых траекторий на поверхности Ферми

различного вида может при этом дать весьма важ-
ную информацию для поиска таких диаграмм и опи-
санных выше режимов поведения проводимости.

Настоящая работа посвящена исследованию ве-
роятности появления хаотических режимов поведе-
ния проводимости в приближении сильной связи
[1–3,8] для кристаллов кубической симметрии. Бо-

лее точно, мы рассмотрим здесь приближение силь-
ной связи для простой, объемно-центрированной и
гранецентрированной кубических решеток.

Приближение сильной связи для простой куби-
ческой решетки [1,2] дает в главном порядке следу-
ющее выражение для дисперсионного соотношения:

ǫ(p) = cos
pxl

~
+ cos

pyl

~
+ cos

pzl

~
.

(Поскольку мы интересуемся здесь лишь отно-
шением ширины интервала

[
ǫB1 , ǫ

B
2

]
к величине ин-

тервала [ǫmax, ǫmin], мы опустили постоянный член
в приведенном выражении, а также отнормировали
коэффициент при главном оставшемся члене на 1.)

Приведенный выше дисперсионный закон явля-
ется законом необщего положения и отвечает ситу-
ации ǫB1 = ǫB2 . Это относится, в действительности,
ко всем дисперсионным соотношениям, содержащим
лишь нечетные гармоники k1+k2+k3 = 2m+1 в раз-
ложении Фурье. Причиной является то, что сдвиг

px → px +
π~

l
, py → py +

π~

l
, pz → pz +

π~

l

отвечает в этом случае замене

ǫ(p) → − ǫ(p) ,

что, в свою очередь, влечет соотношение

ǫ1(n) = − ǫ2(n)

для любого направления B. Как следствие, здесь
возникает также соотношение ǫ0(n) = 0 для всех
«хаотических» направлений. Можно видеть, таким
образом, что в приближении сильной связи для про-
стой кубической решетки ширина интервала

[
ǫB1 , ǫ

B
2

]

в главном порядке обращается в нуль, что отвечает
нулевой верятности попадания ǫF в этот интервал.

Угловая диаграмма для поверхности Ферми
ǫF = 0 совпадает в этом случае с полной угловой
диаграммой (для всего дисперсионного соотноше-
ния) и является наиболее сложной (результаты ее
численного исследования представлены, например,
в [15, 40, 41]).

Все сказанное выше относится также к кубиче-
ской объемно-центрированной решетке, где прибли-
жение сильной связи [1] приводит в главном порядке
к соотношению

ǫ(p) = cos
pxl

~
cos

pyl

~
cos

pzl

~
.

Можно видеть, таким образом, что как для про-
стой, так и для объемно-центрированной кубиче-
ских решеток ненулевая длина интервала

[
ǫB1 , ǫ

B
2

]

обусловлена высшими поправками и является очень
малой. Интервал

[
ǫB1 , ǫ

B
2

]
расположен при этом
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вблизи нулевого значения энергии (в центре зоны
проводимости). Наблюдение хаотических режимов в
таких проводниках, вероятно, может быть возмож-
ным при искусственном смещении энергии Ферми
(например при приложении внешнего давления) к
нужному значению.

Ниже мы представляем оценку ширины интер-
вала

[
ǫB1 , ǫ

B
2

]
для дисперсионного соотношения

ǫ(p) = cos
pxl

~
cos

pyl

~
+ cos

pyl

~
cos

pzl

~
+

+ cos
pxl

~
cos

pzl

~
, (9)

являющегося приближением сильной связи [1, 3]
для кристаллов с гранецентрированной кубической
ячейкой.

Как нетрудно видеть, в данном случае мы имеем

ǫmin = −1, ǫmax = 3.

Соотношение (9) отвечает ненулевой ширине ин-
тервала

[
ǫB1 , ǫ

B
2

]
. Вместе с тем функция (9) не явля-

ется морсовской на уровне ǫ(p) = −1, так что пе-
ресечение значения −1 сразу приводит к появлению
поверхностей

ǫ(p) = −1 + δ,

простирающихся во всех направлениях в p-
пространстве. Эта ситуация сохраняется вплоть до
значения ǫF = 0, при ǫF > 0 поверхности Ферми
представляют сферы в p-пространстве, не связан-
ные между собой. Открытые траектории системы
(4) возникают здесь во всем интервале (−1, 0), так
что мы имеем

ǫA1 = −1, ǫA2 = 0.

Полная угловая диаграмма дисперсионного соот-
ношения (9) содержит бесконечное число зон устой-
чивости Wα, ее довольно сложный вид (получен-
ный в результате серьезных численных исследова-
ний) представлен в работе [40].

Согласно (8), для определения интервала[
ǫB1 , ǫ

B
2

]
нам необходимо знать значения ǫ̃1(n) и

ǫ̃2(n) всюду на единичной сфере S
2. Их вычисле-

ние, однако, требует весьма серьезных численных
исследований, и мы воспользуемся здесь некоторым
приемом, позволяющим дать оценку, близкую к
точной, для положения интервала

[
ǫB1 , ǫ

B
2

]
(а воз-

можно, и совпадающую с ней) для приведенного
дисперсионного соотношения.

Для многих дисперсионных соотношений значе-
ния min ǫ̃2(n) и max ǫ̃1(n) можно вычислять не по

W1 x

y

Q
.

P .

Рис. 10. Зона W1 на угловой диаграмме дисперсионного

соотношения (9)

всей сфере S
2, а лишь по границам зон Wα. Отме-

тим сразу, что везде на границах Wα имеет место
соотношение

ǫ̃1(n) = ǫ̃2(n) ≡ ǫ̃0(n),

так что мы имеем соотношение

ǫB1 < ǫB2

для любой непостоянной функции ǫ̃0(n) на ∂Wα.
При этом, если для какой-то из зон Wα имеет

место соотношение

min
Wα

ǫ̃2(n) < min
∂Wα

ǫ̃2(n) = min
∂Wα

ǫ̃1(n)

либо

max
Wα

ǫ̃1(n) > max
∂Wα

ǫ̃1(n) = max
∂Wα

ǫ̃2(n),

это должно приводить к появлению неодносвязных
зон Ωα при некоторых значениях ǫF . Такая ситуа-
ция возможна для достаточно сложных (специально
построенных) дисперсионных соотношений ǫ(p) [41],
однако крайне маловероятна для реальных диспер-
сионных законов в кристаллах.

Величина

max
∂Wα

ǫ̃1(n)−min
∂Wα

ǫ̃2(n) = max
∂Wα

ǫ̃0(n)−min
∂Wα

ǫ̃0(n) (10)

определяется вариацией функции ǫ̃0(n) на границе
Wα и в общем случае больше для крупных зон Wα.
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B

Рис. 11. Процедура редукции поверхности Ферми (схема-

тично)

.

.

.

B

Рис. 12. Разрезание поверхности Ферми на носители

устойчивых открытых траекторий цилиндрами Ci при на-

правлении B, лежащем в одной из зон устойчивости Ωα

(схематично)

Вычисление величины (10) для таких зон дает при
этом хорошую (а нередко и точную) оценку для ве-
личины интервала

[
ǫB1 , ǫ

B
2

]
.

Здесь мы проведем вычисление значений ǫ̃0(n) в
наиболее удаленных точках границы зоны устойчи-
вости W1, наследующей симметрию дисперсионного
соотношения (9) и являющейся наиболее крупной из
зон Wα. Отметим здесь также, что существование
таких зон устойчивости для дисперсионных соотно-
шений, обладающих поворотной симметрией, было
доказано в работе [17] и является довольно общим
фактом. Зона, которую мы будем рассматривать, со-
держит точку (0, 0, 1) ∈ S

2 и является «квадратной»
по форме (рис. 10).

Мы используем здесь значения ǫ̃0(n) в наибо-
лее симметричных точках границы W1 (P и Q), где
их вычисление несколько упрощается. Как мы уже
сказали, для интервала

[
ǫB1 , ǫ

B
2

]
мы будем исполь-

зовать оценку [ǫ̃0(P ), ǫ̃0(Q)]. Особенности поведения
функций ǫ̃1(n) и ǫ̃2(n) позволяют при этом ожидать,
что такая оценка является довольно хорошей для
дисперсионных соотношений, обладающих высокой
симметрией (а для многих соотношений точной).

Для исследования траекторий системы (4) ис-
пользуется метод редукции поверхности Ферми [17].
А именно, при каждом направлении B мы удаляем
цилиндры замкнутых траекторий {Ci} из поверх-

B

Рис. 13. Вид носителя устойчивых открытых траекторий

системы (4) в p - пространстве (схематично)

Рис. 14. Поверхность Ферми cos x cos y + cos y cos z+

+cos x cos z = −0.35

ности Ферми с последующей заклейкой образовав-
шихся отверстий плоскими дисками, ортогональны-
ми B (рис. 11). Новая «редуцированная» поверх-
ность Ферми содержит лишь открытые траектории
системы (4), и ее исследование позволяет опреде-
лить как тип открытых траекторий так и другие их
характеристики.

Систему (4) удобно при этом рассматривать в то-
ре T

3 = R
3
/
L∗. Множество цилиндров {Ci} ста-

новится при этом конечным, а поверхность Ферми
(так же как и редуцированная поверхность Ферми)
представляет собой компактную двумерную поверх-
ность, вложенную в T

3.
Важнейшей характеристикой редуцированной

поверхности Ферми является род g ее связных
компонент. В частности, распад редуцированной
поверхности Ферми на связные компоненты рода
g = 1 (двумерные торы T

2) отвечает наличию
устойчивых открытых траекторий (4) (рис. 12), в то
время как g ≥ 3 — появлению хаотических траек-
торий (исчезновение поверхности Ферми в процессе
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Рис. 15. Линии уровня (11) в плоскости, проходящей через

начало координат, для n = P и ǫF = ǫ̃0(P ) ≃ −0.359

Рис. 16. Линия уровня cosx cos y + (cosx + cos y)×

× cos(0.3x+ 0.05y) = −0.359

редукции означает наличие только замкнутых
траекторий системы (4)).

Отметим здесь также, что носители устойчивых
открытых траекторий (двумерные торы T

2) имеют в
полном p - пространстве вид периодически дефор-
мированных плоскостей, имеющих общее целочис-
ленное (порожденное двумя векторами обратной ре-
шетки) двумерное направление (рис. 13). Общее ко-
личество таких торов в T

3 является четным для лю-
бой физической поверхности Ферми.

Изменение множества цилиндров {Ci} при вра-
щениях направления B можно называть изменением

Рис. 17. Линии уровня (12) и (13) в плоскости, проходя-

щей через начало координат, и в сдвинутой плоскости для

n = Q и ǫF = ǫ̃0(Q) ≃ −0.3502

топологической структуры (4) на поверхности Фер-
ми. В частности, выход из зоны устойчивости Ωα

(в область наличия лишь замкнутых траекторий на
SF ) всегда определяется исчезновением одного из
цилиндров Ci из множества {Ci} (и добавлением но-
вых цилиндров).

Что касается границ зон устойчивости Wα на
угловой диаграмме всего дисперсионного соотно-
шения ǫ(p), то они определяются исчезновением
как минимум двух цилиндров Ci на поверхности
ǫ(p) = ǫ̃0(n) (или даже большего числа при нали-
чии дополнительных симметрий). Обращение в нуль
высоты сразу двух (или большего числа) цилиндров
Ci требует при этом специального подбора значе-
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ния ǫ̃0(n) (кроме направления B), что и определяет
функции ǫ̃1(n) = ǫ̃2(n) = ǫ̃0(n) на границе Wα.

Все поверхности Ферми в интересующем нас ин-
тервале

(
ǫA1 , ǫ

A
2

)
имеют род 4 (рис. 14). Это озна-

чает, в частности, что для любого n ∈ Wα и
ǫF ∈ [ǫ̃1(n), ǫ̃2(n)] поверхность Ферми ǫ(p) = ǫF рас-
падается на два (неэквивалентных) носителя откры-
тых траекторий

{
T
2
1, T

2
2

}
и три (разрезающих ее)

цилиндра замкнутых траекторий {C1, C2, C3}. Как
мы уже сказали, границы зон Wα отвечают обраще-
нию в нуль высот хотя бы двух цилиндров из набора
{C1, C2, C3} на уровне ǫ̃1(n) = ǫ̃2(n) = ǫ̃0(n).

В точке P в силу дополнительной симметрии
на уровне ǫ̃0(P ) обращаются в нуль высоты всех
трех цилиндров, C1, C2, C3, разрезающих поверх-
ность Ферми на носители открытых траекторий. Со-
ответствующие цилиндры нулевой высоты (содер-
жащие седловые особые точки) присутствуют, на-
пример, в плоскости, проходящей через начало ко-
ординат (рис. 15). Соответствующие линии уровня
ǫ(p) в этой плоскости задаются уравнением

cosx cos y+(cosx + cos y) cos 0.419x = −0.359, (11)

что определяет как положение точки P , так и зна-
чение ǫ̃0(P ) = −0.359.

Для сравнения на рис. 16 показаны линии уров-
ня функции ǫ(p) в одной из плоскостей направления
n ∈ Wα, близкого к P , на том же уровне энергии.
Можно видеть, что эта плоскость имеет несингуляр-
ные пересечения с цилиндрами C1, C2, C3, что гово-
рит об их конечных высотах внутри Wα.

Что касается точки Q, то в ней также происхо-
дит обращение в нуль высот всех трех цилиндров,
C1, C2, C3, на уровне ǫ(p) = ǫ̃0(Q). В этом случае,
однако, цилидры нулевой высоты присутствуют в
разных (параллельных) плоскостях заданного на-
правления. На рис. 17 приведена плоскость, прохо-
дящая через начало координат, содержащая цилин-
дры C1 (нулевой высоты), и параллельная ей плос-
кость, содержащая цилиндры C2 и C3 (также нуле-
вой высоты). Соответствующие линии уровня ǫ(p) в
приведенных плоскостях задаются уравнениями

cosx cos y+(cosx+ cos y) cos 0.2233(x+ y)=−0.3502,

(12)

cosx cos y+(cosx+ cos y) cos(0.2233(x+ y)+0.198)=

= −0.3502, (13)

определяющими положение точки Q и значение
ǫ̃0(Q) = −0.3502. Мы получаем, таким образом

ǫ̃0(Q) − ǫ̃0(P ) ≃ 0.009,

что составляет примерно 0.25% от ширины зоны.
Как можно видеть, полученная оценка дает хо-

тя и ненулевую, но довольно малую величину для
ширины интервала

[
ǫB1 , ǫ

B
2

]
, что говорит о действи-

тельно малой ее величине для многих реальных дис-
персионных соотношений. В отличие от двух рас-
смотренных выше случаев, появления хаотических
траекторий в приближении сильной связи для гра-
нецентрированной решетки надо ожидать на рассто-
янии ≃ 0.16 ширины зоны от минимальной энергии
в зоне проводимости. Как и в предыдущих двух слу-
чаях, здесь, видимо, также легче добиться наблю-
дения соответствующих режимов проводимости, ис-
пользуя внешнее воздействие на образец, регулиру-
ющее положение уровня Ферми.

3. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе проведено исследование вероятности
обнаружения хаотических электронных траекторий
на поверхности Ферми и связанных с ними хаотиче-
ских режимов поведения проводимости в сильных
магнитных полях для дисперсионных соотношений,
получаемых в приближении сильной связи для кри-
сталлов кубической симметрии. В кристаллах с про-
стой кубической или объемно-центрированной ре-
шеткой величина интервала энергий, отвечающих
появлению хаотических траекторий, в главном при-
ближении обращается в нуль. В кристаллах, обла-
дающих гранецентрированной кубической решеткой
(наиболее распространенных), величина этого ин-
тервала в главном приближении отлична от нуля,
однако составляет доли процента от ширины зо-
ны проводимости. Во всех случаях наблюдение ха-
отических режимов обладает малой вероятностью
и видимо требует регулирования положения уров-
ня Ферми с помощью внешнего воздействия. Поло-
жение интервала появления хаотических траекто-
рий заметно различается для описанных случаев, а
именно, он расположен в центре зоны проводимости
в первых двух случаях и сильно смещен к ее ниж-
нему краю в последнем.
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On Chaotic Regimes of Conductivity Behavior in the Tight-Binding Approximation

A. Ya. Maltsev

L. D. Landau Institute for Theoretical Physics

of the Russian Academy of Sciences

142432, Chernogolovka, Moscow region, Russia

Abstract

We investigate the probability of detecting the most nontrivial conductivity behavior regimes in metals
whose electron spectrum is described by the tight-binding approximation. These regimes are associated with the
emergence of highly complex electron trajectories on the Fermi surface and correspond to a nontrivial (scaling)
behavior of the conductivity tensor in strong magnetic fields. The geometry of such trajectories, as well as the
corresponding conductivity regimes, have been well studied theoretically; however, they have not yet been observed
experimentally. The results of our study allow us, in particular, to estimate the probability of their occurrence
and to indicate the conditions for their possible detection for a wide class of conductors.

Key words: complex Fermi-surfaces, galvanomagnetic phenomena
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