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Линейная по концентрации добавка к удельному сопротивлению материала не дает прямого вклада в

общее сопротивление мемристора при перераспределении вакансий с сохранением их общего числа. Но

сопутствующее локальное изменение удельного сопротивления меняет кинетику дрейфа вакансий под

действием приложенного электрического тока. Эти изменения особенно значительны при наличии в мате-

риале мемристора фазового перехода металл–изолятор. Получено кинетическое уравнение для локальной

концентрации вакансий в таком мемристоре, проанализированы точные решения для его стационарных

состояний. Показано, что не только в слабо нелинейном случае, когда зависимостью удельного сопротив-

ления от концентрации вакансий можно пренебречь, но и в сильно нелинейном мемристоре с фазовым

переходом его кинетику можно свести к классическому точно решаемому уравнению Бюргерса.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Мемристор — предложенный Леоном Чуа [1, 2]
двухтерминальный элемент электрических цепей,
сопротивление которого зависит от суммарного про-
шедшего через него электрического заряда. Такой
элемент был реализован фирмой Hewlett Packard на
основе миграции заряженных кислородных вакан-
сий в диоксиде титана [3]. Его можно изготовить
и на основе других материалов, допускающих ми-
грацию ионов [4], — различных оксидов переход-
ных металлов [5], манганитов [6,7]. Основным свой-
ством мемристора является наличие гистерезиса на
его вольт-амперной характеристике. Гистерезис воз-
никает потому, что состояние мемристора опреде-
ляется не мгновенной величиной проходящего через
него электрического тока, а зависит еще и от вели-
чины тока в прошлом (т. е. от истории внешних воз-
действий). В мемристоре на подвижных вакансиях
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состояние представлено в виде некоторого простран-
ственного распределения концентрации вакансий, а
его изменение происходит посредством управляемой
внешним электрическим током диффузии. Измеря-
емое сопротивление мемристора электрическому то-
ку отражает мгновенное распределение вакансий.

В литературе изменение состояния таких мемри-
сторов моделируется различными кинетическими
уравнениями для концентрации вакансий [8–10], в
основном численно. Если удельное сопротивление
материала считать постоянной величиной, то нели-
нейная кинетика мемристора описывается уравне-
нием Бюргерса. Такой подход допускает точное ана-
литическое решение как для переходных процессов
[11] в закрытом мемристоре (с постоянным общим
количеством вакансий в нем), так и для периоди-
ческих [12], возникающих при пропускании через
такой мемристор токового меандра. Изменение со-
противления закрытого мемристора с постоянным
удельным сопротивлением материала определяется
исключительно интерфейсными эффектами и зави-
сит от концентраций подвижных вакансий в области
подключенных к нему контактов [11].
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Если удельное сопротивление материала мемри-
стора ρ зависит от концентрации вакансий c ли-
нейно, ρ = const + βc, где ∂β/∂c = 0, перемен-
ная составляющая полного сопротивления закрыто-
го мемристора все так же определяется исключи-
тельно интерфейсами. Объемный вклад в сопротив-
ление зависит только от полного количества вакан-
сий, а значит, в закрытом мемристоре не зависит от
их (определяемого историей внешних воздействий)
пространственного распределения. Но кинетика пе-
рераспределения вакансий от коэффициента β все
же зависит, и при определенных условиях эта зави-
симость способна проявить себя достаточно сильно.
Именно эти, интересные с нашей точки зрения, эф-
фекты детально исследуются в настоящей работе.

2. МОДЕЛЬ

Рассмотрим тонкую пленку толщиной d из мате-
риала, содержащего заряженные подвижные вакан-
сии, ограниченную двумя плоскими, непроницаемы-
ми для вакансий, хорошо проводящими контактами.
Пусть координата x отсчитывается в направлении,
перпендикулярном поверхности пленки, 0 ≤ x ≤ d.
Состояние такого мемристора в момент времени t

описывается мгновенной локальной концентрацией
C(x, t) мобильных вакансий, причем их общее коли-
чество

∫ d

0
Cdx является постоянной, не зависящей

от времени, величиной. В силу локального сохране-
ния количества вакансий их движение подчиняется
уравнению непрерывности

∂tC(x, t) +∇ · J(x, t) = 0, (1)

где ∂t — производная по времени. В одно-
мерном случае ток вакансий J = {J, 0, 0}, а
∇ · J(x, t) = ∂xJ(x, t). Рассматривая диффузию и
прыжковый термически-активированный транс-
порт вакансий под действием электрического тока,
представим ток вакансий в виде [11]

J = −D∂xC + C

(
1− C

Cmax

)
2D

a
sh
aqρI

kBT
, (2)

где D — коэффициент диффузии, q — заряд одной
вакансии, I — величина пропускаемого через мемри-
стор тока, kB — постоянная Больцмана, T – тем-
пература, a — длина прыжка вакансий (расстояние
между соседними равновесными позициями вакан-
сий в материале), ρ — удельное сопротивление ма-
териала. Здесь также считается, что локальная кон-
центрация вакансий ограничена некоторой наперед

заданной величиной Cmax, являющейся свойством
материала [11].

Перейдем к безразмерной координате ξ = x/d,
безразмерному времени τ = tD/d2 и введем нор-
мированную концентрацию вакансий c = C/Cmax,
0 ≤ c(ξ, τ) ≤ 1. Тогда линейную зависимость удель-
ного сопротивления от концентрации вакансий удоб-
но представить как

ρ = ρ0 [1 + β(c(ξ, τ) − r)] , (3)

где r — коэффициент заполнения мемристора
вакансиями,

0 < r =

∫ 1

0

c(ξ, τ) dξ = const < 1, (4)

а ρ0 =
∫ 1

0
ρ dξ = const — среднее удельное сопро-

тивление материала мемристора. Параметр β ха-
рактеризует силу влияния концентрации вакансий
на удельное сопротивление и может быть как поло-
жительным, так и отрицательным. Подставляя (3)
в (2) и (1), переходя к пределу непрерывного дрейфа
a → 0 для нормированной концентрации вакансий
получим уравнение

∂τ c+ p [1−rβ−c (2−2(1+r)β+3βc)] ∂ξc− ∂ξξc = 0,

(5)
где параметр p = 2qdρ0I/kBT играет роль безраз-
мерной эффективной величины проходящего через
мемристор тока. В пределе β → 0 это уравнение сво-
дится к классическому уравнению Бюргерса [11], но
в общем случае содержит нелинейность более вы-
сокого (третьего) порядка по c. Задача о кинетике
рассматриваемого замкнутого мемристора сводится
к решению этого уравнения с граничными условия-
ми J |x=0 = J |x=d = 0.

Интересно, что решения уравнения (5) при поло-
жительных и отрицательных значениях параметра
β связаны преобразованием

β → −β, p→ −p, r → 1− r, c→ 1− c, (6)

благодаря чему достаточно научиться решать (5)
только при положительных (или только отрицатель-
ных) значениях β, а решения с β противоположного
знака можно получить потом простым переопреде-
лением параметров (6). Так же преобразуются и все
следствия из уравнения (5).

При β = 0 уравнение (5) допускает аналитиче-
ское решение [11]. В остальных случаях его аналити-
ческое решение неизвестно. Для многих конкретных
значений параметров это уравнение несложно ре-
шить численно. Пример такого численного решения,
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Рис. 1. Слева — полученные численным решением урав-

нения (5) профили концентрации c(ξ, τ ) в разные време-

на τ при переключении мемристора с r = 1/2, β = 0.1 и

p = 10 из равновесного состояния с p = −10, τ = ∞; спра-

ва — петли гистерезиса того же мемристора при подаче на

него меандра с большим периодом (более 0.2 в безраз-

мерных единицах времени) для α = π/6 в нормированных

координатах сопротивление — прошедший заряд (вверху)

и ток–напряжение (внизу), точками показаны состояния,

соответствующие профилям, изображенным слева

демонстрирующий эволюцию распределения вакан-
сий в мемристоре при его переключении между ста-
ционарным («выключенным») состоянием при от-
рицательном значении тока p < 0 и стационарным
(«включенным») состоянием при p > 0 показан на
рис. 1.

Как уже было сказано, полное сопротивление за-
крытого мемристора из материала с удельным со-
противлением (3) определяется исключительно по-
верхностными эффектами на его контактах, чув-
ствительными к локальной концентрации вакансий
вблизи них. Учитывая, что 0 < c < 1, пред-
ставим его феноменологически в виде разложения
по степеням c:

R =
d

A

1∫

0

(
ρ0 +

κ1,0 + κ1,1c+O(c2)

d
δ(ξ)+

+
κ2,0 + κ2,1c+O(c2)

d
δ(ξ − 1)

)
dξ, (7)

где A — площадь поверхности контакта, κ1,j и κ2,j —
коэффициенты разложения поверхностного сопро-
тивления на левом и правом интерфейсах по степе-
ням c, а дельта-функция Дирака δ(ξ) предполага-
ется левосторонней, что формально выносит ее за
границы области движения вакансий. Параметр β

на сопротивление мемристора непосредственно не
влияет. Интегрируя, в первом порядке по c получим

R = R0 +R1c(0, τ) +R2c(1, τ),

где

R0 = (dρ0 + κ1,0 + κ2,0)/A,

R1 = κ1,1/A, R2 = κ2,1/A.

Перегруппировкой членов сопротивление можно
выразить через безразмерный параметр σ как

R = R0 + (R1 +R2)σ,

где

σ(τ) = c(0, τ) cos2 α+ c(1, τ) sin2 α (8)

и введен безразмерный параметр асимметрии интер-
фейсов 0 < α = arctg

√
R2/R1 < π/2. Для того,

чтобы сопротивления мемристора во включенном и
выключенном состояниях различались, интерфейсы
должны быть разными (α 6= π/4). В противном слу-
чае, вольт-амперная характеристика при пропуска-
нии меандра тока (рис. 1 справа внизу) будет иметь
вид повернутого «стола с ножками» (table with legs),
когда обе наклонные прямые линии сольются в «сто-
лешницу», а переходные процессы (соответствую-
щие миграции вакансий при стационарных значени-
ях тока в меандре) сформируют «ножки».

3. РАВНОВЕСНЫЕ СОСТОЯНИЯ

Полная кинетика переключений рассматривае-
мого мемристора доступна на данный момент толь-
ко численно. Но при прохождении через мемристор
постоянного тока, |p| = const, она достаточно про-
стая и представляет собой релаксацию (на конеч-
ном этапе по экспоненциальному закону) к одному
из равновесных (стационарных при τ → ∞) состоя-
ний. Эти состояния можно найти аналитически. Од-
но из них соответствует положительным значениям
p > 0, когда вакансии собираются у правого (ξ = 1)
конца мемристора, другое — отрицательным, когда
вакансии собираются у левого (ξ = 0) его конца.
Распределения вакансий limτ→∞ c(ξ, τ) = c(ξ) в этих
состояниях связаны простым преобразованием

p→ −p, ξ → 1− ξ. (9)

Это означает, что достаточно найти одно из них.
Сделать это достаточно просто, поскольку для

стационарного распределения c = c(ξ) уравнение (5)
можно проинтегрировать по ξ, и этот интеграл, как
следует из (1), пропорционален величине потока ва-
кансий. Константу интегрирования нужно выбрать
так, чтобы поток на границах мемристора ξ = 0, 1
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был равен нулю. В стационарном случае это авто-
матически означает, что поток равен нулю везде:
J = 0. В пределе a→ 0 из (2) для c(x) получим

−c′ + pc(1− c)(1 + β(c− r)) = 0. (10)

Это (пусть и нелинейное) обыкновенное дифферен-
циальное уравнение первого порядка легко решает-
ся методом разделения переменных, что дает

ξ+C0 =
β ln c

1+β(c−r)

p[β(r−1)−1](βr−1)
+

2 th−1(1−2c)

p[β(r − 1)− 1]
, (11)

где C0 — постоянная интегрирования. Величину C0

можно найти из условия (4) для полного количества
вакансий в мемристоре и выразить зависимость c(ξ)
параметрически:

ξ =
1

1− βr

[
s+

β2r2

1 + β(1 − r)
+

β

p(1 + β(1 − r))
×

× ln
ep − 1

(ep − eps) eβpr2 + (eps − 1) e(β+1)pr

]
, (12a)

c =

[
1− e−ps(1 + β(1− r))[1 − ep(1−r)(1−βr)]

(1− βr)[1 − e−pr(1+β(1−r))]

]−1

,

(12b)

где параметр 0 ≤ s ≤ 1. При β = 0 стационарный
профиль c(ξ) выражается явно,

cB(p, r, ξ) =
(epr − 1) epξ

ep(r+ξ) − epr − epξ + ep
, (13)

и в точности совпадает с полученным в [11]. Для
β 6= 0 возможны несколько случаев, которые мы
проанализируем в следующих разделах.

3.1. Слабая нелинейность:

−1/(1 − r) < β < 1/r

Самый простой случай, когда параметр β, опре-
деляющий наличие кубического нелинейного члена
в уравнении (5), мал. Конкретно рассмотрим слу-
чай, когда он мал настолько, что удельное сопротив-
ление мемристора ρ > 0 для любых 0 < c < 1. Из (3)
это эквивалентно условию −1/(1 − r) < β < 1/r,
т. е. при каждом значении коэффициента заполне-
ния мемристора r параметр β в рассматриваемом
слабо нелинейном режиме может принимать (поло-
жительные и отрицательные) значения из некоторо-
го интервала вокруг β = 0.

На рис. 2 приведены примеры равновесных рас-
пределений вакансий в мемристоре при некотором
(достаточно большом) токе p = 20 и нескольких

значениях коэффициента заполнения r во всем ин-
тервале значений β. Обратите внимание, что рас-
пределения вакансий на крайнем левом и крайнем
правом графиках рис. 2 связаны последовательным
применением преобразований подобия (6) и (9). По-
этому, вообще говоря, достаточно рассмотреть слу-
чай 0 < r < 1/2.

Можно сказать, что в слабо нелинейном режи-
ме влияние параметра β на равновесные распреде-
ления вакансий прежде всего количественное. При-
чем, с точки зрения достижения наибольшей разни-
цы между включенным и выключенным сопротив-
лениями мемристора, эффект от ненулевого значе-
ния β скорее отрицательный.

Действительно, для максимальной разницы со-
противления σ из (8) между равновесными состоя-
ниями с противоположными знаками p необходимо,
чтобы разница в концентрации вакансий на проти-
воположных концах мемристора была максималь-
ной. На рис. 2 видно, что уже при p = 20 эта раз-
ность при β = 0 почти достигает своего максималь-
ного значения, равного 1. В то же время при уве-
личении |β| достигаемая с тем же током p = 20

концентрация вакансий на левом и правом концах
мемристора начинает (и довольно существенно) от-
личаться от 0 и 1 соответственно. Конкретно, для
предельных значений β можно получить следующие
оценки максимальной (на левом конце мемристора)
и минимальной (на его правом конце) концентраций
вакансий:

max
β

c(0) =
(ep − 1) r

ep(r + p(1−r))− r
≈ r

r + p(1−r)

∣∣∣∣
p≫1

,

(14)

min
β
c(1) =

eppr

ep(1+(p−1)r)+r−1
≈ pr

1+(p−1)r

∣∣∣∣
p≫1

.

(15)

Понятно, что при p → ∞ имеем maxβ c(0) → 0 и
minβ c(1) → 1, но если в случае β = 0 этот пре-
дел при конечных значениях p≫ 1 достигается экс-
поненциально, то при β 6= 0 это происходит гораз-
до медленнее. Таким образом, сопротивление сла-
бо нелинейного мемристора всегда можно насытить
достаточно большим током, но чем больше |β|, тем
сделать это сложнее.

3.2. Мемристор с фазовым переходом:

r − 1 < 1/β < r

При больших значениях |β| возможна ситуация,
когда при некоторой концентрации вакансий
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Рис. 2. Распределения концентрации вакансий в равновесных состояниях при p = 20 и разных заполнениях мемристора

r = 1/4, 1/2, 3/4 для различных значений β от −1/r до 1/r; линии — аналитическое выражение (12), точки — численный

счет

0 < clim =
rβ − 1

β
< 1 (16)

удельное сопротивление ρ внутри мемристора, опре-
деляемое формулой (3), обращается в нуль. Мы бу-
дем идентифицировать эту особенность с наличи-
ем фазового перехода (скажем, перехода металл–
изолятор) в материале мемристора, когда его удель-
ное сопротивление при достижении определенной
концентрации вакансий обращается в нуль (или ста-
новится близким к нулю) и при дальнейшем из-
менении их концентрации (практически) перестает
меняться.

Обычно переходы металл–изолятор наблюдают
как резкое изменение электрического сопротивле-
ния на несколько порядков при изменении темпе-
ратуры материала. Но известно, что критическая
температура этого перехода во многих материалах
сильно зависит от концентрации и расположения ва-
кансий [13–16]. Этого можно ожидать и a priori, по-
скольку критическая температура перехода металл–
изолятор определяется электронной структурой, а
заряженные вакансии способны эту структуру суще-
ственным образом изменить. Поэтому, при темпера-
туре вблизи критической переход металл–изолятор
вполне может быть спровоцирован изменением кон-
центрации вакансий. Линейный закон с изломом мо-
жет показаться грубым описанием поведения сопро-
тивления вблизи фазового перехода, но для доста-
точно малой окрестности (по абсолютной концен-
трации вакансий) точки перехода линейное прибли-
жение вполне обосновано и, как минимум, может
дать неплохое качественное описание. На практи-
ке, для создания мемристоров, работающих в силь-
но нелинейном режиме, потребуются довольно точ-

ная (однократная для рассматриваемых закрытых
мемристоров) подстройка полного количества ва-
кансий и стабилизация температуры.

Конечно, ни о какой сверхпроводимости мемри-
стора (и тем более о его отрицательном сопротив-
лении) в данном случае речи не идет. В мемри-
сторе с фазовым переходом концентрация вакан-
сий способна лишь приближаться к предельному
значению clim, никогда его не достигая. Причина
в том, что (при заданном фиксированном токе че-
рез мемристор) локальное уменьшение сопротивле-
ния уменьшает величину движущего вакансии ло-
кального электрического поля. При этом действие
температурных флуктуаций, стремящихся уравнять
локальную концентрацию вакансий в соседних точ-
ках, не ослабевает. В результате, при сколь угодно
большом токе, концентрация вакансий не способна
пересечь величину clim. Таким образом, в мемристо-
ре с фазовым переходом она лежит уже не в области
значений 0 < c < 1, а в интервале clim < c < 1 при
больших положительных β > 0 либо в интервале
0 < c < clim при больших (по модулю) отрицатель-
ных β < 0. Удельное сопротивление при этом всегда
остается положительным: ρ > 0.

Примеры равновесных распределений вакансий
(12) в мемристоре с фазовым переходом приведены
для двух значений β на рис. 3 во всем интервале ко-
эффициентов заполнения мемристора r. В принципе
достаточно изобразить лишь один из этих наборов
кривых – при положительных, либо при отрицатель-
ных с тем же модулем значениях β. Второй набор
получается из него последовательным применени-
ем преобразований (6), (9), что сводится к поворо-
ту всего графика на 180◦ вокруг центральной точки
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Рис. 3. Распределения концентрации вакансий в равновес-

ных состояниях мемристора с фазовым переходом с p = 20

и β = ±40 при разных заполнениях мемристора; линии —

точное аналитическое выражение (12), точками показано

приближение (17)

ξ = 1/2, c = 1/2 и переобозначению коэффициентов
заполнения r ↔ (1− r).

Можно также заметить, что при сильной нели-
нейности, концентрация может оказаться «зажа-
той» в очень узком интервале значений. Для β > 0

это происходит при почти полностью заполненном
мемристоре (r ≈ 1), а для β < 0 при почти пустом
(r ≈ 0). В этой ситуации один из множителей в по-
токе (2), J ∝ c(1 − c), перестает оказывать суще-
ственное влияние на кинетику движения вакансий,
и его можно заменить средним значением. Тогда и
в сильно нелинейном случае |β| ≫ 1 рассматривае-
мая модель (подобно случаю β = 0) отображается
на перемасштабированную модель Бюргерса:

c(ξ, τ) ≈ climcB(−prβ, r/clim, ξ, τ) при β < 0. (17)

Аналогичное выражение для β > 0 получает-
ся преобразованием (6). Здесь cB(p, r, ξ, τ) —
решение уравнения (5) при β = 0, а исполь-
зованная при построениях графиков величина
cB(p, r, ξ) = limτ→∞ cB(p, r, ξ, τ) дана уравне-
нием (13). Отметим, что данное отображение
справедливо как для стационарных состояний, так
и для переходных процессов в мемристоре.

Равновесные состояния, соответствующие (17),
изображены на рис. 3 линиями из точек. Можно за-
метить, что уже при r ≤ 1/4 для β = −40 (и при
r ≥ 3/4 при β = 40) эти распределения визуально

неотличимы от точных выражений (12), показанных
сплошными линиями. Важным достоинством отоб-
ражения (17) является наличие точных решений не
только для равновесных распределений вакансий,
но также для зависящих от времени переходных [11]
и периодических [12] процессов. Эти решения авто-
матически становятся применимы для моделирова-
ния таких «прижатых к фазовому переходу» сильно
нелинейных мемристоров.

Можно отметить, что с ростом |β| большая часть
мемристора оказывается заполненной вакансиями
почти на уровне предельной концентрации clim, т. е.
находится в состоянии с минимальным значением
удельного сопротивления. В рассмотренном случае
линейной зависимости удельного сопротивления от
концентрации вакансий (3) это никак не отражается
на сопротивлении между контактами ξ = 0 и ξ = 1.
Однако если добавить третий контакт на некотором
промежуточном расстоянии 0 < ξ < 1, то сопро-
тивление между ним и остальными двумя контакта-
ми будет сильно зависеть от состояния мемристора.
Такое трехтерминальное устройство под названием
мемистор [17] уже было предложено и реализова-
но [18,19], в том числе и в контексте нейроморфных
вычислений [20]. Надеемся, что изложенная здесь
простая теоретическая модель окажется полезной
для развития интуиции, необходимой при оптими-
зации и проектировании таких устройств.

4. ВЫВОДЫ

Рассмотрена модель мемристора из материала
с линейной зависимостью удельного сопротивления
от концентрации кислородных вакансий (или дру-
гих заряженных мобильных дефектов). Его кине-
тика определяется нелинейным уравнением в част-
ных производных, сводящимся в частном случае, ко-
гда зависимостью удельного сопротивления от кон-
центрации вакансий можно пренебречь, к уравне-
нию Бюргерса. Получены точные аналитические
выражения для распределений вакансий в равно-
весных состояниях такого мемристора — простран-
ственных распределений вакансий, созданных дол-
говременным протеканием через него электрическо-
го тока при постоянной температуре. В случае сла-
бой (но все же не пренебрежимо малой) зависимо-
сти удельного сопротивления от концентрации ва-
кансий эта зависимость мешает насыщению сопро-
тивления мемристора долговременным пропускани-
ем постоянного электрического тока. Интересно, что
рассмотренная простая модель позволяет описы-
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вать мемристоры, материал которых претерпева-
ет (в зависимости от концентрации дефектов) фа-
зовый переход металл–изолятор. Наличие перехо-
да сужает допустимый диапазон концентраций мо-
бильных вакансий. Если диапазон становится доста-
точно узок, кинетику переключения таких мемри-
сторов (и трехтерминальных мемисторов) можно
приближенно отобразить на точно решаемое урав-
нение Бюргерса с полным учетом линейной зависи-
мости их удельного сопротивления от концентрации
вакансий.
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