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Методом Монте-Карло выполнены исследования фазовых переходов и термодинамических свойств фер-

ромагнитной модели Поттса с числом состояний спина q = 4 на слоистой гексагональной решетке с

взаимодействиями ближайших соседей. На основе гистограммного метода анализа данных и метода ку-

мулянтов Биндера четвертого порядка проведен анализ природы фазового перехода. Показано, что в

исследуемой модели наблюдается фазовый переход первого рода.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Решеточная модель Поттса является теорети-
ческим инструментом, применяемым для изучения
физических явлений в статистической физике и фи-
зике конденсированного состояния [1–3]. Широкое
разнообразие описываемых физических свойств де-
лает модель Поттса предметом интенсивных иссле-
дований. Повышенный интерес вызван зависимо-
стью универсальности критического поведения мо-
дели Поттса от размерности системы d и числа спи-
новых состояний q. Согласно гипотезе универсаль-
ности, для каждой размерности существует крити-
ческое значение числа спиновых состояний qc. В
классической ферромагнитной модели Поттса су-
ществует фазовый переход (ФП) первого рода при
q > qc, а в случае q ≤ qc — ФП второго рода [2]. Од-
нако критическое значение числа спиновых состо-
яний qc классической антиферромагнитной модели
Поттса зависит от микроструктуры решетки и при
q > qc ФП отсутствует [4, 5]. Более того, обнаруже-
ны наборы решеток, которые вовсе не имеют кри-
тического значения спиновых состояний qc [6]. До
сих пор актуальными являются вопросы, связанные
с зависимостью физических свойств модели Потт-
са от пространственной размерности решетки, числа
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состояний спина q, величины взаимодействия вто-
рых соседей, внешнего магнитного поля и от геомет-
рии решетки [7–15]. Модель Поттса описывает боль-
шой класс реальных физических систем, таких как
слоистые магнетики, пленки жидкого гелия, сверх-
проводящие пленки, адсорбированные пленки и др.
[2,16]. К примеру, структурные ФП в таких матери-
алах, как SrTiO3 или Pb3(PO4)2 [17], хорошо описы-
ваются двумерной моделью Поттса с числом спино-
вых состояний q = 3, а ФП в пирохлоре KOS2O6 —
трехмерной ферромагнитной моделью Поттса с чис-
лом спиновых состояний q = 4 [18]. В данной рабо-
те проводится исследование ферромагнитной моде-
ли Поттса с числом состояний спина q = 4 на сло-
истой гексагональной решетке. К настоящему мо-
менту двумерная модель Поттса изучена достаточ-
но хорошо [12–15]. Работ, посвященных изучению
ФП и термодинамических свойств четырехкомпо-
нентной модели Поттса на слоистой гексагональ-
ной решетке, очень мало. В основном, встречают-
ся работы, посвященные исследованию трехмерной
трехкомпонентной модели Поттса. Данные анали-
тических подходов для трехмерной модели Поттса
в случае q > 3 свидетельствует в пользу ФП пер-
вого рода, но строгого аргумента, доказывающего
или опровергающего этот факт, нет. Например, вы-
воды, сделанные на основе результатов исследова-
ний методом перенормировки и ε-разложения, гово-
рят о том, что в трехмерной модели Поттса с q = 3

реализуется ФП первого рода [19, 20]. Но в то же
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время непертурбативное ренормгрупповое исследо-
вание данной модели показывает, что метод пере-
нормировки и ε-разложения может потерпеть неуда-
чу [21,22]. В связи с этим, в данной работе на осно-
ве репличного обменного алгоритма метода Монте-
Карло (МК) проведено исследование ФП ферромаг-
нитной модели Поттса с числом состояний спина
q = 4 на слоистой гексагональной решетке. Исследо-
вание данной модели на основе современных мето-
дов и идей позволит получить ответ на ряд вопро-
сов, связанных с ФП и термодинамическими свой-
ствами трехмерных спиновых решеточных систем.

2. МОДЕЛЬ И МЕТОД ИССЛЕДОВАНИЯ

Гамильтониан модели Поттса с числом состоя-
ний q = 4 с учетом взаимодействий ближайших со-
седей может быть представлен в следующем виде:

H = −J
∑

〈i,j〉,i6=j

SiSj = −J
∑

〈i,j〉,i6=j

cos θi,j , (1)

где J1 — параметр обменного ферромагнитного вза-
имодействия, θi,j , — угол между взаимодействую-
щими спинами Si, Sj . Суммирование в уравнении
(1) проводится для каждой пары соседних спинов.

Решетка состоит из гексагональных слоев, сло-
женных вдоль оси z. Спины расположены в узлах
решетки. Каждый спин имеет пять ближайших сосе-
дей: три соседа на плоскости и два соседа в ближай-
ших слоях. Соседние слои расположены параллель-
но друг другу, без смещений. Расчеты проводились
для систем с периодическими граничными условия-
ми (ПГУ) и линейными размерами L × L × L = N ,
L = 24, 36, 48, 60, где L имеет размерность элемен-
тарной ячейки.

Направления спинов заданы таким образом, что
выполняется равенство

θi,j =

{
0, если Si = Sj ,

109.47◦, если Si 6= Sj .

или

cos θi,j =

{
1, еслиSi = Sj ,

−1/3, еслиSi 6= Sj .
(2)

Согласно условию (2) для двух спинов, Si и
Sj , энергия парного обменного взаимодействия
Ei,j = −J1, если Si = Sj . В случае когда Si 6= Sj ,
энергия Ei,j = J1/3. Таким образом, энергия пар-
ного взаимодействия спинов равна одной величине
при их одинаковом направлении и принимает

другое значение при несовпадении направлений
спинов.

В настоящее время спиновые системы на основе
микроскопических гамильтонианов успешно изуча-
ются методом МК [23–27]. В последнее время разра-
ботано много новых вариантов алгоритмов метода
МК. Одним из наиболее эффективных для исследо-
вания подобных систем является репличный обмен-
ный алгоритм [24], используемый в данном исследо-
вании в следующем виде.

1. Одновременно моделируются R реплик
X1, X2, . . . , XR с температурами T1, T2, . . . , TR.

2. После выполнения одного МК-шага/спин для
всех реплик осуществляется обмен данными между
парой соседних реплик Xi и Xi+1 в соответствии со
схемой Метрополиса с вероятностью

w(Xi → Xi+1) =

{
1, если ∆ ≤ 0,

exp(−∆), если ∆ > 0,

где ∆ = −(Ei − Ei+1)(1/Ti − 1/Ti+1), Ei и Ei+1 —
внутренние энергии реплик, T — температура (здесь
и далее температура дана в единицах |J |/kB).

Главное преимущество этого алгоритма перед
другими в том, что вероятность обмена априори из-
вестна, тогда как для других алгоритмов определе-
ние вероятности – процедура достаточно длитель-
ная и отнимает много времени. В репличном об-
менном алгоритме для каждой реплики реализуется
случайное блуждание по «температурному интерва-
лу», которое, в свою очередь, стимулирует случай-
ное блуждание в поле потенциальной энергии. Это
облегчает решение проблемы «застревания» систе-
мы в многочисленных состояниях с локальной ми-
нимальной энергией, характерной для спиновых си-
стем с фрустрациями. Для повышения эффективно-
сти этого метода необходимо увеличение числа ре-
плик, что требует серьезного роста вычислительных
мощностей. Современные компьютеры обладают до-
статочной мощностью, что позволяет моделировать
необходимое количество реплик и получать резуль-
таты с высокой точностью.

3. РЕЗУЛЬТАТЫ МОДЕЛИРОВАНИЯ

Для наблюдения за температурным ходом пове-
дения теплоемкости C использовано выражение

C =
(
NK2

) (
〈E2〉 − 〈E〉2

)
, (3)

где K = |J |/kBT .
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Рис. 1. Температурные зависимости теплоемкости для

систем с различными линейными размерами

На рис. 1 представлены температурные зависи-
мости теплоемкости для систем с различными ли-
нейными размерами L (здесь и далее статистиче-
ская погрешность не превышает размеров симво-
лов, использованных для построения зависимостей).
Как видно на рисунке, для всех значений L на тем-
пературной зависимости теплоемкости наблюдают-
ся ярко выраженные максимумы. С ростом линей-
ных размеров системы наблюдается рост максиму-
мов теплоемкости, причем максимумы в пределах
погрешности приходятся на одну и ту же температу-
ру. Такое поведение свидетельствует о высокой эф-
фективности использованного способа добавления
ПГУ и о достижении насыщения по числу моделиру-
емых спинов N для многих исследуемых нами пара-
метров. Ярко выраженный максимум теплоемкости
может указывать на существование ФП в исследуе-
мой модели.

Температурная зависимость энергии для систе-
мы с L = 60 представлена на рис. 2. Как вид-
но на рисунке, вблизи критической температуры
(TC = 1.709) наблюдается резкий скачок энергии.
Известно, что скачкообразный рост энергии в кри-
тической области в спиновых системах свидетель-
ствует о ФП первого рода. Поведение температур-
ной зависимости энергии в данной модели свиде-
тельствует в пользу ФП первого рода.

Намагниченность системы m вычислялась по
формуле

m =
1

N

N∑

i=1

Si, (4)

где Si — трехкомпонентный единичный вектор
Si = (Sx

i , S
y
i , S

z
i ).

Рис. 2. Температурная зависимость энергии для L = 60

Рис. 3. Температурные зависимости намагниченности m

На рис. 3 представлены графики зависимости на-
магниченности m от температуры для разных зна-
чений L. На рисунке видно, что в низкотемператур-
ной области значение намагниченности равно еди-
нице, что характерно для ферромагнитной модели.
При увеличении температуры вблизи критической
области наблюдается резкий спад намагниченности.
Такое поведение намагниченности в критической об-
ласти характерно для ФП первого рода.

Для анализа характера ФП нами использовался
метод кумулянтов Биндера четвертого порядка [28]:

VL = 1− 〈E4〉L
3〈E2〉2L

, (5)

где VL — энергетический кумулянт.
Выражение (5) позволяет хорошо тестировать

тип ФП в системе. Известно, что ФП первого рода
характеризуются тем, что величина VL стремится к
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Рис. 4. Температурные зависимости магнитного кумулян-

та Биндера VL

некоторому нетривиальному значению V ∗ согласно
выражению

VL = V ∗ + bL−d (6)

при L → ∞ и T = TC(L), где величина V ∗ отлична
от 2/3, а минимальная величина VLmin(T = Tmin)

расходится VLmin(T = Tmin) → ∞ при L→ ∞.
Температурная зависимость энергетического ку-

мулянта VL при разных значениях L представлена
на рис. 4. Как видно на графике, величина VL при
увеличении L не стремится к 2/3, что характерно
для ФП первого рода.

Для определения рода ФП нами также исполь-
зовался гистограммный анализ данных метода МК
[29, 30]. Этот метод позволяет надежно определить
род ФП. Методика определения рода ФП этим мето-
дом подробно описана в работах [31,32]. Полученные
на основе гистограммного анализа данных резуль-
таты показывают, что в данной модели наблюдается
ФП первого рода. Это продемонстрировано на рис. 5
и 6. На рис. 5 представлены гистограммы распреде-
ления энергии для систем с различными линейны-
ми размерами. Графики построены для температу-
ры близкой к критической (T = 1.70963). Значения
W (E) нормированы таким образом, что сумма всех
W (E) была равна единице:

∑
W (E) = 1. На рисун-

ке видно, что в зависимости вероятностиW от энер-
гии наблюдается два максимума для всех значений
L, которые свидетельствуют о ФП первого рода. На-
личие двух максимумов на гистограммах распреде-
ления энергии является достаточным условием для
ФП первого рода. Кроме того, на рисунке видно, что
при увеличении линейных размеров системы шири-

Рис. 5. Гистограммы распределения энергии для разных L

Рис. 6. Гистограммы распределения энергии для различ-

ных температур

на гистограммы увеличивается, что характерно для
ФП первого рода.

На рис. 6 представлены гистограммы распреде-
ления энергии для системы с линейными размерами
L = 48. Графики построены при различных тем-
пературах, близких к критической температуре. На
рисунке видно, что в зависимости вероятности W

от энергии E для всех температур наблюдаются два
максимума, которые свидетельствует о ФП первого
рода. Это подтверждает, что в данной модели на-
блюдаются ФП первого рода.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Исследование фазовых переходов и термодина-
мических свойств ферромагнитной модели Поттса с
числом состояний спина q = 4 на слоистой гексаго-
нальной решетке выполнено с использованием реп-
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личного алгоритма метода Монте-Карло. Проведен
анализ характера фазовых переходов на основе ме-
тода кумулянта Биндера и гистограммного анализа
данных. Показано, что в рассматриваемой модели
наблюдается фазовый переход первого рода.

Финансирование. Исследование выполнено
при поддержке Российского научного фонда, грант
№25-12-20029.
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