
ЖЭТФ, 2025, том 167, вып. 6, стр. 876–880 © 2025

КЛАССИЧЕСКАЯ АДВЕКЦИЯ–ДИФФУЗИЯ В АНИЗОТРОПНОЙ
СРЕДЕ С КРУПНОМАСШТАБНЫМИ НЕОДНОРОДНОСТЯМИ

П. С. Кондратенко a,b*, А. Л. Матвеев a, Л. В. Матвеев a,b

a Институт проблем безопасного развития атомной энергетики

Российской академии наук

115191, Москва, Россия

b Московский физико-технический институт

141700, Долгопрудный, Московская обл., Россия

Поступила в редакцию 20 марта 2025 г.,
после переработки 26 марта 2025 г.

Принята к публикации 26 марта 2025 г.

Построена асимптотическая теория переноса примеси для задачи адвекции–диффузии в анизотропных

средах с крупномасштабными неоднородностями. Выражение для концентрации сведено к одномерным

интегралам вдоль траектории концентрационного сигнала. Сама траектория определяется из обыкновен-

ного дифференциального уравнения первого порядка для касательной. Теория применима на расстояниях

от основной области локализации примеси, значительно превышающих ее размер.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Существующие модели переноса примеси осно-
ваны на проведении подходящих процедур усредне-
ния по малым и средним масштабам неоднородно-
стей. При этом, если крупномасштабные неоднород-
ности отсутствуют, то содержащиеся в модели ха-
рактеристики среды не зависят от координат, и то-
гда концентрация примеси как функция координат
и времени, как правило, описывается аналитически-
ми выражениями [1–7]. Однако на практике помимо
мелко- и среднемасштабных неоднородностей, опре-
деляющих выбор модели, среда обладает крупно-
масштабными неоднородностями, так что входящие
в модель характеристики среды зависят от коорди-
нат, и тогда решение задачи о переносе требует про-
ведения трудоемких и времязатратных численных
расчетов.

В работе [8] был впервые предложен асимптоти-
ческий подход, применение которого для задач рас-
чета концентрации примеси при переносе в средах
с крупномасштабными неоднородностями позволя-
ет существенно сократить объем и время вычисле-
ний. В данном подходе используется тот факт, что
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на расстояниях, значительно превосходящих размер
основной области локализации примеси, формиро-
вание концентрации обусловлено коротковолновой
частью механизма переноса, и зависимость концен-
трации от расстояния представима в виде произве-
дения убывающей экспоненты с показателем (ква-
зиэйконалом), значительно большим единицы, и от-
носительно медленно меняющегося предэкспоненци-
ального множителя. Выражение для концентрации
было сведено к однократным интегралам вдоль тра-
ектории концентрационного сигнала, которая опре-
делялась из вариационного принципа, приводящего
к обыкновенному дифференциальному уравнению
первого порядка для единичного вектора касатель-
ной к траектории. Такой подход в теории процессов
переноса по форме близок к приближению геомет-
рической оптики в электродинамике [9] и квазиклас-
сическому приближению в квантовой механике [10].
Отметим, что в работе [8] асимптотический подход
был продемонстрирован на модели случайной ад-
векции, в которой реализуется супердиффузионный
режим переноса. В дальнейшем [11–14], асимптоти-
ческий подход был применен к задачам о классиче-
ской диффузии в изотропной, анизотропной и резко
контрастной среде, а также к задаче об адвекции–
диффузии в изотропной среде.
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В работе [15] установлено, что при переносе в
пористой среде в дополнение к молекулярной диф-
фузии в дисперсию примеси дают вклад мелкомас-
штабные пространственные флуктуации скорости
просачивания влаги, причем данный вклад являет-
ся анизотропным. Анизотропия соответствует типу
легкая ось — вдоль скорости адвекции (средней ско-
рости просачивания влаги). Продольная часть дис-
персии, как правило, заметно превышает попереч-
ную часть.

Отсюда возникает задача построения асимп-
тотической теории переноса примеси на основе
адвекции–диффузии в анизотропной среде с круп-
номасштабными неоднородностями. Именно этой
задаче посвящена наша работа.

В разд. 2 сформулирована постановка задачи.
Раздел 3 посвящен выводу формулы для квази-
эйконала и уравнения для траектории квазилуча.
В разд. 4 получено выражение для предэкспо-
ненциального множителя. В разд. 5 дан вывод
асимптотической формулы для концентрации в
пространственно-временном представлении. В
Заключении кратко подведены итоги работы.

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Уравнение адвекции–диффузии в анизотропной
среде имеет вид

∂tc(r, t) + ∂i(V
ic(r, t)−Dij∂jc(r, t)) = 0, (1)

где r = xk — компоненты радиус-вектора, k = 1, 2, 3,
∂i = ∂/∂xi, Dij = Dij(r) — симметричный тензор
дисперсии, V i = V i(r) — поле скоростей адвекции.
Далее мы будем придерживаться формализма кри-
волинейной геометрии, используемого в общей тео-
рии относительности (см. [16]).

Считаем, что жидкость в среде является несжи-
маемой,

∂iV
i = 0. (2)

В начальный момент времени вся примесь рас-
положена в начале координат,

c(r, 0) = Nδ(r). (3)

Для решения задачи перейдем в представление
Лапласа,

cp(r) =

∞∫

0

c(r, t)e−ptdt,

в котором уравнение (1) с учетом условий (2) и (3)
принимает вид

pcp(r) + V i∂icp(r)− ∂i(D
ij∂jcp(r)) = Nδ(r). (4)

Нас будет интересовать концентрация на асимпто-
тически далеких расстояниях от источника приме-
си, когда r′ ≫ R(t), где R(t) — размер основной об-
ласти ее локализации в момент времени t, а r′ —
расстояние от этой области до точки наблюдения r.
Тогда решение уравнения (4) удобно представить в
форме [10]

cp(r) = Ap(r)e
−Γp(r), Γp(r) ≫ 1. (5)

Благодаря неравенству Γp(r) ≫ 1 возникает малый
параметр

ξ = (|∂iΓp(r)|min(L, r′))−1, ξ ≪ 1. (6)

Решение уравнения (4), выполненное в следую-
щих двух разделах, базируется на разложении по
параметру ξ.

3. КВАЗИЭЙКОНАЛ

После подстановки выражения (5) в уравнение
(4) в нулевом приближении по малому параметру ξ,
определенному равенством (6), приходим к уравне-
нию в частных производных первого порядка для
квазиэйконала Γp(r):

p− V i∂iΓp −Dij(∂iΓp)(∂jΓp) = 0. (7)

После замены

∂iΓp = ∂iΓ̃p −
1

2
DikV

k (8)

приходим к уравнению

p̃−Dij(∂iΓ̃p)(∂jΓ̃p) = 0, (9)

где

p̃ = p+
1

4
DikV

iV k,

а тензор Dij удовлетворяет равенству

DijD
jk = δki . (10)

Введем 3-вектор ui(r), касательный к траекто-
рии xi(s) концентрационного сигнала:

ui = gik∂kΓ̃p, (11)

где определим эффективную метрику в среде как

ds2 = gikdx
idxk. (12)

Компоненты метрического тензора выражаются че-
рез тензор диффузии:

gik =
Dik

p̃
, gik = p̃Dik. (13)
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Согласно (9), (11), (13) имеют место соотношения

giku
iuk = 1, ui =

dxi

ds
, ∂iΓ̃p = giku

k. (14)

В этих обозначениях выражение для квазиэйконала
имеет вид

Γp(r) =

r∫

0

ds

(
1− 1

2
Diku

iV k

)
. (15)

Интегрирование здесь происходит по траектории
концентрационного сигнала, который находится
из вариационного принципа — аналога принципа
Ферма:

δΓp(r) = 0. (16)

Отсюда с учетом (8) получается уравнение для
траектории:

gli
dui

ds
+ Γl,kmu

kum+

+
1

2
um
[
∂(DmkV

k)

∂xl
− ∂(DlkV

k)

∂xm

]
= 0. (17)

Здесь Γi,km — символы Кристоффеля (см. [16]),
определенные равенством

Γi,km =
1

2
(∂kgmi + ∂mgki − ∂igkm). (18)

Отметим, что при Dik(r) → D(r)δik уравнение (17)
переходит в уравнение для концентрационного
сигнала при адвекции–диффузии в изотропной
среде [14], а при V i = 0 — в соответствующее
уравнение для диффузии в анизотропной среде [12].

4. ПРЕДЭКСПОНЕНТА

Подстановка выражения (5) в уравнение (4) при-
водит в первом порядке по малому параметру ξ к
уравнению для предэкспоненты Ap(r):

2gij(∂iAp)(∂jΓ̃p)+Ap(∂ig
ij)(∂j Γ̃p)+Apg

ij∂i∂jΓ̃p = 0.

(19)

С учетом (14) оно принимает вид

2
d lnAp

ds
+ ∂iu

i = 0. (20)

Его решение можно представить в форме

Ap(r) =
Bp

Γ̃p(r)
exp(−H(r)), (21)

где

H(r) =

r∫

0

ds

(
1

2
∂iu

i − 1

s

)
, Γ̃p(r) =

r∫

0

ds. (22)

Константу интегрирования Bp найдем, пользуясь
тем, что на малых расстояниях от источника при-
меси, когда r ≪ L, выражение для предэкспоненты
должно переходить в свой эквивалент с постоянны-
ми характеристиками среды, равными своим значе-
ниям при r = 0. Последний, Ãp(r), вычислен в При-
ложении. Из (22) имеем соотношения

H(r) ≪ 1, Γ̃p(r) ∼=
√
Dikxixk

при r ≪ L.

Подставляя их в равенство (21) и приравнивая
результат выражению (A.4), находим

Bp =
N
√
p̃(0)

4π
√
D0

, D0 = det(Dij(0)). (23)

5. КОНЦЕНТРАЦИЯ ПРИМЕСИ

Для того чтобы найти концентрацию примеси в
координатно-временном представлении, необходимо
подставить (15), (21), (23) в (5) и провести обратное
преобразование Лапласа:

c(r, t) =

a+i∞∫

a−i∞

dp

2πi
Ap(r) exp[pt− Γp(r)], Re a > 0.

(24)

Поскольку Γp(r) ≫ 1, интеграл (24) вычисляется ме-
тодом стационарной фазы, и тогда выражение для
концентрации принимает вид

c(r, t) = N

√
p̃(0)

D0

exp[p0t− Γp0
(r)−Hp0

(r)]

Γ̃p0
(r)

√
32π3|Γ(2)

p0
(r)|

, (25)

где p0 — значение переменной Лапласа в стационар-
ной точке, которая находится из условия

∂Γp(r)

∂p

∣∣∣∣
p=p0

= t, (26)

а

Γ(2)
p0

(r) =
∂2Γp(r)

∂p2

∣∣∣∣
p=p0

(27)

— вторая производная квазиэйконала по переменной
Лапласа при p = p0.
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При дифференцировании квазиэйконала Γp(r)

следует учитывать не только зависимость от пере-
менной Лапласа самого подынтегрального выраже-
ния в (15), но и зависимость от нее траектории ква-
зилуча. Однако при однократном дифференцирова-
нии по p вклад деформации контура отсутствует,
так как траектория является экстремальной. Сле-
довательно,

∂Γp(r)

∂p
=

r∫

0

ds

2p̃
. (28)

Соответственно, уравнение (26) для p0 приобретает
следующий вид:

r∫

0

ds

2p̃

∣∣∣∣∣∣
p=p0

= t. (29)

Перейдем к получению второй производной ква-
зиэйконала по p. Аналогично [14] получим

Γ(2)
p (r) = −

r∫

0

ds

4p̃2
+

+

r∫

0

ds

2p̃

(
1

2
umFlm + gilu

ium∂m(ln p̃)− ∂l(ln p̃)

)
∂δxl

∂p
,

(30)

где

Flm =
∂
(
DmkV

k
)

∂xl
− ∂

(
DlkV

k
)

∂xm
. (31)

Входящая в (30) величина ∂δxm

∂p определяется как

∂δxm

∂p
=

r∫

0

wm(s′)ds′, (32)

где

wm(s) =
∂um

∂p
. (33)

Уравнение для вектора wm после дифференцирова-
ния уравнения (17) по переменной Лапласа выгля-
дит следующим образом:

gli
dwi

ds
+
∂gli
∂p

dui

ds
+

+2Gl,kmu
kwm +

∂Gl,km

∂p
ukum +

1

2
wmFlm = 0. (34)

Условием для исключения постоянной интегрирова-
ния является

r∫

0

wmds = 0. (35)

Оно вытекает из требования, чтобы при изменении
переменной Лапласа конечные точки квазилуча, 0 и
r, оставались неизменными.

Подстановкой (32) в (30) получается окончатель-

ное выражение для ∂2Γp(r)
∂p2 . Путем решения уравне-

ний (17) и (34) с условием (35), а затем с помощью
подстановки в соотношение (25) выражений (15),
(22) и (30) в точке p0, которая находится из условия
(29), приходим к окончательному выражению для
концентрации в пространственно-временном пред-
ставлении.

6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Результатом работы является асимптотическая
теория переноса примеси в анизотропной среде с
крупномасштабными неоднородностями, когда ме-
ханизмами переноса являются адвекция и диффу-
зия. Концентрация примеси на расстояниях от ос-
новной области ее локализации, значительно боль-
ших размера этой области, представлена через ин-
тегралы вдоль линии, условно названной траекто-
рией квазилуча. Сама траектория определяется из
обыкновенного дифференциального уравнения пер-
вого порядка, являющегося аналогом уравнения гео-
дезической в криволинейной геометрии.

Ожидается, что, в сравнении с прямыми числен-
ными расчетами переноса примеси в неоднородной
анизотропной среде, вычисления, базирующиеся на
представленной здесь асимптотической теории, по-
требуют значительно более короткого (на порядки
величин) расчетного времени.

Отметим, что формализм криволинейной гео-
метрии, используемый в нашей работе, вполне при-
меним также для описания процессов адвекции–
диффузии на кривых поверхностях. В этом случае
будем иметь дело с двумерным криволинейным про-
странством.

Наряду с геологическими средами, областью
приложения нашей теории может быть замагничен-
ная плазма.

ПРИЛОЖЕНИЕ

В этом разделе мы получим выражение для кон-
центрации примеси в представлении Лапласа c̃p(r),
которое удовлетворяет уравнению (1) с начальным
условием (3) при независящих от координат тензоре
диффузии и скорости адвекции, равных своим зна-
чениям при r = 0.
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Переход в представление Фурье – Лапласа сводит
задачу к алгебраическому выражению:

c̃pk =
N

p+ iV j(0)kj +Djm(0)kjkm
. (А.1)

Отсюда после замены

ki = qi −
i

2
Dik(0)V

k(0)

получаем

c̃p(r) = exp

[
1

2
Dmn(0)x

nV m(0)

]
×

×
∫

d3q

(2π)3
N exp(iqjx

j)

p̃(0) +Djkqjqk
, (А.2)

где

p̃(0) = p+
1

4
Djk(0)V

j(0)V k(0).

Интеграл в (A.2) при переходе p̃(0) → p совпа-
дает с вычисленной в [12] концентрацией примеси
при переносе посредством анизотропной диффузии
в однородной среде в отсутствие адвекции. Восполь-
зовавшись этим результатом, из (A.2) находим

c̃p(r) =
N exp

[
1
2Dmn(0)x

nVm(0)−
√
p̃(0)Dikxixk

]

4π
√

det[Dij(0)]Dmn(0)xmxn
.

(А.3)
Отсюда получается предэкспоненциальное выра-

жение для концентрации в представлении Лапласа
в задаче об адвекции–диффузии в однородной ани-
зотропной среде:

Ãp(r) =
N

4π
√

det[Dij(0)]Dmn(0)xmxn
. (А.4)
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