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Численно смоделированы трехатомные столкновения внутри ячейки с однокомпонентным горячим га-

зом. Каждое столкновение описывается законами классической механики, в которых атомы движутся

под действием сил Ван дер Ваальса. Симуляция динамики во время таких столкновений позволила про-

наблюдать процесс формирования устойчивых ван-дер-ваальсовых кластеров, в которых пары атомов не

разлетаются после столкновения, а совершают финитное движение. Такие события происходят редко,

но регулярно. Слабая связь внутри кластера разрушается при следующем столкновении. Многократ-

но моделируя тройное столкновение со случайными скоростями и координатами, мы собрали статистику

случаев, при которых формируется двухатомный кластер. Затем на основе получившейся статистики бы-

ли построены гистограммы их кинематических параметров. Продемонстрировано, что в газе образуются

два типа кластеров, которые отличаются характером относительного движения. Также была оценена кон-

центрация устойчивых ван-дер-ваальсовых кластеров в газе при температуре 304 К и давлении 1 торр.

DOI: 10.31857/S0044451025060021

1. ВВЕДЕНИЕ

Предметом нашего исследования является
неравновесный процесс перераспределения кине-
тической энергии при трехатомных столкновениях
между медленными атомами в газовых ячейках.
На основе газовых ячеек предложены различные
схемы чувствительных сенсоров для магнитометров
[1, 2] и стандартов частоты [3, 4]. Столкновения
между атомами газа приводят к релаксационным
процессам, ухудшающим характеристики приборов,
но при этом они осуществляют перенос свойств
от атомов одного сорта к другому и могут быть
необходимым звеном для наблюдения некоторых
эффектов. Примером, является спин-обменное
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взаимодействие между атомами газа. Оно было
теоретически обосновано в работах Хаппера и
Валкера [5–7]. Также ранее проводились экспери-
менты для определения скорости спин-обменного
взаимодействия между разными сортами атомов
[8–10]. Особенность спин-обменного взаимодей-
ствия в газах состоит в том, что вероятность
передачи спинового состояния от одного атома к
другому пропорциональна квадрату времени их
сближения на дистанцию магнитно-дипольного
взаимодействия. Время столкновения между двумя
атомами газа почти всегда слишком мало для
того, чтобы проекции атомных спинов поменяли
знак. Тем не менее процесс спин-обмена происходит
и объясняется существованием квазиустойчивых
кластеров, в которых атомы удерживаются ван-
дер-ваальсовыми силами. Если принять, что такой
кластер распадается при первом же столкновении с
другим атомом, то время спин-обменного взаимо-
действия внутри пары можно оценить как среднее
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время свободного пролета, которое на несколько
порядков больше времени двухатомного столкнове-
ния (10−9 с/10−13 с, оценки приведены для ксенона
под давлением 1 торр при температуре 100 ◦C).
Поэтому именно в таких атомных кластерах спин
передается от атомов одного сорта атомам другого.
В нашей задаче мы будем предполагать, что в
условиях низкого давления кластеры из трех и
больше атомов образуются достаточно редко, и мы
их не учитываем. Таким образом, при исследовании
феномена спин-обменного взаимодействия между
поляризованными атомами внутри горячего газа
возникает важная задача молекулярной динамики:
анализ распределения кинематических характе-
ристик долгоживущих атомных пар на основе
классической механики. Мы предлагаем решение
этой проблемы. Важно, что в данной работе мы
исследуем не сам эффект спин-обмена при столкно-
вениях, а только механизм формирования атомных
пар, в которых они происходят, т. е. решается
задача о молекулярном движении внутри горячего
ансамбля, а не задача динамики состояния молекул
при их взаимодействии между собой.

Наиболее распространенным методом решения
подобных задач молекулярной динамики является
использование интеграла столкновений и уравне-
ний молекулярно-кинетической теории [11–13]. Кро-
ме того, мы будем рассматривать только тройные
столкновения, так как в отсутствие химической ре-
акции два свободно летящих атома не могут перейти
в состояние связанной пары без внешнего воздей-
ствия. Влияние тройных столкновений на распреде-
ления кинематических характеристик молекул так-
же исследовалось ранее [14–19]. Однако в предыду-
щих работах не рассматривалась статистика специ-
альных случаев столкновений между медленными
атомами, в результате которых происходит захват.
В общем числе доля таких столкновений мала и сла-
бо влияет на статистику кинетических параметров
молекул всего газа. Однако статистика атомов, ко-
торые оказались в условиях финитного движения,
существенно отличается от таковой для остальных
атомов. Кроме того, она зависит от решения зада-
чи трех тел, поэтому не может быть предсказана с
помощью неких равновесных уравнений.

Для решения поставленной нами задачи было
проведено математическое моделирование многоча-
стичного горячего ансамбля, в котором скорости
атомов, удаленных друг от друга дальше радиу-
са действия ван-дер-ваальсовых сил, подчиняют-
ся распределению Максвелла. Моделируя ван-дер-
ваальсовы силы с помощью центрального потенци-

ала Леннарда-Джонса [20, 21], мы многократно ре-
шаем задачу классической механики и непосред-
ственно наблюдаем за процессом перераспределе-
ния кинетической энергии в ходе взаимодействия
атомных троек. Небольшая часть подобных «трой-
ных» столкновений приводит к образованию двух-
атомных кластеров, в которой центробежная сила
слаба для разрыва ван-дер-ваальсовой связи. Одно-
временно с процессом формирования связи от па-
ры удаляется третий атом, который «крадет» избы-
ток кинетической энергии. Далее мы собираем дан-
ные о внутреннем движении атомов в образовавших-
ся парах, чтобы впоследствии их можно было ис-
пользовать при детальном изучении свойств спин-
обменного взаимодействия в рамках микроскопиче-
ского подхода.

Главной сложностью при решении поставлен-
ной задачи о сборе статистики ван-дер-ваальсовых
пар было определение диапазона начальных кине-
матических характеристик сталкивающихся атом-
ных троек. Для получения актуальных данных тре-
буется, чтобы, с одной стороны, было учтено распре-
деление Максвелла по скоростям, пока сближающи-
еся атомы были вне действия сил притяжения, а с
другой стороны, были учтены все возможные слу-
чаи, при которых происходит формирование класте-
ра. Другой сложностью была разработка численно-
го метода решения задачи трех тел, взаимодействие
между которыми зависит от расстояния между ато-
мами с показателями степени −6 и −12. Этот фак-
тор приводит к локальному нарушению законов со-
хранения при использовании явных численных ме-
тодов в областях с высоким градиентом потенциала.
Вместе с тем, неявные методы потребуют аппрокси-
мации полинома 12-й степени на каждом шаге по
времени, которая велика по затратам вычислитель-
ных ресурсов. Далее мы кратко охарактеризуем вы-
бранный для моделирования тройного столкновения
численный метод.

2. ВВЕДЕННЫЕ ОБОЗНАЧЕНИЯ

Статья содержит много обозначений кинема-
тических характеристик и параметров взаимодей-
ствия, поэтому мы собрали их в единой главе, что-
бы было проще ориентироваться. Кроме того, на
рис. 1 и 2 приведены схемы расположения атомов
при двойном и тройном столкновениях.

Множество кинематических характеристик ато-
мов обозначается буквой ξ, в него входят коорди-
наты атомов rk = {xk, yk, zk}, а также их скоро-

770



ЖЭТФ, том 167, вып. 6, 2025 Статистика двухатомных кластеров. . .

1-✁

✂�☎✄

2-✁

✂�☎✄

����	
��



����
� ����
��������
�������� �� �	�������
���✲��	✲����
���� 
��

����	��
�� ����

����
� ���
����
���✲��	✲����
���� 
��

�
 ���	�������� �	����
����
������� 
��	�
��

���
�������
�	������� ��	����	

Рис. 1. Схема столкновения между двумя атомами. Чер-

ными кружками отмечены местоположения атомов в мо-

мент начала столкновения, белым кружком отмечено ме-

стоположение второго атома задолго до его сближения

с первым. Штриховыми линиями качественно показаны

траектории движения

сти vk = {vx,k, vy,k, vz,k}, где индекс k = 1, 2, 3

нумерует атом. Относительная скорость первых
двух атомов на большом удалении обозначается
v
1−2

= |v2 − v1|, а прицельный параметр их
сближения на большом удалении — b

1−2
. Макси-

мально возможный прицельный параметр двойно-
го столкновения с учетом искажения траектории
из-за притяжения атомов обозначен β

1−2
. Скорость

третьего атома относительно центра масс первых
двух атомов обозначается v

12−3
= |v3 − vc|, где

vc = (m1v1 +m2v2) /(m1 + m2). Прицельный па-
раметр сближения центра масс первых двух ато-
мов и третьего атома обозначается b

12−3
. Приве-

денная масса двойного столкновения обозначена
µ = m1m2/(m1+m2), а приведенная масса тройного
столкновения — M = (m1 +m2)m3/(m1 +m2 +m3).
Потенциальная энергия взаимодействия обозначена
буквой U .

Расстояния, принятые как границы двойного и
тройного столкновений, обозначены rc2 и rc3. Об-
ласти взаимодействия представляют собой шары с
объемами V2 = 4

3πr
3
c2 и V3 = 4

3πr
3
c3. Угол θ вместе с

радиусом rc2 характеризует относительную коорди-
нату первых двух атомов в плоскости xz в началь-
ный момент двойного столкновения.

При моделировании столкновения первых двух
атомов система отсчета выбрана таким образом, что
относительная скорость v2 − v1 направлена против
оси z, а оба атома лежат в плоскости xz (см. рис. 1).
В момент сближения вектор относительной скоро-
сти расположен в плоскости xz и характеризует-
ся тангенцальной vτ и нормальной vη компонента-
ми. При повороте на углы Эйлера α,β и γ оси сов-
падают с таковыми в системе координат тройного
столкновения.

1-� ���� в

����льный 

момент

2�й атом в
начальный 

момент

3-й атом
в момент

2�й атом
в момент 

1-й атом
в момент 

ось, направленная
против скорости
третьего атома
относительно центра
масс первых двух атомов

максимальный
прицельный параметр

Рис. 2. Схема столкновения между тремя атомами. Черны-

ми кружками отмечены местоположения атомов в момент

столкновения, когда третий атом оказывается на опреде-

ленном расстоянии от центра масс первых двух, белым

кружком отмечены местоположения первого и второго ато-

мов в случайный момент на интервале времени сближения

до прилета третьего атома

Пространство параметров двухатомных

кластеров. Для демонстрации результата нами
были выбраны несколько параметров, которые
характеризуют двухатомные кластеры и позволяют
наглядно представить их свойства.

1. Амплитуда разлета атомов внутри кластера за
период движения Tcoll от наименьшего удале-
ния до наибольшего

W = max{r
1−2

} −min{r
1−2

}. (1)

2. Среднее по времени расстояние между двумя
атомами внутри устойчивого кластера

R =
1

Tcoll

Tcoll∫

0

r
1−2

(t)dt. (2)

3. Энергия кластера в системе его центра масс, в
которой полный импульс равен нулю,

E =
µv2

1−2

2
+ U

(
r
1−2

)
. (3)

4. Момент импульса кластера

L = µr
1−2

vτ . (4)

Результатом исследования статистики являются
гистограммы этих параметров, где в качестве исход-
ных данных используется смоделированное множе-
ство устойчивых кластеров внутри газовой ячейки.
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Пространство этих четырех параметров будем обо-
значать буквой Ω, набор параметров конкретного
кластера — буквой ω = {W,R,E, L} а малую об-
ласть этого пространства δΩ.

3. БАЛАНСНОЕ УРАВНЕНИЕ

Для анализа статистики ван-дер-ваальсовых
кластеров в объеме газа требуется записать ба-
лансное уравнение, в котором скорости синтеза и
распада равны между собой. Причем эти скорости
определены внутри малого объема δΩ пространства
параметров Ω. Будем считать, что время жизни лю-
бой атомной пары, связанной ван-дер-ваальсовыми
силами, совпадает со временем свободного про-
лета в газе, так как слабая связь разрывается
при каждом жестком столкновении. Под жестким
столкновением здесь имеется в виду сближение
атомов на расстояние, равное суммарному радиусу
электронных оболочек. Тогда скорость распада
примерно равна произведению количества класте-
ров nδΩ внутри объема δΩ и обратного времени
свободного пролета τ . Скорость синтеза кластеров
в объеме δΩ нельзя записать с помощью простого
аналитического выражения, поскольку параметры
кластера неявным образом связаны с начальными
скоростями и координатами сталкивающихся ато-
мов через их сложные траектории. Тем не менее
будем считать, что скорость синтеза пропорцио-
нальна частоте двойных столкновений ν2, когда при
каждом столкновении с некоторой вероятностью
может произойти захват при участии третьего ато-
ма. Таким образом, балансное уравнение принимает
вид

nδΩ

τ
= ν2

∫

δΩ

dω

∫

Ξ

dξ [f3 (ξ)χ (ξ, ω)] , (5)

где Ξ — пространство всевозможных скоростей и
координат, f3 — плотность вероятности того, что
столкновение первых двух атомов сопровождается
прилетом третьего атома при их кинематических ха-
рактеристиках ξ, функция χ принимает значение 1,
если столкновение трех атомов с характеристиками
ξ приводит к образованию двухатомного ван-дер-
ваальсова кластера с параметрами ω, и принимает
значение 0 в противном случае. С учетом того, что
лишь малая часть двойных столкновений сопровож-
дается взаимодействием с третьим атомом, функция
плотности вероятности f3 не является нормирован-
ной на единицу.

Интеграл в правой части балансного уравнения
мы вычисляем по методу Монте-Карло, генерируя

выборку начальных кинематических характеристик
тройного столкновения и отбирая из нее такие слу-
чаи, которые приводят к формированию связанной
пары. Отбор осуществляется непосредственным мо-
делированием динамики трех атомов с помощью
численного метода, т. е. функция χ представляет со-
бой сложный программный алгоритм.

4. КРИТЕРИЙ ТРОЙНОГО СТОЛКНОВЕНИЯ

Для решения балансного уравнения потребова-
лось разработать метод генерации выборки началь-
ных кинематических характеристик трех атомов,
отбросив при этом большое количество данных, при
которых процесс захвата одного атома другим ма-
ловероятен. В качестве такого метода мы предлага-
ем использовать критерий тройного столкновения.
Его суть заключается в искусственном ограничении
объема взаимодействия двух атомов до прилета тре-
тьего атома и ограничении объема взаимодействия
атомной пары с третьим атомом. Реализация трой-
ного столкновения в газе обусловлена тем, что тре-
тий атом должен достаточно близко пролететь око-
ло первого и второго атомов, искажая тем самым
их траектории. Итак, тройными столкновением мы
будем называть такие акты попарного взаимодей-
ствия между тремя атомами в пределах ограничен-
ного объема, для которых:

1) в качестве начального момента времени выби-
раем событие сближения двух атомов на рас-
стояние rc2, на котором начинается их взаимо-
действие; тогда область взаимодействия пред-
ставляет собой шар с объемом V2 = 4

3πr
3
c2;

2) расстояние rc2 выбирается таким образом, что-
бы потенциал Леннарда-Джонса значительно
влиял на дальнейшую траекторию движения
внутри объема V2; с другой стороны, потенци-
ал не должен сильно искажать распределение
скоростей двух сталкивающихся атомов в на-
чальный момент времени, чтобы оценка часто-
ты двойных столкновений оставалась правиль-
ной; кроме того, вероятность нахождения тре-
тьего атома в объеме взаимодействия V2 меж-
ду двумя атомами должна быть пренебрежимо
мала;

3) если считать от начального момента, то в слу-
чайной точке на интервале времени нахожде-
ния двух атомов внутри объема их взаимодей-
ствия V2 происходит событие, при котором тре-
тий атом приближается к центру масс первых
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двух атомов на введенное расстояние rc3 > rc2;
тогда объем взаимодействия трех атомов пред-
ставляет собой шар с объемом V3 = 4

3πr
3
c3;

4) расстояние rc3 выбирается таким образом, что-
бы вероятность нахождения четвертого атома
в объеме V3 была пренебрежимо мала, а третий
атом находился за пределами области взаимо-
действия с объемом V2 с изолированным пер-
вым или вторым атомом.

Главное свойство введенного критерия состоит в
том, что он сюръективно описывает все варианты
взаимодействия трех сталкивающихся атомов, при
которых гарантировано образуется связанный клас-
тер. Если критерий не выполняется, то по закону
сохранения энергии два атома в момент сближения
не могут потерять энергию и оказаться запертыми
в потенциальной яме. Еще важно подчеркнуть, что
с увеличением объемов V2 и V3 вероятность прона-
блюдать процесс захвата одного атома другим ато-
мом в процессе одного столкновения уменьшается,
так как возрастает объем возможных начальных со-
стояний сталкивающихся атомов внутри конфигу-
рационного пространства, а объем начальных со-
стояний, которые приводят к образованию связан-
ных пар, остается неизменным. Вместе с тем частота
тройных столкновений возрастает с увеличением V2
и V3, поэтому полученные в результате гистограммы
для связанных пар не должны зависеть от парамет-
ров введенного критерия тройного столкновения.

5. ПЛОТНОСТЬ ВЕРОЯТНОСТИ И
ГЕНЕРАТОР НАЧАЛЬНЫХ

КИНЕМАТИЧЕСКИХ ХАРАКТЕРИСТИК
СТАЛКИВАЮЩИХСЯ АТОМОВ

Одной из наиболее сложных задач данного ис-
следования являлась корректная запись формул
для генератора начальных скоростей и координат
сталкивающихся атомов. Так как в объеме V1 силы
Ван дер Ваальса оказывают влияние на траектории
движения, то функция плотности вероятности для
кинематических характеристик при двойном столк-
новении в модели отличается от хорошо известного
распределения Максвелла. Кроме того, точка при-
лета второго атома на границу сферы радиуса rc2 с
первым атомом в центре неявно зависит от вектора
скорости относительного движения и прицельного
параметра. Эта связь накладывает дополнительные
условия на генератор. Подробное изложение фор-
мул, реализующих генератор, приведено ниже.

Поскольку согласно введенному критерию тре-
тий атом в момент прилета находится за предела-
ми шара с объемом V1, в центре которого располо-
жен первый или второй атом, то относительное дви-
жение первых двух атомов и приближение третье-
го атома происходят независимо. Значит, функция
плотности вероятности f в балансном уравнении мо-
жет быть разложена на произведение двух функций:

f (ξ) = f2 f3, (6)

где f2 — плотность вероятности кинематических ха-
рактеристик первых двух атомов в системе их цен-
тра масс, а f3 — плотность вероятности кинемати-
ческих характеристик третьего атома и центра масс
первых двух атомов в системе центра масс тройного
столкновения. Важно, что f3 также зависит от ха-
рактеристик относительного движения первых двух
атомов, но эта зависимость заключена только в ее
нормирующем множителе. Координаты и скорости
центра масс трех атомов при столкновении не влия-
ют на вероятности относительного движения, полу-
ченные в системе этого же центра масс, поэтому в
функцию f они не включены.

5.1. Столкновение двух атомов

Найдем сначала функцию плотности вероятно-
сти f̃2 без учета взаимодействия между атомами.
А потом модифицируем ее до функции f2, в ко-
торой взаимодействие учтено. Так как газ изотро-
пен и система из двух сталкивающихся атомов акси-
ально симметрична, можно утверждать, что функ-
ция плотности вероятности не зависит от направ-
ления относительной скорости атомов и угла пово-
рота вокруг оси, направленной вдоль вектора этой
относительной скорости. Тогда вместо пяти кине-
матических характеристик в системе центра масс
парное столкновение можно описывать только дву-
мя: модулем относительной скорости и прицельным
параметром.

Плотность вероятности f̃2 в сферической системе
координат, у которой ось z направлена вдоль векто-
ра относительной скорости, а начальная точка сов-
падает с центром масс, имеет вид

f̃2(v1−2
, b

1−2
)dv

1−2
db

1−2
= dP1dP2, (7)

где dP1 — вероятность того, что относительная
скорость пары атомов лежит в малом интервале(
v
1−2

, v
1−2

+ dv
1−2

)
, а dP2 — вероятность того, что

атомы приблизятся на условное расстояние столк-
новения за малое время δt с прицельным пара-
метром в интервале

(
b
1−2

, b
1−2

+ db
1−2

)
. Вероятность
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dP1 определяется распределением Максвелла, а ве-
роятность dP2 равна среднему количеству атомов в
объеме dV

1−2
, который заполняет кольцо с радиусом

b
1−2

при сближении атомов за время δt:

dP1 =
4√
π

(
2µ

3kT

)3/2

exp

{
−
2µv2

1−2

3kT

}
v2
1−2

dv
1−2

, (8)

dP2 = ndV
1−2

= n
(
2πb

1−2
db

1−2

) (
v
1−2

δt
)
, (9)

где k — постоянная Больцмана, T — температу-
ра, n — концентрация атомов. Варьируя время δt,
нормируем вероятности в произведении (7) на еди-
ницу и получаем функцию плотности вероятности
столкновения пока без учета взаимодействия меж-
ду атомами:

f̃2(v1−2
, b

1−2
) = B

(
b
1−2

, rc2
)
F
(
v
1−2

, µ
)
, (10)

B (b, bmax) = 2b/b2max, (11)

F (v,m) = 2

(
2m

3kT

)2

exp

{
−2mv2

3kT

}
v3, (12)

где максимальный прицельный параметр bmax сов-
падает с радиусом двойного столкновения rc2.

Первая часть генератора реализована для функ-
ции f2, которая учитывает искажение скорости и
координаты атома на поверхности сферы радиуса
rc2 из-за взаимодействия между ними. Кроме того,
максимально возможный прицельный параметр мо-
нотонно растет при уменьшении относительной ско-
рости. Эти поправки являются актуальными для на-
шей задачи, так как траектория медленных атомов
искажается особенно сильно и именно они чаще все-
го обусловливают формирование связанной пары.

Для учета искажения были предприняты следу-
ющие шаги:

1) на основе функции плотности вероятности
F (v

1−2
, µ) реализован генератор случайного

значения относительной скорости при беско-
нечном удалении атомов в начальный момент
времени;

2) для фиксированной скорости, которая явля-
ется результатом первого шага, найдена ана-
литическая формула для максимального при-
цельного параметра β

1−2
на бесконечности,

при котором атомы еще могут приблизиться
на расстояние rc2, а площадь круга с радиу-
сом β

1−2
принята в качестве статистического

веса каждого двойного столкновения:

p2 ∝ b2
1−2

, (13)

нормировка весов на единицу происходит по-
сле генерации большой выборки;

3) на основе функции плотности вероятности
B(b

1−2
, β

1−2
) реализован генератор случайно-

го значения прицельного параметра при бес-
конечном удалении атомов друг от друга;

4) для фиксированных значений относительной
скорости и прицельного параметра, которые
являются результатами первого и третьего ша-
гов, аналитически найдена точка на поверх-
ности сферы радиуса rc2 с первым атомом в
центре, в которую из бесконечности прилетает
второй атом;

5) с помощью законов сохранения энергии и им-
пульса найдена аналитическая формула для
вектора относительной скорости атомов в мо-
мент столкновения, т. е. когда атомы находят-
ся на расстоянии rc2.

Максимальный прицельный параметр β
1−2

на
втором шаге может быть найден с помощью анали-
тического решения задачи двух тел в центральном
потенциале Леннарда-Джонса с параметрами σ и ε

для данной пары (его явный вид приведен ниже в
формуле (26)):

β
1−2

= r̃

√
1− U (r̃)

E
, (14)

r̃ =




E 6 E : σ

(
4ε
E

(
1 +

√
1− 5E

4ε

)) 1

6

,

E > E : rc2,
(15)

E =
µv2

1−2

2
, E = 8ε

(
σ

rc2

)6

− 20ε

(
σ

rc2

)12

, (16)

где E — полная энергия в системе центра масс, кото-
рая равна кинетической энергии при большом уда-
лении атомов друг от друга.

Для вычисления относительных координат ато-
мов в момент их сближения на расстояние rc2 была
также решена задача двух тел при фиксированных
относительной скорости v

1−2
и прицельном парамет-

ре b
1−2

на бесконечном удалении в начальный мо-
мент времени:

θ=

σ/rc2∫

0

β
1−2

dρ√
σ2 − ρ2β2

1−2
− σ24ε (ρ12 − ρ6) /E

, (17)

угол θ показан на рис. 1.
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На пятом шаге из-за влияния ван-дер-
ваальсовых сил при приближении атомов на
расстояние rc2 вектор относительной скорости
изменит модуль и направление по сравнению с
тем вектором, какой был сгенерирован на первом
шаге. Новый вектор скорости проще всего найти с
помощью законов сохранения энергии и момента
импульса:

vτ =
b
1−2

rc2
v
1−2

, (18)

vη =

√
E − U(rc2)

µ/2
− v2τ . (19)

Генератор, построенный на основе приведенных
выше формул, возвращает по запросу начальные па-
раметры двухатомного столкновения: угол θ и ком-
поненты вектора относительной скорости vτ , vη,
причем они получены в системе центра масс с
осью z, направленной вдоль относительной скоро-
сти за пределами ван-дер-ваальсовых сил. На вы-
ходе генератор осуществляет поворот вектора, про-
веденного из первого атома во второй, и вектора
относительной скорости на углы Эйлера: поворот
на произвольный угол α равномерно распределяет
положение второго атома на окружности с радиу-
сом rc2 cos θ и центром на оси z, а углы β и γ за-
дают случайное направление относительной скоро-
сти до столкновения. Это сделано для реализации
изотропных свойств газа в объеме ячейки. Выбор-
ка сгенерированных кинематических характеристик
вместе с весовым коэффициентом p2 соответствует
функции плотности вероятности f2. Потом они ис-
пользуются как фиксированные параметры при ге-
нерации кинематических характеристик трехатом-
ного столкновения.

5.2. Вероятность тройного столкновения

Согласно критерию тройного столкновения тре-
тий атом может привести к формированию свя-
занной пары, если приблизится на расстояние rc3
от центра масс первых двух атомов, которые по-
сле двойного столкновения еще не покинули область
взаимодействия с объемом V2. Вероятность такого
события можно найти по такому же правилу, как
и для двухатомного столкновения (7), считая что
происходит столкновение центра масс атомной пары
с третьим атомом. Первые два атома внутри пары
при этом имеют независимое относительное движе-
ние. Тогда для вывода функции f3 следует снова
воспользоваться формулами (8), (9), заменив в них
относительную скорость v

1−2
на v

12−3
, прицельный

параметр b
1−2

на b
12−3

и приведенную массу µ на M.
Также отметим, что расстояние rс3 выбрано доста-
точно большим для пренебрежения эффектом ис-
кажения относительной скорости и координаты на
границе сферы с радиусом rс3, который учитывался
при двойном столкновении на границе сферы мень-
шего радиуса rс2.

В отличие от функции f2, которая описывала
двойное столкновение без дополнительных условий,
функция f3 имеет смысл условной плотности ве-
роятности кинематических характеристик третьего
атома относительно центра масс первых двух ато-
мов, если при этом они находятся близко друг к
другу. Поэтому в данном случае проще не норми-
ровать f3 на единицу, а присваивать всякому слу-
чаю тройного столкновения условный статистиче-
ский вес p3. Напомним, что для нормировки f2 ис-
пользовалось малое время δt, которое было одинако-
вым при любых начальных кинематических харак-
теристиках атомов. В случае столкновения центра
масс первых двух атомов и третьего атома это вре-
мя является хоть и малой, но конечной величиной,
равной продолжительности двойного столкновения.
Переобозначим его как t

1−2
вместо δt. Важно, что

величина t
1−2

разная для каждого столкновения и
определяется исключительно параметрами относи-
тельного движения первых двух атомов.

Теперь можем записать аналитический вид
функции f3, не нормируя ее на единицу:

f3
(
v
12−3

, b
12−3

)
= p3B

(
b
12−3

, rc3
)
F
(
v
12−3

,M
)
, (20)

p3 = nr2c3

√
6πkT

M t
1−2

. (21)

Заметим, что максимальный прицельный пара-
метр в функции B совпадает с расстоянием rc3
и не меняется из-за слабого искажения траекто-
рии третьего атома за пределами действия ван-дер-
ваальсовых сил.

Для вычисления длительности двойного столк-
новения t

1−2
была аналитически решена задача дви-

жения первых двух атомов с фиксированными кине-
матическими характеристиками, случайное распре-
деление которых определяется функцией плотности
вероятности f2. Учитывая, что движение в поле цен-
тральных сил симметрично относительно момента
максимального сближения, найдем время до макси-
мального сближения атомов и затем удвоим его:

rmin = min
r

{
2E

µ
− L2

µ2r2
− 2U (r)

µ

}
, (22)
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t
1−2

= 2

rc2∫

rmin

µdr√
2Eµ− L2

r2 − 2µU (r)
, (23)

где rmin — минимальное расстояние, на которое
сближаются атомы в процессе взаимодействия. На-
помним, что полная энергия в системе центра масс
E и момент импульса L для атомной пары являют-
ся функциями относительной скорости v

1−2
и при-

цельного параметра b
1−2

на бесконечном удалении
атомов и остаются постоянными.

5.3. Генератор выборки начальных

кинематических характеристик

Функция плотности вероятности f(ξ), которая
определена в формуле (6), теперь может быть пред-
ставлена в виде генератора — черного ящика, ко-
торый по запросу возвращает все кинематические
характеристики трех атомов при столкновении.

Генератор состоит из двух последовательных
операций, связанных между собой. Во время первой
операции формируются начальные кинематические
характеристики первых двух атомов при их двойном
столкновении, а во время второй операции форми-
руются начальные кинематические характеристики
центра масс первых двух атомов и третьего атома
при тройном столкновении. Обе операции основа-
ны на функциях F и B, генерирующих случайное
значение относительной скорости и прицельного па-
раметра. Они нормированы на единицу и определе-
ны в формулах (11), (12). При этом первая операция
имеет модификатор относительной скорости и ко-
ординаты, который описан ранее. Каждому набору
значений кинематических характеристик ξ, который
получается в результате однократного вызова гене-
ратора, присваивается статистический вес, равный
произведению вероятностей p2p3. Эти вероятности
определены в формулах (13) и (21).

Кроме кинематических характеристик генератор
возвращает момент времени прилета третьего атома
на поверхность сферы, которая ограничивает объ-
ем V3. Обозначим его символом t̃. Поскольку отно-
сительное движение первых двух атомов происхо-
дит независимо от движения их центра масс, зна-
чение t̃ выбирается согласно случайному распреде-
лению на интервале

[
0, t

1−2

]
(см. пункт 3 в крите-

рии тройного столкновения). Напомним, что время
t
1−2

является индивидуальным для каждого случая
столкновения.

Генератор позволяет собрать выборку началь-
ных кинематических характеристик трех сталкива-
ющихся атомов, с помощью которой затем можно

численно смоделировать движение во время столк-
новения, сделать вывод о формировании (или не
формировании) ван-дер-ваальсовой пары и исполь-
зовать впоследствии полученные расчеты для вы-
числения интеграла в правой части балансного
уравнения (5) методом Монте-Карло.

6. МОДЕЛИРОВАНИЕ СИНТЕЗА
ДОЛГОЖИВУЩИХ

ВАН-ДЕР-ВААЛЬСОВЫХ ПАР В ГОРЯЧЕМ
ГАЗЕ

Следствием реализации двух этапов работы ге-
нератора и их корректного соединения между собой
явилась возможность многократного генерирования
начальных кинематических характеристик тройно-
го столкновения. Как мы полагаем, репрезентатив-
ная выборка из генеральной совокупности актов
тройного столкновения практически полностью по-
крывает множество случаев формирования устой-
чивой ван-дер-ваальсовой пары во время межатом-
ного взаимодействия. Обозначим эту выборку сим-
волом A. Условие сформировавшейся устойчивой
ван-дер-ваальсовой пары на выходе выделяет специ-
альное подмножество B ⊂ A. Оно позволяет опреде-
лить функцию χ внутри балансного уравнения (5) и
затем проанализировать статистику по кинематиче-
ским характеристикам ω этих пар. Отношение объ-
ема множества B к объему генеральной совокупно-
сти A в фазовом пространстве трех сталкивающих-
ся частиц стремится к доле начальных условий, при
которых сформировалась пара.

6.1. Моделирование тройного столкновения

Для каждого набора начальных кинематических
характеристик ξ из множества A была численно ре-
шена задача движения трех тел на основе второ-
го закона Ньютона, в котором потенциальная энер-
гия U представляет собой сумму энергий взаимодей-
ствия между тремя парами частиц, 1–2, 1–3 и 2–3:

v̇k,χ = − 1

mk

∂U
∂χk

, (24)

k ∈ {1, 2, 3}, χ ∈ {x, y, z}. (25)

Энергия взаимодействия каждой пары обусловлена
ван-дер-ваальсовыми силами и определяется потен-
циалом Леннарда-Джонса:

U(r) = 4ε

(
σ12

r12
− σ6

r6

)
(26)
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σ =
√
σkσk′ , ε =

√
εkεk′ , k, k′ ∈ {1, 2, 3}, (27)

где σk и εk — параметры потенциала, известные для
каждой частицы, а r — расстояние между частица-
ми взаимодействующей пары.

На интервале времени от t = 0 до t = t̃ задача
решалась аналитически для первых двух атомов, а
после появления третьего атома в момент времени
t = t̃ задача решалась численно. Построенные тра-
ектории для каждого случая столкновения трех ато-
мов позволяли сделать вывод о том, образовалась ли
устойчивая атомная пара или нет.

Необходимая длительность процесса моделиро-
вания была оценена как интервал времени, за кото-
рый хотя бы один из атомов удалится от ближайше-
го к нему атома на расстояние 2rс3. Коэффициент 2
взят для того, чтобы улетевший атом гарантирован-
но не влиял своим электрическим полем на притя-
жение внутри устойчивой ван-дер-ваальсовой пары,
если она сформировалась.

Таким образом, в момент времени, который при-
нят за верхнюю границу моделирования тройного
столкновения, происходит проверка атомных пар
1–2, 2–3 и 1–3 на появление устойчивой ван-дер-
ваальсовой связи между ними. Мы считаем, что ван-
дер-ваальсова пара устойчива, если относительные
координаты и скорости атомов в последний момент
времени моделирования приводят к финитному дви-
жению в отсутствие внешних сил (в том числе тре-
тьего атома). Математически финитность движения
двух тел в центральном потенциале проверяется с
помощью критерия

∃rM , rM > rH :
L2

µ2r2M
+

2U (rM )

µ
− 2E

µ
= 0, (28)

где rM — максимальное расстояние, на которое спо-
собны разлететься атомы, rH — расстояние меж-
ду атомами в последний момент времени. Крите-
рий получен из аналитического решения задачи о
движении двух атомов в центральном потенциале
Леннарда-Джонса.

6.2. Численный метод

На вход программы подаются начальные кине-
матические характеристики трехатомной системы
во время прилета третьего атома t̃. На выходе про-
грамма возвращает координаты трех атомов в каж-
дый момент времени до момента, когда хотя бы один
из трех атомов отдалится от двух других на рассто-
яние 2rc3, на котором взаимодействие будет почти
отсутствовать между этим атомом и двумя другими.

В качестве численного метода решения уравне-
ния движения (24) использовалась следующая схе-
ма: на каждом шаге по времени потенциальная энер-
гия U раскладывалась до второго порядка по коор-
динатам, а зависимость этих координат от времени в
правой части уравнения ограничивалась полиномом
второго порядка. Начальные условия брались из ко-
нечной точки предыдущего шага. В таком прибли-
жении на каждом шаге по времени уравнения дви-
жения для скоростей и координат имеют аналитиче-
ские решения. Длительность каждого шага по вре-
мени принималась одинаковой и достаточно малой
для того, чтобы движение происходило внутри ма-
лого объема фазового пространства и потенциаль-
ная энергия была представима полиномом второй
степени от 9-ти координат в системе центра масс.
Данный метод продемонстрировал высокую устой-
чивость к накоплению ошибки и позволил промоде-
лировать около десяти миллионов тройных столк-
новений, в которых начальные кинематические ха-
рактеристики выбирались из множества A.

7. СТАТИСТИКА ВАН-ДЕР-ВААЛЬСОВЫХ
ПАР

Для наблюдения статистики нами был рассмот-
рен случай однокомпонентного газа, в котором все
три сталкивающихся частицы являются атомами
стабильного изотопа 131Xe. Параметры расчета:
масса атома m = 2.17 ·10−25 кг, параметры потенци-
ала Леннарда-Джонса: σ = 0.405 нм и ε/k = 231 K,
где характерные расстояния тройного столкновения
rc2 = 3σ, rc3 = 5σ, температура T = 304 K.

Как было сказано в разд. 6, из множества A бы-
ли отобраны только такие случаи, в которых моде-
лирование динамики трех частиц привело к форми-
рованию устойчивой ван-дер-ваальсовой пары. За-
тем у нее были определены параметры ω ∈ Ω. Счи-
тая, что вероятность разрушения каждой сформи-
ровавшейся устойчивой пары определяется исклю-
чительно свойствами среды и является одинаковой,
можно построить гистограммы концентрации ван-
дер-ваальсовых пар внутри газовой ячейки с помо-
щью формулы (5). Для вычисления интеграла в пра-
вой части по методу Монте-Карло достаточно по-
считать сумму статистических весов таких тройных
столкновений из подмножества B, в результате ко-
торых образуются кластеры с параметрами внутри
объема δΩ, а затем разделить получившуюся сумму
на количество элементов в полной выборке тройных
столкновений A.
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а) б)

в) г)

Рис. 3. Гистограммы безразмерных параметров движения устойчивых ван-дер-ваальсовых кластеров в газе, которые по-

строены с помощью выборки B. По вертикальной оси отложена плотность вероятности P , нормированная на единицу

Гистограммы были построены сначала для каж-
дого отдельного параметра из Ω (рис. 3), а за-
тем некоторые гистограммы для двух параметров
(рис. 4), чтобы пронаблюдать разницу между меха-
низмом формирования кластеров.

Сравнивая гистограммы на рисунках 3 а и 3 б,
можно заметить корреляцию между средним рас-
стоянием в кластере и амплитудой разлета атомов.
Это можно объяснить тем, что граница наиболь-
шего сближения атомов min{r

1−2
} внутри кластера

примерно равна параметру потенциала Леннарда-
Джонса σ и слабо зависит от полной энергии. Тогда
амплитуда W может быть получена из среднего R

аддитивной добавкой.
Гистограмма на рис. 3 в показывает, что чаще

всего встречаются кластеры с энергией, близкой к
нулю, т. е. в газе большая часть кластеров находится
в пограничном состоянии между финитным и инфи-
нитным движением и они должны легко разрушать-
ся. Устойчивые кластеры с положительной энерги-
ей могут быть объяснены вращательным движени-
ем атомов в потенциальной яме ван-дер-ваальсовых
сил.

Обнаруженной особенностью статистики являет-
ся существование «острова» кластеров с отличными
от большей части выборки параметрами. Он заме-
тен на гистограммах на рис. 3 а, 3 б и 3 г, которые ви-
зуально состоят из двух областей, полученных тем
не менее из одного и того же объема данных. На
рис. 3 а и 3 б это «холм» в окрестности значения
R/σ = 4, а на рис. 3 г — возмущение вблизи зна-

чения L/~ = 15. Чтобы объяснить этот феномен,
мы построили двумерные гистограммы для класте-
ров, содержащих третий атом, и кластеров, состо-
ящих только из первого и второго атомов. Физиче-
ски эти кластеры должны отличаться механизмом
формирования, в одном случае третий атом «заме-
щает» один из столкнувшихся ранее атомов, а во
втором случае он играет роль коллектора кинетиче-
ской энергии, который запирает первые два атома в
потенциальной яме.

На рис. 4 заметно существенное различие итого-
вой статистики кластеров, которые содержат и не
содержат третий атом. Анализируя гистограммы на
рис. 4 а и 4 б, можно сделать вывод, что при заме-
щении одного из атомов внутри сблизившейся па-
ры третьим атомом часто происходит формирова-
ние кластера с низким моментом вращения, но ин-
тенсивным колебанием между связанными атома-
ми. Этот же эффект подтверждает гистограмма на
рис. 4 г, где часть кластеров с нулевой энергией и
низким моментом формируется именно путем заме-
щения первого или второго атома третьим. В то же
время, если кластер состоит из первого и второго
атомов, то энергия обусловлена именно вращением
этой пары, что видно на гистограмме на рис. 4 в —
большая часть кластеров сосредоточена на верхней
границе яркой области.

Любопытно, что соотношение между количе-
ством кластеров, которые содержат и не содер-
жат третий атом, в нашем численном эксперимен-
те примерно равно 4 к 5. Это близко к единице,
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а) б)

в) г)

Рис. 4. Гистограммы двух параметров движения устойчивых ван-дер-ваальсовых кластеров в газе: a и в — гистограммы

кластеров, состоящих из первых двух атомов; б и г — гистограммы кластеров, содержащих третий атом. Яркость пик-

селя определяет количество встретившихся кластеров с соответствующей парой параметров движения, для бесконечно

большой выборки она пропорциональна плотности вероятности, нормированной на единицу

т. е. нет какого-либо правила формирования клас-
тера по местоположению атома в тройке во время
столкновения.

В результате мы явно видим два механизма фор-
мирования устойчивых кластеров в газе: в одном
из них атомы передают кинетическую энергию про-
летающему третьему атому, искажают траектории,
оказываются в потенциальной яме и становятся вра-
щающейся парой со слабо меняющимся расстояни-
ем; в противном случае третий атом выбивает один
из атомов в сблизившейся паре, причем во время
столкновения третий и выбиваемый атом должны
лететь навстречу друг другу, а оставшийся атом
должен лететь вместе с третьим, т. е. при столкнове-
нии момент вращения теряется, а энергия кластера
заключена в колебательном движении между тре-
тьим атомом и оставшимся. Этот образ взаимодей-
ствия объясняет разницу между левыми и правыми
гистограммами на рис. 4.

Отметим, что скорость спин-обменного взаимо-
действия внутри кластера определяется расстояни-
ем между атомами и квадратом времени жизни са-

мого кластера. Тогда наибольший вклад в спин-
обменное взаимодействие вносят кластеры, состоя-
щие из первого и второго атомов. Это важно для
оценки зависимости скорости спин-обменного вза-
имодействия от концентрации атомов-участников
спин-обмена и буферных атомов.

Плотности вероятности, приведенные на рис. 3 и
4, нормированы на единицу. Между тем для оцен-
ки параметров обменных процессов в ячейке инте-
рес представляет не только относительное распре-
деление кластеров по параметрам, но и их полная
концентрация ncl. Для ее оценки можно взять ин-
теграл в правой части балансного уравнения (5) по
методу Монте-Карло, в котором областью интегри-
рования является все пространство параметров Ω,
а не малый объем δΩ. Тогда интеграл равен отно-
шению суммы произведений статистических весов
p2p3 тройного столкновения для каждого кластера
из B к сумме статистических весов p2 для каждого
двойного столкновения из A. Считая далее, что раз-
рушение кластера из двух атомов происходит при
каждом столкновении, можно оценить время жизни

3 ЖЭТФ, вып. 6
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τ как обратную удвоенную частоту упругих столк-
новений в газе со средней скоростью 〈v〉:

τ ≈ 1

2πσ2〈v〉nXe
, (29)

где nXe — концентрация ксенона. Частота двойных
столкновений ν2 в единичном объеме в правой ча-
сти балансного уравнения (5) может быть оценена
по формуле

ν2 ≈ πr2c2〈v〉n2
Xe. (30)

Подставляя p2 и p3 в интегральную сумму, получим
в итоге

ncl = Υn2
Xe, Υ = 1.4 · 10−28 м3, (31)

где Υ — константа, которая зависит от температуры
и параметров потенциала Леннарда-Джонса.

Таким образом, при давлении внутри ячейки
1 торр и температуре 304 К концентрация ксенона
примерно равна 3 · 1022 м−3, а концентрация ван-
дер-ваальсовых кластеров — 1.3 · 1017 м−3. Это ко-
личество сопоставимо с концентрацией насыщенно-
го пара щелочного металла при схожей температуре.
Подобное сравнение наводит на мысль о возможно-
сти интенсивного механизма формирования новых
сложных кластеров через замещение одного из ато-
мов ксенона другим атомам при их столкновении.

8. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе продемонстрирована статистка ван-
дер-ваальсовых кластеров в объеме одноатомного
газа, которая получена с помощью непосредствен-
ного моделирования столкновений. В отличие от хи-
мии и термодинамики подобный подход позволя-
ет непосредственно пронаблюдать механизм образо-
вания кластера. Многократное моделирование про-
цесса тройного столкновения потребовала привлече-
ния значительных вычислительных ресурсов. Этим
мы объясняем тот факт, что ранее данная задача
не была решена именно с помощью классической
механики.

В ходе исследования мы оценили относитель-
ную концентрацию сформировавшихся двухатом-
ных кластеров в ксеноне при температуре 304 К
и построили гистограммы кинематических пара-
метров движения. Также был обнаружен эффект
дуальности множества кластеров, т. е. явно выде-
ляются два типа кластеров с разным характером
движения: колебательные кластеры и вращатель-
ные кластеры. Судя по среднему расстоянию между

атомами в кластере, именно вращательные класте-
ры должны в большей степени обусловливать про-
цесс спин-обменного взаимодействия между атома-
ми, поскольку среднее расстояние между атомами в
таком кластере меньше и они чаще образуются при
столкновениях.

На основе полученной модели появилась возмож-
ность исследовать более сложные механизмы фор-
мирования ван-дер-ваальсовых кластеров: рассмот-
ривать, во-первых, смеси из разных одноатомных
газов, в которых участники столкновения имеют су-
щественно разные массы, а во-вторых, одноатом-
ные газы с малыми примесями двухатомного азота,
в котором дополнительная степень свободы может
играть роль коллектора кинетической энергии для
охлаждения атомных пар при столкновении. Также
чрезвычайно важной задачей для практики являет-
ся рассмотрение столкновений пар атомов благород-
ного газа с одиночными атомами щелочного пара.
В кластерах из атома благородного газа и щелочно-
го атома происходит перенос спина внешнего элек-
трона щелочного атома на ядро атома благородного
газа. Однако для решения данной задачи необходи-
мо заменить потенциал Леннарда-Джонса, который
обусловливает ван-дер-ваальсовы силы между дву-
мя химически неактивными атомами, на потенциал
взаимодействия внешней электронной оболочки ще-
лочного атома и атома благородного газа.
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