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Релятивистский самозахват (РСЗ) электромагнитного пучка в плазме — многообещающий режим устой-

чивого каналированного распространения лазерного света, обеспечивающий эффективное ускорение

электронов, подтверждаемое численным моделированием и рядом экспериментальных фактов. Однако

из-за необоснованности или незавершенности предшествующих теорий условия согласования лазерно-

плазменных параметров реализации РСЗ для произвольной мощности лазерного излучения пока не полу-

чили теоретического обоснования, что сдерживает необходимость соответствующих широкомасштабных

экспериментальных исследований. Представленная здесь теория преодолевает эту проблему, описывая

РСЗ при учете релятивистской нелинейности массы электрона и электронной кавитации в плазме, а так-

же формулируя условия реализации РСЗ на количественном уровне. Развитый теоретико-аналитический

подход применим для широкого, практически востребованного, диапазона лазерных мощностей (интен-

сивностей). Он значительно расширяет недавно предложенную ультрарелятивистскую теорию на случай

лазерных пучков релятивистки умеренной интенсивности, когда лазерно-плазменное согласование для

РСЗ существенно меняется.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Для ускорительных и вторичных радиационно-
ядерных приложений, основанных на взаимодей-
ствии мощных лазерных пучков/импульсов с про-
зрачной плазмой, критически важной является ре-
шение проблемы устойчивого нелинейного распро-
странения волноводного типа релятивистски интен-
сивного лазерного света на расстояние, много боль-
шее рэлеевской длины. Только в этом случае уда-
ется достичь желаемых характеристик ускоряемо-
го лазерно-инициированными полями электронно-
го пучка: высокой энергии, большого полного за-
ряда, малой расходимости. Это необходимо для со-
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здания эффективных радиационно-ядерных источ-
ников нового типа, основанных на лазерном уско-
рении электронов, для многочисленных приложе-
ний (см., например, [1]). Это радиационная биоло-
гия с перспективой перехода к флеш-радиотерапии,
ускорение ионов, использование мощных электрон-
ных пучков для задач нагретого плотного веще-
ства (warm dense matter, WDM), активной ядер-
ной гамма-флуоресценции для обнаружения скры-
тых ядерно-опасных элементов, источники вторич-
ного электромагнитного излучения с уникальными
характеристиками, например, полупериодные (уни-
полярные) терагерцевые импульсы с максимально
возможными напряженностями поля, рентгеновские
сверхтонкие пучки на бетатронном эффекте для по-
лучения изображений, включая томографические,
микронного разрешения с перспективой перехода
в гамма-диапазон, гамма-пучки, тормозной приро-
ды с рекордным коэффициентом конверсии и пол-
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ностью оптический комптовский гамма-источник
сверхвысокой яркости, например, для сильно экра-
нированной радиографии скрытых объектов в це-
лях досмотра/безопасности, использование сверхко-
ротких гамма-импульсов для изучения сверхбыст-
рых процессов в глубине плотного вещества, фото-
ядерные процессы, протекающие при облучении ве-
щества сильноточными лазерно-ускоренными элек-
тронными сгустками, генерация нейтронов, созда-
ние электрон-позитронной плазмы рекордной плот-
ности, лазерное получение медицинских изотопов
для ПЭТ (позитронная эмиссионная томография)
или ОФЭКТ (однофотонная эмиссионная компью-
терная томография) и запуск мезонных фабрик, ре-
альность которых уже подтверждена эксперимен-
том по фотоядерному получению пионов.

К настоящему времени накоплен большой экспе-
риментальный материал по волноводному распро-
странению лазерных пучков/импульсов релятивист-
ской интенсивности. В первых экспериментах [2] с
истекающей из сопла газовой струей, облучаемой
суб-пикосекундным лазерным импульсом тераватт-
ной мощности при релятивистски умеренной ин-
тенсивности лазера, a0 = 2.1 (a0 — стандартная
безразмерная амплитуда лазерного поля), уже от-
мечалось, что устойчивое каналирование реализу-
ется при определенной фокусировке на струю от-
носительно среза сопла, что отвечало определен-
ной плотности струи. Это было первым экспери-
ментальным подтверждением необходимости согла-
сования размера пятна фокусировки при заданной
интенсивности достаточно длинного лазерного им-
пульса, 120λ (λ — длина волны лазерного излу-
чения), с плотностью образующейся плазмы, кото-
рая естественно уменьшалась с увеличением рас-
стояния от сопла, составляя оптимальную величину
≈ 1020 см−3. При этом регистрировалось хорошо вы-
раженное каналированное распространение лазер-
ного импульса с установившимся диаметром.

Формирование квазистационарного лазерно-
плазменного канала, в условиях определенного
согласования лазерно-плазменных параметров,
для лазерных пучков малой (не релятивистской)
интенсивности получило свое обоснование еще на
заре становления нового научного направления —
нелинейной оптики, в пионерских работах [3–5].
Тогда такой режим самофокусировки и получил
название самозахвата оптического пучка. Спустя 40
лет подобное каналированное распространение уль-
тракороткого лазерного импульса ультракороткой
длительности и ультрарелятивистской интенсив-
ности было обнаружено в численных расчетах c

использованием PIC (particle-in-cell) моделирования
[6] в виде уединенной плазменной каверны с пол-
ностью эвакуированными электронами и лазерным
импульсом в ее головной части. Авторы назвали
такое распространение импульса режимом пузыря
(bubble в [6]). Аналогичная лазерно-плазменная
структура для импульса большей длительности
с каналированно распространяющейся каверной,
полностью заполненной лазерным светом, была
обнаружена позднее, в работе [7], и в отличие от
пузыря [6] была названа лазерной пулей (laser bullet
в [8]). Тогда же [8] стало понятно, что физическая
сущность таких образований аналогична самозахва-
ту слабых импульсов [3–5], но в условиях сильной
релятивистской нелинейности лазерно-плазменного
взаимодействия. Поэтому образование таких уеди-
ненных структур было названо релятивистским
самозахватом (РСЗ) лазерного света [8], предель-
ные реализации которого проявляются как режимы
пузыря [6] или лазерной пули [7, 8].

Формирование стабильного волноводного кана-
ла, в котором на расстояние, много большее рэле-
евской длины, распространяется лазерная пуля, яв-
ляется определяющим для эффективного ускорения
электронов и получения достаточно большого пол-
ного заряда ускоренных частиц. Cообразующиеся с
этим недавние исследования [9–11] подтверждают
соответствие полученных результатов выявленным
в [8] свойствам РСЗ, демонстрируя расширяющийся
устойчивый интерес к обсуждаемому режиму рас-
пространения лазерных импульсов, прежде всего,
благодаря эффективности последнего для различ-
ных радиационно-ядерных приложений.

Из анализа большого числа экспериментов по
ускорению [12] был установлен факт уменьшения
размера фокального пятна с увеличением необхо-
димой, для эффективного ускорения электронов,
плотности плазмы для широкого диапазона разме-
ров пятна (3–50 мкм) и электронных плотностей
(1018–1020 см−3). Устойчивое каналирование лазер-
ных импульсов отмечается и для современных ко-
роткоимпульсных (фемтосекундных) лазеров мощ-
ностью в сотни ТВт. Например, благодаря этому в
экспериментах по лазерному ускорению регистриро-
вались электронные сгустки, ускоренные до энер-
гий, превосходящих 1 ГэВ, с зарядом до 0.3 нКл
при фокусировке 110 ТВт [13] и 240 ТВт [14] ла-
зерных импульсов на газовую плазму с плотностью
& 1018 см−3 в FWHM-пятно порядка 10 мкм.

Проведенное в последние годы численное
3D-моделирование, подтвержденное результатами
различных групп, показало, что волноводный ре-
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жим распространения релятивистских лазерных
импульсов — релятивистский самозахват, подобно
самозахвату нерелятивистских лазерных пучков,
характеризуется согласованием поперечного разме-
ра D каверны, в которой локализовано лазерное
излучение, с плотностью плазмы и мощностью
лазерного импульса (см., например, [7, 14–18]). В
настоящее время с некоторой долей неопределен-
ности принимается, что такое согласование может
быть качественно представлено в виде следующего
соотношения:

D ≃ α
c

ωp

√
a0 = α

c

ω

√
a0

nc

ne0
∝ I

1/4
0 n

−1/2
e0 , (1)

имеющего место в сильно релятивистском случае,
a0 ≫ 1, где ωp — электронная плазменная частота,
nc — критическая плотность плазмы, α — числен-
ный коэффициент порядка единицы, который мо-
жет различаться от одного численного моделирова-
ния к другому. Таким образом, для заданных значе-
ний интенсивности лазерного поля (I0) и электрон-
ной плотности плазмы (ne0) стабильному распро-
странению света отвечает определенный диаметр
каверны (1).

Очевидно, что теоретическое обоснование соот-
ношения (1) было крайне востребовано уже с конца
1990-х годов, со времени начала проведения экспе-
риментов по нелинейному распространению реляти-
вистски интенсивных лазерных импульсов в плаз-
ме. Однако теоретический подход на основе реше-
ния нелинейного уравнения Шредингера (НУШ)
[19], включающего основные физические реляти-
вистские нелинейности, не подтверждал скейлинг
(1), демонстрируя существенно более медленное уве-
личение диаметра канала с ростом амплитуды ла-
зерного поля. До недавнего времени такой подход
был единственной «прозрачной» теорией c очевид-
ными основными нелинейностями, и это вносило до-
полнительную интригу — может ли адекватная тео-
рия преодолеть такое разногласие. И только сейчас
появилось убедительное аналитическое доказатель-
ство скейлинга (1), представленное в нашей работе
[20] для ультрарелятивистского предела по интен-
сивности лазерного пучка, a0 ≫ 1, или, что то же
самое, на языке лазерной мощности P , захваченной
в канал, P/Pcr ≫ 1, где Pcr — критическая для
самозахвата мощность. Отметим также, что авторы
работы [21] на основе численных моделей НУШ и
PIC с использованием мощности вместо амплитуды
лазерного поля для лазерно-плазменного самосогла-
сования (1) пришли к скейлингу

D(ωp/c) ∝ (P/Pcr)
1/4.383.

Если сравнить его с аналитически полученным в [20]
(P/Pcr)

1/6, естественно возникают вопросы: являет-
ся ли этот результат неточным или он ограничен по
диапазону мощности. Ответы на эти вопросы до сих
пор не даны и, очевидно, должны быть получены.

Следующим шагом в развитии теории [20] яв-
ляется обобщение полученного условия реализа-
ции РСЗ в ультрарелятивистском пределе на слу-
чай произвольной амплитуды (мощности) лазерно-
го пучка. Этому посвящена настоящая работа. Она
содержит 6 разделов. Раздел 2 посвящен форму-
лировке исходных уравнений теории, используемых
для описания пространственной волноводной струк-
туры стационарного циркулярно поляризованного
лазерного пучка в модели НУШ с релятивистской
нелинейностью, описывающей релятивистское утя-
желение электронов и электронную кавитацию. В
разд. 3 эти уравнения анализируются для наибо-
лее простой математической модели плоского (ще-
левого) пучка, для которого решение для лазерно-
плазменного канала может быть записано в анали-
тическом виде. Такое упрощение закладывает пони-
мание РСЗ в более сложной цилиндрической гео-
метрии и может служить качественной проверкой
результатов последней, анализируемой в разд. 4, где
нахождение решения выполнено как численно, так
и приближенно аналитически. Из таких численных
и приближенных аналитических решений, описыва-
ющих пространственную структуру лазерного пуч-
ка, найдены глобальные (интегральные) характери-
стики РСЗ, такие как полная мощность лазерного
пучка и характерный поперечный размер светово-
го канала для лазерных интенсивностей от нере-
лятивистских до ультрарелятивистских значений.
Получены также распределения плотности элек-
тронов плазмы, позволяющие оценить характерный
размер плазменной каверны и получить теоретико-
аналитическое обобщение формулы (1). Раздел 5 по-
священ обсуждению полученных результатов. Ито-
ги исследования подведены в последнем разделе.

2. ИСХОДНЫЕ УРАВНЕНИЯ

Строгое обоснование условия (1) можно полу-
чить из детального исследования аналитического
самофокусировочного решения волноводного типа,
названного самозахватом волнового пучка (см. [3–
5]), которое получается из нелинейного уравнения
Шредингера с релятивистской нелинейностью
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2ik∂zE +△⊥E + k2
ǫ2
ǫ0
E = 0,

E(0, r) = E(r) ,
(2)

для медленно меняющейся в направлении распро-
странения z комплексной амплитуды электриче-
ского поля E(z, r) электромагнитной (лазерной)
волны с частотой ω. Уравнение (2) соответству-
ет квазиоптическому приближению, описывающе-
му стационарную (по времени) структуру волно-
вого пучка, где k = (ω/c)

√
ǫ0 — волновое число

электромагнитной волны, △⊥ — оператор Лапла-
са в плоскости r⊥, перпендикулярной оси пучка z,
ǫ0 = 1 − 4πe2ne0/(meω

2) — линейная диэлектри-
ческая проницаемость плазмы, ǫ2 — действитель-
ная часть нелинейной диэлектрической проницае-
мости плазмы. Строгий подход с использованием
(2) позволяет найти пространственные распределе-
ния комплексной амплитуды электрического поля
для произвольного значения параметра релятивиз-
ма от нерелятивистских, a0 ≪ 1, до ультрареляти-
вистских, a0 ≫ 1, значений.

В данной работе проводятся теоретические ис-
следования НУШ с релятивистской нелинейностью
(2) для широко известного закона нелинейного пре-
ломления релятивистски интенсивного светового
пучка, заданного следующей функцией ǫ2 в (2):

ǫ2 = ǫ0
k2p
k2

(
1− ne

γne0

)
,

kp =

(
4πe2ne0

mec2

)1/2

≡ ωp

c
.

(3)

Здесь учтены два вклада: во-первых, это ре-
лятивистская нелинейность массы электрона,
определяемая значением релятивистского фактора
для циркулярно поляризованного аксиально-
симметричного пучка в цилиндрической геометрии
γ =

√
1 + |E/Erel|2, где E2

rel = (ωcme/e)
2, и, во-

вторых, пондеромоторная нелинейность, связанная
с нелинейной деформацией электронной плотности
ne = ne0Ne(γ), пропорциональной △⊥γ (реляти-
вистская стрикция). В наиболее распространенном
и обсуждаемом здесь случае осесимметричного
пучка комплексная амплитуда электрического поля
пучка E зависит от координаты z вдоль оси пучка
и поперечной координаты r⊥ = r, т. е. E = E(z, r).
Выделяя в E вещественные амплитуду, A(r), и
линейную по продольной координате фазу, т. е.
E = A exp(iνz/2), получим уравнение, определяю-
щее зависимость A от поперечной координаты:

△⊥a

a
+ 1− ν − Ne(γ)

γ
= 0 ,

△⊥ = ∂rr +
1

r
∂r .

(4)

Здесь и ниже используются безразмерная попереч-
ная координата r, нормированная на k−1

p , безраз-
мерная положительная постоянная распростране-
ния ν > 0, нормированная на k2p/k, и стандартная
безразмерная амплитуда поля a = eA/meωc, с по-
мощью которой релятивистский фактор записыва-
ется как γ =

√
1 + a2. Вид решения уравнения (4)

существенным образом зависит от формы функции
Ne(γ) и от постоянной распространения ν < 1, кото-
рая определяет нелинейную фазовую скорость элек-
тромагнитной волны, т. е. зависит от амплитуды a0.

В наиболее упрощенной модели для Ne исполь-
зуется следующее выражение [22–24]:

Ne = 1 +△⊥γ , (5)

которое дополняется естественным условием неот-
рицательности электронной плотности, ne ≥ 0. Для
самозахватных решений с монотонно убывающей с
ростом r величиной γ это условие нарушается уже
при умеренном релятивизме, когда максимальное
значение γ на оси пучка γ0 = γ(r = 0) превыша-
ет значение γcyl0 ≈ 1.72 для цилиндрического пуч-
ка. В условиях более сильной релятивистской стрик-
ции, γ0 > γcyl0 , когда условие ne ≥ 0 оказывается
нарушенным, по крайней мере в ограниченной об-
ласти локализации пучка, требуется более аккурат-
ное описание сильной деформации плотности, вклю-
чая эффект электронной кавитации [25, 26]. Раз-
витием модели (5) является дополнительное усло-
вие Ne = 0 при нарушении неравенства ne ≥ 0.
Для локализованного лазерного пучка с монотон-
ным пространственным распределением интенсив-
ности это означает формальное разбиение области
существования решения на две подобласти, в од-
ной из которых плотность электронов положитель-
на, Ne = 1 + △⊥γ > 0, а в другой электроны
полностью отсутствуют (зона полной кавитации) и
Ne ≡ 0 в (4). Этому соответствует выражение для
нелинейной диэлектрической проницаемости в виде
кусочно-гладкой функции, что приводит к необхо-
димости строить решение искомой задачи кусочно-
непрерывным способом, сшивая решения в различ-
ных областях, например, так, как это сделано в
работах [27, 28]. При этом очевидным с физиче-
ской точки зрения является дополнительное условие
сохранения полного заряда, т. е. совпадение числа
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электронов, «выдавленных» лазерным излучением
из области кавитации, с числом электронов вне зо-
ны кавитации. Анализ решения уравнения (4), отве-
чающего РСЗ лазерного пучка, обсуждается в двух
следующих разделах.

3. САМОЗАХВАТ ЩЕЛЕВОГО ЛАЗЕРНОГО
ПУЧКА

Рассматриваемый в этом разделе режим РСЗ
для щелевого лазерного пучка представляет инте-
рес в первую очередь для прогнозирования резуль-
татов численно-аналитического исследования РСЗ
для цилиндрического пучка, приведенного в разд. 4.
Достоинство этого анализа заключается в возмож-
ности записать решение нелинейного уравнения для
электромагнитного поля пучка в явном, аналити-
ческом виде, что существенно упрощает получение
формул для характерного размера xL лазерного
пучка и его полной погонной мощности Ppl.

3.1. Пространственная структура

электрического поля щелевого пучка

и плотности электронов

Исходным уравнением для анализа структуры
электрического поля служит уравнение (4), в ко-
тором роль поперечной координаты играет x вме-
сто r, а оператор Лапласа по поперечной координа-
те меняется на ∂xx. При этом мы по-прежнему бу-
дем использовать безразмерную амплитуду a, пом-
ня, однако, что для плоской геометрии величина
apl = eA/

√
2meωc оказывается в

√
2 раз меньше,

чем для цилиндрической, а релятивистский фактор

по-прежнему имеет вид γ =
√
1 + a2pl [25]. Соответ-

ственно, уравнение (4) переписывается в виде

(∂xxapl)/apl + 1− ν −Ne(γ)/γ = 0 . (6)

Далее в этом разделе нижний индекс «pl» у ампли-
туды a мы опускаем.

Рассмотрим вначале структуру самозахватных
решений для щелевого пучка при наличии зоны пол-
ной кавитации, которая возникает уже при умерен-
ном релятивизме, когда максимальное значение γ на
оси пучка, γ = γ0, превышает γpl = 2. Это означает,
как уже отмечалось выше, что область существо-
вания решения формально разбивается на две под-
области, в одной из которых плотность электронов
положительна, Ne > 0, а в другой электроны отсут-
ствуют (зона полной кавитации) и Ne ≡ 0.

В зоне полной кавитации, где Ne ≡ 0, для об-
суждаемого здесь щелевого пучка локализованное в
пространстве и симметричное относительно замены
x → −x решение уравнения (6) с максимумом ам-
плитуды a на оси пучка в переменных {ξ, γ}, где в
этом разделе ξ =

√
2/(Γ + 1)x, имеет вид1)

γ2 = 1 + (γ20 − 1) cos2 ξ , 0 < ξ < ξcav . (7)

В области, где нет полной кавитации, x > xcav,
при подстановке в (6) выражения (5) для Ne и ис-
пользовании переменной γ = chu уравнение (6) при-
нимает вид

∂ξξu+ shu [chu− (Γ + 1)/2] = 0 ,

u(ξ)|ξ→∞
= ∂ξu(ξ)|ξ→∞

= 0 .
(8)

Уравнение (8) имеет первый интеграл,

(∂ξu)
2 + ch2 u− (Γ + 1) chu+ Γ = 0 , (9)

с помощью которого решение уравнения (8) при
ξ > ξcav записывается в форме

γ =
ch2 Ψ+ ν

ch2 Ψ− ν
,

Ψ = y − ycav +Ψ0 , y =

√
Γ− 1

2
ξ ,

Ψ0 = Arcth

[√
2

Γ− 1

√
Γ− γcav
γcav + 1

]
.

(10)

Полное решение уравнения (6) получается сращива-
нием на границе области полной кавитации x = xcav
аналитических решений (7) и (10) с соблюдением
условия непрерывности решения и его производной,
что дает два соотношения, определяющих связь ξcav
и γ0 с γcav и Γ:

tg ξcav = γcav
√
(Γ− γcav)/(γcav + 1) ,

γ2cav − 1 = (γ20 − 1) cos2 ξcav .
(11)

В качестве точки сшивки решений выбирается гра-
ница зоны полной кавитации, положение которой со-
ответствует выполнению условия баланса для числа
электронов, эвакуированных из канала во внешнюю
область,

Qpl ≡ 2

∞∫

0

(Ne(γ)− 1)dx = 0 . (12)

1) Здесь и ниже в этом разделе, принимая во внимание сим-
метрию решения, мы будем рассматривать только неотрица-
тельные значения x.
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При вычислении интеграла (12) удобно рассмотреть
отдельно вклад от области полной кавитации, где
Ne ≡ 0, и вклад от внешней области, где Ne опре-
делена формулой (5). Тогда из (12) с учетом (5) по-
лучается соотношение между координатой границы
зоны полной кавитации и производной релятивист-
ского фактора в этой же точке,

{1 + (2/(Γ + 1))(1/ξ)∂ξγ}|ξ=ξcav
= 0.

Это условие дает дополнительное соотношение, свя-
зывающее ξcav с параметром Γ и γcav:

ξcav =
2

Γ + 1
(γcav − 1)×

×
√
(γcav + 1)(Γ− γcav) . (13)

Комбинируя (11) и (13), перепишем формулы для
γcav, Γ и γ0 в виде функции только одной перемен-
ной ξcav:

γcav =
tg ξcav

2 tg ξcav − ξcav

(
1+
√
1 + ξcav(2 tg ξcav−ξcav)

)
,

Γ = γcav + (γcav + 1)γ−2
cav tg

2 ξcav, (14)

γ0 =
√
1 + (γ2cav − 1) cos−2 ξcav.

Отличие плоской геометрии от цилиндрической, об-
суждаемой в разд. 4, проявляется в том, что для
цилиндрического пучка аналитическое решение вне
зоны полной кавитации отсутствует и соотношение
между Γ и ξcav находится с помощью численного
моделирования, в то время как в плоской геомет-
рии формулы (14) позволяют легко построить зави-
симости Γ(ξcav), γ(ξcav) и a0(ξcav), приведенные на
рис. 1. Полученные формулы (7), (10) и (14) опреде-
ляют пространственную структуру плоского щеле-
вого релятивистского лазерного пучка в самозахват-
ном режиме при умеренном и сильном релятивизме,
γ0 > 2. В заключение, используя (5), запишем вы-
ражение для вычисления плотности электронов Ne,

Ne =
γ

Γ + 1

[
−4γ2 + 3(Γ + 1)γ − 2(Γ− 1)

]
, (15)

которое при наличии зоны полной кавитации следу-
ет применять совместно с (10). Построенные с ис-
пользованием формул (7), (10), (14) и (15) графики
пространственного распределения амплитуды элек-
трического поля пучка a и плотности электронов Ne

в зависимости от поперечной координаты x приве-
дены на рис. 2 для сильного релятивизма (a20 ≫ 1) и
на рис. 3 для умеренного (3 < a20 . 10) релятивизма
лазерного пучка.
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Рис. 1. Зависимости Γ (вверху), γcav (посередине) и a0

(внизу) от координаты ξcav

В случае слабого релятивизма пучка, a20 ≤ 3, ко-
гда не существует области полной кавитации, про-
странственное распределение амплитуды электри-
ческого поля щелевого пучка по поперечной коорди-
нате x находится решением уравнения (8) во всей об-
ласти изменения поперечной координаты 0 ≤ ξ ≤ ∞
с дополнительным граничным условием равенства
нулю производной ∂ξu на оси пучка x = 0, при этом
значение функции u на оси пучка оказывается ко-
нечным и отличным от нуля, т. е.

u0 = Arcchγ0.
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Рис. 2. Профили безразмерной амплитуды щелевого ла-

зерного пучка a (сплошные кривые) и безразмерной плот-

ности электронов плазмы Ne (штриховые) для различных

значений ξcav = 1.1; 1.4; 1.5

Проверка этого условия на выражении для первого
интеграла (9) дает γ0 = Γ. Таким образом, решение
уравнения (8) для слабого и умеренного релятивиз-
ма, γ0 ≤ 2, имеет более простой вид (см., например,
[29]), который следует из (10), если в нем положить
ξcav = ycav = 0 и Γ = γ0 = γcav:

γ =
ch2 y + ν

ch2 y − ν
, (16)

y = x
√
ν , 0 ≤ y ≤ ∞ .

Построенные с использованием формул (16) и
(15) графики пространственного распределения ам-
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Рис. 3. Профили безразмерной амплитуды щелевого ла-

зерного пучка a (сплошные кривые) и безразмерной плот-

ности электронов плазмы Ne (штриховые) для различных

значений ξcav = 0.1; 0.5; 0.8

плитуды электрического поля пучка a и плотности
электронов Ne в зависимости от поперечной коор-
динаты x приведены на рис. 4 для слабого (a20 ≤ 3)
релятивизма пучка.

При исчезающе слабом релятивизме, ν ≪ 1 и
γ → 1, решение (16) переходит в самозахватное (со-
литонное) решение Таланова [3] для среды с кубич-
ной нелинейностью, a(x) = 2

√
ν/ ch(x

√
ν), для ко-

торого характерный пространственный масштаб об-
ратно пропорционален амплитуде солитона. С рос-
том релятивизма пучка прослеживается формиро-
вание пика электронной плотности на границе об-
ласти локализации лазерного пучка.
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Рис. 4. Профили безразмерной амплитуды щелевого ла-

зерного пучка a (сплошные кривые) и безразмерной плот-

ности электронов плазмы Ne (штриховые) для различных

значений γ0 = 1.4; 1.8; 1.98

3.2. Интегральные характеристики щелевого

пучка

Полученные в разд. 3.1 формулы для простран-
ственного распределения амплитуды a позволяют
вычислить зависимость средней безразмерной полу-
ширины лазерного пучка, xL, и границы зоны пол-
ной кавитации, xcav, от максимальной амплитуды
лазерного поля и безразмерной мощности лазерного
пучка. Для щелевого лазерного пучка безразмерная
величина полной погонной мощности Ppl и средняя
полуширина xL определяются соотношениями

Ppl = 2

∞∫

0

Idx, x2L = (2/Ppl)

∞∫

0

x2Idx , (17)

где I = γ2− 1 — безразмерная интенсивность лазер-
ного пучка.

При умеренном и сильном релятивизме, при на-
личии зоны полной кавитации область интегрирова-
ния разбивается на две подобласти: от нуля до xcav
и от xcav до бесконечности. Переходя затем от ин-
тегрирования по поперечной координате x к инте-
грированию по ξ, запишем выражения для полной
мощности и квадрата полуширины самозахватного
пучка в следующем виде:

Ppl =

√
Γ + 1

2
p0 , x2L =

Γ + 1

2

p2
p0
, (18)

p0 ≡ p0,in + p0,out , p2 ≡ p2,in + p2,out ,

p0,in = 2

ξcav∫

0

(γ2 − 1)dξ , p0,out = 2

∞∫

ξcav

(γ2 − 1)dξ ,

p2,in = 2

ξcav∫

0

ξ2(γ2 − 1)dξ, p2,out = 2

∞∫

ξcav

ξ2(γ2 − 1)dξ.

Формулы (17), (18) применимы как при слабом, так
и при сильном релятивизме, с учетом того, что в
отсутствие области полной кавитации в (17) надо
оставить лишь вклад от «внешней» области, т. е. по-
лагать ξcav = 0. Что касается режима сильного ре-
лятивизма, то, используя решение (7) в области пол-
ной кавитации, формулы для p0,in и p2,in можно за-
писать в виде

p0,in =
a20
2

(2ξcav + sin(2ξcav)) , a20 ≫ 1 ,

p2,in = a20

(
sin(2ξcav)

(
ξ2cav
2

− 1

4

)
+

+
ξcav
2

cos(2ξcav) +
ξ3cav
3

)
.

(19)

Аналогичным образом, используя решение (10) вне
области полной кавитации, можно получить форму-
лы для p0,out и p2,out. При этом, если формула для
p0,out имеет простой вид,

p0,out=2
√
2(Γ− 1)−2

√
(γcav + 1)(Γ− γcav)+

+ 2(Γ + 1)

(
arcsin

√
Γ− 1

Γ + 1
−arcsin

√
Γ− γcav
Γ + 1

)
, (20)
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то аналитические формулы для интеграла p2,out,

p2,out =

(
8

Γ− 1

)3/2
∞∫

Ψ0

dΨ
(Ψ + ycav −Ψ0)

2 νch2Ψ
(
ch2Ψ− ν

)2 ,

(21)
представляют сложную длинную комбинацию лога-
рифмических, тригонометрических и гиперболиче-
ских функций и полилогарифмов. Поэтому для чис-
ленных расчетов удобнее интегрирование по ξ заме-
нить интегрированием по релятивистскому фактору
γ, что дает еще одно представление для интеграла
p2,out,

p2,out =
4

Γ− 1

γcav∫

1

dγ

√
γ + 1

Γ− γ
ln2
∣∣∣∣
√
γcav − 1√
γ − 1

eycav ×

×
√
2(Γ− γ) +

√
(Γ− 1)(γ + 1)√

2(Γ− γcav) +
√
(Γ− 1)(γcav + 1)

∣∣∣∣ . (22)

Полученные формулы упрощаются в двух пре-
дельных случаях: во-первых, при сильном реляти-
визме лазерного пучка, a20 ≫ 1, когда основной
вклад в интегралы p0 и p2 вносит область полной
кавитации и вкладами p0,out и p2,out в p0 и p2 можно
пренебречь, т. е. считать p0 ≈ p0,in и p2 ≈ p2,in из
(19), и во-вторых, в обратном пределе при слабом
и умеренном релятивизме, a20 < 3, когда вклады,
пропорциональные p0,in и p2,in, обращаются в нуль,
формально это соответствует выбору γcav = Γ = γ0
и ξcav = ycav = 0 в (19), (20):

p0 = 2
√
2(Γ− 1) + 2(Γ + 1) arcsin

√
Γ− 1

Γ + 1
, γ < 2,

p2 =
4

Γ− 1

Γ∫

1

dγ

√
γ + 1

Γ− γ
× (23)

× ln2
∣∣∣∣

√
2(Γ− γ) +

√
(Γ− 1)(γ + 1)√

(γ − 1)(Γ + 1)

∣∣∣∣ .

В пределе Γ → 1, т. е. при малой интенсивности пуч-
ка a20 ≪ 1, из формул (17) и (23) следует простая
связь между полной мощностью пучка Ppl, его ам-
плитудой a0 и полушириной xL:

xL ≈ π/
√
3a0 ≈ 4π/

√
3Ppl , a20 ≪ 1 . (24)

Отсюда, в частности, следует соотношение, имею-
щее «наглядный» физический смысл,

Ppl ≈ (4
√
3/π) a20xL ≈ 2.20532 a20xL , a20 ≪ 1 . (25)

Эти результаты также легко воспроизводятся при
прямой подстановке в (17) солитонного решения Та-
ланова [3], приведенного в конце разд. 3.1.

При a20 ≫ 1, в пределе ξcav → π/2 из (18) и
(19) можно получить простые асимптотические со-
отношения между полушириной xL лазерного пуч-
ка, максимальной амплитудой a0 его электрического
поля и полной мощностью Ppl при сильном реляти-
визме лазерного пучка:

xL ≈
√
π2 − 6

6π
a
1/2
0 ≈

√
π2 − 6

6π

(
2

π

)0.1

P
1/5
pl , a20 ≫ 1 .

(26)
Из этой цепочки равенств можно получить чис-
ленный коэффициент в «эвристической» оценке
Ppl ∼ a20xL, а именно,

Ppl ≈ a20xcav ≈
√

3π2

π2 − 6
a20xL ≈ 2.766 a20xL . (27)

Исходя из формул (17)–(23), можно построить
зависимости полуширины xL лазерного пучка и гра-
ницы зоны полной кавитации xcav от его полной
мощности Ppl и амплитуды на оси a0 в широком диа-
пазоне их изменения. На рис. 5, 6 приведены графи-
ки этих зависимостей.

В размерных переменных нормированная на ве-
личину kp погонная мощность плоского (щелевого)
пучка записывается в виде

k−1
p P pl =

m2
ec

5

2πe2
ncr

ne
Ppl ≈ 1.386

ncr

ne
Ppl [ГВт] . (28)

Используя выражения для плотности (15), можно
ввести понятие полуширины плазменного канала
xpl, которая определяется как конечное значение ко-
ординаты x (отличной от x = ∞), при которой плот-
ность электронов равна невозмущенному значению
Ne,pl = Ne0 = 1. Подстановка Ne,pl = 1 в (15) дает
кубическое уравнение для величины γ(xpl) ≡ γpl,

Γ + 1 + 4γ3pl − 3(Γ + 1)γ2pl + 2(Γ − 1)γpl = 0, (29)

а значит, с учетом (10) и (16), и значение xpl. В пре-
деле слабого релятивизма, Γ → 1, можно записать
простые асимптотические формулы для γpl и для
квадрата полуширины плазменного канала x2pl:

γpl,as ≈ 1 +
2

3
(Γ− 1) , x2pl,as ≈

1

Γ− 1
. (30)

Обратим внимание, что при Γ → 1 зависимости
xL и xpl от Γ, согласно формулам (24) и (30), раз-
личаются только множителем (xpl/xL) ≈ 0.7797,
а при Γ ≫ 1 практически совпадают с гра-
ницей области полной кавитации, определяемой
формулами (13), (14).
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Рис. 5. Зависимости среднего радиуса лазерного пучка

xL (сплошная кривая) и границы области кавитации xcav

(штрихпунктирная кривая) от амплитуды лазерного поля

на оси a0. Нижний рисунок дает более детальную картину

в области слабого релятивизма пучка

4. САМОЗАХВАТ ЦИЛИНДРИЧЕСКОГО
ЛАЗЕРНОГО ПУЧКА

Для релятивистского лазерного пучка реализа-
ция РСЗ подразумевает отыскание структуры элек-
трического поля E, которая соответствовала бы ло-
кализованному по поперечной координате, т. е. по
радиусу r, решению уравнения (4) для функции
a(r), монотонно убывающей, a → 0, вместе со своей
производной, ∂ra→ 0, при r → ∞. Раздел 4.1 посвя-
щен получению такого типа решений для уравнения
(4) в широком диапазоне значений a0. В разд. 4.2
эти решения используются для получения анали-
тических формул для интегральных характеристик
(мощности и среднего радиуса) лазерного пучка в
режиме самозахвата.

4.1. Пространственная структура

электрического поля и плотности электронов

В зоне полной кавитации, где Ne ≡ 0, для об-
суждаемого здесь цилиндрического пучка решение
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2
10
3
10
4
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Рис. 6. Зависимости среднего радиуса лазерного пучка

xL (сплошная кривая) и границы области кавитации xcav

(штрихпунктирная кривая) от полной мощности лазерного

пучка Ppl. Нижний рисунок дает более детальную картину

в области слабого релятивизма пучка

уравнения (4), которое отвечает локализованному в
пространстве распределению по поперечной коорди-
нате амплитуды a с максимумом на оси пучка, имеет
наиболее простой вид, когда вместо a используется
релятивистский фактор γ:

γ2 = 1 + (γ20 − 1)J2
0 (ξ) , (31)

ξ =

√
2

Γ + 1
r , r < rcav .

В (31) параметр Γ связан с ν соотношением
Γ = (1 + ν)/(1 − ν).

В области, где нет полной кавитации, r > rcav,
при подстановке в (4) выражения (5) для Ne и ис-
пользовании переменной γ = chu уравнение (4) при-
нимает вид

∂ξξu+
1

ξ
∂ξu+ shu

[
chu− Γ + 1

2

]
= 0 . (32)

Полное решение уравнения (4) получается сшив-
кой на границе области полной кавитации r = rcav
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аналитического решения (31) (функций и их про-
изводных) с численным решением уравнения (32)
(аналитическое решение в этой области отсутству-
ет). В качестве точки сшивки решений использует-
ся граница, положение которой соответствует вы-
полнению условия баланса для числа электронов,
эвакуированных из канала во внешнюю область
(ср. с (12)),

Q ≡ 2π

∞∫

0

(Ne(γ)− 1)rdr = 0. (33)

При вычислении интеграла (33) удобно рассмотреть
отдельно вклад от области полной кавитации, где
Ne ≡ 0, и вклад от внешней области, где Ne опреде-
лена формулой (5). Тогда, несмотря на то, что усло-
вие (33) формально записывается в виде интеграль-
ного соотношения (по поперечной координате) для
пространственного распределения плотности элек-
тронов, оно сводится к локальному соотношению
между координатой границы зоны полной кавита-
ции и производной релятивистского фактора в этой
же точке,

{
1 +

4

Γ + 1

1

ξ
∂ξγ
}∣∣∣

ξ=ξcav

= 0.

Это условие дает дополнительное соотношение, свя-
зывающее параметр Γ cо значениями ξcav и γcav:

γcav = ((Γ + 1)/8)(ξcavJ0(ξcav)/J1(ξcav))+

+

√
1 + [((Γ + 1)/8)(ξcavJ0(ξcav)/J1(ξcav))]

2
. (34)

Выбор из решений уравнения (32) только одного, от-
вечающего монотонному убыванию u(ξ) при ξ → ∞,
свидетельствует о том, что параметр Γ не может
быть выбран произвольно, он связан с ξcav опреде-
ленной зависимостью. Зависимости Γ и γcav от ξcav,
полученные из численного решения уравнения (32)
с последующим сращиванием с аналитическим ре-
шением (31) на границе области полной кавитации,
представлены на рис. 7 в широком диапазоне изме-
нения ξcav от нуля (т. е. от момента, когда возникает
область полной кавитации) до максимальной вели-
чины ξ0 ≈ 2.49483, определяемой значением первого
нуля функции Бесселя, J0(ξ0) = 0.

Анализ проведенных численных расчетов пока-
зывает, что в физически интересном широком диа-
пазоне изменения амплитуды a0 . 150 эта зависи-
мость представляется следующей функцией (коэф-

фициенты даны с точностью до пятого знака после
запятой):

Γ ≈ b1 + b2ξ
b3
cav + b4

(
J1(ξcav)

ξcavJ0(ξcav)

)3/2

,

b1 = −0.514539, b2 = −0.326703,

b3 = 1.65224, b4 = 5.13104.

(35)

Формулы (31), (34), (35) вместе с очевидным след-
ствием решения (31) при γ = γcav,

γ2cav = 1 + (γ20 − 1)J2
0 (ξcav) , (36)

определяют структуру электромагнитного поля
пучка в зоне полной кавитации. При известной за-
висимости u(ξ) плотность электронов Ne, согласно
(5), вычисляется по следующей формуле, которой
можно пользоваться как при наличии зоны полной
кавитации для сильных релятивистских пучков,
так и для слабых пучков, когда такой зоны не
существует:

Ne = chu

[
chu+

2

Γ + 1

(
(∂ξu)

2 − sh2 u
)]

. (37)

Очевидно, что выражение для плотности (37) спра-
ведливо при всех 0 ≤ ξ < ∞ в случае отсутствия
зоны полной кавитации, при наличии такой зоны —
только при ξ > ξcav, а в самой зоне кавитации
Ne = 0.

Из вида кривой на нижнем рис. 7 следует, что
величина γcav слабо меняется в широком диапазоне
изменения ξcav от нуля до примерно ξcav ≈ 1.7. Это
позволяет записать приближенное аналитическое
решение за границей области кавитации, ξ > ξcav,
как решение линейного уравнения, получающегося
из (32), если в нем пренебречь отличием ch(u) от
единицы, а u от sh(u). В результате приходим к ана-
литическим формулам, которые являются точными
при ξ ≤ ξcav и приближенными при ξ > ξcav, но
имеют, однако, неплохую точность при ξcav & 1:

γ2 = 1 + (γ2cav − 1)






J2

0
(ξ)

J2
0
(ξcav)

, ξ ≤ ξcav ,

K2

0
(
√

(Γ−1)/2ξ)

K2
0
(
√

(Γ−1)/2ξcav)
, ξ > ξcav .

(38)
Здесь связь Γ с ξcav и γcav определена приве-
денным выше соотношением (35) и результатами
численного моделирования в виде зависимостей на
рис. 7. Построенное таким образом приближенное
при ξ > ξcav решение (38) сохраняет непрерывность
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Рис. 7. Зависимости Γ (вверху) и γcav (внизу) от коорди-

наты ξcav. Черные кружки соответствуют численному ре-

шению уравнения (32), а сплошные кривые отвечают фор-

мулам (34) и (35)

амплитуды a(ξ) в точке ξ = ξcav, хотя ее производ-
ная ∂ξa(ξ) в этой точке испытывает скачок. Это на-
блюдается при сравнении графиков приближенного
аналитического решения (38) и численного решения,
представленных на рис. 8 сплошными кривыми для
численного решения и штриховыми — для прибли-
женного аналитического решения. Приведены зави-
симости безразмерной амплитуды цилиндрического
лазерного пучка a =

√
γ2 − 1 от безразмерной попе-

речной координаты (радиуса) r при трех значениях
координаты ξcav границы области кавитации, при-
чем каждому выбранному значению ξcav соответ-
ствует определенное, совпадающее для цилиндриче-
ского пучка с величиной a0, значение

a0 ≡ a(γ = γ0) =
√
γ2cav − 1/J0(ξcav).

Сравнение численного и приближенного анали-
тического пространственных распределений ампли-
туды электрического поля пучка показывает, что их
отличие при r > rcav не является слишком суще-
ственным, особенно для сильно релятивистских пуч-
ков, что позволяет использовать приближенное ре-
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Рис. 8. Профили безразмерной амплитуды цилиндриче-

ского лазерного пучка a =
√

γ2 − 1 в режиме самозахвата

(сплошные и штриховые кривые) и безразмерной плотно-

сти электронов плазмы Ne(r) (штрихпунктирные кривые)

для различных значений ξcav = 1.5; 2.2; 2.3

шение (38) для оценки интегральных характеристик
РСЗ решения для цилиндрического пучка.

В случае слабого релятивизма цилиндрического
пучка, когда не существует области полной кави-
тации, пространственное распределение амплитуды
электрического поля пучка по поперечной коорди-
нате находится решением уравнения (32) во всей об-
ласти изменения поперечной координаты 0 ≤ ξ ≤ ∞
с граничными условиями равенства нулю производ-
ной ∂ξu на оси пучка r = 0 и условием обращения
u в нуль на бесконечности ξ → ∞, при этом значе-
ние функции u на оси пучка оказывается конечным
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Рис. 9. Зависимость амплитуды электрического поля на

оси пучка a0 от значения параметра Γ. Черным точкам

отвечает результат численного решения уравнения (32),

сплошная кривая соответствует формуле (39)

и отличным от нуля, т. е. u(0) = u0 = Arcch(γ0) 6= 0.
Как и в случае сильного релятивизма, величина Γ

не является произвольной при выбранном значении
a0 = sh(u0) при ξ = 0. Связь Γ и a0 определена за-
висимостью, представленной на рис. 9 кривой a0(Γ),
и хорошо аппроксимируется следующей функцией:

a0 ≈ a1
√
(Γ− 1)(1 + a2(Γ− 1)) , (39)

a1 = 2.19578 , a2 = 1.65192.

Использование зависимости (39) позволяет для каж-
дой выбранной величины a0 вычислить Γ и постро-
ить полную картину пространственного распределе-
ния амплитуды электрического поля пучка и плот-
ности электронов плазмы, примеры которых при-
ведены на рис. 10 для различных значений па-
раметра u0 = Arcsh(a0) при слабом релятивизме
a0 . 1.39971.

Пределу очень слабого релятивизма, Γ → 1,
отвечает разложение гиперболических функций в
уравнении (32) в ряд по степеням малых u ≪ 1 с
удержанием кубичных по u вкладов. Уравнение (32)
при этом после замены u =

√
Γ− 1V (y) переходит в

уравнение для таунсова пучка [4]:

∂yyV +
1

y
∂yV − V + V 3 = 0 ,

V (0) = V0 ,

V (y)|y→∞
= ∂yV (y)|y→∞

= ∂yV (y)|y→0
= 0 ,

(40)

локализованное решение которого с максимумом на
оси соответствует V0 ≈ 2.206201.

Для промежуточного случая умеренного реляти-
визма, когда область полной кавитации уже суще-
ствует, но пока еще мала, 0 < ξcav . 1, так что ана-
литическое приближение в (38) при ξ > ξcav дает су-
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Рис. 10. Пространственные распределения амплитуды

электрического поля пучка (сплошные линии) и плотно-

сти электронов плазмы (штриховые линии) для различных

значений параметра u0 = Arcsh(a0) при отсутствии обла-

сти полной кавитации (слабый релятивизм)

щественное отличие от точного (численного) реше-
ния, хотя формулы (34) и (35) по-прежнему приме-
нимы, пространственное распределение амплитуды
электрического поля пучка и плотности электронов
приведены на рис. 11.

4.2. Интегральные характеристики

Полученные в предыдущем разделе формулы
для пространственного распределения амплитуды a

позволяют вычислить зависимости среднего безраз-
мерного радиуса лазерного пучка, rL, и безразмер-
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Рис. 11. Пространственные распределения амплитуды

электрического поля пучка в режиме самозахвата (сплош-

ные кривые) и плотности электронов плазмы (штриховые

кривые) для различных значений ξcav = 0.1; 0.5; 0.8 (уме-

ренный релятивизм)

ного радиуса канала кавитации, rcav, от максималь-
ной амплитуды лазерного поля и безразмерной мощ-
ности лазерного пучка. Для цилиндрического лазер-
ного пучка безразмерная величина полной мощно-
сти P и средний радиус rL определяются соотноше-
ниями

P = 2π

∞∫

0

rIdr,

r2L = (2π/P )

∞∫

0

r3Idr ,

(41)

где I = γ2 − 1 — безразмерная интенсивность ла-
зерного пучка. Очевидно, что значения интегра-
лов в (41) существенным образом зависят от фор-
мы подынтегральной функции, которая, в свою оче-
редь, задается максимальным значением амплитуды
лазерного поля a0. При умеренном и сильном реля-
тивизме, в режиме РСЗ с образованием зоны полной
кавитации, область интегрирования разбивается на
две подобласти: от нуля до rcav и от rcav до бес-
конечности. Переходя затем от интегрирования по
поперечной координате r к интегрированию по ξ, за-
пишем выражения для полной мощности и квадрата
радиуса самозахватного пучка в следующем виде:

P = π(Γ + 1)p1 ,

r2L =
Γ+ 1

2

p3
p1
,

(42)

p1 ≡ p1,in + p1,out , p3 ≡ p3,in + p3,out ,

p1,in =

ξcav∫

0

ξ(γ2 − 1)dξ , p1,out =

∞∫

ξcav

ξ(γ2 − 1)dξ ,

p3,in =

ξcav∫

0

ξ3(γ2−1)dξ , p3,out =

∞∫

ξcav

ξ3(γ2−1)dξ .

Формулы (41), (42) применимы как при слабом, так
и при сильном релятивизме. Для вычисления пол-
ной мощности и среднего радиуса лазерного пучка
при слабом релятивизме также можно использовать
формулы (41) и (42), понимая, однако, что в отсут-
ствие области полной кавитации в (41) надо оста-
вить лишь вклад от «внешней» области, т. е. пола-
гать ξcav = 0. Что касается режима сильного реля-
тивизма, то с учетом решения (31) в области полной
кавитации формулы для p1,in и p3,in записываются
в виде

p1,in = (ξ2cav/2)(γ
2
cav − 1)

(
1 +

J2
1 (ξcav)

J2
0 (ξcav)

)
,

p3,in = (ξ2cav/6)(γ
2
cav − 1)

[
ξ2cav

(
1 +

J2
1 (ξcav)

J2
0 (ξcav)

)
+

+ 2
J1(ξcav)

J0(ξcav)

(
ξcav −

J1(ξcav)

J0(ξcav)

)]
.

(43)

Для «моментов» p1,out и p3,out нельзя записать точ-
ные аналитические формулы, поэтому приходит-
ся либо довольствоваться результатами численного
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интегрирования, либо использовать приближенные
аналитические формулы (38), что дает следующие
приближенные аналитические выражения для p1,out
и p3,out:

pan1,out = (ξ2cav/2)(γ
2
cav − 1)

(
−1 +

K2
1 (ζcav)

K2
0 (ζcav)

)
,

pan3,out = (ξ4cav/6)(γ
2
cav − 1)

[
−1 +

K2
1 (ζcav)

K2
0 (ζcav)

+

+
2

ζ2cav

K1 (ζcav)

K0 (ζcav)

(
K1 (ζcav)

K0 (ζcav)
+ ζcav

)]
,

ζcav = ξcav
√
(Γ− 1)/2 .

(44)

Подстановка в формулы (42)–(44) вместо γcav и
Γ приближенных аналитических выражений (34) и
(35) позволяет аналитически получить приближен-
ные зависимости rL и rcav от a0 и P .

В случае сильно релятивистского пучка опреде-
ляющий вклад в величину полной мощности и rL
дает область полной кавитации. Это обстоятельство
позволяет в пределе a0 ≫ 1 из аналитических выра-
жений (42) и (43), с учетом (34), (35), получить про-
стые асимптотические зависимости, коэффициенты
в которых указаны с точностью до пятого знака по-
сле запятой:

rL ≈ 1.1016p1/6 , rL ≈ 0.737882a
1/2
0 ,

rcav ≈ 2.35907p1/6 , rcav ≈ 1.58016a
1/2
0 ,

acav ≈ 0.70821a
1/3
0 , rcav/rL ≈ 2.14149 .

(45)

В формулах (45) и ниже, на рис. 13 и 14 использу-
ется перенормированная величина мощности пучка,

p = P/Pmin, где Pmin = P (a0 → 0) ≈ 23.4018,

так что в размерных переменных мощность цилин-
дрического пучка дается формулой

P cyl ≈ 16.31(nc/ne0)p [ГВт],

а величина acav = a(rcav) задает значение безраз-
мерной амплитуды лазерного поля на границе обла-
сти кавитации. Предел p → 1 соответствует крити-
ческой мощности Pcr = P cyl(p→ 1) цилиндрическо-
го лазерного пучка.

Из асимптотических формул (45) следует, что от-
ношение радиуса плазменной каверны и характер-
ного радиуса лазерного пучка составляет примерно
rcav/rL ≈ 2.14. С использованием приведенных вы-
ше формул нетрудно показать, что зависимость ра-
диуса плазменной каверны от мощности сильно ре-
лятивистского пучка может получиться из нагляд-
ной оценки p ∼ a20r

2
cav (численный коэффициент
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Рис. 12. Зависимости амплитуды лазерного поля на оси a0

от безразмерной мощности p. Нижний рисунок дает более

детальную картину в области слабого релятивизма пучка

пропорциональности в этой формуле приблизитель-
но равен 0.84), в которой надо использовать связь
a0 с rcav.

В случае слабого релятивизма, Γ−1 ≪ 1, сравне-
ние решения уравнения (40) с результатами числен-
ного расчета показывает, что при замене u на V при
малой, но отличной от нуля разности Γ−1 6= 0 зави-
симость V (y) от Γ оказывается слабой. Это позволя-
ет записать следующие соотношения для амплитуды
электрического поля пучка a0 на оси и его полной
мощности p:

a0 = V0

√
(Γ− 1)(1 + (V 2

0 /3)(Γ− 1)) ,

p = 1 + 0.321734(Γ− 1) ,
(46)

во всем диапазоне изменения Γ ≤ 1.2778175. Здесь
численный коэффициент в формуле для p находит-
ся из сравнения с численным расчетом, а формула
для a0 совпадает с разложением a0 = shu0 в ряд
по степеням u0 с удержанием первых двух вкладов.
При этом коэффициенты V0 и V 2

0 /3 в формуле (46)
для a0 практически совпадают с коэффициентами в
аналитическом представлении (39).

2 ЖЭТФ, вып. 6
763



В. Ф. Ковалев, В. Ю. Быченков ЖЭТФ, том 167, вып. 6, 2025

●

●

●

●

●
●
●
●
●
●
●
●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ● ●●● ●●● ●

●
●● ●

●
●

●

●●●
●●●●
●●●●

●●●●
●●

●● ●
●●

●
●●

●
●

●

●
●
●

●

●

●

1 10 10
2

10
3

10
4

10
5

0

5

10

15

p

r L

●

●

●
●
●
●
●

● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ●
●

●
●
●

●
●
●
●
●
●
●

●

●

●
●

●
●

●

●

●

1 2 5 10 20
0

1

2

3

p

r L

Рис. 13. Зависимости среднего радиуса лазерного пучка rL
и границы области кавитации rcav от мощности лазерного

пучка p. Нижний рисунок дает более детальную картину в

области слабого релятивизма пучка

Используя решение уравнения (40), нетрудно за-
писать следующие простые формулы для радиуса
rL лазерного пучка в зависимости от Γ:

rL ≈ 1.09004
√
(Γ + 1)/(Γ− 1) , (47)

или, с учетом (46), от амплитуды a0 или от полной
мощности p:

rL ≈ 1.09004
V0
a0

(
a20
V 2
0

+ 1 +
√
1 + (4/3)a20

)1/2

,

rL ≈ 1.09004
√
p− 0.356532/

√
p− 1 .

(48)

В пределе a0 ≪ 1 и p−1 ≪ 1 из (48) следуют асимп-
тотические оценки, аналогичные (45), но только в
области ультраслабого релятивизма:

rL ≈ 3.40097/a0 , rL ≈ 0.874391/
√
p− 1 . (49)

На рис. 12 приведены построенные с исполь-
зованием численного моделирования и аналитиче-
ских формул (40)–(44), (46) кривые зависимости
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Рис. 14. Зависимости среднего радиуса лазерного пучка rL
и границы области кавитации rcav от амплитуды лазерно-

го поля на оси a0. Нижний рисунок дает более детальную

картину в области слабого релятивизма пучка

безразмерной амплитуды a0 лазерного пучка на оси
от его безразмерной мощности p. Черные круж-
ки соответствуют результатам численного модели-
рования, сплошные кривые — результат исполь-
зования приближенного аналитического решения
(42)–(44) и (46). Построенные с использованием
формул (41)–(44) и (48) зависимости rL и rcav от
безразмерной мощности пучка p и от безразмерной
амплитуды a0 лазерного пучка на оси приведены на
рис. 13 и 14. Черные кружки соответствуют резуль-
татам численного моделирования, сплошные кри-
вые — результат использования приближенного ана-
литического решения (43) и (44), штриховые кривые
обозначают границу rcav, задаваемую формулами
(31) и (35). Красные штрихпунктирные кривые на
рис. 13 соответствуют результатам численного мо-
делирования из работы [21] ∝ p1/4.383. Таким обра-
зом, различие между нашими результатами и [21]
составляет не более 10% в области 1.1 < p < 300,
но становится значительным при бóльших мощно-
стях, которые представляют основной интерес для
современных мощных лазеров.
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Диапазон изменения мощности лазерного пуч-
ка на рис. 13, 14 в размерных переменных лежит
в пределах от Pcr до примерно 5 · 103(nc/ne0) ТВт.
При этом радиус лазерного пучка для верхней гра-
ницы диапазона изменения мощности пучка оказы-
вается приблизительно равным 1.6

√
nc/ne0λ0 мкм,

где λ0 [мкм] — длина волны лазерного излучения.
При наличии сформированного канала плотно-

сти плазмы, когда есть область полной кавитации,
можно определить ширину плазменного канала как
значение координаты rpl, при котором плотность
электронов Ne совпадает со значением невозмущен-
ной плотности Ne,0 = 1. Тогда, подставляя Ne = 1

в левую часть уравнения (37) и решая его численно
совместно с исходным уравнением (32), получим ве-
личину upl(Γ), а значит, и γpl(Γ) = ch(upl). Исполь-
зуя γpl совместно с решением исходного уравнения
(32), приходим к искомой зависимости радиуса плаз-
менного канала rpl от величины a0. Такой сложный
алгоритм нужен лишь при умеренном релятивизме,
поскольку с ростом интенсивности лазерного пучка
уже при ξcav & 1, и тем более при бо́льших a0, точка
Ne(rcav) = 1 расположена на фронте скачка плот-
ности, т. е. радиус плазменного канала совпадает с
границей зоны полной кавитации.

В пределе слабого релятивизма, Γ → 1, когда в
формуле (37) используются разложения гиперболи-
ческих функций в ряд по степеням малых u ≪ 1

с удержанием кубичных по u вкладов и при учете
решения уравнения (40), для ширины плазменного
канала получается простая формула

rpl ≈ 0.432979

√
(p− 0.356532)(1 + 2.5214(p− 1))

p− 1
,

(50)
из которой при p → 1 следует асимптотическая
оценка

rpl ≈ 0.410045 /
√
p− 1 , (51)

совпадающая с (50) на верхней границе интервала
0 < p . 1.08901 области режима без кавитации. Из
(51) видно, что ширина плазменного канала rpl (50)
только множителем отличается от радиуса лазерно-
го пучка rL (49).

5. ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ

Данная работа посвящена теоретическому иссле-
дованию условия реализации режима самозахвата
при учете релятивистской нелинейности массы элек-
трона и электронной кавитации в плазме. В отли-
чие от исследованного ранее ультрарелятивистского

предела [20], предложенная в данной статье теория
применима для широкого диапазона лазерных ин-
тенсивностей: от релятивистски умеренной до уль-
трарелятивистской. Это позволяет сопрячь форму-
лы, определяющие условия РСЗ, как для малых,
слабо релятивистских, так и для больших, ультра-
релятивистских, интенсивностей. В пределе малых
интенсивностей пучка условия самозахвата (форму-
лы (24) и (49)) согласуются с соотношениями, кото-
рые следуют из аналитического решения Таланова
[3] (для плоской геометрии) и численного решения
Таунса с соавторами [4] (для цилиндрической гео-
метрии). Для произвольных, не малых интенсивно-
стей лазерного пучка условия согласования следуют
из формул (42)–(44) и кривых на рис. 13, 14 для ци-
линдрической геометрии и из формул (18)–(20), (22)
и кривых на рис. 5, 6 для плоской геометрии. При
сильной, ультрарелятивистской нелинейности усло-
вия согласования представлены асимптотическими
формулами (26) для плоской геометрии и форму-
лами (45) для цилиндрической геометрии. Сравни-
тельно простую универсальную формулу для оцен-
ки условия согласования можно получить из ин-
терполяционных соотношений при сопряжении сла-
борелятивистской и ультрарелятивистской асимпто-
тик для rL(p), например, (49) и (45) в цилиндриче-
ской геометрии. Это сопряжение можно получить
путем сложения асимптотики для rL(p) из (45) при
p ≫ 1, предварительно умножив ее на функцию
сглаживания f(p, k) = (p − 1)k/pk, с асимптотикой
rL(p) (49) при p → 1, т. е. интерполяция сводится к
«поправке» ультрарелятивистского вклада в обла-
сти умеренных интенсивностей,

rL ≈ αL,pf(p, 1/3) p
(1/6) + βL,p/

√
p− 1 ,

αL,p ≈ 1.1016 , βL,p ≈ 0.874391,
(52)

что дает при k = 1/3 очень хороший результат, пред-
ставленный на рис. 15.

Аналогичным образом, используя асимптотики
(45), (50), из (52) можно построить интерполяцион-
ную формулу для радиуса плазменного (плотност-
ного) канала rpl, если заменить в ней αL,p и βL,p на
αpl,p и βpl,p:

rpl ≈ αpl,pf(p, 1)p
(1/6) + βpl,p/

√
p− 1 ,

αpl,p ≈ 2.35907 , βpl,p ≈ 0.410045 .
(53)

Достоинством формул (52) и (53) является их про-
стота и универсальность, поскольку они применимы
как для rL, так и для rpl, хотя отличие интерполя-
ционных кривых от результатов численного моде-
лирования может достигать порядка 10% в области
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Рис. 15. Интерполяционная кривая для среднего радиу-

са лазерного пучка rL как функции мощности лазерно-

го пучка, построенная по формулам (52) (верхний рису-

нок). Нижний рисунок — детализация в области умерен-

ного релятивизма. Черные точки — результат численного

моделирования

слабого и умеренного релятивизма, как следует из
кривых на рис. 15, 16.

Наибольшее отличие проявляется для интерпо-
ляционной кривой rpl(p), однако это отличие моно-
тонно убывает с ростом p по мере того, как асимпто-
тическое значение rcav стремится к своему пределу,
задаваемому формулами (45).

Подобного типа интерполяцию можно построить
и для зависимости радиуса лазерного пучка rL от a0:

rL ≈ αL,a0
f(a0)

√
a0 + βL,a0

/a0 ,

αL,a0
≈ 0.737882 , βL,a0

≈ 3.40097 ,

f(a0) = 1− 1/(1.60766+ 0.0150249a30) .

(54)

График интерполяционной кривой (54) вместе с
результатами численного расчета представлен на
рис. 17.

Существенным моментом предлагаемой теории
является выбор адекватной модели для описания ре-
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Рис. 16. Интерполяционная кривая для границы области

плазменного канала rpl как функции мощности лазерно-

го пучка, построенная по формулам (53) (верхний рису-

нок). Нижний рисунок — детализация в области слабо-

го релятивизма. Черные точки — результат численного

моделирования

жима РСЗ лазерного пучка. В нашем подходе ис-
пользовалась модель НУШ, в которой учитывается
электронная нелинейность массы электрона и элек-
тронная кавитация в плазме, и при этом сохраня-
ется полный заряд электронов [27]. Проведенное в
[20] сравнение различных подходов показало, что
именно такая модель для ультрарелятивистских ин-
тенсивностей лазера обеспечивает наилучшее согла-
сование с результатами численного эксперимента.
Здесь мы расширили пределы применимости тео-
рии на область произвольного релятивизма. Харак-
терное для этой модели наличие скачка электрон-
ной плотности, отделяющее область полной кавита-
ции от остальной плазмы, не является существен-
ным при вычислении интегральных характеристик
пучка, например, его полной мощности, хотя такое
влияние разрыва плотности и может быть предме-
том дальнейших исследований, подобно тому, как
это сделано в [30, 31].
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Рис. 17. Интерполяционная кривая (штриховая линия) для

среднего радиуса лазерного пучка rL как функции ам-

плитуды электрического поля пучка на его оси, постро-

енная по формулам (54) для широкого диапазона ампли-

туд a0 (верхний рисунок) и в области малых амплитуд

(нижний рисунок). Черные точки — результат численно-

го моделирования

6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Подводя итог, отметим, что в работе получены
аналитические формулы, характеризующие условие
реализации РСЗ лазерного пучка в плазме в широ-
ком диапазоне интенсивностей лазерного пучка: от
слабо релятивистских, a0 ≪ 1, до релятивистских,
a0 ∼ 1, и ультрарелятивистских, a0 ≫ 1. Это поз-
воляет охватить мощности всех имеющихся на сего-
дняшний день короткоимпульсных лазеров от суб-
тераваттного до мульти-петаваттного уровня. Ана-
литически (для случая плоской геометрии) и при-
ближенно аналитически (для цилиндрической гео-
метрии), а также численно, как результат численно-
го решения НУШ с релятивистской нелинейностью,
получены лазерно-плазменные распределения, опи-
сывающие пространственную структуру светового
пучка и плазменного канала в режиме РСЗ. Най-
дены глобальные (интегральные) характеристики
РСЗ, в том числе полная мощность лазерного пуч-

ка и ее связь с максимальной амплитудой поля на
оси канала. Установлена величина характерного по-
перечного размера светового канала в зависимости
от мощности лазерного пучка и его максимальной
интенсивности. Найдены радиальное распределение
плотности электронов плазмы и характерный раз-
мер плазменной каверны. Полученные результаты
впервые теоретически обосновывают согласование
лазерно-плазменных параметров во всем диапазоне
мощностей лазерного излучения, необходимое для
реализации режима РСЗ, верифицируя результаты
численного моделирования, накопленные к настоя-
щему времени.

Важным итогом работы является достаточно
простая, удобная для применений, количественная
формула, определяющая связь поперечного разме-
ра плазменной каверны с мощностью P цилиндри-
ческого лазерного пучка и плотностью среды, кото-
рая, согласно (53), имеет вид

D ≃ 0.750915λ

√
nc

ne0
×

×
(
0.173816P

1/2
cr

(P − Pcr)1/2
+

P − Pcr

P 5/6P
1/6
cr

)
, (55)

где Pcr ≃ 16.3(nc/ne0) ГВт — введенная выше кри-
тическая мощность для самофокусировки в форме
РСЗ, λ — длина волны лазерного излучения. При
этом следует учесть, что в развитой теории имеет-
ся ограничение сверху на мощность лазерного пуч-
ка, требующее, чтобы электроны из-за релятивизма
оказывались не такими тяжелыми, как ионы, т. е.
чтобы их релятивистская масса γ0me была мала по
сравнению с массой иона. Это условие записывает-
ся как a0 ≪ (A/Z)(mp/m), где mp — масса прото-
на, Z и A — заряд иона и его массовое число, при
этом следует учесть, что в экспериментах по лазер-
ному ускорению Z ≈ A/2 (легкие ионы). Прини-
мая во внимание следующую из (45) при больших
p≫ 1 связь a0 ≈ 2.23p1/3, приведенное неравенство,
определяющее условие применимости теории, мож-
но записать в виде 2.23(P/Pcr)

1/3 ≪ (A/Z)(mp/m).
Для используемого в данной работе максимального
значения величины a0 ≈ 150 это условие выполня-
ется с большим запасом, а значение p, отвечающее
a0 ≈ 150, соответствует P/Pcr = p ≈ 3 · 105, что
дает для использованного в статье максимального
значения мощности P ≈ 5 (nc/ne0)ПВт.
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