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Теоретически исследовано влияние амплитуды магнитного поля на кинетику перемагничивания, а также

магнитогипертермический эффект, продуцируемый однодоменной ферромагнитной частицей, иммобили-

зованной в немагнитной среде. Результаты расчетов, основанные на математически регулярной теории

Крамерса, показывают, что в частице диссипация W энергии переменного магнитного поля может расти

с амплитудой поля H0 быстрее, чем по квадратичному закону W ∼ H2
0 . Этот вывод, по крайней мере,

в принципиальном отношении объясняет недавние эксперименты по магнитной гипертермии в системах

обездвиженных частиц, где была обнаружена зависимость W ∼ Hγ
0 , γ > 2.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Композитные системы, состоящие из магнитных
наночастиц, внедренных в несущую немагнитную
среду, притягивают большой интерес исследовате-
лей и практиков благодаря богатому набору уни-
кальных физических свойств, находящих активное
применение во многих современных и перспектив-
ных промышленных и био-медицинских технологи-
ях. Обзоры работ по этой тематике можно найти,
например, в [1–5]. В частности, магнитно-гипертер-
мический метод терапии онкологических заболева-
ний основан на внедрении магнитных наночастиц
в диагностированную опухолевую область и нагрев
этих частиц переменным магнитным полем до тем-
ператур (как правило, выше 41–42◦С), при которых
опухолевые клетки погибают [6–14]. Первая теоре-
тическая работа [15] по магнитной гипертермии ос-
нована на феноменологических уравнения Дебая пе-
ремагничивания магнитных наночастиц в прибли-
жении линейной зависимости намагниченности час-
тиц от внешнего поля. Рассматривались случаи час-
тиц, иммобилизованных во внешней среде, а также
частиц, свободно вращающихся в вязкой жидкости.
В работах [16] кинетика перемагничивания иммоби-
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лизованных ферромагнитных частиц исследовалась
методами статистической физики на основе урав-
нения Фоккера—Планка для функции распределе-
ния по ориентациям магнитного момента частицы.
Приведены оценки времени релаксации намагничен-
ности частицы в постоянном магнитном поле. Тео-
ретические исследования кинетики перемагничива-
ния неподвижной частицы в переменном поле про-
водились в [17] при произвольных значениях пара-
метра магнитной анизотропии и амплитуды поля.
В рамках этого подхода для определения статисти-
чески средней намагниченности частицы необходи-
мо решать, строго говоря, бесконечную систему за-
цепляющихся дифференциальных уравнений, обос-
нование возможности обрыва которой с сохранением
конечного числа уравнений представляет собой от-
дельную задачу. Анализ показывает, что количество
уравнений в системе, которое необходимо сохранить,
чтобы получить результаты с приемлимой точно-
стью, быстро растет при увеличении параметра маг-
нитной анизотропии частицы и амплитуды магнит-
ного поля. Поэтому актуальной остается задача о
выводе компактных, достаточно удобных уравнений
кинетики перемагничивания частицы, пусть даже
при определенных ограничениях на физические па-
раметры системы.

Одна из важнейших характеристик магнитной
гипертермии как физического явления — зависи-
мость интенсивности W диссипации энергии маг-
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нитного поля (интенсивность генерирования тепла)
от частоты и амплитуды магнитного поля. Для ма-
лых амплитуд H0 поля, при которых выполняется
приближение линейной зависимости намагниченно-
сти от поля, справедливо соотношение W ∼ Hγ

0 .
Увеличение поля ведет к более медленной, чем ли-
нейная, зависимости намагниченности системы час-
тиц от поля, поэтому естественно ожидать, что это
должно вести к более медленной, чем квадратичная,
зависимости диссипации энергии от амплитуды по-
ля. Однако неожиданно недавние эксперименты [18]
показали более быструю, чем квадратичная, зависи-
мость W ∼ Hγ

0 , γ > 2.
Целью этой работы является, во-первых, вывод

компактного, удобного для использования уравне-
ния кинетики перемагничивания ферромагнитной
частицы в переменных полях, которое может быть
использовано в достаточно широком диапазоне ам-
плитуд поля. Во-вторых, на основе этого уравнения
показать, что более быстрая, чем квадратичная, за-
висимость интенсивности W диссипации энергии от
амплитуды переменного поля H0, вполне возможна
и не является следствием методических или других
ошибок эксперимента.

С этой целью мы рассмотрим однодоменную од-
ноосную ферромагнитную частицу, иммобилизован-
ную в немагнитной среде. Отметим, что иммоби-
лизация магнитных наночастиц часто имеет место,
например, при их внедрении в биологические тка-
ни [19, 20]. Мы ограничиваемся анализом сильной
магнитной анизотропию частицы, т. е. энергия этой
анизотропии предполагается намного больше тепло-
вой энергии системы. Поскольку, как известно, энер-
гия магнитной анизотропии пропорциональна объ-
ему частицы, это означает, что размер частицы не
очень мал. Например, можно показать, что для маг-
нетитовых частиц, часто используемых в экспери-
ментах и приложениях, энергия магнитной анизо-
тропии превышает тепловую энергию при комнат-
ных температурах, когда диаметр частицы больше
16–18 нм (оценки физических характеристик магне-
титовых частиц можно найти, например, в [21]). За-
метим, что особенности поверхности наночастицы
могут вносить дополнительный вклад в энергию ее
магнитной анизотропии. Поэтому в реальности при-
ближение сильной анизотропии может выполняться
и для частиц с диаметром заметно меньшим ука-
занных 16–18 нм. Наконец, мы будем пренебрегать
гиромагнитными эффектами, которые проявляются
только при высоких частотах поля (порядка гига-
герц), существенно превышающих диапазон, допу-
стимый для многих технологических приложений.

Рис. 1. Иллюстрация рассматриваемой частицы. Толстая

линия — ось легкого намагничивания частицы

2. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ И
ОСНОВНЫЕ ПРИБЛИЖЕНИЯ

Рассмотрим неподвижную ферромагнитную ча-
стицу (см. иллюстрацию на рис. 1), помещенную в
осциллирующее магнитное поле, параллельное оси
легкого намагничивания частицы. Отметим, что в
экспериментах «in-vitro» направление осей легкого
намагничивания частиц может быть зафиксирова-
но вдоль выбранного направления, если полимери-
зацию магнитного композита проводить в достаточ-
но сильном постоянном поле.

Обозначим µ — единичный вектор, направлен-
ный вдоль магнитного моменты частицы (см. рис. 1)
и f(µ) — нормализованную на единицу функцию
распределения (плотность вероятности) по ориента-
циям вектора µ. Эта функция может быть найдена
как решение уравнения Фоккера – Планка, которое
с учетом осевой симметрии задачи может быть за-
писана в виде [16, 17, 22]

2τD
∂ f

∂ τ
= − 1

sin θ

∂

∂ θ
j. (1)

Здесь j — плотность потока вероятности в простран-
стве µ:

j(θ) = − sin θ

(
f
∂ u

∂ θ
+
∂ f

∂ θ

)
=

= − sin θe−u
∂

∂ θ
(feu) . (2)

Параметр τD — характерное время вращательной
диффузии магнитного момента частицы, определяе-
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мое ее внутренней кристаллической структурой; θ —
полярный угол отклонения вектора µ от оси маг-
нитной анизотропии частицы (следовательно, от на-
правления осциллирующего поля, см. рис. 1); u —
безразмерная, по отношению к абсолютной темпе-
ратуре kBΘ энергия частицы, Θ — абсолютная тем-
пература в кельвинах. Энергия u может быть пред-
ставлена в виде

u = −σ cos2 θ − h cos θ,

h = µ0
m

kBΘ
H, σ =

Kvp
kBΘ

,
(3)

Здесь µ0 — магнитная проницаемость вакуума; m —
абсолютное значение магнитного момента частицы;
k — параметр магнитной анизотропии частицы; vp и
dp — объем и диаметр частицы; h — отношение энер-
гии Зеемана взаимодействия частицы с магнитным
полем H к тепловой энергии kBΘ, которое может
рассматриваться как безразмерное магнитное поле;
σ — безразмерный параметр магнитной анизотро-
пии частицы. Отметим, что для магнетитовых час-
тиц, обычно используемых в медико-биологических
приложениях, по порядку величины τD ∼ 10−9 с
(см., например, [21]).

В общем случае решение уравнения (1) в конеч-
ной аналитической форме не получено. Здесь рас-
смотрим случай сильной магнитной анизотропии,
когда выполняются сильные неравенства σ ≫ 1,
σ ≫ h. Отметим, что никаких других ограничений
на величину магнитного поля не предполагается.

В рамках принятых приближений в простран-
стве µ существуют две потенциальные ямы, раз-
деленные потенциальным барьером, т. е. функция
u(θ) при 0 6 θ 6 π имеет два минимума и один
максимум.

Минимумы потенциала u соответствуют θ = 0 и
θ = π; они равны соответственно

u0 = −σ − h,
uπ = −σ + h.

(4)

Значение θmax угла θ, соответствующее максиму-
му u, определяется из уравнения cos θmax = −h/2σ;
значение потенциала в точке максимума равно

umax =
h2

4σ
. (5)

Введем вероятности P0 и Pπ того, что вектор µ

принадлежит потенциальным ямам 0 6 θ 6 π/2 и

π/2 6 θ 6 π соответственно. Они могут быть опре-
делены следующим образом:

P0 =

θmax∫

0

f(θ) sin θ dθ,

Pπ =

θmax∫

0

f(θ) sin θ dθ.

(6)

Очевидно, условие нормировки P0+Pπ = 1 долж-
но выполняться. Для того чтобы найти P0, проинте-
грируем обе части уравнения (1) так же, как в пер-
вом интеграле (6). После простых преобразований
получаем

2τD
∂P0

∂ t
= −j(θmax ). (7)

Для того чтобы найти j(θmax ), мы будем исполь-
зовать основные идеи классической теории Крамер-
са диффузии броуновской частицы через потенци-
альный барьер (см. также [23]). Следуя этому мето-
ду, перепишем уравнение (2) в виде

j(θ)
eu

sin θ
= − ∂

∂ θ
(feu) (8)

и проинтегрируем обе части (8) по θ от 0 до π:

π∫

0

j(θ)
eu

sin θ
dθ = − [fπe

uπ − f0eu0 ] , (9)

f0 = f(0), fπ = f(π).

Поскольку σ ≫ 1, функция u(θ) вблизи своего
максимума имеет форму высокого острого пика:

umax − u0,π ≫ 1,
d2u

dθ2

∣∣∣
θmax

≫ 1.

Поэтому мы можем оценить интеграл в левой ча-
сти (9), используя стандартные соображения метода
перевала:

π∫

0

j(θ)
eu

sin θ
dθ ≈ j(θmax )

eumax

sin θmax

√
π

Ω
, (10)

Ω = −1

2

d2u

dθ2

∣∣∣
θmax

.

В линейном приближении по малому отношению
h/σ получаем Ω = σ и sin θmax = 1. Следовательно,

π∫

0

j(θ)
eu

sin θ
dθ ≈ j(θmax )

√
π

σ
eumax . (11)
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Рис. 2. Статистически средняя проекция µh вектора µ как

функция от времени. Цифры возле кривых: 1 — h = 0.5;

2 — h = 2.5

Комбинируя (9) и (11), получаем

j(θmax ) ≈ −
(√

π

σ
eumax

)−1

[fπe
uπ − f0eu0 ]. (12)

Используя (12) в уравнении (7), учитывая со-
отношения (4) и (5), меняя для упрощения записи
знак приближенного равенства «≈» на знак равен-
ства «=», в рамках приближения σ ≫ 1 приходим к
уравнению

∂ P0

∂ t
=

1

2τI

[
fπe

h − f0e−h
]
,

τI = τD

√
π

σ
exp

{
σ +

h2

4σ

}
.

(13)

Определим теперь связь между вероятностью P0

и значениями f0, fπ плотности вероятности f в точ-
ках θ = 0 и θ = π минимумов потенциала u. Для это-
го, как и в классической теории Крамерса, учтем,
что переход вектора µ через высокий потенциаль-
ный барьер — сравнительно редкое явление, и ха-
рактерное время между двумя такими переходами
намного больше времени установления термодина-
мического равновесия в каждой из потенциальных
ям, совпадающим с τD по порядку величины. Поэто-
му в каждый момент времени мы можем рассмат-
ривать состояние внутри такой ямы как практиче-
ски равновесное, описываемое функцией распреде-
ления Больцмана. Очевидно, это не означает равно-
весного распределения между потенциальными яма-
ми. Таким образом, в каждой из потенциальных ям
0 6 θ 6 π/2 и π/2 6 θ 6 π, в соответствии распре-
делением Больцмана имеем

f(θ) = f0 exp{u0 − u(θ)} (14)

и

f(θ) = fπ exp{uπ − u(θ)}. (15)

Подставляя (14) в первое соотношение (6), полу-
чаем

P0 = f0

θmax∫

0

exp{u0 − u(θ)} sin θ dθ =

= f0

θmax∫

0

exp{−σ
(
1− cos2 θ

)
} exp{−h(1− cos θ)} ×

× sin θ dθ. (16)

Поскольку σ ≫ 1, функция exp
{
−σ
(
1− cos2 θ

)}

имеет острый максимум при θ = 0. В силу неравен-
ства σ ≫ h экспонента exp{−h(1 − cos θ)} меняет-
ся с θ намного медленнее, чем exp

{
−σ
(
1− cos2 θ

)}
.

Следовательно, используя метод перевала, мы мо-
жем представить

P0 ≈ f0
θmax∫

0

exp{−σθ2}θ dθ =

= f0
1

2σ

(
1− exp{σθ2max}

)
≈ f0

1

2σ
. (17)

Аналогично

Pπ ≈ fπ
1

2σ
. (18)

Ниже для удобства в уравнениях (17) и (18) мы
будем использовать знак равенства «=» вместо при-
ближенного равенства «≈».

В силу условия нормировки P0 +Pπ = 1, исполь-
зуя (17) и (18), приходим к равенству

f0 + fπ = 2σ. (19)

Комбинируя соотношения (17), (18) и (19) с (13), по-
лучаем уравнение

∂f0
∂t

=
1

τII

[
σeh − f0 chh

]
,

τII = 2
τI
σ

= 2τD

√
π

σ3
eσ+

h2

4σ .

(20)

Статистически средняя проекция единичного
вектора µ на направление поля H может быть
рассчитана следующим образом:

µh = µh0 + µhπ, (21)
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где

µh0 =

θmax∫

0

f(θ) cos θ sin θ dθ,

µhπ =

π∫

θmax

f(θ) cos θ sin θ dθ.

(22)

Учитывая (14), (15) и (19), уравнение (22) можно
переписать в виде

µh0 =

= f0

θmax∫

0

exp
{
−σ
(
1− cos2 θ

)}
exp {−h(1− cos θ)} ×

× cos θ sin θ dθ ≈ f0
1

2σ
, (23a)

µhπ =

= fπ

π∫

θmax

exp
{
−σ
(
1− cos2 θ

)}
exp {h(1 + cos θ)} ×

× cos θ sin θ dθ ≈ −fπ
1

2σ
. (23b)

Здесь, как и в (17), (18), снова использован метод
седловой точки оценки определенных интегралов.
Подставляя (21), (23) в (20), приходим к уравнению

∂ µh
∂ t

=
1

τII
[shh− µh chh] (24)

или

∂ µh
∂ t

=
1

τN
[thh− µh] ,

τN =
τII
chh

= τN0
e

h2

4σ

chh
,

τN0 = 2τD

√
π

σ3
eσ.

(25)

3. РЕЗУЛЬТАТЫ И ВЫВОДЫ

Если h не зависит от времени, например, после
ступенчатого изменения поля, параметр τN постоя-
нен и играет роль характерного времени неелевской
релаксации µh к его равновесному значению thh;
τN0 является значением τN при h = 0. Полученная
оценка τN0 совпадает с таковой, полученной в (23) в
пределе очень высокой магнитной анизотропии час-
тицы. Как видно из (25), τN уменьшается с ростом
магнитного поля h (напомним, предполагается вы-
полнение сильного неравенства h ≪ σ) , что соот-
ветствует выводам [16,17].

Когда h меняется со временем t, величина τN за-
висит от t и не может рассматриваться как время
релаксации. Некоторые результаты расчетов µh(t)

после ступенчатого изменения h от нуля до некото-
рых постоянных значений представлены на рис. 2.
Увеличение конечного значения поля h приводит
к более быстрой релаксации µh к его равновесно-
му значению. Заметим, что после выключения поля
время релаксации µh к нулю будет равно τN0, т. е.
больше времени релаксационного процесса при уве-
личении поля. Таким образом, процессы намагни-
чивания системы после увеличения поля и размаг-
ничивания после его уменьшения (выключения), во-
обще говоря, характеризуются разными временами
релаксации.

Рассмотрим теперь случай осциллирующего по-
ля h = h0 cosωt, где h0 ≪ σ — его амплитуда. Ре-
шение (24) при начальном условии µh = 0 при t = 0

имеет вид

µh(t) =
V (t)

τN0

t∫

0

sh(h0 cosωt
′)

V (t′)
×

× exp

{(
− (h0 cosωt

′)2

4σ

)}
dt′, (26)

V (t) = exp






− 1

τN0

t∫

0

exp

{(
− (h0 cosωt

′)2

4σ

)}
×

× ch(h0 cosωt
′) dt′

)
.

Мы определим эффективную комплексную вос-
приимчивость χ на частоте сигнала следующим об-
разом:

χ′(ω, h0) =
1

h0
lim
T→∞

1

T

T∫

0

µh cosωt dt,

χ′′(ω, h0) =
1

h0
lim
T→∞

1

T

T∫

0

µh sinωt dt.

(27)

Заметим, что определенная таким образом вос-
приимчивость определяет связь между средним век-
тором µh ориентации магнитного момента частицы
и безразмерным полем h.

Измеряемая восприимчивость материала, связы-
вающая намагниченность всего композита и размер-
ное поле H , пропорциональна χ с коэффициентом

µ0
m2

vpkBT
ϕ,

где ϕ — объемная концентрация частиц.
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Рис. 3. Действительные и мнимые части эффективной восприимчивости χ в зависимости от угловой частоты поля ω.

Цифры возле кривых: 1 — h0 = 0.5; 2 — h0 = 2. Параметр ω0 = 2π/τN0

Рис. 4. Действительная и мнимая части эффективной восприимчивости χ в зависимости от амплитуды h0 осциллирую-

щего поля. Кривые: 1 — ω = 0.1; 2 — ω = ω0. Параметр ω0 тот же, что на рис. 3

Некоторые результаты расчетов χ′ и χ′′ приведе-
ны на рис. 3 и 4.

Обе части χ′ и χ′′ восприимчивости уменьшают-
ся с амплитудой h0 поля, когда угловая частота ω
существенно меньше ω0, и увеличиваются при отно-
сительно высоких значениях ω. Насколько нам из-
вестно, ранее это обстоятельство в литературе не от-
мечалось.

Хорошо известно, что переменное магнитное по-
ле H вызывает нагрев ферромагнитных частиц, ис-
пользуемый, в частности, для терапии онкологиче-
ских заболеваний (метод магнитной гипертермии).
Физическая причина этого нагрева состоит в дисси-
пации энергии магнитного поля при перемагничива-
нии частицы.

Среднее значение энергии диссипации за время
T ≫ {2π/ω, τN0} может быть определено из об-
щих термодинамических соображений (см, напри-
мер, [15]):

W = −µ0
m

T

T∫

0

µh
dH

dt
dt. (28)

Используя обозначения (3) и H = H0 cosωt, лег-
ко получаем

W =
kBΘ

τ
w, w = h0ω

τN0

T

T∫

0

µh sinωt dt,

h0 = µ0
m

kBΘ
H0,

(29)
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Рис. 5. Безразмерная интенсивность генерирования тепла

в частицы в зависимости от угловой частоты поля. Кри-

вые: 1 — h0 = 0.5; 2 — h0 = 2. Параметр ω0 тот же, что

на рис. 3, 4

Рис. 6. Зависимость безразмерной интенсивности дисси-

пации энергии w от безразмерной амплитуды h0 магнит-

ного поля. Кривые 1 и 2 — ω = 0.1ω0 и ω = ω0. Параметр

ω0 тот же, что на рис. 3

где w — безразмерная интенсивность диссипации
энергии (интенсивность генерирования тепла) в ча-
стице.

Некоторые результаты расчетов w как функции
от частоты поля ω показаны на рис. 5.

Как видно, при относительно больших частотах
w растет с амплитудой поля быстрее, чем по закону
w ∼ h20. При стремлении ω к бесконечности, w стре-
мится к некоторому насыщению. Это хорошо извест-
ный результат в теории магнитной гипертермии.

Некоторые результаты зависимости отношения
w/h20 от h0 приведены на рис. 6.

Этот рисунок также показывает более быструю,
чем H2

0 зависимость W от H0, когда частота поля
достаточно велика. Отметим, что скейлинговая за-
висимость W ∼ Hγ

0 , γ > 2 в композитах с иммоби-
лизованными магнитными частицами была обнару-
жена в экспериментах [18]. Таким образом, прове-
денный теоретический анализ показывает, что рост
интенсивности тепловыделения с амплитудой поля
быстрее, чем по квадратичному закону, физически
возможен и не может рассматриваться как резуль-
тат методической ошибки эксперимента.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Теоретически рассмотрена кинетика перемагни-
чивания и выделение тепла в полностью неподвиж-
ной однодоменной ферромагнитной частице под
действием осциллирующего магнитного поля. Пред-
полагалась высокая магнитная анизотропия части-
цы, что довольно типично как для многих экспе-
риментов, так и для технологических применений
нанодисперсных магнитных композитов.

Наши расчеты, основанные на математически
последовательной теории Крамерса броуновской
диффузии через высокий потенциальный барьер,
показали, что скорость диссипации магнитной
энергии W , как и ожидалось, зависит от амплитуды
поля H0 медленнее, чем по закону W ∼ H2

0 , когда
частота поля относительно мала. Когда частота
превышает некоторую пороговую величину, функ-
ция W (H0) меняется быстрее, чем H2

0 . Этот вывод
объясняет, по крайней мере, качественно, недавние
экспериментальные результаты [18], в которых
было получено скейлинговое соотношение

W ∼ Hγ
0 , γ > 2.

Нами рассмотрен случай параллельной ориента-
ции магнитного поля и оси легкого намагничивания
частицы. В рамках приближения σ ≫ 1, σ ≫ h не
представляет принципиального труда рассмотреть
случай произвольного угла β между этими вектора-
ми. Для этого достаточно в полученных здесь соот-
ношениях заменить безразмерное поле h на h cosβ

в пренебрежении малой компонентой намагничен-
ности в направлении, перпендикулярном оси анизо-
тропии частицы.
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