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Рассмотрено взаимодействие двух медленных атомов, адсорбированных на поверхности или нити. Пока-

зано, что при любом знаке длины рассеяния у этой системы имеется связанное состояние. В частности,

такое состояние существует для двух атомов с взаимодействием в виде сферического потенциала с бес-

конечно высокой стенкой.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Одним их неожиданных результатов квантовой
механики является эффект Ефимова – наличие свя-
занных состояний в системе трех отталкивающих-
ся частиц [1] (см. также работы [2–5]). В данной
статье, являющейся дальнейшим развитием рабо-
ты [6], указано на похожее явление: на возмож-
ность существования связанного состояния (ван-
дер-ваальсовой молекулы) из отталкивающихся ато-
мов, адсорбированных на поверхности или нити, иг-
рающих роль третьего тела.

В работе [6] рассмотрена пара таких атомов с
массой m, взаимодействующих с поверхностью ос-
цилляторным потенциалом

u(z) = mω2z2/2

(ось z направлена перпендикулярно поверхности).

Известно [7], что длина рассеяния a являет-
ся единственным параметром, который определяет
взаимодействие двух атомов при низкой энергии. На
этом основании для описания движения атомов ав-
торы применили в [6] метод потенциалов нулевого
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радиуса [8], т.е. на волновую функцию (ВФ) пары
атомов ψ(r1, r2) наложили граничное условие

lim
r→0

(
1

ϕ

∂ϕ

∂r

)
= γ. (1)

Здесь
ϕ = rψ, γ = −1/a,

r = |r|, r = r1 − r2 = (z,ρ),

z = z1−z2, ρ = (x1−x2, y1−y2) – двумерный вектор,
характеризующий относительное движение атомов
вдоль поверхности. Согласно [6] энергия диссоциа-
ции адсорбированной молекулы равна

D = κ2,

где κ определяется из уравнения

f(κ) = γ. (2)

График функции f(κ) приведен на рис. 1 (здесь и
далее используем единицы ~ = m = ω = 1).

Из формулы (2) и рис. 1 видно, что связанное со-
стояние существует при любом знаке γ, несмотря на
то, что при γ > 0 (в работе [6] этот случай назван
отталкиванием) таких состояний у пары атомов в
свободном пространстве нет. В работе [9] рассмотре-
но притягивающее взаимодействие между атомами
в виде сферической ямы

V (r) = −u0θ(r0 − r),
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Рис. 1. График функции f(κ) из (2)

где u0 > 0, θ – функция Хевисайда. Указано, что в
зависимости от значений параметров u0 и r0 возмо-
жен как случай γ > 0, так и γ < 0. Отсюда ясно, что
случай γ > 0 не всегда соответствует отталкиванию.
Ясно, однако, что γ > 0 может соответствовать и
явному отталкиванию атомов. Покажем это на при-
мере заведомо отталкивательного взаимодействия

V (r) = +u0θ(r0 − r). (3)

2. ПРИБЛИЖЕНИЕ «ТВЕРДЫХ ШАРОВ»
ДЛЯ АДСОРБЦИИ НА ПЛОСКОСТЬ

Для пары свободных медленных атомов доста-
точно рассмотреть s-волну. В системе их центра
масс

ϕ(r) = Ash(qr), r < r0,

ϕ(r) = sin[k(r − r0) + η], r > r0.

Здесь k2 – кинетическая энергия относительного
движения атомов, q =

√
u0 − k2. Сшивка ВФ на гра-

нице дает

ctg η =
q

k
cth (qr0). (4)

При r > r0 получаем

ϕ′

ϕ
= k ctg[k(r − r0) + η].

Условие r → 0 в (1) теперь следует понимать как
r ≪ 1/k. Из (1) и (4) получаем

lim
r→0

ϕ′

ϕ
= k · ctg(−kr0 + η). (5)

Утверждения [6] верны, если

γ(κ) = const. (6)

Это выполняется при

kr0 ≪ 1, k ≪ q0, (7)

где q0 =
√
u0. При этом

γ = q0 cth (q0r0). (8)

Таким образом, если выполнено (6), что верно
при условиях (7), то, согласно выводам работы [6],
даже в случае (3) существует связанное состояние
адсорбированной квазимолекулы.

Значению k соответствуют расстояния между
атомами r ∼ 1/k. Для движения вдоль оси x r ∼ 1,
поэтому из (7) получаем условия справедливости
выводов данной работы:

r0 ≪ 1, q0 ≫ 1, (9)

или, в обычных единицах,

r0 ≪
√

~

mω
, u0 ≫ ~ω. (10)

Из (8) и (9) заключаем

γ > q0 ≫ 1. (11)

Согласно [6], в этом предельном случае

κ ∼ exp

(
−γ
√
π

2

)
, (12)

поэтому, с учетом (11), приходим к выводу, что
размер квазимолекулы, определяющий характерное
расстояние для продольного движения, велик и со-
ставляет

r ∼ 1

κ
∼ exp

(
γ

√
π

2

)
≫ 1.

Таким образом, для продольного движения условия
выполнения (7) менее жесткие по сравнению с (10):

r0 ≪
√

~

mω
· exp

(
γ

√
π~

2mω

)
,

u0 ≫ ~ω exp

(
γ

√
2π~

mω

)
.

Второе условие (10) в типичных условиях выпол-
няется, а наиболее жестким является первое. Опи-
раясь на известную устойчивость связанных состо-
яний в двумерных и одномерных системах, можно
утверждать, что такие состояния могут существо-
вать в случае (3).
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3. АДСОРБАЦИЯ НА НИТЬ

Теперь ось z направим вдоль нити, а для адсорб-
ционного потенциала снова примем осцилляторное
приближение

u(ρ) = ρ2/2, ρ2 = x2 + y2.

Согласно формуле (8) из работы [6], ВФ относи-
тельного движения атомов дается выражением

ψ(r) ∝ G(r),

где G(r) находится из уравнения

(
−∆r +

1

4
ρ2 − 1 + κ2

)
G(r) = δ(x)δ(y).

Теперь надо перейти к фурье-преобразованию по z,
после чего, аналогично [6], получаем, опуская посто-
янные множители

ψ =

∞∫

0

dτ√
τ(1 − e−2τ )

exp

(
−κ2τ − 1

4
ρ2cth τ − z2

4τ

)
.

При подстановке в (1) здесь можно положить
ρ = 0, так что r = |z|, а также применить тожде-
ство

1

1− e−2τ
=

1

2τ
+

(
1

1− e−2τ
− 1

2τ

)
.

Интеграл от первого слагаемого берется анали-
тически и равен

√
π

r
e−kr ≈

√
π

(
1

r
− κ

)
.

Второе же слагаемое несингулярно, и в нем мож-
но положить z = 0. Это дает для нити уравнение (2),
в котором

f(κ) = −κ+
1√
π

∞∫

0

dτ√
τ
e−k

2τ

(
1

1− e−2τ
− 1

2τ

)
.

График этой функции подобен приведенному на
рис. 1, т. е. снова решение (2) имеется при любом
знаке γ. При большом γ вместо экспоненциальной
малости (12), характерной для двумерного случая,
получаем степенную малость энергии связи κ ≈ 1/γ

4. ВЫВОДЫ

Из сказанного выше заключаем, что ограничение
движения атомов по одному или двум направлени-
ям может привести к появлению отсутствующего у
пары свободных атомов связанного состояния или к
росту энергии связи уже образуемой ими квазимо-
лекулы.

Применим нашу модель к описанию опытов
[10–12] с двумерным газом спин-поляризованных
атомов водорода, адсорбированных на поверхности
жидкого гелия.

Для применимости приближения потенциалов
нулевого радиуса (1) требуется, чтобы характерный
размер r0 парного взаимодействия u(r) между ато-
мами водорода в триплетном состоянии был мал как
по сравнению с размахом zads колебаний атомов в
адсорбционном потенциале (r0/zads ≪ 1), так и по
сравнению с характерной длиной волны де Брой-
ля атомов водорода в условиях опытов [10–12], то
есть kr0 ≪ 1, где k ∼

√
2mT/~ - характерный вол-

новой вектор атомов водорода с массой m. Опы-
ты ставились при температуре T ∼ 0.15 K, поэтому
k ∼ 6 · 106 см−1. Согласно [13], при

r0 = 7.85a0, (13)

где a0 – боровский радиус, у потенциальной энергии
u(r) имеется минимум u(r0) = −u0, где u0 = 6.2 K. В
этом адсорбционном потенциале у атомов водорода
имеется только одно связанное состояние с энергией
связи Eq = 1.14 K [14]. Отсюда заключаем, что

zads ∼ zin + zout ∼ 20a0,

где zin ∼ 10a0 – характерный размах колеба-
ний в классически доступной области движения
атомов водорода в адсорбционном состоянии и
zout ∼ ~/

√
2mEa ∼ 10a0 – характерная глубина

их проникновения под потенциальный барьер в
классически недоступной области движения. Таким
образом,

r0/zads ∼ 0.3. (14)

Принимая (13) в качестве характерного размера
парного взаимодействия между атомами водорода в
триплетном состоянии, получаем

kr0 ∼ 0.2. (15)

Добавим, что условие (15) позволяет также пре-
небречь поправочными слагаемыми ∼ kr0 к форму-
ле (1) (см. [15], а также формулы 133.9, 133.10 и
133.14 из работы [16]).
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В рамках принятого нами осцилляторного при-
ближения для адсорбционного потенциала расстоя-
ние от адсорбционного уровня до дна ямы должно
быть равно ~ω/2. Согласно приведенным выше дан-
ным она составляет u0−Ea ≈ 5 K, что соответствует
ω ≈ 1.3 · 1012 с−1. Отсюда находим использованную
в расчетах единицу длины:

L =

√
~

mω
≈ 4a0.

Длина рассеяния атомов водорода в состоянии с
суммарным спином S = 1 равна a ≈ 1.2a0 [17]. В на-
ших единицах это равно a ≈ 0.3, что соответствует

γ = −1

a
≈ −3.3.

Из рис. 1 заключаем, что κ ≈ 2.5, поэтому энергия
связи адсорбированной квазимолекулы равна

D = ~ω · κ2 ≈ 60 K.

Как отмечено в работе [6], этот вывод может
свидетельствовать о неустойчивости боголюбовских
двумерных бозе-конденсатов, полученных в опытах
[10–12], образованных атомами водорода, адсорби-
рованными на поверхности жидкого гелия

Финансирование. Работа проведена в рамках
выполнения научного задания НИЦ «Курчатовский
институт».
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