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Методом численного фурье-анализа исследованы фрактальные свойства при формировании структуры

ветвления лиственных деревьев. Показано, что нижние уровни ветвления взрослых деревьев форми-

руются, подчиняясь закону логарифмического фрактала в двумерном пространстве, согласно которо-

му площадь поверхности нижней ветви равна сумме площадей поверхности ветвей после ее ветвления,

т. е. выполняется закон сохранения площади при масштабировании. Строение веток на верхних уровнях

ветвления подчиняется закону логарифмического фрактала в трехмерном пространстве, т. е. закону со-

хранения объема при масштабировании, что естественно, поскольку живая ткань занимает полностью

молодую ветку, а не только ее поверхность. Предложена математическая модель, которая обобщает кон-

цепции логарифмического фрактала на поверхности для взрослых ветвей и логарифмического фрактала

в объеме для молодых веток. Таким образом построена целостная фрактальная концепция роста и струк-

туры ветвления лиственных деревьев.

DOI: 10.31857/S0044451024030131

1. ВВЕДЕНИЕ

Слово «фрактал» ввел в научную терминологию
во второй половине двадцатого века Бенуа Мандель-
брот [1] и очень быстро концепция фрактального
описания объектов получила свое развитие и приме-
нение в различных областях науки и техники [2, 3].
Понятие «фрактал» по своему значению очень близ-
ко к выражению «самоподобрая фрагментирован-
ная система». Фракталы встречаются повсеместно,
как в живой, так и в неживой природе: горные мас-
сивы, береговая линия моря, русла рек [3], мол-
нии [4], процессы турбулентности [5], сосудистый
узор в легких [6]. Само по себе изучение фракта-
лов представляет огромный интерес, так как фрак-
тальная концепция может быть использована в раз-
личных областях науки и техники, например, в ме-
дицине при моделировании различных процессов в
организме человека и животных [6–9].
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Биологические системы в процессе своей жизни
часто развиваются по законам самоподобия и могут
быть отнесены к фракталам [10–12]. Одним из бро-
сающихся в глаза проявлений фрактальности в при-
роде служат деревья. Леонардо да Винчи был пер-
вым, кто заметил и сформулировал закономерность
в росте и ветвлении деревьев. Он вывел эмпириче-
ский закон ветвления дерева, отсылающий нас к го-
довой цикличности природы. Закон Леонардо гла-
сит: на каждом уровне ветвления дерева суммарная
площадь поперечного сечения всех ветвей одинако-
ва и равна площади сечения ствола: d2i = kd2i+1 где
d — диаметр ветвей, k — число ветвей после ветв-
ления [13]. Эта формулировка служит основой для
описания структурных свойств во всех известных
моделях дерева [14–21] и является настоящим фун-
даментом в компьютерном моделировании дерево-
подобных объектов [22, 23]. И хотя закономерность,
отмеченная Леонардо, широко используется в тео-
ретических моделях и аллометрических исследова-
ниях [16–20], можно найти лишь несколько работ, с
хорошей статистикой подтверждающих справедли-
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вость этой закономерности. Более того, авторы об-
ширного и глубокого обзора [21], анализируя суще-
ствующие экспериментальные исследования [24–26],
пришли к выводу, что «правило Леонардо да Вин-
чи выполняется не во всех случаях». И действи-
тельно, как отмечается в многочисленных исследо-
ваниях, экспериментальное подтверждение этой за-
кономерности требует от экспериментатора неимо-
верных физических усилий и ловкости, если он ре-
шит измерить диаметр каждой ветви дерева, при
этом не нанося ему какого-либо вреда. Фракталь-
ная структура, как доминирующая особенность ро-
ста хвойных деревьев, подробно рассмотрена в ра-
ботах [12, 27, 28] на примере ели.

В работе [29] было предложено использовать
численный фурье-анализ изображений деревьев как
неразрушающий метод изучения свойств самоподо-
бия в их структуре. Было показано [29], что изобра-
жение (фотография) кроны некоторых видов лист-
венных деревьев, представляющее собой двумерную
проекцию дерева на плоскость, принадлежит к осо-
бому классу фракталов — логарифмическим фрак-
талам в двумерном пространстве. Можно сделать
вывод, что для них выполняется закон сохранения
площади боковой поверхности на разных уровнях
ветвления, что, по-видимому, объясняется концен-
трацией проводящих клеток во флоэме (коре) и по-
верхностных слоях ксилемы (древесины). Экспери-
ментальное свидетельство в подтверждение этой ги-
потезы было получено с помощью метода численно-
го фурье-анализа при исследовании многих изобра-
жений различных лиственных деревьев (таких как
дуб, береза, липа и т. д.) Изображения деревьев де-
лались в холодное время года, после листопада.
Исследование проводят численными методами, по-
лучают квадрат фурье-образа объекта — изотроп-
ное распределение интенсивности Фурье, которое
после азимутального усреднения двумерной карты
дает так называемую кривую рассеяния — зависи-
мость интенсивности Фурье от обратной координа-
ты. При исследовании изображений деревьев, по-
мимо участка кривой рассеяния, соответствующей
логарифмической фрактальной структуре, был об-
наружен кроссовер в другой режим рассеяния в
области больших переданных импульсов. На всех
изображениях было обнаружено резкое замедление
убывания интенсивности Фурье при больших пере-
данных импульсах (малых масштабах на реальном
изображении).

В настоящей статье мы исследуем природу это-
го кроссовера. Сделано предположение, которое и
подтверждается экспериментом, что область боль-

ших переданных импульсов на кривой рассеяния со-
ответствует таким областям малых масштабов на
изображениях деревьев, где изображены молодые
ветки. Так как молодые ветки целиком состоят из
живой ткани, то в них жизнь распределена по все-
му объему, в отличие от взрослых ветвей, в ко-
торых живые клетки сосредоточены только на по-
верхности. В статье показано, что часть дерева, со-
стоящая из взрослых ветвей, является логарифми-
ческим фракталом, характеризующим поверхность
дерева, т. е. подчиняется закону логарифмического
фрактала в двумерном пространстве. В то же время
часть дерева с молодыми ветками соответствует ло-
гарифмическому фракталу в трехмерном простран-
стве, что на изображении дерева (его проекции на
плоскость) превращается в объект, описывающийся
как массовый двумерный фрактал с размерностью
Df = 1.5–1.7. Предложена модель ветвления дере-
ва, которая обобщает концепции логарифмическо-
го фрактала на поверхности для взрослых ветвей и
логарифмического фрактала в объеме для молодых
веток. Таким образом, построена целостная фрак-
тальная концепция роста и ветвления лиственных
деревьев.

Работа организована следующим образом.
В разд. 2 описана классификация фрактальных
объектов, основанная на методах рассеяния прони-
кающего излучения (трехмерный случай) или света
(двумерный случай). В разд. 3 представлено иссле-
дование изображений деревьев разного возраста
методом численного фурье-анализа. Раcсмотрены
изображения взрослых деревьев и их отдельных
участков с молодыми ветками. В разд. 4 предло-
жена двухступенчатая математическая модель,
описывающая закон формирования структуры
ветвления взрослого дерева. В разд. 5 представлены
интересные следствия концепции самоподобия вет-
вей. В частности, показано, что экспериментальные
данные для взрослого дерева совместно с гипоте-
зой самоподобия ветвей гарантируют выполнение
закона Леонардо да Винчи о строении дерева. При
этом закон Леонардо не выполняется для молодых
веток. В разд. 6 представлены выводы работы.

2. КЛАССИФИКАЦИЯ ФРАКТАЛЬНЫХ
ОБЪЕКТОВ

Основной характеристикой фрактальных объек-
тов является их фрактальная размерность Df (раз-
мерность Хаусдорфа – Безиковича). В отличие от то-
пологической размерности объектаDT , размерность
Хаусдорфа – Безиковича Df может быть как целой,
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Рис. 1. Изображение старого дерева (дуба) — справа.

Кривая рассеяния — слева, как результат фурье-анализа

изображения: интенсивность в зависимости от импульса

в двойном логарифмическом масштабе. В диапазоне им-

пульсов от 10−2 до 5 · 100 см−1 кривая описывается зави-

симостью Q−ν с ν = 1.99 ± 0.01

так и дробной. И DT 6 Df 6 DE , это означает,
что фрактальная размерность объекта за счет сво-
ей фрагментированности превосходит его топологи-
ческую размерность, но меньше, чем размерность
евклидова пространства.

Для получения информации о фрактальной раз-
мерности объекта в трехмерном пространстве широ-
ко используется метод малоуглового рассеяния ней-
тронов и рентгеновского излучения [30–32]. С по-
мощью этого метода фракталы в трехмерном про-
странстве были разделены на три класса: массо-
вые (фрагментированность распределена по объе-
му внутри объекта), поверхностные (фрагментиро-
ванность сосредоточена на границе объекта) и ло-
гарифмические, когда поверхностный фрактал рас-
пространяется вглубь вещества, формируя проме-
жуточный объект между поверхностным и объем-
ным фракталами [33].

При описании фрактальных объектов следует
различать и соотносить топологическую размер-
ность единичного самоподобного элемента фрак-
тала, фрактальную размерность всего объекта и
евклидову размерность пространства. Так, напри-
мер, плоские объекты в трехмерном пространстве
(DE = 3) и плоские объекты в двумерном про-
странстве (DE = 2) — это физически разные объ-
екты. Экспериментальное измерение фрактальной
размерности «плоских» фракталов (в двумерном
пространстве) можно осуществить с помощью рас-
сеяния на них света, регистрируя на детекторе кар-
тину рассеяния — квадрата фурье-образа объек-
та [34–38]. Такой эксперимент можно смоделировать
с помощью численного фурье-анализа, исследуя та-
ким образом изображения различных фрактальных
и нефрактальных объектов. С помощью этого мето-
да фракталы в двумерном случае можно разделить

Рис. 2. Изображение молодого дерева (яблоня) — справа.

Кривая рассеяния — слева, как результат фурье-анализа

изображения: интенсивность в зависимости от импульса

в двойном логарифмическом масштабе. В диапазоне им-

пульсов от 2 · 10−2 до 2 см−1 кривая описывается зависи-

мостью Q−ν с ν = 1.60 ± 0.02

(по аналогии с трехмерным пространством) на мас-
совые, граничные и логарифмические [39, 40].

Особый интерес представляют логарифмические
фракталы. В отличие от массовых и поверхностных
(граничных) фракталов логарифмические фракта-
лы хоть и самоподобны, но неоднородны, и, как
следствие, описываются аддитивным законом мас-
штабирования и иерархической структурой. При
этом для логарифмических фракталов выполняет-
ся закон равенства количества вещества на каж-
дом уровне их иерархии. Пример дерева, постро-
енного по принципу Леонардо да Винчи, как лога-
рифмического фрактала предложил в своей работе
Индеку [39].

3. ИССЛЕДОВАНИЕ ИЗОБРАЖЕНИЙ
ДЕРЕВЬЕВ МЕТОДАМИ ЧИСЛЕННОГО

ФУРЬЕ-АНАЛИЗА

При исследовании изображений фрактальных и
нефрактальных объектов методами фурье-анализа
получают так называемую кривую рассеяния в об-
ратном, т. е. в фурье-пространстве. Эта зависимость
интенсивности рассеяния от импульса имеет вероят-
ностный характер и характеризует количество ве-
щества в зависимости от размера. Детальное опи-
сание численного моделирования процесса рассея-
ния на фрактальных объектах с помощью фурье-
анализа в двумерном пространстве представлено в
работах [40–42].

Как показано в [29] и видно на примере рис. 1
и 2, при исследовании фотографий деревьев мето-
дами фурье-анализа кривые рассеяния можно раз-
делить на три участка, каждый из которых демон-
стрирует свой характер убывания интенсивности с
ростом импульса. В области малых импульсов на-
клон кривой рассеяния в двойном логарифмическом
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масштабе близок к 2, что соответствует структуре
логарифмического фрактала. Следующий участок
характеризуется замедлением убывания интенсив-
ности и наклон кривой рассеяния в двойном лога-
рифмическом масштабе оказывается меньше 2. А в
области больших переданных импульсов — снова
быстрое убывание интенсивности с наклоном, близ-
ким к 3. Этот участок соответствует рассеянию на
минимальном элементе изображения и большого ин-
тереса не представляет. Точка перехода от второго
участка к третьему соотносится с размером мини-
мального элемента изображения.

Если принять во внимание, что первый и второй
участки кривой рассеяния в обратном пространстве
соответствуют двум разным диапазонам линейных
размеров рассеивающих объектов, то можно предпо-
ложить, что кривая рассеяния на больших размерах
(диапазон малых импульсов обратного простран-
ства) обусловлена наличием больших, т. е. старых,
ветвей дерева, а на малых размерах — наличием
молодых веток. Для экспериментальной проверки
гипотезы о существовании двух различных типов
структуры ветвления лиственного дерева необхо-
димо исследовать двумерные образы (фотографии)
старых, взрослых и молодых деревьев. Необходимо
отобрать изображения, разработать методологию
исследования, получить кривые рассеяния методом
численного фурье-анализа и, аппроксимируя кри-
вые степенным законом, найти параметры масштаб-
ной инвариантности в соответствии с классифика-
цией фрактальных объектов [40, 42]. Для этих ис-
следований мы использовали программу fractal [43].

Критерии отбора изображений деревьев, пригод-
ных для осуществления такого рода исследований,
кажутся довольно простыми, но налагают некото-
рые ограничения на изучаемое дерево. Для дости-
жения наилучшего контраста на изображении меж-
ду наличием ветки и ее отсутствием необходимо де-
лать снимок дерева без листьев на фоне светлого
неба. Затем снимок превращается в черно-белый с
максимальным контрастом, так что фон становит-
ся белым, а дерево черным. Снимок производится с
расстояния в несколько десятков метров, так что-
бы характерные расстояния внутри объекта были
бы много меньше расстояния от объекта до места
съемки. Этим достигается сохранение пропорций в
размерах отдельных ветвей дерева на снимке. При
таких критериях естественно, что в исследовании
задействованы только отдельно стоящие деревья, а
не деревья, растущие среди леса.

Информация об объемном трехмерном объек-
те (дереве) получена прямым фотографированием,

т. е. актом, в ходе которого трехмерный объект про-
ецируется на двумерную плоскость. При таком про-
ецировании хорошо различимо большинство ветвей
и ствол дерева, т. е. ветви лишь в малой степени пе-
рекрываются друг с другом и со стволом. Таким об-
разом, при фотографировании/проецировании де-
рева на плоскость не теряется информация о стро-
ении ветвей и сохраняются пропорции между вет-
вями (их размером и количеством) при изменении
масштаба. Регистрируемым объектом является чер-
ное пятно определенного размера (в пикселях) на
белом фоне.

Ветви или их части, растущие вдоль линии фо-
тографирования (по оси проекции), не видны на
снимке, не регистрируются, и поэтому не учитыва-
ются при анализе. При этом их количество подчи-
няется общему закону соответствия количества ве-
ток с изменением масштаба, поэтому фотография
верно передает закон масштабирования, базируясь
лишь на одном снимке (одной проекции). Отметим,
что, изменив ракурс фотографирования, можно по-
лучить и проанализировать информацию о другой
проекции девева. С учетом того, что дерево имеет
аксиальную симметрию, азимутально усредненный
квадрат фурье-образа фотографий дерева с разных
боковых ракурсов дает одинаковые кривые рассея-
ния, это и было подтверждено экспериментально.

Методология исследования этой работы нацеле-
на на дифференциацию старых ветвей и молодых
веток. Во-первых, мы отберем изображение взрос-
лого дерева с большим количеством старых ветвей.
Мы предполагаем, что именно старые ветви форми-
руют на изображении двумерный логарифмический
фрактал, который на кривой рассеяния соответству-
ет участку с наклоном, близким к 2. Ожидается,
что большое количество старых ветвей делает этот
участок наиболее выраженным. Во-вторых, мы рас-
смотрим взрослое дерево в стадии активного ро-
ста, т. е. с большим количеством как старых ветвей,
так и молодых веток, чтобы понять, как изменится
кривая рассеяния, если молодых веток станет боль-
ше. В-третьих, чтобы убедиться, что именно моло-
дые ветки взрослого дерева обусловливают отклоне-
ние от характерного закона рассеяния с наклоном,
близким к 2, мы выделим фрагменты изображения
взрослого дерева, которые будут включать в себя
в основном молодые ветки и лишь немного старых
ветвей, либо не включать старые ветви вовсе. В-чет-
вертых, мы рассмотрим изображение молодого де-
рева, в котором отсутствуют старые ветви, а следо-
вательно, должен отсутствовать участок на кривой
рассеяния с наклоном, близким к 2.
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Рис. 3. Изображение взрослого (активно растущего) дере-

ва (липа) — справа. Кривая рассеяния — слева, как ре-

зультат фурье-анализа изображения: интенсивность в за-

висимости от импульса в двойном логарифмическом мас-

штабе. В диапазоне импульсов от 5 · 10−2 до 3 · 10−1 см−1

кривая описывается зависимостью Q−ν с ν = 2.05 ± 0.09,

а в диапазоне от 4 · 10−1 до 4 см−1 — зависимостью Q−ν

с ν = 1.58 ± 0.09

На рис. 1 представлено изображение старого де-
рева (дуба) с небольшим текущим приростом, на ко-
тором основная масса веток — старые. В этом слу-
чае старого дерева кривая рассеяния описывается
зависимостью Q−ν с ν = 1.99± 0.01 в диапазоне им-
пульсов от 4 · 10−2 до 3 см−1. Такая степенная зави-
симость соответствует логарифмической фракталь-
ной структуре в очень большом (около двух поряд-
ков) диапазоне импульсов [29]. Этот диапазон пе-
реданных импульсов может быть конвертирован в
диапазон средних расстояний в прямом простран-
стве от 2 до 150 см, что с учетом цилиндрической
формы ветви приближенно соответствует диапазо-
ну диаметров от 0.7 до 50 см и диапазону длин вет-
вей от 7 до 500 см. Здесь и далее мы предполагаем,
что элементом самоподобия на изображении являет-
ся прямоугольник со сторонами d (толщина ветви)
и l (длина ветви). Для определенности примем, что
отношение l/d = 9, а средний линейный размер r та-
кого прямоугольника равен корню квадратному его
площади: r =

√
S =

√
ld = 3d = l/3.

В случае же совсем молодого дерева (саженца
яблони) участок с наклоном, близким к 2, практи-
чески отсутствует, а участок, соответствующий мо-
лодым веткам, занимает практически всю кривую
рассеяния, которая на участке от 2 · 10−1 до 2 см−1

имеет наклон ν = 1.60± 0.02 в двойном логарифми-
ческом масштабе (рис. 2). Этот диапазон конверти-
руется в диапазон средних размеров от 3 до 30 см,
что, например, в терминах длин ветвей соответству-
ет размерам от 10 до 100 см.

В случае взрослого (активно растущего) дерева
с большим числом молодых веток (рис. 3) участок,
соответствующий двумерному логарифмическому

Рис. 4. Фрагмент изображения взрослого (активно расту-

щего) дерева (липа), содержащего небольшое число «ста-

рых» ветвей — справа. Кривая рассеяния — слева: ин-

тенсивность в зависимости от импульса в двойном лога-

рифмическом масштабе. В диапазоне импульсов от 10−1

до 6 · 10−1 см−1 кривая описывается зависимостью Q−ν

с ν = 2.08 ± 0.07, а в диапазоне от 6 · 10−1 до 6 см−1 —

зависимостью Q−ν с ν = 1.69 ± 0.02.

фракталу, занимает на кривой рассеяния значитель-
но меньшую часть с наклоном ν = 2.05± 0.09 (один
порядок) в диапазоне от 5 · 10−2 до 3 · 10−1 см−1.
Часть кривой рассеяния, соответствующая моло-
дым веткам, имеет наклон в двойном логарифмиче-
ском масштабе ν = 1.58±0.09 в диапазоне от 4 ·10−1

до 4 см−1. Точка перегиба в q-зависимости соответ-
ствует среднему расстоянию в 15 см, что в терминах
толщины ветви конвертируется в 5 см, а в терминах
длины ветви — в 50 см.

Исследование фрагментов изображения взросло-
го дерева (липа с рис. 3) показало, что чем мень-
ше ветвей дерева остается во фрагменте, тем мень-
ше становится длина участка кривой рассеяния, со-
ответствующая двумерной логарифмической фрак-
тальной структуре с наклоном, близким к 2. В слу-
чае, если на изображении присутствуют «старые»
ветви дерева (рис. 4, справа), наблюдаем небольшой
участок кривой с наклоном ν = 2.08± 0.07, соответ-
ствующий двумерному логарифмическому фракта-
лу в диапазоне от 10−1 до 6 ·10−1 см−1. И в то же вре-
мя на кривой в двойном логарифмическом масштабе
наблюдается продолжительный участок с наклоном
ν = 1.69± 0.02, соответствующий молодым веткам в
диапазоне от 6 · 10−1 до 6 см−1 (рис. 4, слева). Если
на изображении присутствуют только молодые вет-
ки (рис. 5, справа), то на кривой рассеяния отсут-
ствует участок, соответствующий логарифмическо-
му фракталу, а участок с наклоном ν = 1.46± 0.03,
соответствующий структуре молодых веток, виден
в диапазоне от 2 · 10−1 до 4 см−1 (рис. 5).

Таким образом, можно сделать вывод, что имен-
но «старые» ветви на изображении дерева опи-
сываются законом логарифмического фрактала с
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Рис. 5. Фрагмент изображения взрослого (активно расту-

щего) дерева (липа), не содержащего «старых» ветвей —

справа. Кривая рассеяния — слева: интенсивность в за-

висимости от импульса в двойном логарифмическом мас-

штабе. В диапазоне импульсов от 2 ·10−1 до 4 см−1 кривая

описывается зависимостью Q−ν с ν = 1.46 ± 0.03

Q−2-зависимостью интенсивности рассеяния при
фурье-анализе их изображения. При этом, как по-
казано в работе [29], их организация подчиняется
закону сохранения площади боковой поверхности, в
то время как молодые ветки подчиняются иному за-
кону, который при анализе двумерных изображений
дает зависимость интенсивности от импульса в виде
Q−ν с ν = 1.60–1.70. Немаловажно также отметить,
что сама степенная зависимость предполагает реа-
лизацию гипотезы о самоподобии масштабируемых
элементов — в данном случае ветвей дерева.

Возникает вопрос: можно ли соединить в единую
модель две ступени роста дерева, столь ясно раз-
личающиеся в фурье-анализе, проведенном выше, и
в чем сходство и различие двух разных ступеней?
Ответ на этот вопрос мы сформулируем в разд. 4.

4. ДВУХСТУПЕНЧАТАЯ МОДЕЛЬ
СТРУКТУРЫ ВЕТВЛЕНИЯ ДЕРЕВЬЕВ

В ботанике деревья определены как «жизненная
форма деревянистых растений с единственной, от-
четливо выраженной, многолетней, в разной степени
одревесневшей, сохраняющейся в течение всей жиз-
ни, разветвленной главной осью — стволом» [44].

Условно ствол и ветки дерева радиально можно
разделить на три основные части (слоя): луб (фло-
эма, живая часть коры), камбий, древесина (ксиле-
ма). Луб — самая наружная часть ствола, прилегает
к внешней (омертвевшей) коре и состоит из живых
клеток, луб участвует в транспорте продуктов фо-
тосинтеза от листьев ко всем органам дерева. Кам-
бий — основная производящая ткань дерева, камбий
состоит из живых клеток, при этом наружная часть
клеток становится лубом, а внутренняя — древеси-
ной. Именно за счет камбия дерево и его ветви рас-

тут в толщину. Важно заметить, что луб и камбий
довольно тонкие по сравнению со стволом дерева
и имеют фиксированную толщину. Древесина обра-
зуется из внутренних клеток камбия и состоит из
одеревеневших клеток, которые не способны к деле-
нию, она занимает до 90% объема дерева. Внешняя
часть древесины (заболонь) участвует в транспорте
воды и минеральных веществ от корней вверх, в то
время, как образующаяся у многих видов деревьев
внутренняя часть (ядро) физиологически неактивна
и выполняет лишь механическую функцию. Кроме
ствола дерево характеризуется многократным ветв-
лением, кратность которого с каждым годом растет.
Взрослые ветви по толщине имеют ту же структуру
как и ствол и состоят из древесины, камбия и лу-
ба. Таким образом, ствол дерева, как и любую его
ветвь, можно разделить на внутреннюю, частично
«омертвевшую» часть — древесину и внешний слой,
состоящий из живых клеток.

Как показано в [29], изображения структуры
ветвления деревьев принадлежат к классу логариф-
мических фракталов на плоскости и для них выпол-
няется закон сохранения площади боковой поверх-
ности по мере ветвления. Этот вывод хорошо укла-
дывается в описание дерева, жизнь которого сосре-
доточена на его поверхности, т. е. в лубе и камбии, а
также в наружном слое ксилемы. Закон сохранения
площади боковой поверхности на разных уровнях
ветвления, являясь несомненно упрощенной мате-
матической моделью дерева, тем не менее связывает
размерные параметры ветки i-го уровня ветвления
и исходящих из нее k веток (i+ 1)-го уровня [29]:

dili = kdi+1li+1. (1)

Здесь di, li и di+1, li+1 — диаметр поперечного сече-
ния и длина i-й и (i + 1)-й веток соответственно.

Развивая эту модель, учтем, что «живой» слой
ветки имеет конечную толщину x, одинаковую (в
первом приближении) на разных уровнях ветвления
дерева. Тогда сохраняется не только площадь, но и
объем поверхностного слоя, а закон сохранения пе-
репишется в виде

xdili = kxdi+1li+1. (2)

Такая трансформация «закона сохранения» при
масштабировании ничего не меняет с точки зрения
математической модели, но имеет огромное значе-
ние для сути дела, поскольку она меняет саму кон-
цепцию, в которой теперь сохраняется объем живой
материи на каждом уровне ветвления дерева.

Учет толщины поверхностного слоя открывает
возможность ввести в математическую модель и
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описать структурный переход от старых ветвей к
молодым веткам. Для этого заметим, что концепция
поверхностного «живого» слоя ветви работает, пока
выполнено условие, что толщина этого слоя меньше,
чем радиус поперечного сечения ветки (x < di+1/2).
Это условие нарушается, когда толщина «живого»
слоя становится равной радиусу поперечного сече-
ния ветки, т. е. когда вся ветка состоит только из
живых клеток. Это соответствует определению мо-
лодой ветки, внутри которой еще не появилась дре-
весина. Таким образом, мы можем рассматривать,
как два отдельных случая, строение старых ветвей,
для которых x < d/2, и строение молодых веток,
для которых xi = di/2.

В первом случае x в правой и левой частях (2) со-
кращаются, получаем (1) и, следовательно, выпол-
няется закон сохранения площади. Во втором слу-
чае выражение (2) принимает новый вид и обретает
новый смысл:

xidili = k · xi+1di+1li+1,

или
d2i li = kd2i+1li+1, (3)

т. е. сохраняется объем веток, а не площадь их по-
верхности. Выражение (3) при условии самоподобия
формы ветки на разных уровнях ветвления являет-
ся математическим определением для логарифми-
ческого фрактала в трехмерном пространстве.

Таким образом, система молодых веток дере-
ва образует трехмерный логарифмический фрак-
тал, поскольку сохраняется объем веток на каждом
уровне ветвления, а система взрослых ветвей — дву-
мерный логарифмический фрактал, поскольку со-
храняется их площадь поверхности. Именно этим
можно объяснить наличие точки перехода от перво-
го ко второму участку на кривой рассеяния, а также
то, что длина участка кривой рассеяния, соответ-
ствующего двумерному логарифмическому фракта-
лу, меняется в зависимости от возраста дерева и
от числа матерых ветвей на изображении. Мате-
рые ветви, в которых основную часть занимает дре-
весина, образуют логарифмическую фрактальную
структуру на фотографии дерева или на его поверх-
ности, а молодые ветки образуют логарифмическую
фрактальную структуру в объеме. Сама точка пере-
хода определяется условием, когда толщина живо-
го слоя становится равной радиусу ветки xi = di/2.
Интересно отметить, что такая двухступенчатая мо-
дель структуры ветвления дерева тем не менее под-
чиняется единому закону сохранения объема живо-
го материала на каждом уровне ветвления, незави-
симо от того, рассматриваем мы старые ветви или

молодые ветки. Другими словами, количество жи-
вых клеток на каждом уровне ветвления остается
постоянным, хотя на старых ветвях оно распределе-
но по поверхности ветви, а на молодых ветках — по
всему их объему.

Предложенная выше модель находит экспери-
ментальное подтверждение в части матерых и ста-
рых ветвей [29], однако гипотеза о трехмерном ло-
гарифмическом фрактале для описания структуры
ветвления молодых веток еще требует своего под-
тверждения. Экспериментальные данные, приведен-
ные выше, демонстрируют степенную зависимость с
показателем ν = 1.60–1.70, что подразумевает само-
подобие ветвей на разных уровнях ветвления. Опи-
раясь на гипотезу самоподобия (см. (4)) и закон со-
хранения объема при масштабировании (3), можно
по крайней мере на качественном уровне показать,
что проекция молодых веток дерева на двумерную
плоскость представляет собой фрактал на плоскости
с размерностью Df ≈ 1.70.

5. ГИПОТЕЗА САМОПОДОБИЯ ВЕТВЕЙ

Гипотеза самоподобия формы ветвей при масша-
бировании может быть сформулирована следующим
образом. Единичная ветвь от точки ее ответвления
от материнской ветви до точки ветвления на дочер-
ние хорошо описывается цилиндром длиной l и диа-
метром d. Самоподобие единичного элемента (ци-
линдра) внутри всей конструкции дерева означает,
что выполнены два условия:

di = αdi+1, li = αli+1, (4)

т. е. длина и ширина ветки на следующем уровне
ветвления уменьшается в одинаковое число раз α.

Если гипотеза самоподобия справедлива для ста-
рых ветвей и выполняется закон сохранения боковой
площади ветвей при масштабировании (1), то легко
показать, что из (1) и (4) сдедует, что α2 = k, где
k — число дочерних ветвей. Отсюда получаем

d2i = kd2i+1, l2i = kl2i+1. (5)

Первое выражение в (5) является формулировкой
закона Леонардо да Винчи для описания структу-
ры дерева [13,39]. Второе выражение является фор-
мулировкой для построения дерева Пифагора, для
случая k = 2 [29, 45]. Как показано в [29, 39], и та,
и другая конструкция являются логарифмически-
ми фракталами в двумерном пространстве, как и
смешанная конструкция, выраженная (1). Отметим,
что старая (без учета молодых ветвей) часть дерева
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в трехмерном пространстве не является логарифми-
ческим фракталом, поскольку объем ветви нижне-
го уровня не равен сумме объемов ветвей верхнего
уровня. Напротив,

d2i li = k3/2d2i+1li+1 → Vi/kVi+1 = k1/2, (6)

т. е. объем ветви нижнего уровня в k1/2 больше сум-
мы объемов ветвей верхнего уровня.

Если гипотеза самоподобия справедлива для мо-
лодых веток и выполняется закон сохранения объе-
ма веток при масштабировании (3), то легко пока-
зать, что из (3) и (4) следует равенство α3 = k.

Интересно отметить, что первичным законом ро-
ста дерева является ветвление, заложенное в гено-
ме, в то время как пропорции веток определяются
факторами формирования ветки во время ее роста
и, скорее всего, обусловлены внешними условиями
и распределением ресурсной базы. Так что, задавая
число k = 2 (что выполняется для большинства де-
ревьев), можно уверенно предсказать, что длина и
толщина дочерней ветки окажутся в 3

√
2 ≈ 1.26 раз

короче и тоньше материнской. Если же генетика де-
рева заставит ветвь поделиться на 3 дочерние вет-
ви, то их длина и толщина окажутся в 3

√
3 ≈ 1.44

раза меньше материнской. Интересно было бы про-
верить экспериментальным путем, какое из правил
«работает».

Однако на фотографиях деревьев мы видим их
проекцию на плоскость, т. е. площадь веток, а не их
объем. Для того чтобы получить соотношение пло-
щадей i-й генерации Si и (i + 1)-й генерации Si+1,
необходимо перемножить первое и второе уравнения
из системы (4):

dili = α2di+1li+1 ⇔ Si =
3
√
k2Si+1, (7)

Si+1 =
Si

3
√
k2
.

То есть если суммарный объем веток каждой ге-
нерации сохраняется, то площадь поверхности вет-
ки (i + 1)-й (дочерней) генерации должна быть в
3
√
k2 раз меньше площади поверхности ветки i-й (ма-

теринской) генерации. Тогда площадь поверхности
всех k веток (i+1)-й генерации будет в 3

√
k раз боль-

ше площади поверхности ветки i-й генерации:

kSi+1 =
3
√
kSi. (8)

То есть на каждом уровне ветвления суммарная
площадь поверхности веток будет увеличиваться в
3
√
k раз. Смоделируем эту ситуацию на примере ло-

гарифмического фрактала дерева Леонардо да Вин-
чи в двумерном пространстве.

Рис. 6. Модель ветвления дерева Леонардо да Винчи на

четыре ветви с условием сохранения площади (A). Модель

ветвления дерева на четыре ветви с условием уменьшения

площади (B). Модель ветвления дерева на четыре ветви с

условием увеличения площади (C )

Объект, в котором на каждом уровне иерархии
суммарная площадь элементов одинакова, при ис-
следовании методом фурье-анализа дает кривую ин-
тенсивности, которая убывает по закону q−2 [29].
Чтобы проиллюстрировать, как меняется кривая
интенсивности, если вместо закона сохранения пло-
щади мы используем «закон уменьшения» или «за-
кон увеличения» площади, мы сгенерировали три
объекта — три аналога дерева Леонардо да Винчи.
(рис. 6). Первый (рис. 6A) — модель ветвления де-
рева на четыре ветви с условием сохранения пло-
щади, является логарифмическим фракталом. Про-
цесс его построения следующий: мы берем квадрат
и добавляем к его углам с внешней стороны четыре
квадрата, длина сторон которых в два раз меньше
стороны исходного квадрата. Соответственно, пло-
щадь каждого такого квадрата в четыре раза мень-
ше площади исходного квадрата, а суммарная пло-
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щадь всех четырех таких квадратов равна площа-
ди исходного квадрата. На следующем шаге мы по-
вторяем этот процесс, выбирая в качестве исходных
квадраты, добавленные на предыдущем шаге. Такой
объект подчиняется закону равенства площади при
масштабировании. Всего было сделано 8 таких ите-
раций. Второй объект (рис. 6B) — модель ветвления
дерева на четыре ветви с условием уменьшения пло-
щади, отличается тем, что сторона квадратов умень-
шается не в 2 раза, а в 2.5 раз, а суммарная площадь
этих квадратов меньше суммарной площади квад-
ратов предыдущей генерации. При генерации тре-
тьего объекта (рис. 6C ) — модели ветвления дерева
на четыре ветви с условием увеличения площади,
на каждом следующем шаге добавляются квадра-
ты, стороны которых лишь в 1.7 раз меньше сто-
рон квадратов, добавленных на предыдущем шаге,
и суммарная площадь этих квадратов больше сум-
марной площади квадратов предыдущей генерации.

Результаты исследования методом фурье-анали-
за объектов, построенных на рис. 6, представлены
на рис. 7. Для удобства сравнения показано произве-
дение фурье-интенсивности и квадрата координаты,
I(q)q2, в зависимости от координаты q — так назы-
ваемое представление Кратки. Такое представление
выделяет зависимость q−2, дополнительно подчер-
кивая особенности кривой. Так, в частности, произ-
ведение I(q)q2 в интересующем нас диапазоне q те-
перь должно быть константой, что очень удобно для
обнаружения в исследуемом объекте логарифмиче-
ского фрактала. Однако произведение I(q)q2 демон-
стрирует осциллирующий характер с ростом пере-
данного импульса q. Осцилляции вызваны регуляр-
ной структурой объектов исследования. Они имеют
квазипериодический характер в логарифмическом
масштабе, что указывает на фрактальные свойства
исследуемого объекта.

Показатель степени (наклон кривых в двойном
логарифмическом масштабе) оказывается разным
для различных объектов (рис. 7). Если площадь до-
бавляемых генераций не меняется (рис. 6 A), наклон
кривой рассеяния равен ν = 1.99 ± 0.04. Если сум-
марная площадь добавляемой генерации уменьша-
ется с уменьшением масштаба с фактором (4/6.25)
на генерацию (рис. 6 B), то наклон кривой рассея-
ния равен ν = 2.24±0.03 (больше 2), а если площадь
добавляемых генераций увеличивается с фактором
(4/2.89) на генерацию (рис. 6 C ), то наклон кривой
рассеяния равен ν = 1.68± 0.06 (меньше 2).

Таким образом, показано, что если суммарная
площадь дочерних веток на изображении дерева
больше в 3

√
k, что является следствием сохранения

Рис. 7. Исследование построенных объектов методом чис-

ленного фурье-анализа

суммарного объема веток на разных уровнях ветв-
ления, то показатель степени кривой рассеяния ока-
зывается меньше 2. То есть модель ветвления де-
рева с сохранением объема и с сохранением формы
веток при ветвлении дает при исследовании их мето-
дом численного фурье-анализа результаты, схожие
с результатами исследования фотографий молодых
деревьев и фотографий молодых веток.

Интересно обсудить вопрос о превращении про-
порций логарифмического фрактала в трехмерном
пространстве для молодых веток в пропорции дву-
мерного логарифмического фрактала для взрослых
ветвей. На определенной стадии роста ветви такой
процесс превращения должен быть существенным
именно для ветвей (или части ветви) с характер-
ными размерами, соответствующими точке перегиба
при qc в зависимости I(q) на рис. 8–15 (см. Прило-
жение). Эта точка перегиба qc характеризует вет-
ви диаметром от 3 до 6 см в зависимости от сорта
дерева и, возможно, условий его роста. Очевидно,
что по мере перехода ветви из одного режима роста
в другой меняются именно пропорции ветви. Мож-
но утверждать, что внутренняя часть ветвей или
ствола должна подчиняться закону логарифмиче-
ского фрактала в трехмерном пространстве, однако
она гораздо меньше наружной части ствола, кото-
рая подчиняется закону логарифмического фракта-
ла в двумерном пространстве. Учитывая логариф-
мическую шкалу, отложенную вдоль оси q (ось раз-
меров), мы уверенно видим точку перегиба или пе-
рехода из одного режима в другой, хотя на линейной
шкале этот переход выглядел бы более растянутым.
Поэтому экспериментальные кривые в двойном ло-
гарифмическом масштабе демонстрируют бифрак-
тальную картину рассеяния.
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6. ВЫВОДЫ

Методом численного фурье-анализа исследо-
ваны фрактальные свойства при формировании
структуры ветвления лиственных деревьев. Пока-
зано, что кривая интенсивности в зависимости от
координаты фурье-пространства I(q) ∼ q−ν имеет
два участка с различными показателями степени ν и
точку перегиба между ними. Для старых (крупных)
ветвей при малых q показатель степени равен 2, что
соответствует закону логарифмического фрактала
в двумерном пространстве: площадь поверхности
нижней ветви равна сумме площадей поверхности
ветвей после ее ветвления, т. е. выполняется закон
сохранения площади при масштабировании. Можно
сделать вывод, что живая ткань старых (крупных)
ветвей взрослых деревьев формируется только
на их поверхности. Показатель степени кривой
Фурье в области больших q равен ν = 1.6–1.7
и обусловлен законом строения молодых веток,
которые целиком состоят из живых биологических
клеток, участвующих в росте дерева. В отличие от
старых ветвей, жизнь в них сосредоточена во всем
объеме ветки, а не только на поверхности. Сфор-
мулировано предположение, что в молодых ветках
сохраняется не площадь поверхности, а их объем
на разных уровнях ветвления. То есть строение
веток на верхних уровнях ветвления подчиняется
закону сохранения объема при масштабировании,
что соответствует модели логарифмического фрак-
тала в трехмерном пространстве. Предложена
математическая модель, обобщающая концепции
логарифмического фрактала на поверхности для
взрослых ветвей и логарифмического фрактала в
объеме для молодых веток, которая эквивалентна
утверждению, что количество живых клеток на
каждом уровне ветвления остается постоянным,
хотя на старых ветвях оно распределено по по-
верхности ветви, а на молодых ветках — по всему
их объему. Сконструированы численные модели
двумерных изображений дерева, подчиняющегося
закону сохранения объема в трехмерном простран-
стве (закон роста молодого дерева). Численный
фурье-анализ моделей демонстрирует совпадение
в пределах погрешности с результатами фурье-
анализа, полученными для реальных деревьев.
Таким образом, построена целостная фрактальная
концепция роста и структуры ветвления отдельно
стоящих лиственных деревьев.

Финансирование. Работа поддержана Россий-
ским научным фондом (грант №20-12-00188).

ПРИЛОЖЕНИЕ

Для демонстрации общности закона масштаби-
рования структуры деревьев мы представляем се-
рию изображений различных деревьев и фурье-ана-
лиз этих изображений. Все они имеют одинаковый
вид кривых с перегибом, характеризующим двух-
этапную структуру формирования ветвей листвен-
ного дерева. Для больших масштабов (взрослых вет-
вей) показатель степени для всех приведенных ни-
же изображений близок или в пределах ошибки ра-
вен ν1 = 2.00, а для малых масштабов (молодых
веток) показатель оказался меньше 2 и приближа-
ется к ν2 ≈ 1.6–1.8. Во всех случаях точка перегиба
qc ≈ 0.3 см−1, что соответствует линейному средне-
му размеру rc = 20 см. При этом средний линейный
размер прямоугольного элемента rc =

√
lcdc = 20 см

соответсвует толщине ветки dc = 6.6 см и ее длине
lc = 60 см. То есть ветки с размерами меньшими,
чем dc и lc, описываются одним законом масштаби-
рования, а ветви с размерами большими, чем dc и
lc, — другим. Структура больших ветвей описыва-
ется законом логарифмического фрактала в двумер-
ном пространстве изображения дерева — законом
сохранения площади при масштабировании. Струк-
тура малых веток описывается законом логарифми-
ческого фрактала в трехмерном пространстве, ко-
торый при проекции на двумерную плоскость ими-
тирует зависимость для классического фрактала с
ν2 = 1.6–1.8.

На рис. 8 представлены изображение ивы и кри-
вая фурье-интенсивности в зависимости от импуль-
са в двойном логарифмическом масштабе с показа-
телями степени для больших ветвей ν1 = 1.92(3)

в диапазоне координат обратного пространства от
6·10−2 до 5·10−1 см−1 и для малых веток ν2 = 1.77(1)

в диапазоне от 5 · 10−1 до 4 см−1. Точка перегиба
qc = 5 · 10−1 см−1 соответствует среднему расстоя-
нию в 12 см, что в терминах толщины ветви кон-
вертируется в 4 см, а в терминах длины ветви — в
36 см. Таким образом, структура ветвей длиной от
36 до 300 см (толщиной от 4 до 30 см) описывает-
ся структурой логарифмического фрактала в дву-
мерном пространстве. А структура ветвей длиной от
4.5 до 36 см (толщиной от 0.5 до 4 см) описывается
структурой логарифмического фрактала в трехмер-
ном пространстве.

На рис. 9 представлены изображение липы и кри-
вая фурье-интенсивности в зависимости от импуль-
са в двойном логарифмическом масштабе с показа-
телями степени для больших ветвей ν1 = 2.04± 0.07

в диапазоне координат обратного пространства от
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Рис. 8. Исследование изображения ивы методом числен-

ного фурье-анализа

Рис. 9. Исследование изображения липы методом числен-

ного фурье-анализа

6·10−2 до 3·10−1 см−1 и для малых веток ν2 = 1.74(1)

в диапазоне от 3 · 10−1 до 3 см−1. Точка перегиба
qc = 3 · 10−1 см−1 соответствует среднему расстоя-
нию в 20 см, что в терминах толщины ветви конвер-
тируется в 6.6 см, а в терминах длины ветви — в
60 см. Таким образом, структура ветвей длиной от
60 до 300 см (толщиной от 6.6 до 30 см) описывает-
ся структурой логарифмического фрактала в дву-
мерном пространстве. А структура ветвей длиной
от 6 до 60 см (толщиной от 0.6 до 6 см) описывается
структурой логарифмического фрактала в трехмер-
ном пространстве.

На рис. 10 представлены изображение яблони
и кривая фурье-интенсивности в зависимости от
импульса в двойном логарифмическом масшта-
бе с показателями степени для больших ветвей
ν1 = 1.99 ± 0.01 в диапазоне координат обратного

Рис. 10. Исследование изображения яблони методом чис-

ленного фурье-анализа

Рис. 11. Исследование изображения березы методом чис-

ленного фурье-анализа

пространства от 2 · 10−2 до 1.5 см−1 и для малых
веток ν2 = 1.72± 0.01 в диапазоне от 1.5 до 6 см−1.
Точка перегиба qc = 1.5 см−1 соответствует сред-
нему расстоянию в 4 см, что в терминах толщины
ветви конвертируется в 1.3 см, а в терминах длины
ветви — в 12 см. Таким образом, структура вет-
вей длиной от 12 до 1000 см (толщиной от 1.3 до
100 см) описывается структурой логарифмического
фрактала в двумерном пространстве. А структура
ветвей длиной от 3 до 12 см (толщиной от 0.3 до
1.3 см) описывается структурой логарифмического
фрактала в трехмерном пространстве.

На рис. 11 представлены изображение березы
и кривая фурье-интенсивности в зависимости от
импульса в двойном логарифмическом масшта-
бе с показателями степени для больших ветвей
ν1 = 1.99 ± 0.03 в диапазоне координат обратного
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Рис. 12. Исследование изображения дуба методом числен-

ного фурье-анализа

Рис. 13. Исследование изображения еще одного дуба ме-

тодом численного фурье-анализа

пространства от 3 · 10−2 до 1 см−1 и для малых
веток ν2 = 1.20 ± 0.01 в диапазоне от 1 до 6 см−1.
Точка перегиба qc = 1 см−1 соответствует среднему
расстоянию в 6 см, что в терминах толщины ветви
конвертируется в 2 см, а в терминах длины ветви —
в 18 см. Таким образом, структура ветвей длиной
от 18 до 600 см (толщиной от 2 до 60 см) описы-
вается структурой логарифмического фрактала
в двумерном пространстве. А структура ветвей
длиной от 3 до 18 см (толщиной от 0.3 до 2 см) опи-
сывается структурой логарифмического фрактала
в трехмерном пространстве.

На рис. 12 представлены изображение дуба и
кривая фурье-интенсивности в зависимости от
импульса в двойном логарифмическом масшта-

Рис. 14. Исследование изображения дерева неустановлен-

ной породы методом численного фурье-анализа

Рис. 15. Исследование изображения дерева той же неуста-

новленной породы методом численного фурье-анализа

бе с показателями степени для больших ветвей
ν1 = 1.99 ± 0.04 в диапазоне координат обратного
пространства от 2 · 10−2 до 3 · 10−1 см−1 и для
малых веток ν2 = 1.72± 0.03 в диапазоне от 3 · 10−1

до 1 см−1. Точка перегиба qc = 3 · 10−1 см−1 со-
ответствует среднему расстоянию в 20 см, что в
терминах толщины ветви конвертируется в 6.6 см,
а в терминах длины ветви — в 60 см. Таким об-
разом, структура ветвей длиной от 60 до 900 см
(толщиной от 6.6 до 100 см) описывается струк-
турой логарифмического фрактала в двумерном
пространстве. А структура ветвей длиной от 18 до
60 см (толщиной от 2 до 6.6 см) описывается струк-
турой логарифмического фрактала в трехмерном
пространстве.
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На рис. 13 представлены изображение другого
дуба и кривая фурье-интенсивности в зависимо-
сти от импульса в двойном логарифмическом мас-
штабе с показателями степени для больших ветвей
ν1 = 2.00 ± 0.06 в диапазоне координат обратного
пространства от 4 · 10−2 до 3 · 10−1 см−1 и для ма-
лых веток ν2 = 1.96 ± 0.03 в диапазоне от 3 · 10−1

до 1.5 см−1. Точка перегиба qc = 3 · 10−1 см−1 соот-
ветствует среднему расстоянию в 20 см, что в тер-
минах толщины ветви конвертируется в 6.6 см, а в
терминах длины ветви — в 60 см. Таким образом,
структура ветвей длиной от 60 до 600 см (толщиной
от 6.6 до 60 см) описывается структурой логариф-
мического фрактала в двумерном пространстве. А
структура ветвей длиной от 12 до 60 см (толщиной
от 1.3 до 6.6 см) описывается структурой логариф-
мического фрактала в трехмерном пространстве.

На рис. 14 представлены изображение дерева
неустановленной породы и кривая фурье-интенсив-
ности в зависимости от импульса в двойном лога-
рифмическом масштабе с показателями степени для
больших ветвей ν1 = 2.03±0.06 в диапазоне коорди-
нат обратного пространства от 2·10−2 до 3·10−1 см−1

и для малых веток ν2 = 1.81 ± 0.02 в диапазоне от
3 ·10−1 до 1.5 см−1. Точка перегиба qc = 3 ·10−1 см−1

соответствует среднему расстоянию в 20 см, что в
терминах толщины ветви конвертируется в 6.6 см, а
в терминах длины ветви — в 60 см. Таким образом,
структура ветвей длиной от 60 до 600 см (толщиной
от 6.6 до 60 см) описывается структурой логариф-
мического фрактала в двумерном пространстве. А
структура ветвей длиной от 12 до 60 см (толщиной
от 1.3 до 6.6 см) описывается структурой логариф-
мического фрактала в трехмерном пространстве.

На рис. 15 представлены изображение дерева той
же неустановленной породы, кривая фурье-интен-
сивности в зависимости от импульса в двойном лога-
рифмическом масштабе с показателями степени для
больших ветвей ν1 = 2.02±0.06 в диапазоне коорди-
нат обратного пространства от 3·10−2 до 3·10−1 см−1

и для малых веток ν2 = 1.75 ± 0.03 в диапазоне от
3 ·10−1 до 1.5 см−1. Точка перегиба qc = 3 ·10−1 см−1

соответствует среднему расстоянию в 20 см, что в
терминах толщины ветви конвертируется в 6.6 см, а
в терминах длины ветви — в 60 см. Таким образом,
структура ветвей длиной от 60 до 900 см (толщиной
от 6.6 до 90 см) описывается структурой логариф-
мического фрактала в двумерном пространстве. А
структура ветвей длиной от 12 до 60 см (толщиной
от 1.3 до 6.6 см) описывается структурой логариф-
мического фрактала в трехмерном пространстве.
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