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Проведено сравнительное теоретическое исследование термоэдс и эффекта Холла в модели Хаббарда для
коррелированного металла и моттовского диэлектрика (рассматриваемого в качестве прототипа купрат-
ного сверхпроводника) для разных концентраций носителей тока. Анализ проведен в рамках стандартного
DMFT-приближения. Для моттовского диэлектрика в качестве типичного допирования рассматривается
случай частичного заполнения нижней хаббардовской зоны дырками. Рассчитана зависимость термоэдс
от степени такого допирования и определено значение критической концентрации носителей, при ко-
торой происходит смена знака термоэдс. Получена аномальная зависимость термоэдс от температуры,
существенно отличающаяся от линейной температурной зависимости, характерной для обычных метал-
лов. Качественно анализируется роль рассеяния на беспорядке. Сравнение с результатами аналогичного
исследования эффекта Холла показало, что нарушение электрон-дырочной симметрии приводит к по-
явлению достаточно широкой области заполнений вблизи половинного, где термоэдс и коэффициент
Холла имеют разные знаки. Предложена схема, позволяющая по данным ARPES получать число носите-
лей заряда и проводить полуколичественную оценку коэффициента Холла и термоэдс с использованием
обычных DFT-расчетов электронного спектра.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Проблема описания концентрационной зависи-
мости термоэдс и эффекта Холла в сильнокоррели-
рованных системах известна уже давно. Она остает-
ся актуальной в связи с экспериментальными иссле-
дованиями этих эффектов в высокотемпературных
сверхпроводниках на основе оксидов меди (купра-
тов) при различных уровнях их допирования. Од-
ной из основных для физики купратов является точ-
ка зрения о том, что эти системы являются силь-
нокоррелированными и металлическое (в том числе
сверхпроводящее) состояние в них реализуется в ре-
зультате допирования исходной фазы моттовского
диэлектрика, который в простейшем случае может
быть описан в рамках модели Хаббарда.

*
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**
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Наиболее разработанным методом теоретическо-
го описания модели Хаббарда для широкого набора
параметров этой модели остается подход, основан-
ный на применении динамической теории средне-
го поля (DMFT) [1–3]. Систематическое исследова-
ние концентрационной и температурной зависимо-
стей эффекта Холла в таком подходе было проведе-
но в наших недавних работах [4,5]. Аналогичных ра-
бот по изучению концентрационной зависимости и
температурной зависимости термоэдс практически
нет. Данная работа, в основном, посвящена изуче-
нию именно этого вопроса в сравнении с ранее по-
лученными данными по эффекту Холла.

2. ТЕРМОЭДС И КОФФИЦИЕНТ ХОЛЛА.
ОБЩИЕ СООТНОШЕНИЯ

Как уже отмечено выше, общим подходом к ис-
следованию модели Хаббарда является теория дина-
мического среднего поля (DMFT) [1–3], которая да-
ет точное описание системы в пределе пространства
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бесконечной размерности (решетки с бесконечным
числом ближайших соседей). Выход за рамки этого
приближения [6, 7] обычно сильно усложняет рас-
смотрение. Целью данной работы является систе-
матическое исследование концентрационной и тем-
пературной зависимостей термоэдс при различных
степенях допирования нижней хаббардовской зоны
в рамках стандартного приближения DMFT. Также
мы проведем подробное сравнение результатов для
термоэдс с результатами для коэффициента Холла,
полученными нами в работах [4, 5] в аналогичном
подходе.

Имея в виду возможное сравнение с эксперимен-
тальными данными для купратов, мы далее рас-
сматриваем двумерную модель электронного спек-
тра в приближении сильной связи:

ε(p) = −2t(cos(pxa) + cos(pya))−

− 4t′ cos(pxa) cos(pya), (1)

где a — параметр (квадратной) решетки.
Для такой двумерной модели далее мы рассмот-

рим ряд конкретных случаев.
1. Спектр с перескоком лишь на ближайших со-

седей (t′ = 0) и полной электрон-дырочной симмет-
рией.

2. Спектр с t′/t = −0.25, качественно соответ-
ствующий электронной дисперсии в системах типа
LSCO.

3. Спектр с t′/t = −0.4, качественно соответству-
ющий ситуации, наблюдаемой в YBCO.

Термоэдс определяется выражением [1, 8, 9]

S = −kB
e

1

T

∞∫
−∞

dε ετ(ε)
(
−∂f(ε)

∂ε

)

∞∫
−∞

dε τ(ε)
(
−∂f(ε)

∂ε

) , (2)

где kB — постоянная Больцмана (в дальнейшем тем-
пературу будем писать в энергетических единицах,
полагая kB = 1), e — модуль заряда электрона,

f(ε) = (eε/T + 1)−1

— функция распределения Ферми. Ниже везде зна-
чения термоэдс мы приводим в единицах

kB
e

≈ 86

[
мкВ
К

]
.

Введенный в (2) релаксационный параметр

τ(ε) =
∑

pσ

(
∂ε(p)

∂px

)2
A2(pε) (3)

полностью определяется спектральной плотностью
одноэлектронной функции Грина G(pε):

A(pε) = − 1

π
ImGR(pε). (4)

В стандартной DMFT [1–3] собственно-энергетичес-
кая часть функции Грина является локальной, т.е.
не зависящей от импульса. Вследствие такой ло-
кальности и обычная, и холловская проводимости
также полностью определяются спектральной плот-
ностью A(pε).

Обычная (диагональная) статическая проводи-
мость имеет вид [1]

σxx =
πe2

2~

∞∫

−∞

dε

(
−∂f
∂ε

)
τ(ε), (5)

а холловская (недиагональная) проводимость опре-
деляется как

σH
xy = −2π2e3a2H

3~2

∞∫

−∞

dε

(
−∂f
∂ε

)
τH(ε), (6)

где H — напряженность магнитного поля вдоль
оси z. Здесь мы ввели еще холловский релаксаци-
онный параметр

τH =
∑

pσ

(
∂ε(p)

∂px

)2
∂2ε(p)

∂py
2 A3(pε). (7)

Таким образом, коэффициент Холла

RH =
σH
xy

Hσ2
xx

(8)

также полностью определяется спектральной плот-
ностью A(pε), которую мы далее будем находить в
рамках DMFT. Эффективную однопримесную мо-
дель Андерсона DMFT в данной работе, как и в ра-
ботах [4,5], будем решать с помощью метода числен-
ной ренормгруппы (NRG) [10].

Рассмотрим случай низких температур
(T ≪ EF ). Для любой функции Φ(ε), для ко-
торой сходится интеграл, имеем

∞∫

−∞

dεΦ(ε)

(
−∂f
∂ε

)
= Φ(0)+

π2

6
T 2

(
∂2Φ

∂ε2

)

ε=0

+ ... (9)

Тогда для диагональной проводимости из (5) полу-
чаем

σxx =
e2

~

π

2
τ(0), (10)
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а термоэдс при низкой температуре имеет вид

S = −kB
e

π2

3
T
dτ(ε)/dε

τ(ε)

∣∣∣∣
ε=0

=

= −kB
e

π2

3
T
d ln τ(ε)

dε

∣∣∣∣
ε=0

, (11)

так что из (11) и (10) немедленно получаем формулу
Зеебека [8, 11]:

S = −kB
e

π2

3
T
d lnσxx(µ)

dµ
, (12)

где µ — химический потенциал (от которого у нас
всегда отсчитывается энергия ε).

Таким образом, при низких T модуль термоэдс
линейно растет с ростом T , а знак S полностью опре-
деляется знаком dτ(ε)/dε|ε=0 или dσxx(µ)/dµ. Далее
нас будет интересовать зависимость от заполнения
зоны

n = n↑ = n↓ =

∞∫

−∞

dε f(ε)N(ε)

(мы будем рассматривать только парамагнитное со-
стояние), где N(ε) — плотность состояний на од-
ну проекцию спина. Если явным образом учитывать
химический потенциал, то (11) можно переписать в
виде

S = −kB
e

π2

3
T
dτ(µ)/dµ

τ(µ)
=

= −kB
e

π2

3
T
dn

dµ

dτ(n)/dn

τ(n)
. (13)

Здесь dn/dµ > 0, поскольку при низких температу-
рах

dn

dµ
=

d

dµ

µ∫

−∞

dεN(ε) = N(µ) > 0.

Таким образом, знак S полностью определяется зна-
ком dτ(n)/dn или dσxx(n)/dn.

Холловская проводимость (6) при низких темпе-
ратурах с учетом (9) принимает вид

σH
xy = −2π2e3a2H

3~2
τH(0) (14)

и коэффициент Холла

RH = −a
2

e

8

3

τH(0)

τ2(0)
. (15)

Знак коэффициента Холла полностью определяется
знаком τH(0) или знаком τH(n).

Видим, что знаки термоэдс и холловского коэф-
фициента определяются, вообще говоря, совершен-
но разными величинами, и заполнения зоны, при ко-
торых эти величины меняют знак, в общем случае
могут не совпадать.

3. ТЕРМОЭДС И КОЭФФИЦИЕНТ ХОЛЛА В
ОТСУТСТВИЕ КОРРЕЛЯЦИЙ (U = 0)

Чтобы более подробно исследовать ситуацию,
рассмотрим сначало случай, когда электронные
корреляции отсутствуют (хаббардовское взаимодей-
ствие U = 0). В отсутствие корреляций и других
процессов рассеяния электронов (идеальный про-
водник) и числитель, и знаменатель выражения (2)
для термоэдс и (8) для коэффициента Холла расхо-
дятся, поэтому для регуляризации расчетов необхо-
димо ввести некоторое слабое рассеяние электронов,
например, взяв одноэлектронную функцию Грина в
виде

GR(pε) =
1

ε− ε(p) + iγ
, (16)

где γ ≪ t — частота рассеяния (например, на при-
месях), тогда спектральная плотность имеет вид

A(pε) =
1

π

γ

(ε− ε(p))2 + γ2
. (17)

Зависимости термоэдс и коэффициента Холла,
полученные непосредственно из (2) и (8) с использо-
ванием спектральной плотности (17) с γ/8t = 0.005,
приведены на рис. 1 как для случая полной элек-
трон-дырочной симметрии (t′ = 0), так и для слу-
чая t′/t = −0.4, характерного, например, для куп-
ратной системы YBCO. Видим, что в случае полной
электрон-дырочной симметрии термоэдс (рис. 1a) в
соответствии с (11) и (12) линейно зависит от темпе-
ратуры вплоть до высоких температур T/8t ≈ 0.06,
а RH (рис. 1c) практически не зависит от T . И тер-
моэдс, и коэффициент Холла меняют знак при по-
ловинном заполнении зоны. В случае заметного на-
рушения такой симметрии (t′/t = −0.4) наблюда-
ется заметное отклонение от линейной зависимости
термоэдс от температуры (см. рис. 1b) при высоких
T/8t ≈ 0.06, коэффициент Холла (рис. 1d) при высо-
ких T также начинает заметно зависеть от темпера-
туры. Смена знака S наблюдается при заполнении
n ≈ 0.65 существенно больше половинного, а коэф-
фициент Холла, наоборот, меняет знак при запол-
нении заметно ниже половинного, причем с ростом
температуры это отклонение от половинного запол-
нения, при котором RH меняет знак, только растет,
и при T/8t ≈ 0.06 это заполнение n ≈ 0.22. Та-
ким образом, при t′/t = −0.4 образуется достаточно
широкая область заполнений зоны n, при которых
коэффициент Холла RH уже имеет положительный
(дырочный) знак, а знак термоэдс S все еще отри-
цательный (электронный). Как показано выше, знак
термоэдс полностью определяется знаком dτ(n)/dn,
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Рис. 1. Зависимость термоэдс (a,b) и коэффициента Холла (c,d) от степени заполнения зоны для t
′
= 0 — a,c и

t
′
/t = −0.4 — b,d

а знак коэффициента Холла — знаком τH(n). Поэто-
му для прояснения ситуации полезно было бы про-
анализировать зависимости τ(n) и τH(n). Однако и
релаксационный параметр τ , и холловский релак-
сационный параметр τH расходятся как τ ∼ 1/γ и
τH ∼ 1/γ2 при γ → 0, поэтому удобно ввести некото-
рые приведенные релаксационные параметры, кото-
рые вообще не зависят от γ, а являются некоторыми
характеристиками спектра на поверхности Ферми.
Как будет продемонстрировано ниже, эти величины
полезны и для анализа систем с сильными электрон-
ными корреляциями.

При γ ≪ t спектральная плотность имеет узкий
пик при ε ∼ ε(p), тогда

τ(ε) =
∑

pσ

(
∂ε(p)

∂px

)2(
1

π

γ

(ε− ε(p))2 + γ2

)2
=

=

∞∫

−∞

dξ

[
∑

pσ

(
∂ε(p)

∂px

)2
δ(ξ − ε(p))

]
×

×
(
1

π

γ

(ε− ξ)2 + γ2

)2
, (18)

так что можем написать

τ(ε) ≈ τ0(ε)

∞∫

−∞

dξ

(
1

π

γ

(ε− ξ)2 + γ2

)2
=

1

2πγ
τ0(ε), (19)

где ввели

τ0(ε) =
∑

pσ

(
∂ε(p)

∂px

)2
δ(ε− ε(p)). (20)

Аналогично

τH(ε) =
∑

pσ

(
∂ε(p)

∂px

)2
∂2ε(p)

∂p2y
A3(ε,p) ≈

≈ τ0H(ε)

∞∫

−∞

dξ

(
1

π

γ

ξ2 + γ2

)3
=

3

8

1

π2γ2
τ0H(ε), (21)

где ввели

τ0H(ε) =
∑

pσ

(
∂ε(p)

∂px

)2
∂2ε(p)

∂p2y
δ(ε− ε(p)). (22)
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Рис. 2. Электронный спектр по симметричным направлениям зоны Бриллюэна (a,b), поверхности Ферми для различных
заполнений зоны (c,d) и зависимость приведенных релаксационных параметров τ0 и τ0H от заполнения зоны (e,f ) для

t
′
= 0, t′/t = −0.4

Тогда при низкой температуре (T ≪ EF ) вместо (13)
для термоэдс получаем

S = −kB
e

π2

3
T
dτ0(µ)/dµ

τ0(µ)
=

= −kB
e

π2

3
T
dn

dµ

dτ0(n)/dn

τ0(n)
(23)

и знак S противоположен знаку dτ0(n)/dn.
Для коэффициента Холла вместо (15) получаем

RH = −a
2

e

4τ0H(n)

τ20 (n)
(24)

и знак RH противоположен знаку τ0H(n). Отметим,
что ∂2ε(p)/∂p2y — единственная знакопеременная ве-
личина в (22).
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На рис. 2 приведены спектры ε(p) по симмет-
ричным направлениям зоны Брюллиэна (рис. 2a, b)
и поверхности Ферми, отвечающие различным зна-
чениям заполнения зоны (рис. 2c, d) для двух ва-
риантов t′/t. В случае полной электрон-дырочной
симметрии (t′ = 0) и при половинном заполне-
нии наблюдается смена типа поверхности Ферми
(рис. 2c) от электронного кармана вокруг Γ-точки
зоны Брюллиэна, характерного для n < 0.5 к ды-
рочному карману вокруг M-точки зоны Брюллиэна,
характерному для n > 0.5. Вследствие электрон-
дырочной симметрии области практически квадра-
тичного электронного (вблизи Γ-точки) и дырочно-
го (вблизи M-точки) спектра одинаковы (рис. 2a).
Поэтому τ0H и соответственно RH меняют знак
при половинном заполнении (рис. 2f ). Вследствие
электрон-дырочной симметрии τ0(n) = τ0(0.5 + n)

(n 6 0.5) и производная dτ0(n)/dn (а значит, и S)
также может менять знак только при половинном
заполнении (см. рис. 2e).

При нарушении электрон-дырочной симметрии
(t′/t = −0.4) область квадратичного электронного
спектра влизи Γ-точки зоны Брюллиэна становит-
ся совсем узкой, а область квадратичного дыроч-
ного спектра вблизи M-точки, наоборот, становит-
ся гораздо шире (см. рис. 2b). Соответственно об-
ласть, где поверхность Ферми является электрон-
ным карманом вокруг Γ-точки, ограничена малыми
заполнениями n < 0.3, а в широкой области заполне-
ний n > 0.3 поверхность Ферми имеет характер ды-
рочного кармана вокруг M-точки зоны Брюллиэна
(рис. 2d). Поэтому смена знака τ0H и соответствен-
но RH наблюдается при заполнении n ≈ 0.4 меньше
половинного (рис. 2e). Более того, величина поло-
жительных значений τ0H(n) при n < 0.4 существен-
но меньше модуля отрицательных значении τ0H(n)

при n > 0.4, поэтому «размазка» картины за счет
производной от функции распределения (−∂f/∂ε) в
(6) при высоких температурах приводит к тому, что
RH меняет знак при гораздо меньшем заполнении
(рис. 1d). В частности, при T/8t = 0.06 RH меняет
знак при n ≈ 0.2.

Величина τ0(n) при t′/t = −0.4 (рис. 2e), наобо-
рот, имеет максимум при заполнении n больше по-
ловинного, и смена знака dτ0(n)/dn, а значит, и S

наблюдается при n ≈ 0.66. Естественно, что пове-
дение τ0(n) достаточно симметрично относительно
максимума, а «размазка» за счет производной от
функции распределения в (2) вблизи этого максиму-
ма мало изменяет S, поэтому заполнение n ≈ 0.66,
при котором меняет знак термоэдс, мало изменяется
с ростом температуры (см. рис. 1b).

Таким образом, с ростом |t′| заполнение, при ко-
тором меняет знак RH , все более смещается в об-
ласть n меньше половинного заполнения зоны, а за-
полнение, при котором меняет знак S, все более сме-
щается в область n > 0.5. В результате, с ростом |t′|
вблизи половинного заполнения возникает все более
широкая область заполнений, в которой коэффици-
ент Холла и термоэдс имеют разный знак, и рост
температуры только увеличивает эту область. Ни-
же мы увидим, что такая тенденция наблюдается и
в системах с сильными электронными корреляция-
ми.

4. ТЕРМОЭДС В
СИЛЬНОКОРРЕЛИРОВАННОМ МЕТАЛЛЕ

И ДОПИРОВАННОМ МОТТОВСКОМ
ДИЭЛЕКТРИКЕ

Прежде чем переходить к результатам DMFT-
расчетов, следуя [4, 5], проведем простейший каче-
ственный анализ. Нетрудно понять, что глубоко в
состоянии моттовского диэлектрика с хорошо опре-
деленными верхней и нижней хаббардовскими зо-
нами при допировании дырками и термоэдс, и ко-
эффициент Холла фактически определяются запол-
нением нижней хаббардовской зоны (верхняя нахо-
дится существенно выше по энергии и практически
не заполнена). В такой ситуации в модели с элект-
рон-дырочной симметрией (в двумерном случае это
соответствует спектру с t′ = 0) оценка заполнения
зоны, при котором происходит смена знака термо-
эдс, может быть получена из очень простых сообра-
жений. Будем рассматривать парамагнитную фазу
n↑ = n↓ = n, так что n далее обозначает плотность
электронов на одну проекцию спина, а их полная
плотность равна 2n. Далее мы будем рассматривать
лишь дырочное допирование моттовского диэлек-
трика, и число таких «дырок» p = 1− 2n.

В условиях электрон-дырочной симметрии есте-
ственно предположить, что смена знака и термо-
эдс, и коэффициента Холла происходит вблизи по-
ловинного заполнения нижней хаббардовской зо-
ны n0 ≈ 1/2. Пусть мы рассматриваем состоя-
ния с проекцией спина «вверх», тогда полное чис-
ло состояний в нижней хаббардовской зоне есть
1 − n↓ = 1 − n. Для заполнения зоны получаем
n = n↑ = n0(1−n) ≈ 1/2(1−n). Таким образом, для
заполнения, при котором происходит смена знака
термоэдс и коэффициента Холла, получаем nc ≈ 1/3

и число «дырок» pc = 1− 2nc ≈ 1/3 [4, 5].
В общем случае ситуация конечно сложнее.

В сильнокоррелированных системах и термоэдс, и
коэффициент Холла (как и другие электронные
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′
= 0 (a) и t

′
/t = −0.4 (b)

свойства) оказываются существенно зависящими от
температуры. При низкой температуре в таких си-
стемах в DMFT-приближении наряду с нижней и
верхней хаббардовскими зонами вблизи уровня Фер-
ми формируется узкая квазичастичная зона — так
называемый квазичастичный пик в плотности со-
стояний [1–3]. В допированном дырками моттовском
диэлектрике такой пик лежит вблизи верхнего края
нижней хаббардовской зоны. Поэтому при низкой
температуре термоэдс, как и коэффициент Холла,
во многом определяется заполнением этой квази-
частичной зоны. При достаточно высокой темпера-
туре (порядка или больше ширины квазичастично-
го пика) этот пик размывается и термоэдс полно-
стью определяется заполнением нижней хаббардов-
ской зоны. Таким образом, при анализе термоэдс,
как и для эффекта Холла [4,5], необходимо рассмат-
ривать два существенно разных температурных ре-
жима.

На рис. 3 приведена зависимость термоэдс от за-
полнения зоны, как в сильнокоррелированном ме-
талле (U/8t = 1), так и в допированном моттовском
диэлектрике (U/8t = 4, 10). Видим, что в высокотем-
пературном режиме (кривые с заполненными симво-
лами) термоэдс даже в модели с полной электрон-
дырочной симметрией t′ = 0 (рис. 3a) в допирован-
ном моттовском диэлектрике изменяет знак при за-
полнении заметно ближе к половинному (n = 0.42),
чем показывает наша качественная оценка. Отме-
тим, что коэффициент Холла [4, 5] в этом случае
меняет знак при nH ∼ 0.36 (см. рис. 4a), что до-
статочно близко к нашей качественной оценке. Для
сравнения на рис. 3a синей штриховой линией при-
веден точный результат [12]:

S = −kB
e

ln
2p

1− p
= −kB

e
ln

1− 2n

n
(25)

для предела U ≫ t. Видим, что в этом атомном пре-
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Рис. 5. Зависимость термоэдс от степени заполнения зоны в присутствии примесного рассеяния (∆/8t = 0.25, заполнен-
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′
= 0 (a) и t

′
/t = −0.4 (b)

деле термоэдс меняет знак при n = 1/3 в полном
соответствии с нашей оценкой. Возможно, что такое
заметное отличие является следствием использова-
ния нами приближения DMFT. Кластерная DMFT-
модель [9] и расчеты Монте-Карло [13] дают при
U ≫ t для термоэдс поведение существенно бли-
же к точному результату (25). Недостатком этих
подходов является, однако, возможность проведе-
ния расчетов лишь области очень высоких темпе-
ратур T ∼ t.

При заметном нарушении электрон-дырочной
симметрии наша качественная оценка перестает вы-
полняться и для коэффициента Холла [4, 5], и для
термоэдс (см. рис. 3b). Причем в соответствии с при-
веденным нами выше анализом случая U = 0 откло-
нение от электрон-дырочной симметрии приводит к
уменьшению заполнения, при котором происходит
смена знака коэффициента Холла [4, 5], и увели-
чению заполнения (уменьшению уровня дырочного
допирования), при котором происходит смена зна-
ка термоэдс (см. рис. 4b). Таким образом, и в силь-
нокоррелированных системах нарушение электрон-
дырочной симметрии приводит к достаточно широ-
кой области заполнения, при которой коэффициент
Холла и термоэдс имеют разные знаки.

Для сравнения высокотемпературного поведе-
ния термоэдс и коэффициента Холла [4,5] в дыроч-
но-допированном моттовском диэлектрике их зави-
симость от заполнения зоны приведена на рис. 4 для
t′/t = 0;−0.4.

В низкотемпературном пределе (кривые с неза-
полненными символами на рис. 3) наличие квази-
частичного пика приводит в допированном моттов-
ском диэлектрике к отсутствию смены знака термо-
эдс, которая остается отрицательной (электронной)

во всей области дырочного допирования. Отметим,
что и коэффициент Холла при низких температу-
рах становится положительным (дырочным) лишь в
узкой области вблизи половинного заполнения, т. е.
при очень маленьком дырочном допировании [4, 5].
В низкотемпературном режиме и ширина, и ампли-
туда квазичастичного пика зависят как от заполне-
ния, так и от температуры. Существенная зависи-
мость квазичастичного пика от заполнения зоны в
низкотемпературном режиме приводит к достаточ-
но широкой области заполнений зоны, где термоэдс
уменьшается с ростом n (см. рис. 3). Такие анома-
лии зависимости от заполнения, связанные с квази-
частичным пиком, для термоэдс даже заметно силь-
нее, чем для коэффициента Холла [4, 5].

К размытию и исчезновению квазичастичного
пика приводит не только рост температуры, но и
разупорядочение [6, 14], а также, например, псевдо-
щелевые флуктуации, которыми локальный подход
DMFT полностью пренебрегает [6, 15]. Таким обра-
зом, область применимости приведенных выше про-
стейших оценок и качественного поведения термо-
эдс в рамках DMFT для высокотемпературного ре-
жима в реальности может оказываться заметно ши-
ре.

В общем случае расчет влияния рассеяния на
беспорядке (тем более псевдощелевых флуктуаций)
на термоэдс представляет собой очень сложную за-
дачу. Для простых оценок ниже приводятся резуль-
таты расчетов по формулам (2), (3), в которых про-
сто использованы значения спектральной плотности
A(pε) для неупорядоченной модели Хаббарда, полу-
ченные в рамках подхода DMFT+Σ [6,15]. Параметр
беспорядка ∆ здесь обозначает эффективную ча-
стоту рассеяния электронов случайным полем при-
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Рис. 6. Зависимость термоэдс от степени заполнения зоны для различных значений температуры (a,c,e) и температурная
зависимость S для разных значений заполнения зоны (b,d,f )

месей (в самосогласованном борновском приближе-
нии). Ясно, что такой подход, основанный только
на учете беспорядка в спектральной плотности, яв-
ляется чересчур упрощенным, но он представляется
разумным для качественного анализа.

На рис. 5 приведено сравнение зависимостей тер-
моэдс от степени заполнения зоны в отсутствие бес-
порядка (незаполненные символы) и для рассеяния

на примесях с ∆/8t = 0.25 для случая моттовско-
го диэлектрика U/8t = 4. Если в высокотемпера-
турном режиме беспорядок достаточно слабо влиял
на коэффициент Холла [4, 5] для различных значе-
ний t′/t, то для термоэдс влияние беспорядка даже
в этом режиме вполне заметно. Беспорядок приво-
дит к уменьшению термоэдс при заполнениях вбли-
зи половинного (малое дырочное допирование), при-
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водя к уменьшению дырочного допирования, при
котором происходит смена знака S. При достаточ-
но большом дырочном допировании, где термоэдс
отрицательна, рост беспорядка приводит к доволь-
но заметному уменьшению абсолютной величины S.
В низкотемпературном режиме, где термоэдс отри-
цательна, при любом дырочном допировании рост
беспорядка приводит к сильному уменьшению абсо-
лютной величины термоэдс.

На рис. 6 приведены зависимости термоэдс от
степени заполнения зоны и температуры в случае
моттовского диэлектрика с U/8t = 4 для различных
моделей электронного спектра, как в случае пол-
ной электрон-дырочной симметрии t′ = 0, так и при
t′/t = −0.25 и t′/t = −0.4, характерных для купрат-
ных систем LSCO и YBCO соответственно.

На зависимости S от степени заполнения зоны
мы наблюдаем плавную эволюцию от низкотемпера-
турного режима к высокотемпературному. Если при
низких температурах для всех рассмотренных зна-
чений t′/t термоэдс отрицательна при любом запол-
нении, то с ростом температуры вблизи половинно-
го заполнения появляется область положительных
значений термэдс. Дырочное допирование, при ко-
тором происходит смена знака S, растет с ростом
температуры и уменьшается с ростом |t′/t|. Необхо-
димо отметить, что для коэффициента Холла [4, 5]
рост |t′/t|, наоборот, приводит к увеличению обла-
сти дырочных допирований с положительным ды-
рочным коэффициентом Холла и росту дырочного
допирования, при котором RH меняет знак. Ситуа-
ция во многом аналогичная тому, что мы наблюдали
в отсутствие корреляций (U = 0) — рост |t′/t| при-
водит к увеличению заполнения зоны, при котором
меняет знак термоэдс, и уменьшению заполнения,
при котором меняет знак RH .

На рис. 6b,d,f приведены температурные зависи-
мости термоэдс для различных степеней заполнения
зоны. Во всех случаях наблюдается существенная
зависимость S от температуры. Во всех случаях при
низкой температуре термоэдс отрицательна и по аб-
солютной величине растет с ростом температуры.
При высоких температурах вблизи половинного за-
полнения (малое дырочное допирование) термоэдс
растет с ростом температуры со сменой знака S и
положительной величине S при высоких T . При ма-
лом заполнении (большом дырочном допировании)
абсолютная величина S при высоких температурах
продолжает расти с ростом T , хотя и медленнее, чем
при низких температурах.

В последнее время появились расчеты термо-
эдс в модели Хаббарда методом квантового Монте-
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Рис. 7. Сравнение результатов DMFT и расчетов Монте-
Карло [13] (толстые синие кривые) для зависимости тер-

моэдс от дырочного допирования p

Карло [13] при достаточно разумной температуре
T = t/4. Результаты этих расчетов хорошо воспро-
изводят экспериментальные данные по термоэдс при
комнатной температуре для целого ряда дырочных
купратов (см. рис. 1 в [13]). В частности, они вос-
производят смену знака термоэдс при дырочном до-
пировании p ≈ 0.15. На рис. 7 проведено сравнение
результатов наших DMFT-расчетов c Монте-Кар-
ло [13]. Видим, что результаты наших DMFT-рас-
четов термоэдс при U/8t = 4 близки к результатам
Монте-Карло при U/8t ≈ 1, а значит, и к экспе-
риментальным данным при комнатной температу-
ре для термоэдс в купратах. Отметим, что в рамках
DMFT-приближения при U/8t = 1 система еще оста-
ется (даже при половинном заполнении) сильнокор-
релированным металлом, а при U/8t = 4 является
допированным моттовским диэлектриком, каковы-
ми обычно считаются купраты.

5. ОЦЕНКА КОНЦЕНТРАЦИИ НОСИТЕЛЕЙ
ЗАРЯДА, ТЕРМОЭДС И КОЭФФИЦИЕНТА

ХОЛЛА ПО ДАННЫМ ARPES

Измерение термоэдс и коэффициента Холла от-
носятся к основным экспериментальным методам
определения типа и концентрации носителей заряда.
Однако, как продемонстрировано выше, особенно в
условиях нарушения электрон-дырочной симметрии
(t′ 6= 0) возникает широкая область заполнений зо-
ны, где термоэдс и эффект Холла дают разные ти-
пы носителей заряда (p–n-аномалия). Как показа-
но в [4, 5], в области допирований, где происходит
смена знака эффекта Холла резко возрастет хол-
ловское число (число носителей, формально опре-
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Рис. 8. Спектральная плотность в четверти зоны Бриллю-
эна. Кривая — поверхность Ферми, определяемая уравне-

нием (26)

деляемое из этого эффекта), так что оно не может
служить величиной, определяющей реальное число
носителей заряда.

Ниже мы продемонстрируем, что для полуколи-
чественной оценки числа носителей заряда, а также
для оценки термоэдс и коэффициента Холла в допи-
рованном моттовском диэлектрике достаточно дан-
ных ARPES и электронного спектра, полученного в
рамках стандартных DFT-расчетов.

В системах с сильными электронными корреля-
циями, в том числе и в допированном моттовском
диэлектрике, продолжает работать фермижидкост-
ное описание, поверхность Ферми остается хорошо
определенной, как и квазичастицы вблизи нее [16].
На рис. 8 приведена спектральная плотность A(p, 0)
на уровне Ферми, полученная в рамках DMFT в
высокотемпературном режиме, когда температура
заметно больше ширины квазичастичного пика, но
все еще заметно меньше энергии Ферми. Заполне-
ние зоны взято равным n = 0.19, при котором
в случае t′/t = −0.4 коэффициент Холла меняет
знак [4, 5]. Видим, что спектральная плотность до-
статочно «размыта», но имеет максимум на поверх-
ности Ферми, показанной на рис. 8 черной кривой,
полученной из уравнения

µ− ε(p)− ReΣ(0) = 0, (26)

где µ — химический потенциал, определяемый за-
полнением в рамках DMFT, а Σ(0) — локальная
(DMFT) собственно-энергетическая часть на уровне
Ферми.

Введем теперь µeff = µ − ReΣ(0), тогда вместо
(26) получаем уравнение

µeff − ε(p) = 0, (27)

определяющее поверхность Ферми, как в случае без
электронных корреляции (U = 0), но с химиче-
ским потенциалом µeff . Конечно, в общем случае
спектральная плотность заметно «размазана» во-
круг поверхности Ферми, но ее максимум лежит
на ней (рис. 8). Поэтому для качественной (но бо-
лее простой) оценки коэффициента Холла и термо-
эдс мы можем воспользоваться отвечающими U = 0

формулами (23) и (24), но с µ → µeff . Естествен-
но, заполнение n0, отвечающее химическому потен-
циалу µeff в системе без электронных корреляции
(U = 0), не совпадает с реальным заполением зоны
n в коррелированной системе. Разумно предполо-
жить, что это n0 просто соответствует заполнению
нижней хаббардовской зоны. Тогда, зная n0, мож-
но легко получить полное заполнение n всей зоны.
Действительно, полное число состояний в нижней
хаббардовской зоне 1 − n, так что полное заполне-
ние n = n0(1− n), и мы получаем

n =
n0

1 + n0

. (28)

На рис. 9 приведены зависимости между n0 и n, а
также сравнение простых оценок для коэффициента
Холла и термоэдс с точными DMFT-результатами.
В высокотемпературном режиме (T/8t = 0.0586),
когда пропадает квазичастичный пик в плотности
состояний, видим, что соотношение (28) неплохо вы-
полняется. Оценки, полученные в таком подходе для
термоэдс S0 и особенно для коэффициента Холла
RH0, оказываются достаточно близкими к точным
результатам.

В низкотемпературном режиме наличие квази-
частичного пика в плотности состояний в приближе-
нии DMFT приводит к тому, что соотношение (28)
перестает выполняться и n0 фактически совпадает
с n. Полученная оценка для коэффициента Холла
RH0 очень близка к точным DMFT-результатам (за
исключеннием аномалий в RH , связанных с квази-
частичным пиком при t′ = 0 [4, 5] (рис. 9h). В то
же время оценка термоэдс при низких температу-
рах оказывается неудовлетворительной. Это, веро-
ятно, связано с более существенной для термоэдс
ролью «размытия» спектральной плотности вокруг
поверхности Ферми и аномалий, связанных с запол-
нением квазичастичного пика.

Необходимо еще раз отметить, что аномалии в
низкотемпературном режиме определяются наличи-
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Рис. 9. Связь между эффективным заполнением зоны без корреляций n0 и полным заполнением коррелированной зоны
n (a,d,g,j ). Сравнение оценок, полученных для коэффициента Холла RH0 (b,e,h,k) и термоэдс S0 (c,f,i,l), c DMFT-ре-

зультатами (RH , S)

ем квазичастичного пика в DMFT-приближении, ко-
торый пропадает как при повышении температу-
ры, так и вследствие беспорядка, а также при уче-
те нелокальных корреляций при выходе за рамки
DMFT. Поэтому наиболее вероятно, что качествен-
но результаты, полученные в высокотемпературном
режиме, являются достаточно общими.

Используя данные ARPES для допированно-
го моттовского диэлектрика, можно определить n0

(фактически это площадь части зоны Брюллюэна

под поверхностью Ферми) и с использованием (28)
определить полное заполнение n, а значит, и уровень
дырочного допирования p = 1 − 2n. Стандартные
DFT-расчеты электронного спектра с учетом запол-
нения некоррелированной зоны n0 позволяют с ис-
пользованием (23) и (24) провести таким образом и
оценку RH и S.

Фактически эти результаты находятся в полном
соответствии с картиной «скрытой» ферми-жидко-
сти, предложенной в [16].
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6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Мы исследовали поведение термоэдс в металли-
ческой фазе, возникающей при допировании мот-
товского диэлектрика. Основное внимание мы уде-
лили случаю дырочного допирования, характерно-
го для большей части купратов. Был рассмотрен
ряд двумерных моделей сильной связи для элек-
тронного спектра, подходящих для описания элек-
тронной структуры в купратах. Во всех моделях в
допированном моттовском диэлектрике наблюдает-
ся аномальная температурная зависимость термоэдс
S, существенно отличающаяся от линейной, харак-
терной для обычных металлов. В низкотемператур-
ном пределе S во многом определяется заполнени-
ем квазичастичного пика, что приводит к отрица-
тельности термоэдс при любом дырочном допиро-
вании и аномальной зависимости S от заполнения,
когда отрицательная (электронная) термоэдс растет
по абсолютной величине с добавлением электронов.
Для термоэдс низкотемпературные аномалии, свя-
занные с заполнением квазичастичного пика, ока-
зываются гораздо сильнее, чем для коэффициента
Холла. В высокотемпературном пределе, когда ква-
зичастичный пик существенно подавлен, S в основ-
ном определяется заполнением нижней (при дыроч-
ном допировании) или верхней (при электронном
допировании) хаббардовской зоны. В этом пределе
качественная оценка показывает, что смена знака
S, как и эффекта Холла, в простейшем (симмет-
ричном t′ = 0) случае должна происходить при за-
полнении зоны n = 1/3 в расчете на одну проек-
цию спина, что соответствует дырочному допирова-
нию p = 1 − 2n = 1/3. DMFT-расчеты показывают,
что смена знака S в этом случае наблюдается при
n = 0.42, а смена знака эффекта Холла при n = 0.36.
Таким образом, даже в случае электрон-дырочной
симметрии есть узкая область заполнений, где RH

уже положителен, а S еще отрицательна. Наруше-
ние электрон-дырочной симметрии приводит к ро-
сту заполнения n, при котором меняет знак S, и
уменьшению n, при котором меняет знак RH , приво-
дя к появлению достаточно широкой области запол-
нений, где термоэдс и коэффициент Холла имеют
разные знаки. Предложена схема, позволяющая по
ARPES-данным получать число носителей заряда в
допированном моттовском диэлектрике и с исполь-
зованием DFT-расчетов электронного спектра про-
водить полуколичественную оценку коэффициента
Холла и термоэдс.

В принципе, на качественном уровне возмож-
ность разных знаков термоэдс и эффекта Холла из-

вестна довольно давно и наблюдалась в целом ряде
экспериментов в неупорядоченных системах [17,18].
Систематическое исследование термоэдс в купра-
тах в зависимости от степени допирования было
проведено в работах [19, 20]. Было продемонстри-
ровано, что термоэдс целого ряда купратов ме-
няет знак вблизи уровня дырочного допирования
p = 1 − 2n ≈ 0.1–0.2 в окрестности оптимально-
го уровня допирования p ≈ 0.16, соответствующе-
го максимуму температуры сверхпроводящего пере-
хода. В работе [21] такое поведение термоэдс бы-
ло интерпретировано как связанное с близостью к
некоторой квантовой критической точке, связанной
с отделением верхней хаббардовской зоны. К сожа-
лению, в этих работах не было проведено сравнение
с данными по эффекту Холла. В работах [22–25] бы-
ли проведены измерения эффекта Холла для ряда
купратов при низких температурах в экстремально
сильных магнитных поля (в нормальной фазе), ко-
торые также продемонстрировали аномальное пове-
дение (рост холловского числа носителей) для уров-
ня допирования p ≈ 0.2–0.25. В этих работах ано-
мальное поведение эффекта Холла было связано с
близостью квантовой критической точки, соответ-
ствующей закрытию псевдощели. В работах [4,5] та-
кое поведение эффекта Холла было интепретирова-
но как связанное с близостью к точке смены знака
этого эффекта (которое, впрочем, не наблюдалось в
образцах, исследованных в [22–25]) безотноситель-
но к наличию квантовой критической точке. Полу-
ченные выше результаты DMFT-приближения на-
ходятся в качественном соответствии с эксперимен-
тальными данными. В частности, уровень дырочно-
го допирования моттовского диэлектрика, при кото-
ром меняет знак термоэдс, всегда получается мень-
ше уровня допирования, при котором меняет знак
эффект Холла. Все это подчеркивает важность си-
стематического сравнительного изучения эффекта
Холла и термоэдс в купратах.
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