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С помощью алгоритма Ванга –Ландау метода Монте-Карло проведены исследования фазовых переходов

и термодинамических свойств часовой модели с числом состояний спина q = 5 на треугольной решетке.

С использованием гистограммного метода и метода кумулянтов Биндера четвертого порядка проведен

анализ фазовых переходов. Показано, что в ферромагнитной часовой модели наблюдаются два фазовых

перехода типа Березинского –Костерлица –Таулеса, а в антиферромагнитной часовой модели обнаружен

фазовый переход второго рода.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Исследование фазовых переходов (ФП), магнит-
ных, термодинамических и критических свойств в
магнитных спиновых системах представляет боль-
шой теоретический и экспериментальный интерес.
Это связано с тем, что для большинства реальных
магнитных спиновых систем характерны возмуще-
ния различной природы, такие как анизотропия,
взаимодействия следующих за ближайшими сосе-
дей, внешнее магнитное поле, тепловые и кванто-
вые флуктуации, немагнитные примеси, дефекты,
деформации и др. Присутствие этих факторов мо-
жет повлиять на природу ФП и термодинамические
характеристики таких систем [1–7]. Для изучения
особенностей термодинамического поведения и при-
роды ФП успешно используются различные реше-
точные модели. На их основе получено большое ко-
личество интересных результатов. Решеточные спи-
новые модели позволяют описать целый ряд реаль-
ных магнитных материалов.

Одной из моделей, применяемых для описания
физических систем, является часовая модель с чис-
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лом состояний спина q. Нами в данном исследова-
нии рассматривается часовая модель с числом со-
стояний спина q = 5 на треугольной решетке. Маг-
нитные материалы на треугольной решетке пред-
ставляют особый интерес для исследователей. Анти-
ферромагнетики на треугольной решетке представ-
ляют собой геометрически фрустрированные спино-
вые системы, которые исследуются уже давно. Для
фрустрированных систем существует совсем немно-
го надежно установленных фактов. Большинство
имеющихся результатов получены для модели Изин-
га, Гейзенберга и Поттса с числом состояний спина
q = 2, 3 и 4 [8–14].

Многие физические свойства часовой модели за-
висят от значения q. В случае, когда q = 2, 3, 4,
эта модель имеет точное решение. Часовая модель
сводится к модели Изинга и Z3-модели Поттса при
q = 2, 3 соответственно. При q = 4 данная модель
эквивалентна двум копиям модели Изинга. Установ-
лено, что для этих трех случаев в системе наблю-
дается ФП второго рода из высокотемпературной
парамагнитной фазы в низкотемпературную ферро-
магнитную упорядоченную фазу.

Когда q → ∞ данная модель сводится к стан-
дартной XY -модели. В этом случае спонтанного на-
рушения симметрии не наблюдается, но происхо-
дит ФП из низкотемпературной фазы Березинско-
го – Костерлица – Таулеса (БКТ) в высокотемпера-
турную парамагнитную фазу. Для часовой модели
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Рис. 1. Схематическое представление часовой модели с

q = 5

с числом состояний спина q = 5 имеется очень мало
точно установленных фактов. К настоящему момен-
ту остается открытым вопрос о роде ФП при значе-
нии q = 5 .

Для получения ответа на этот вопрос в дан-
ной работе нами проводится исследование двумер-
ной часовой модели на треугольной решетке с q = 5.
Исследование этой модели с антиферромагнитны-
ми обменными взаимодействиями на треугольной
решетке в литературе практически не встречает-
ся. Антиферромагнитное обменное взаимодействие
в данной модели может привести к фрустрации, вы-
рождению основного состояния, появлению различ-
ных фаз и ФП, а также влиять на его термодинами-
ческие, магнитные и критические свойства. В связи
с этим в данной работе нами предпринята попыт-
ка провести исследование ФП и термодинамических
свойств этой модели на треугольной решетке.

Исследования проводятся на основе современ-
ных методов и идей, что позволит получить ответ
на ряд вопросов, связанных с природой ФП и термо-
динамическим поведением фрустрированных спино-
вых систем.

2. МОДЕЛЬ И МЕТОД ИССЛЕДОВАНИЙ

Гамильтониан для часовой модели с q-
состояниями, которая представляет собой дис-
кретизированную спиновую xy-модель, можно
записать в следующем виде:

H = −J
∑

〈i,j〉
cos (θi − θj), (1)

где спиновые состояния q в узле i обозначены плос-
ким углом θi = 2πki/q, ki = 1, ..., q. В данном иссле-
довании нами рассматриваются два случая. В пер-
вом случае J > 0 — параметр ферромагнитного об-
менного взаимодействия, а во втором случае J < 0

— параметр антиферромагнитного обменного взаи-
модействия.

В последние десятилетия часовая модель с q-
состоянием широко исследовалась как аналитиче-
ски [15–20], так и численно [21–25]. Тем не менее,
до сих пор неясна природа ФП для малых q, таких
как q = 5, 6. При значении q = 2 эта модель сво-
дится к классической модели Изинга со спиновой
симметрией вверх-вниз, а в предельном случае, при
q → ∞ — xy-модели, где ориентации спинов непре-
рывны внутри плоскости. В случае двумерной xy-
модели (q → ∞) не существует дальнеупорядочен-
ной фазы при конечных температурах, как утвер-
ждает теорема Мермина–Вагнера [26]. Вместо это-
го система претерпевает БКТ-переход бесконечного
порядка из парамагнитной фазы в БКТ-фазу.

В данном исследовании нами рассматривается
часовая модель при q = 5 . Схематическое описа-
ние этой модели представлено на рис. 1. На вставке
приведены направления для каждого из пяти состо-
яний спина и соответствующее цветовое представ-
ление. Как видно на рисунке, у каждого спина есть
шесть (линии красного цвета) соседей. Спины, обо-
значенные кружками одного и того же цвета, имеют
одинаковое направление.

Решеточные магнитные модели на основе мик-
роскопических гамильтонианов успешно изучаются
на основе методов Монте-Карло (МК) [27–32]. В
последнее время разработано много новых вариан-
тов алгоритмов для исследования подобных систем.
Одним из наиболее эффективных для исследования
подобных систем является алгоритм Ванга – Лан-
дау [33], особенно в низкотемпературной области.

Алгоритм Ванга – Ландау является реализацией
метода энтропийного моделирования и позволяет
вычислить функцию плотности состояний системы.
Данный алгоритм основан на том, что, совершая
случайное блуждание в пространстве энергий с ве-
роятностями, обратно пропорциональными плотно-
сти состояний g(E), мы получаем равномерное рас-
пределение по энергиям. Подобрав вероятности пе-
рехода такими, что посещение всех энергетических
состояний стало бы равномерным, можно получить
изначально неизвестную плотность состояний g(E),
зная которую, можно вычислить значения необхо-
димых термодинамических параметров при любой
температуре. В частности, внутреннюю энергию U ,
свободную энергию F , удельную теплоемкость C и
энтропию S. Поскольку плотность состояний g(E)

очень быстро растет с увеличением размеров иссле-
дуемых систем, для удобства хранения и обработки
больших чисел пользуются величиной ln g(E).
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Рис. 2. Плотность состояний g(E) при различных линей-

ных размерах L: для ферромагнитной модели (b) и для

для антиферромагнитной модели (b)

Для анализа природы и характера ФП использо-
вался гистограммный метод анализа данных и ме-
тод кумулянтов Биндера четвертого порядка. Рас-
четы проводились для систем с периодическими
граничными условиями и линейными размерами
L×L = N , L = 24 − 120, где L — линейный размер
решетки, N — количество спинов в системе.

3. РЕЗУЛЬТАТЫ МОДЕЛИРОВАНИЯ

Алгоритм Ванга – Ландау является эффектив-
ным методом для расчета плотности состояния энер-
гии. Преимущество алгоритма заключается в том,
что плотность состояний g(E) в системе не зави-
сит от температуры. Зная плотность состояний си-
стемы, можно рассчитать температурную зависи-
мость любого интересующего нас термодинамиче-
ского параметра. На рис. 2 приведены плотности со-
стояний g(E) для разных линейных размеров си-
стемы для ферромагнитной и антиферромагнитной
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Рис. 3. Зависимость теплоемкости C/kB от температуры

kBT/|J | для разных L: для ферромагнитной модели (a) и

для антиферромагнитной модели (b)

моделей (здесь и далее статистическая погрешность
не превышает размеров символов, использованных
для построения зависимостей). Как видно на ри-
сунке, плотность состояний имеет куполообразную
форму. С увеличением линейных размеров систе-
мы максимум плотности состояний g(E) значитель-
но возрастает.

На рис.3. представлены характерные зависимо-
сти теплоемкости C от температуры для ферромаг-
нитной и антиферромагнитной моделей с различ-
ными линейными размерами системы L. Отметим,
что для ферромагнитной модели (рис.3 a) на зави-
симостях теплоемкости C от температуры для всех
систем вблизи критической температуры наблюда-
ются два хорошо выраженных максимума. Нали-
чие двух максимумов на температурной зависимо-
сти теплоемкости позволяет говорить о двух после-
довательных ФП в данной модели.

Аналогичный результат был получен в рабо-
тах [15, 19, 34], где была исследована ферромагнит-
ная часовая модель с q = 5 на квадратной и тре-
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Рис. 4. Магнитные структуры основного состояния для

ферромагнитной модели: a — в интервале температур

0 6 T < Tc1; b — в интервале температур Tc1 < T < Tc2;

c — T > Tc2

угольной решетках. Для антиферромагнитной мо-
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Рис. 5. Температурные зависимости энтропии S: для фер-

ромагнитной модели (a) и для антиферромагнитной моде-

ли (b)

дели (рис.3 b) наблюдается только один максимум,
что позволяет говорить об одном ФП. Все максиму-
мы увеличиваются с ростом числа спинов в систе-
ме, причем они в пределах погрешности приходят-
ся на одну и ту же температуру даже для систем с
наименьшим значением L. Это свидетельствует, во-
первых, о высокой эффективности использованного
способа добавления периодических граничных усло-
вий, а во-вторых, о достижении насыщения по N

для многих исследуемых нами параметров.
Для определения типа упорядочения нами про-

веден анализ магнитных структур основного состоя-
ния в широком температурном интервале. На рис. 4
приведены полученные нами структуры. На рисун-
ке видно, что в данной модели наблюдаются три ти-
па магнитного упорядочения: в интервале темпера-
тур θ 6 T < Tc1 (рис. 4 a) наблюдается полностью
упорядоченная ферромагнитная фаза; в интервале
Tc1 < T < Tc2 (рис. 4 b) — фаза типа Березинского –
Костерлица – Таулеса, где наблюдается ближний по-
рядок в системе, в котором превалирует одно из
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магнитной модели (b)

пяти состояний спина; при дальнейшем повышении
температуры T > Tc2 (рис. 4 c) — полностью разупо-
рядоченная парамагнитная фаза.

На рис. 5 приведены температурные зависимости
энтропии S для обеих моделей. На рисунках вид-
но, что с увеличением температуры энтропия для
всех систем стремится к теоретически предсказан-
ному значению ln 5. При низких температурах, близ-
ких к абсолютному нулю, для ферромагнитной мо-
дели энтропия стремится к нулевому значению для
всех значений L. Нулевая остаточная энтропия сви-
детельствует об отсутствии вырождения основного
состояния. Для антиферромагнитной модели энтро-
пия при низких температурах стремится к ненулево-
му значению для всех значений L. Такое поведение
свидетельствует о сильном вырождении данной мо-
дели, что характерно для фрустрированных систем.

Для анализа характера ФП использовался метод
кумулянтов Биндера четвертого порядка по энер-
гии, который имеет следующий вид [35]:
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Рис. 7. Гистограмма распределения энергии: для ферро-

магнитной модели (a) и для антиферромагнитной модели

(b)

VL(T ) = 1− 〈E4〉
3〈E2〉2L

. (2)

Известно, что ФП второго рода характеризу-
ются следующими отличительными особенностя-
ми [36]: усредненная величина VL(T ) стремится
к тривиальному значению согласно выражению
VL(T ) = V ∗ + bL−d при L → ∞ и T = T (L), где
V ∗ = 2/3.

Характерные зависимости кумулянтов Биндера
VL(T ) от температуры для систем с линейными раз-
мерами для ферромагнтной и антиферромагнитной
моделей приведены на рис. 6. Как видим на рисун-
ках, энергетические кумулянты для обеих моделей
показывают разный характер поведения. Для анти-
ферромагнитного случая на графиках зависимости
энергетических кумулянтов наблюдаются миниму-
мы в области температуры фазового перехода, кото-
рые уменьшаются с увеличением размеров системы
L. Для ферромагнитной модели такие минимумы не
наблюдаются. Заметим, что на вставке к рис. 6 b на-
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глядно видно, что тривиальная величина V ∗ → 2/3

при L→ ∞. Такое поведение, как отмечалось выше,
характерно для ФП второго рода.

Для более точного определения рода ФП мы ис-
пользовали гистограммный анализ данных метода
МК. В случае ФП первого рода на гистограмме
распределения энергии вблизи температуры пере-
хода наблюдается бимодальное распределение энер-
гии. Таким образом, на графике появляются два
максимума, расположенных симметрично относи-
тельно равновесного значения энергии. В случае
ФП второго рода должен наблюдаться один макси-
мум. На рис. 7 a, b представлены гистограммы рас-
пределения энергии для линейных размеров систе-
мы L = 120 в области температуры ФП для ферро-
магнитной и антиферромагнитной моделей.

На графиках зависимости вероятности P от
энергии системы E наблюдается один хорошо выра-
женный максимум, который свидетельствует о на-
личии в антиферромагнитной модели ФП второго
рода. Для ферромагнитной часовой модели подоб-
ный анализ показывает наличие одного максимума,
который позволяет нам утверждать, что в данной
модели точно не наблюдается ФП первого рода. Та-
кое поведение характерно для ФП второго рода. Од-
нако анализ магнитных структур основного состоя-
ния свидетельствует в пользу перехода типа Бере-
зинского – Костерлица – Таулеса (рис.4.).

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Проведено исследование фазовых переходов и
термодинамических свойств двумерной часовой мо-
дели на треугольной решетке с числом состояний
спина q = 5 с использованием алгоритма Ванга –
Ландау метода Монте-Карло. Анализ полученных
данных показывает, что для ферромагнитной часо-
вой модели на температурной зависимости теплоем-
кости наблюдаются два максимума. На основе ме-
тода кумулянтов Биндера и гистограммного метода
проведен анализ рода ФП данной модели. Обнару-
жено, что для ферромагнитной часовой модели про-
исходят два фазовых перехода типа Березинского –
Костерлица – Таулеса. Данные, полученные для ан-
тиферромагнитной часовой модели, свидетельству-
ют о том, что основное состояние системы силь-
но вырождено и в системе происходит ФП второго
рода. Показано, что антиферромагнитное обменное
взаимодействие ближайших соседей может повли-
ять на физические свойства часовой модели с q = 5

.
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