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Теория нуклеации ионных солей из водных растворов подвергается критическому анализу и дальнейшему

развитию в двух предельных случаях плохо и хорошо растворимых сильных электролитов. В случае плохо

растворимых солей с относительно большой длиной экранирования (по сравнению с радиусом критиче-

ского зародыша) классическая теория нуклеации модифицируется с учетом влияния заряда критического

зародыша на скорость нуклеации, которым пренебрегалось в более ранних моделях. В противополож-

ном пределе хорошо растворимых солей, характеризующихся относительно малой длиной экранирования,

влиянием заряда критического зародыша на скорость нуклеации можно с хорошей точностью пренебречь.

Однако расхождение с более ранними моделями, связанное в основном со значением предэкспоненци-

ального множителя, может достигать нескольких порядков.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Осаждение ионных солей (сильных электроли-
тов) из пересыщенного водного раствора заметно от-
личается от большинства других фазовых превра-
щений, поскольку эти кристаллы растут преимуще-
ственно за счет присоединения ионов, а не молекул
[1]. Так, при осаждении коллоидных частиц гало-
генида серебра (AgI) кристаллы растут не за счет
присоединения молекул иодида серебра, формирую-
щих кристалл, а в результате присоединения ионов
серебра и иода, и любая теория, описывающая заро-
дышеобразование (нуклеацию) и рост ионных кри-
сталлов, должна это отражать [2, 3].

При этом частицы малорастворимых неоргани-
ческих соединений в водных растворах, например,
частицы галогенидов серебра (AgI, AgCl или AgBr),
взвешенные в водном растворе, содержащем гало-
генид в качестве основного компонента, как прави-
ло, несут электрический заряд. Частицы приобрета-
ют поверхностный заряд за счет преимущественной
адсорбции или десорбции потенциал-определяющих
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ионов (ПОИ). Классической коллоидной суспензи-
ей, наиболее полно исследованной эксперименталь-
но, является золь иодида серебра, для которого
потенциал-определяющими ионами являются ионы
Ag+ и I− [4, 5].

Как правило, гомогенная нуклеация в водных
растворах рассматривается как доминирующий ме-
ханизм зародышеобразования, описываемый клас-
сической теорией нуклеации [6–8], которая с неко-
торыми модификациями может быть распростране-
на и на гетерогенную нуклеацию (ср. [9, 10]). Одна-
ко эффект поверхностного заряда зародышей обыч-
но считается несущественным (см., например, [3]) и
поэтому игнорируется в существующих моделях. В
настоящей статье, чтобы преодолеть это несоответ-
ствие существующих моделей применительно к ма-
лорастворимым коллоидам (таким как галогениды
серебра) с относительно большой длиной экраниро-
вания (по сравнению с радиусом критического заро-
дыша), классическая теория нуклеации будет моди-
фицирована с учетом влияния заряда критического
зародыша на скорость нуклеации.

В соответствии с общей теорией электролитов
(см., например, [11]), равновесие между твердой фа-
зой (s), состоящей из молекул MX, и водным рас-
твором (a), MX(s) = MX(a), в случае плоской и
незаряженной границы раздела фаз представляется
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через химические потенциалы молекул как

µ
(s)
MX = µ

(eq,∞)
MX , (1)

где µ
(s)
MX — химический потенциал молекул MX в

твердой фазе, µ(eq,∞)
MX — равновесный химический

потенциал молекул MX в водном растворе, а локаль-
ное равновесие между молекулами и ионами в рас-
творе,MX(a) =M+(a)+X−(a), представляется как

µMX = µM+ + µX− , (2)

где µi обозначает химический потенциал компонент,
i = M+, X−, MX , в водном растворе. Для солей
с очень низкой растворимостью (идеальные раство-
ры) химический потенциал равен

µi = µ
(0)
i + kT ln ci, (3)

где µi,0 и ci — стандартный химический потенциал
и концентрация частиц i в водном растворе, соот-
ветственно. Следовательно, условие равновесия (1)
можно представить в виде

c
(eq,∞)
MX = (1− α)C = Ks, (4)

где

C = cMX +
1

2
(cM+ + cX−)

— общая концентрация растворенного чистого элек-
тролита (cM+ = cX−); α — степень диссоциации рас-
творенных молекул MX; Ks — константа равновесия
фаз, тогда как локальное равновесие между молеку-
лами и ионами в растворе (в пространственной точ-
ке r) описывается соотношением

cMX (r) = KIcM+ (r) cX− (r) = KIα
2C2, (5)

где

KI = exp





(
µ
(0)

M+ + µ
(0)

X−
− µ

(0)
MX

)

kT





— константа ионной ассоциации, которую, в соот-
ветствии с уравнениями (4) и (5), можно связать с
α соотношением

KI =
(1 − α)

Cα2
.

В случае α→ 1, когда наибольшая часть раство-
ренного вещества диссоциирует с образованием сво-
бодных ионов, электролит является сильным. Этот

случай соответствует исчезающим значениям кон-
станты равновесия фаз, Ks → 0, и константы ион-
ной ассоциации, KI → 0, в то время как их отноше-
ние сохраняет конечное значение, определяемое как
произведение растворимости

Kc =
Ks

KI
.

Поэтому насыщенный раствор (находящийся в рав-
новесии с твердой фазой) описывается соотношени-
ем

c
(eq,∞)
M+ c

(eq,∞)
X−

= c∗2 = Kc = K−1
I c

(eq,∞)
MX , (6)

где c∗ = K
1/2
c — растворимость. В случае твердо-

го сферического выделения конечного радиуса R с
незаряженной поверхностью условие равновесия на
границе раздела описывается уравнением Гиббса–
Кельвина

µ
(eq,R)
MX = µ

(eq,∞)
MX +

2γΩ

R
=

= µ
(0)
MX + kT ln c

(eq,∞)
MX +

2γΩ

R
, (7)

где Ω — объем молекулы MX, или

c
(eq,R)
MX = c

(eq,∞)
MX exp

(
2γΩ

kTR

)
, (8)

и, таким образом, из уравнений (5) и (6) следует

cM+(R)cX−(R) = K−1
I c

(eq,R)
MX = c∗2 exp

(
2γΩ

kTR

)
,

(9)
где cM+(R) и cX−(R) — концентрации растворенных
ионов вблизи границы раздела фаз (т.е. на радиаль-
ном расстоянии от центра частицы r = R).

Для частицы с зарядом на поверхности химиче-
ский потенциал растворенных ионов на расстоянии
r → ∞ от частицы принимает вид ([4, 5])

µi = µ
(0)
i + kT ln ci + qi∆φ(∞), (10)

где qi = ±ze — заряд ионов i = M+, X− в растворе
(для AgI, z = 1, как будет предполагаться в даль-
нейшем),

∆φ(∞) =
Q

εR
— разность электрических потенциалов между твер-
дой фазой и жидкостью (на расстоянии r → ∞ от
поверхности),Q— поверхностный заряд, ε ≈ 80 (при
298 K [11]) — диэлектрическая проницаемость жид-
кости.
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Поверхностный заряд определяется через по-
верхностную концентрацию адсорбированных ПОИ
(M+ и X−) как (см., например, [5])

Q = 4πR2Γmaxqi
∑

i=+,−
θi, (11)

где θi = Γi/Γmax — степень покрытия поверхности
адсорбированными ионами, Γi — поверхностная кон-
центрация адсорбированных ионов (и Γmax — ее зна-
чение при полном покрытии).

Степень покрытия поверхности адсорбирован-
ными ионами θi можно рассчитать из условия
равновесия между адсорбированными и раство-
ренными ионами вблизи поверхности частицы,
M+(ad) = M+(a) и X−(ad) = X−(a) (см., напри-
мер, [2]), представленного в виде

µ
(ad)
i = µi(R), (12)

где µ(ad)
i — химический потенциал адсорбированных

ионов, рассчитываемый как (см., например, [5])

µ
(ad)
i = µ

(ad,0)
i + kT ln

[
θi

(1− θ+ − θ−)

]
, (13)

а µi(R) — химический потенциал растворенных
ионов вблизи поверхности частицы (радиуса
R ≫ 1 нм, как предполагается ниже), рассчитывае-
мый как

µi(R) = µ
(0)
i + kT ln ci(R). (14)

При подстановке (13) и (14) в (12) условие равно-
весия на поверхности частицы принимает вид изо-
термы Ленгмюра

θi
(1− θ+ − θ−)

= K
(i)
L ci(R), (15)

где

K
(i)
L = exp






(
µ
(0)
i − µ

(ad,0)
i

)

kT




 ,

а при относительно небольшом покрытии
поверхности, θi ≪ 1 (что будет подтверждено
дальнейшим анализом экспериментов, представлен-
ным в разд. 2.2), принимает вид закона Генри

θi ≈ K
(i)
L ci(R). (16)

При выводе уравнений (14)–(16) неявно предпола-
галось, что влияние электростатического потенциа-
ла на процессы адсорбции/десорбции пренебрежимо
мало. Действительно, полагая, что поверхностные
кинетические процессы происходят в пограничном

слое толщиной d, сравнимой со средним межмолеку-
лярным расстоянием в жидкости, d ≤ 1 нм ≪ R (на
внешней поверхности которого, r ≈ R+d ≈ R, опре-
деляются граничные концентрации ионов ci(R)), па-
дением электростатического потенциала в этом слое
∆φs можно пренебречь, если |ze∆φs| ≪ kT |ln ci(R)|.
Учитывая, что ci(R) ≪ 1, это требование консер-
вативно выполняется при условии 4π|σ|ed

εkT ≤ 1, или
|σ| ≤ εkT

4πed ≈ 20 мкКл/cм2 (для z = 1), что и будет
предполагаться в дальнейшем.

Экранирование поверхностного заряда в (рас-
сматриваемом) чистом электролите MX осуществ-
ляется либо растворенными ионами M+, X−, либо
продуктами диссоциации молекул воды H+ и OH−,
при этом длина экранирования характеризуется ра-
диусом Дебая,

RD ≈
(

εkT

4π
∑

i cie
2

)1/2

.

В случае AgI с K1/2
c ≈ 10−8 M (моль/дм3) экрани-

рование заряда частиц осуществляется в основном
ионами H+ и OH− (K1/2

c ≈ 10−7 M), так как их
концентрация на порядок превышает концентрацию
ионов электролита. В этом случае RD ≈ 1 мкм, и
для коллоидных частиц радиусом R ≪ RD ≈ 1 мкм
эффектом экранирования электростатического по-
тенциала частицы можно с хорошей точностью пре-
небречь.

Как показано ниже, критический радиус
ядра для сильных бинарных электролитов (с
cAg+ = cI− = c0) равен

R∗ =
2γΩ

kT ln (S2)
=

γΩ

kT lnS
,

где Ω ≈ 7 · 10−29 м3 — молекулярный объем AgI,
γ ≈0.1 Дж/м2 — поверхностное натяжение частиц
[12], T ≈ 300 К — характерная температура экс-
перимента [10], S = c0/c

∗ — степень пересыще-
ния, c∗ — растворимость (определяется уравнени-
ем (6)). Следовательно, для применимости класси-
ческой теории нуклеации (см. ниже), предполагаю-
щей n∗ = 4πR∗3/3Ω ≫ 1, или R∗ ≫ 0.25 нм, где n∗

— число молекул в критическом зародыше, следует
рассматривать относительно малые значения степе-
ни пересыщения

lnS ≪
(
4π

3

)1/3
γΩ2/3

kT
≈ 7,

или S ≪ 103. Это позволяет пренебречь эффектом
экранирования в широком диапазоне критических
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размеров зародышей 0.25 нм ≪ R∗ ≪ RD ≈ 1 мкм,
т.е. 2 · 10−3 ≪ lnS ≪ 7 или 2 · 10−3 ≪ δ ≪ 103 (где
δ ≡ S−1 — относительный коэффициент пересыще-
ния), что хорошо соответствует экспериментальным
условиям (см. [10]).

2. МАЛОРАСТВОРИМЫЕ СОЛИ

2.1. Ионный транспорт и заряд коллоидных
частиц

В случае малорастворимых сильных электроли-
тов с R ≪ RD уравнение диффузии для ионов,
мигрирующих в неэкранированном электростатиче-
ском потенциале ϕ(r) = Q/εr, создаваемом сфериче-
ской заряженной частицей радиуса R с поверхност-
ным зарядом Q, в стационарном режиме принимает
вид

∂ci
∂t

= Di
1

r2
∂

∂r

(
r2
(
∂ci
∂r

− qici
kT

∂ϕ

∂r

))
≈ 0, (17)

где i = ± обозначает соответственно положитель-
ные (M+) и отрицательные (X−) ионы (с зарядом
q± = ±e), с граничным условием вдали от частицы

ci(∞) = c0,i, (18)

и имеет решение [13]

ci(r) = c0,ie
− qiϕ(r)

kT


1− Φi

4πDic0,i

∞∫

r

e
qiϕ(x)

kT x−2dx


 =

= c0,ie
− qiQ

εkTr − Φi

4πDi

εkT

qiQ

(
1− e−

qiQ

εkTr

)
. (19)

Здесь поток ионов Φi является первым интегралом
уравнения (17), который рассчитывается как

Φi = −4πDi
qiQ

εkT

(
ci(R)− c0,ie

− qiQ

εkTR

)
×

×
(
1− e−

qiQ

εkTR

)−1

. (20)

Конгруэнтный рост частицы (с сохранением сте-
хиометрии MX) в стационарном режиме происходит
при условии

Φ+ = Φ− = Φ, (21)

которое определяет скорость роста частиц,

4πR2

Ω

dR

dt
= Φ. (22)

В этом случае из уравнения (19) следует

c+(R) = c0,+e
− eQ

εkTR − Φ

(
1− e−

eQ
εkTR

)

4πD+
eQ
εkT

, (23)

c−(R) = c0,−e
eQ

εkTR +Φ

(
1− e

eQ
εkTR

)

4πD−
eQ
εkT

, (24)

где заряд частицы Q рассчитывается из уравнения
(11) как

Q = 4πR2Γmaxqi
∑

i=+,−
θi =

= 4πR2e
[
c+(R)K̃

(+)
L − c−(R)K̃

(−)
L

]
, (25)

θi определяется уравнением (16), и

K̃
(±)
L = K

(±)
L Γmax.

При Q→ 0 из уравнений (23) и (24) получается

c±(R) → c0,± − Φ

4πD±R

или
Φ → 4πD±R [c0,± − c±(R)] .

В предположении, что в экспериментах по определе-
нию точки нулевого заряда (ТНЗ) кристаллов иоди-
да серебра (см., например, [14], также обсуждает-
ся в [4]) коллоидные частицы, выпадающие из со-
старенных растворов, были относительно большими
(R ≫ 1 нм) и близки к равновесию с окружающим
раствором и поэтому не росли (т. е. Φ → 0), получа-
ем

c±(R) → c0,±.

Следовательно, ТНЗ можно оценить с помощью
уравнения (25) как

Qpzc = 4πR2e
[
c0,+K̃

(+)
L − c0,−K̃

(−)
L

]
= 0. (26)

Принимая во внимание, что ТНЗ измеряли в [14]
при

c0,+ ≡ cpzc,+ ≈ 10−5.2моль/дм3,

c0,− ≡ cpzc,− ≈ 10−10.6моль/дм3,

получаем
K̃

(+)
L

K̃
(−)
L

≈ 10−5.4 ≪ 1,

и, таким образом, первым членом в правой части
уравнения (25) можно с хорошей точностью пре-
небречь в случае, когда отношение c−(R)/c+(R) не
очень мало (как это происходит в расчетах ниже),
что приводит к

Q ≈ −4πR2ec−(R)K̃
(−)
L . (27)

5 ЖЭТФ, вып. 6
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В свою очередь K̃(−)
L можно оценить из измере-

ний плотности поверхностного заряда на поверхно-
сти частиц иодида серебра в тех же экспериментах
[14] при pAg ≈ pI ≈ 8 (т.е. c0,+ ≈ c0,− ≈ c0 ≈ 10−8

моль/дм3) в растворе с высокой концентраци-
ей индифферентного электролита, равной 1М
(моль/дм3), что обеспечивает малую длину экрани-
рования (толщину двойного электрического слоя)
по сравнению с радиусом частицы, RD ∼ 1 нм ≪ R,
и, таким образом, позволяет пренебречь электро-
статическим потенциалом в уравнении диффузии
(17) с хорошей точностью (см. разд. 3 ниже). В
этом случае

c±(R) = c0 −
Φ

4πD±

(см. уравнение (65) ниже), которое для стаби-
лизированных частиц в состаренном растворе (с
Φ → 0) принимает вид c−(R) ≈ c0. В этих экспери-
ментах плотность поверхностного заряда составила
σ ≈ 3 мкКл/см2 (см. рис. 7.15 в [4]), что позволяет
по формуле (27) оценить

K̃
(−)
L ≈ − σ

ec0
≈ 3 · 10−2 м.

В типичных условиях экспериментов по за-
родышеобразованию в чистых электролитах,
cM+ = cX− = c0 (см., например, [10, 15]), граничное
условие (18) следует упростить до c0,i = c0 с такой
же заменой во всех последующих уравнениях.

2.2. Диффузионно-управляемый режим

В приближении диффузионно-управляемой ки-
нетики, которое обычно принимают для роста кри-
сталлов из раствора [16] (см. также обсуждение в
[2]), на поверхности частицы (r = R) поддерживает-
ся локальное равновесие,

µMX(R) = µ
(eq,R)
MX , (28)

что, принимая во внимание уравнение (7), приводит
к соотношению

c+(R)c−(R) = c∗2e
2γΩ
kTR . (29)

Вблизи критического размера R ≈ R∗, где частицы
близки к равновесию с водным раствором, потоки
близки к нулю,

Φ+ = Φ− = Φ ≈ 0. (30)

Подставив уравнения (23) и (24) (с c0,− = c0,+ = c0)
в (29) и пренебрегая малыми членами ∝ Φ2, получа-
ем

Φ = −4πc0
eQ

εkT
×

× D−D+

D−
[
1− e

eQ
εkTR

]
−D+

[
1− e−

eQ
εkTR

]×

×
[
1− S−2e

2γΩ
kTR

]
=

= Φc − Φe, (31)

где S = c0/c
∗ — степень пересыщения, Φc — по-

ток захвата (или конденсации) ионов, а Φe — поток
эмиссии (или испарения) ионов.

При подстановке уравнений (24) и (31) в (27) по-
лучается уравнение для заряда частицы

Q(R) ≈ −4πR2eK̃
(−)
L c0

{
e

eQ
εkTR−

−
D+

[
1− e

eQ
εkTR

]

D−
[
1− e

eQ
εkTR

]
−D

+

[
1− e−

eQ
εkTR

]×

×
[
1− S−2e

2γΩ
kTR

]}
, (32)

решение которого необходимо подставить в (31),
чтобы найти Φ.

Следует отметить, что ненулевой заряд Q(R) из-
менит свободную энергию образования частиц,

∆G0(R) =
4π

3
R3
(
µ
(s)
MX − µMX

)
+ 4πγR2 +

Q2

2εR
,

и, таким образом, изменит условие равновесия
Гиббса–Кельвина (7), которое выводится из усло-
вия экстремума

d∆G0(R)

dR
= 0,

с учетом
MX(s) = µ

(eq,∞)
MX .

Однако этим изменением можно с хорошей точно-
стью пренебречь вблизи критической точки R ≈ R∗,
принимая во внимание относительно малый вклад в
свободную энергию электростатической энергии за-
ряженного критического зародыша по сравнению с
его поверхностной энергией,

Q∗2

2εR∗ ≪ 4πγR∗2,

для рассчитанных ниже в разд. 2.3 значений Q∗ в
рассматриваемом диапазоне критического радиуса
0.25 нм ≪ R∗ ≪ 1 мкм.
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2.3. Скорость зарождения

Согласно классической теории нуклеации [6, 7],
адаптированной к рассматриваемому случаю силь-
ных электролитов, скорость зарождения рассчиты-
вается как

Ṅ ≈




∞∫

0

dn

ωρ0(n)




−1

≈ ω∗ρ0 (n
∗)Z, (33)

где ρ0(n) – равновесная функция распределения за-
родышей (n-меров, состоящих из n молекул MX) с
радиусами Rn = (3Ωn/4π)1/3 по размерам; n∗ — чис-
ло молекул MX (мономеров) в критическом заро-
дыше; ω∗ — скорость присоединения ионов ((M+ и
X−) из водного раствора (метастабильной фазы) к
критическому зародышу радиуса R∗ = R (n∗); Z —
неравновесный фактор Зельдовича [8]. В этой тео-
рии зародышеобразование описывается перемеще-
нием частиц в фазовом пространстве размеров n,
при этом скорость зародышеобразования рассчиты-
вается как стационарный поток частиц между сосед-
ними размерными классами. В текущей задаче ста-
ционарный поток Φn зародышей между соседними
размерными классами n и n − 1 может быть пред-
ставлен как

Φn = Φ(c)
n − Φ(e)

n = ωn−1ρ(n− 1)− ω
′

nsnρ(n), (34)

где Φ
(c)
n — (конгруэнтный) поток ионов каждого ти-

па (положительных или отрицательных), конденси-
рующихся на частицах размером n− 1 с концентра-
цией зародышей ρ(n − 1), а Φ

(e)
n – эмиссионный по-

ток ионов от зародышей размером n с концентра-
цией ρ(n). В соответствии с определением потоков
конденсации и эмиссии в уравнении (31), скорость
захвата (конденсации) ионов n-мером рассчитыва-
ется как

ωn = −4πc0
eQ

εkT
×

× D−D+

D−
[
1− e

eQ
εkTR

]
−D+

[
1− e−

eQ
εkTR

] , (35)

а скорость эмиссии (испарения) ионов n-мером как

ω
′

n = ωnS
−2e

2γΩ
kTRn . (36)

Следовательно, равновесная функция распределе-
ния по размерам ρ0(n), соответствующая условию
Φn = 0 при всех n, подчиняется условию равнове-
сия

ωn−1ρ0(n− 1)− ω
′

nρ0(n) = 0. (37)

Для самосогласованности приведенных выше выра-
жений для ωn и ω

′

n, полученных в диффузионном
(континуальном) приближении для больших ядер,
n≫ 1, можно пренебречь различием скоростей кон-
денсации на ядрах соседних (дискретных) классов,
ωn ≈ ωn−1, что приводит к рекуррентному соотно-
шению

ρ0(n− 1)

ρ0(n)
≈ ω

′

n

ωn
= S−2e

2γΩ
kTRn , (38)

которое согласуется с условием равновесия Гиббса–
Кельвина (7). Оно соответствует термодинамическо-
му равновесию на границе раздела и поэтому не
зависит от кинетического механизма массоперено-
са между двумя фазами (осуществляемого либо за
счет переноса молекул МХ, либо за счет конгруэнт-
ного переноса ионов M+ и X−).

Это соотношение можно использовать для на-
хождения ρ0(n) (см., например, [17]),

ρ0(1)

ρ0(n)
=
ρ0(1)

ρ0(2)

ρ0(2)

ρ0(3)
. . .

ρ0(n− 1)

ρ0(n)
≈

≈ 1

S2(n−1)
exp

[(
4π

3

)1/3
2γΩ2/3

kT

n∑

i=2

i−1/3

]
≈

≈ 1

S2(n−1)
exp



(
4π

3

)1/3
2γΩ2/3

kT

n∫

0

i−1/3di


 , (39)

где ρ0(1) — количество мономеров (молекул MX) в
растворе, которое, в соответствии с уравнением (5),
равно cMX = KIc

2
0. Это приводит к соотношению

ρ0(n) = KIc
2
0S

2(n−1) exp

[
−3γΩ

kT

(
4π

3Ω

)1/3

n2/3

]
=

= KIc
2
0 exp

[
−3γΩ

kT

(
4π

3Ω

)1/3

n2/3 + 2(n− 1) lnS

]
,

(40)

которое в рассматриваемом пределе n ≫ 1 можно
представить в виде

ρ0(n) ≈ KIc
2
0 exp

[
−3γΩ

kT

(
4π

3Ω

)1/3

n2/3 + 2n lnS

]
=

= KIc
2
0 exp

(
−∆G0(n)

kT

)
, (41)

где

∆G0(n) = 3γΩ

(
4π

3Ω

)1/3

n2/3 − 2kTn lnS, (42)

что совпадает со свободной энергией образования
кластеров (без учета поверхностного заряда, в соот-
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ветствии с предположением о несущественном вкла-
де электростатической энергии в ∆G0(n), приведен-
ном выше в разд. 2.2 и подтвержденным численной
оценкой ниже).

Небольшое расхождение между показателями
экспоненты в уравнениях (40) и (41), n↔ n−1, воз-
никло из-за упрощений при выводе уравнения (40),
связанных с неприменимостью уравнения (39) для
малых n. Однако в критической точке эта поправка
имеет относительную погрешность

2kT lnS

∆G0 (n∗)
=

2

n∗ ≪ 1,

и поэтому ею можно с хорошей точностью прене-
бречь, в соответствии с более точным термодинами-
ческим рассмотрением (см. [18]).

Критическое значение n∗ вычисляется из усло-
вия экстремума
(
dρ0(n)

dn

)

n=n∗

= −ρ0 (n∗)
1

kT

(
d∆G0(n)

dn

)

n=n∗

= 0,

как

n∗ =
4π

3

( γ

kT lnS

)3
Ω2, (43)

или

R∗ =
γΩ

kT lnS
, (44)

и, таким образом,

∆G∗
0 ≡ ∆G0 (n

∗) =
4πγ3Ω2

3(kT )2 ln2 S
, (45)

что приводит к соотношению

ρ0 (n
∗) ≈ KIc

2
0 exp

[
− 4πγ3Ω2

3(kT )3 ln2 S

]
. (46)

Неравновесный фактор Зельдовича Z вычисляется
в приближении Фоккера-Планка седловым методом
путем разложения показателя ∆G0(n) под интегра-
лом в окрестности резкого максимума при n = n∗ и
пренебрегая гораздо более медленной зависимостью
предэкспоненциального множителя от n (см. [8]),

Z =

[
− 1

2πkT

(
d2∆G0(n)

dn2

)

n=n∗

]1/2
=

=
(kT )3/2 ln2 S

2πγ3/2Ω
. (47)

Скорость конденсации в критической точке выво-
дится из уравнения (35) как

ω∗ = −4πc0
eQ∗

εkT
×

× D−D+

D−
[
1− e

eQ
εkTR

]
−D+

[
1− e−

eQ
εkTR

] , (48)

где Q∗ является решением уравнения (32) при
R = R∗, которое с учетом соотношения

S−2 exp

(
2γΩ

kTR∗

)
− 1 = 0

(см. (44)), принимает вид

− eQ∗

εkTR∗ = λR∗ exp

(
eQ∗

εkTR∗

)
, (49)

где

λ = 4π
e2K̃

(−)
L

εkT
c0 ≈ 2 · 109 м−1.

В области применимости теории нуклеации
0.25 нм ≪ R∗ ≪ 1 мкм (см. разд. 1) решение
уравнения (49) для заряда Q∗ является отрица-
тельной величиной, изменяющейся в пределах
1 ≪ |Q∗/e| ≪ 6.5 · 103, рис. 1, при этом поверх-
ностная плотность заряда изменяется в пределах
1 мкКл/см2 ≫ |σ∗| ≫ 8.2 · 10−3 мкКл/см2, рис. 2.

Следует обратить внимание, что эти значения со-
ответствуют относительно небольшим покрытиям,
θ+ ≪ θ− ≪ 1, как предполагалось в уравнении (16),
и относительно малой электростатической энергии
критического зародыша

Q∗2

2εR∗ ≪ 4πγR∗2,

как предполагалось в разд. 2.2.
В итоге окончательное выражение для скорости

нуклеации принимает вид

Ṅ = −2
(kT )1/2

γ3/2Ω
KIc

3
0

eQ∗

ε
ln2 S×

× D−D+

D−
[
1− e

eQ
εkTR

]
−D+

[
1− e−

eQ
εkTR

]×

× exp

[
− 4πγ3Ω2

3(kT )3 ln2 S

]
, (50)

которое можно использовать для анализа экспери-
ментальных наблюдений.

2.4. Сравнение с предшествующими
моделями

Для облегчения сравнения с выражениями из ли-
тературы, полученными без учета заряда частиц,

сначала рассмотрим предел
∣∣∣ eQ∗

εkTR∗

∣∣∣ ≪ 1, в котором

уравнение (50) преобразуется к виду
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Рис. 1. Зависимость поверхностного заряда Q∗ от

радиуса критического зародыша R∗, рассчитанная по

формуле (49)

Рис. 2. Зависимость плотности поверхностного заряда

σ∗ = Q∗/4πR∗2 от радиуса критического зародыша R∗,

рассчитанная по формуле (49)

Ṅ ≈ 2

(
kT

γ

)1/2
D−D+

D− +D+
KIc

3
0 lnS×

× exp

[
− 4πγ3Ω2

3(kT )3 ln2 S

]
, (51)

имеющее кубическую зависимость от концентрации
ионовKIc

3
0, отличную от c7/30 v1/3 в [10, 15] и от c0v−1

в [19], где v ≈ 10−28–10−29 м3 — объем молекулы рас-
творителя, c0 ≈ 6 · 1018 м−3 для AgI. Измеренные

значения KI для большинства малорастворимых со-
лей находятся в диапазоне 103–105 M−1 (например,
≈ 105 M−1 для AgBr, ≈ 103 M−1 для AgCl и BaSO4

[20] (см. также [21]), ≈ 104 M−1 для AgI [22]). Это
приводит к занижению скорости нуклеации пример-
но в 101–102 раз в модели [10, 15] и завышению при-
мерно в 1011 раз в модели [19].

Однако в области применимости теории нуклеа-
ции, 0.25 нм ≪ R∗ ≪ 1 мкм, влиянием заряда кри-
тического зародыша Q∗ на скорость зародышеобра-
зования пренебрегать нельзя. Действительно, в со-
ответствии с приведенной выше оценкой (49), пара-
метр

β = exp(−α) = exp

(
eQ∗

εkTR∗

)

изменяется в пределах 2 · 10−2 ≤ β ≤ 2 · 10−1 при
2 · 10−3 ≪ lnS ≪ 7, как видно из рис. 3, и, таким
образом, первым членом в знаменателе уравнения
(50) можно с хорошей точностью пренебречь, что
приводит к выражению

Ṅ ≈ β2

(
kT

γ

) 1
2

D−KIc
3
0 lnS×

× exp

[
− 4πγ3Ω2

3(kT )3 ln2 S

]
. (52)

Поэтому множитель β, связанный с зарядом за-
родыша, практически компенсирует расхождение
между предэкспоненциальными множителями в
уравнении (52) и в модели [10, 15], в связи с чем
можно ожидать хорошее согласие между предска-
заниями новой модели и измерениями (рассмот-
ренными в [10]). С другой стороны, расхождение
с предсказаниями [19] еще больше возрастет, если
учесть влияние заряда зародыша.

Применительно к водному раствору BaSO4

(c0 ≈ 10−5 M≈ 6 · 1021 м−3) при степени пе-
ресыщения S =(1–4)·103, т.е. c∗ ≈ 1024 м−3, в
экспериментах [23, 24], рассматриваемых в [19],
влияние заряда становится малым, β ≈ 1. Однако
классическая теория нуклеации в данном случае
неприменима, так как R∗ ≈ 0.2 нм и n∗ ≤ 1, т.е. не
выполняется ключевое требование теории n∗ ≫ 1,
а значит, анализ [19] становится неприменимым.
Та же проблема возникает и в других коллоидных
системах (с критическим размером в несколько
ангстрем), рассматриваемых в [3]. Поскольку в
этих системах критический зародыш состоит всего
из нескольких молекул, проблему следует рассмат-
ривать микроскопически, т.е. в атомистическом
подходе (обзор которого содержится, например,
в [25]).
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Рис. 3. Зависимости параметров α = − eQ∗

εkTR∗ и

β = e−α = e
eQ∗

εkTR∗ от критического радиуса R∗, рассчи-

танные по формуле (49)

2.5. Режим, контролируемый поверхностной
реакцией

В рассмотренном выше диффузионно-
управляемом режиме предполагалось локальное
равновесие на поверхности частицы, характери-
зующееся равновесным значением химического
потенциала молекул MX вблизи поверхности
частицы, µMX(R) = µ

(eq)
MX (см. уравнение (28)).

В более общем подходе локальное равновесие на
поверхности частицы не предполагается, поэтому
необходимо учитывать конечную скорость поверх-
ностной реакции (см. [10]). В соответствии с общими
принципами необратимой термодинамики, при ма-
лом отклонении от состояния равновесия на поверх-
ности частицы, характеризуемом величиной

∆µMX = µMX(R)− µ
(eq)
MX ≪ µ

(eq)
MX ,

в пограничном слое жидкости вблизи межфазной
границы возникает поток массы, пропорциональный
этому отклонению,

Φ = 4πR2kr
∆µMX

kT
= 4πR2kr ln

cMX(R)

c
(eq,R)
MX

≈

≈ 4πR2kr
cMX(R)− c

(eq,R)
MX

c
(eq,R)
MX

, (53)

где kr — кинетическая константа, или константа по-
верхностной реакции. Несмотря на то, что уравне-
ние (53) выражается через химический потенциал

молекул MX, кинетический механизм массоперено-
са между двумя фазами реализуется конгруэнтным
переносом ионовM+ иX− (см. комментарии к урав-
нению (38)).

В этой ситуации диффузионный поток к части-
це можно рассчитать из уравнений массопереноса,
представленных в разд. 2.1, но с новым граничным
условием

c+(R)c−(R) = K−1
I cMX(R), (54)

где, в отличие от уравнения (29), граничная кон-
центрация молекул MX, cMX(R), не считается рав-
новесной, µMX(R) 6= µ

(eq)
MX . Это граничное условие

приводит к модифицированному выражению для
конгруэнтных потоков ионов вместо уравнения (31),

Φ+ = Φ− = Φ ≈ −4πRc0
eQ

εkTR
×

× D−D+

D−
[
1− e

eQ
εkTR

]
−D+

[
1− e−

eQ
εkTR

]×

×
[
1− 1

KIc20
cMX(R)

]
, (55)

которые должны сшиваться с кинетическим пото-
ком на границе раздела, представленным в уравне-
нии (53),

Φ = A

[
1− 1

KIc
2
0

cMX(R)

]
=

= 4πR2kr

[
cMX(R)− c

(eq)
MX

c
(eq)
MX

]
, (56)

где

A = −4πRc0
eQ

εkTR
×

× D−D+

D−
[
1− e

eQ
εkTR

]
−D+

[
1− e−

eQ
εkTR

] ,

и
c
(eq,R)
MX = KIc

∗2e
2γΩ
kTR .

Решением уравнения (56) является

cMX(R) = c
(eq,R)
MX

A+ 4πR2kr[
4πR2kr +AS−2 exp

(
2γΩ
kTR

)] ,

(57)
которое после подстановки в уравнение (53) приво-
дит к соотношению

Φ = 4πR2krA
1− S−2 exp

(
2γΩ
kTR

)

4πR2kr +AS−2 exp
(

2γΩ
kTR

) . (58)

838



ЖЭТФ, том 163, вып. 6, 2023 К теории нуклеации ионных солей из водных растворов

В пределе
4πR2kr
A

→ ∞,

соответствующем диффузионно-управляемому ре-
жиму, уравнение (58) корректно сводится к урав-
нению (31), а в противоположном пределе режима,
контролируемого поверхностной реакцией,

4πR2kr
A

→ 0,

принимает вид

Φ ≈ 4πR2kr

[
S2 exp

(
− 2γΩ

kTR

)
− 1

]
. (59)

Поверхностный заряд частицы в этом режиме рас-
считывается путем подстановки (59) в (27),

Q ≈ −4πR2ec−(R)K̃
(−)
L = −4πR2eK̃

(−)
L ×

×
{
c0e

eQ
εkTR + kr

[
S2 exp

(
− 2γΩ

kTR

)
− 1

]
× .

×

(
1− e

eQ
εkTR

)

4πD−
eQ
εkT

}
, (60)

что для критического радиуса R = R∗, подчиняю-
щегося соотношению

S−2 exp

(
2γΩ

kTR∗

)
− 1 = 0,

дает

Q∗ = −4πR∗2eK̃(−)
L c0 exp

(
eQ∗

εkTR∗

)
, (61)

что совпадает с уравнением (49), полученным
для диффузионно-управляемого режима, и, та-
ким образом, описывается зависимостью Q∗ (R∗),
представленной на рис. 1. Однако, в отличие от
диффузионно-управляемого режима, поверхност-
ный заряд не влияет на скорость нуклеации (в
принятом приближении относительно низкой плот-
ности поверхностного заряда |σ| ≤ 20 мкКл/см2,
см. комментарии к уравнению (16), которое заве-
домо выполняется для критического зародыша, см.
рис. 2).

Действительно, поскольку скорость конденсации
для критического зародыша, полученная из уравне-
ния (59), равна

ω∗ = 4π

(
γΩ

kT lnS

)2

kr, (62)

скорость зародышеобразования в режиме, контро-
лируемом поверхностной реакцией, принимает вид

Ṅ ≈ 2kr

( γ

kT

)1/2
KIc

2
0Ωexp

[
− 4πγ3Ω2

3(kT )3 ln2 S

]
. (63)

Поскольку в режиме, контролируемом поверхност-
ной реакцией, скорость зародышеобразования не за-
висит от поверхностного заряда, уравнение (63) ока-
зывается применимым во всем диапазоне длин экра-
нирования и, таким образом, не зависит от раство-
римости сильных электролитов (т.е. применимо как
для малорастворимых, так и для хорошо раствори-
мых солей).

3. ХОРОШО РАСТВОРИМЫЕ СОЛИ

В пределе хорошо растворимых коллоидов с
c∗ ≥ 1 M, например, KCl, NaCl, KNO3, длина экра-
нирования (толщина двойного электрического слоя)
оценивается как RD ∼ 0.25 нм и оказывается малой
по сравнению с радиусом зародыша, R ≫ 0.25 нм
(см. разд. 1), т.е.RD ≪ R. В этом случае электроста-
тическим потенциалом в уравнении диффузии (17)
с хорошей точностью можно пренебречь, так что его
решение (20) значительно упрощается и приводит к
выражению

Φi = −4πDiR [ci(R)− c0] . (64)

При условии (21) конгруэнтного роста частиц (с
сохранением стехиометрии MX) в стационарном
режиме, граничные концентрации рассчитываются
как

c±(R) = c0 −
Φ

4πD±R
. (65)

Подставляя эти значения в граничное условие
(29) и пренебрегая в окрестности критического ра-
диуса R ≈ R∗ членами второго порядка малости по
Φ, вместо (31) получаем

Φ ≈ 4πRc0
D−D+

D+ +D−

[
1− S−2 exp

(
2γΩ

kTR

)]
. (66)

Таким образом, все результаты разд. 2 для
диффузионно-управляемого режима могут быть
воспроизведены формальной заменой Q = 0,
что приводит к уравнению, эквивалентному (51)

(полученному в пределе
∣∣∣ eQ∗

εkTR∗

∣∣∣≪ 1),

Ṅ ≈ 2

(
kT

γ

)1/2
D−D+

D− +D+
KIc

3
0 lnS exp

[
− 4πγ3Ω2

3(kT )3 ln2 S

]
.

(67)
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Основное расхождение с предшествующими моделя-
ми в этом случае связано со значением предэкспо-
ненциального множителя, как обсуждалось выше в
разд. 2.4.

Для хорошо растворимых коллоидов су-
ществует только первое ограничение теории
зародышеобразования, n∗ ≫ 1, что приводит к
ограничению для степени пересыщения, S ≪ 103.
Однако при более высоких степенях пересыщения
критический зародыш состоит из нескольких мо-
лекул и, следовательно, должен рассматриваться в
рамках атомистического подхода.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Критически анализируется и развивается теория
нуклеации ионных солей-сильных электролитов из
водных растворов. Показано, что для применимо-
сти классической теории нуклеации (предполагаю-
щей для размера критического зародыша n∗ соот-
ношение

n∗ =
4πR∗3

3Ω
≫ 1,

или R∗ ≫ 0.25 нм) можно рассматривать толь-
ко относительно небольшие степени пересыщения,
S ≪ 103.

В случае малорастворимых солей с относитель-
но большой длиной экранирования RD ≫ R∗

(где RD ≈ 1 мкм для AgI) классическая тео-
рия нуклеации должна быть модифицирована
с учетом влияния заряда критического зароды-
ша Q∗ на скорость зародышеобразования. Для
диффузионно-управляемого режима роста частиц
показано, что в области применимости модели
0.25 нм ≪ R∗ ≪ RD ≈ 1 мкм (или 2·10−3 ≪ δ ≪ 103,
где δ = S − 1 — относительный коэффициент пере-
сыщения), дополнительный экспоненциальный мно-
житель

β = exp

(
eQ∗

εkTR∗

)
,

не учитываемый в более ранних моделях и плавно
изменяющийся с δ в диапазоне 2 ·10−2 ≤ β ≤ 2 ·10−1,
заметно снижает скорость нуклеации.

Сравнение с более ранними исследованиями по-
казывает, что основное расхождение с моделью [19]
связано с предэкспоненциальным множителем, ко-
торый приводит к дополнительному завышению
скорости нуклеации в [19] примерно в 1011 раз. В мо-
дели [10, 15], напротив, предэкспоненциальный мно-
житель занижен примерно в 101–102 раз, что, одна-
ко, хорошо компенсируется экспоненциальным мно-
жителем β (не учитываемым в [10, 15]). По этой

причине можно ожидать хорошего согласия между
предсказаниями новой модели и измерениями (ана-
лизируемыми в [10]).

Модель может быть расширена для рассмотре-
ния более общего случая конечной скорости поверх-
ностной реакции. В частности, показано, что в пре-
дельном случае роста частиц, контролируемом по-
верхностной реакцией, заряд поверхности не влияет
на скорость зародышеобразования.

Аналогичный вывод сделан для хорошо рас-
творимых солей, для которых характерна от-
носительно небольшая длина экранирования
RD ∼ 0.25 нм ≪ R∗. При этом основное расхожде-
ние с более ранними моделями связано со значением
предэкспоненциального фактора в выражении для
скорости зародышеообразования, которое может до-
стигать нескольких порядков величины.
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