
ÆÝÒÔ, 2023, òîì 163, âûï. 4, ñòð. 514�523 © 2023

ÍÅËÈÍÅÉÍÛÉ ÏÀ�ÀÌÅÒ�È×ÅÑÊÈÉ �ÅÇÎÍÀÍÑ Â

Ï�ÎÑÒÅÉØÅÉ ÌÎÄÅËÈ ÑÎËÍÅ×ÍÎ�Î ÄÈÍÀÌÎ

À. Þ. Ñåðåíêîâà

a*
, Ä. Ä. Ñîêîëîâ

a,c
, Å. Â. Þøêîâ

a,b,c**

a
Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà, �èçè÷åñêèé �àêóëüòåò

119991, Ìîñêâà, �îññèÿ

b
Èíñòèòóò êîñìè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê

117997, Ìîñêâà, �îññèÿ

c
Ìîñêîâñêèé öåíòð �óíäàìåíòàëüíîé è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè

119991, Ìîñêâà, �îññèÿ

Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 21 îêòÿáðÿ 2022 ã.,

ïîñëå ïåðåðàáîòêè 23 íîÿáðÿ 2022 ã.

24 íîÿáðÿ 2022 ã.

Èññëåäóþòñÿ ñâîéñòâà íåëèíåéíîãî ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà íà ïðèìåðå ðàáîòû ìàëîìîäîâîé

äèíàìî-ìîäåëè Ïàðêåðà. Äàííàÿ ìîäåëü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèñòåìó èç ÷åòûðåõ îáûêíîâåííûõ äè�-

�åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è â ïðîñòåéøåì ïðèáëèæåíèè îïèñûâàåò ïðîöåññû ãåíåðàöèè è îñöèëëÿöèè

êðóïíîìàñøòàáíûõ ìàãíèòíûõ ïîëåé â çâåçäíûõ ñèñòåìàõ. Â îòñóòñòâèå íåëèíåéíûõ ý��åêòîâ ðàññìàò-

ðèâàåìàÿ çàäà÷à, ïî àíàëîãèè ñ ñèñòåìîé ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé, äîïóñêàåò àñèìïòîòè÷åñêîå âûäå-

ëåíèå êðàòíûõ ðåçîíàíñíûõ ÷àñòîò. Îäíàêî íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî íà ïåðâûé âçãëÿä íà ýòèõ ÷àñòîòàõ

ðàçóìíî îæèäàòü óñèëåíèÿ àìïëèòóäû è â íåëèíåéíîì ñëó÷àå, ïðîäåìîíñòðèðîâàíî, ÷òî ïðè íàëè÷èè

íåëèíåéíûõ ñëàãàåìûõ ïîâåäåíèå ñèñòåìû ñóùåñòâåííî áîëåå ñëîæíîå. Â ÷àñòíîñòè, íà ðåçîíàíñíûõ

èëè ìàëûõ ÷àñòîòàõ ìîæåò íàáëþäàòüñÿ ïîäàâëåíèå ãåíåðàöèè, â òî âðåìÿ êàê óñèëåíèå ïðîèñõîäèò â

íåïîñðåäñòâåííîé áëèçîñòè îò ðåçîíàíñà èëè íà äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ÷àñòîòàõ. Îáñóæäàþòñÿ ïðè÷èíû

òàêîãî ïîâåäåíèÿ, à òàêæå âîçìîæíîñòü âëèÿíèÿ ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà íà óñòàíîâëåíèå ïëàíåòàð-

íûõ äèíàìî-öèêëîâ.
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1. ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Ïðîâåäåííîå â íàñòîÿùåé ðàáîòå èññëåäîâàíèå

îòòàëêèâàåòñÿ îò ñëåäóþùåãî çàìå÷àòåëüíîãî �àê-

òà. Ïåðèîä ìàãíèòíîé ñîëíå÷íîé àêòèâíîñòè, èç-

âåñòíîé êàê 11-ëåòíèé ñîëíå÷íûé öèêë, ïðàêòè-

÷åñêè ñîâïàäàåò ñ ïåðèîäîì îáðàùåíèÿ Þïèòåðà.

Ýòîò �àêò íåîäíîêðàòíî îòìå÷àëñÿ â ëèòåðàòó-

ðå, òàê, íàïðèìåð, èñòîðèÿ âîïðîñà îáñóæäàåòñÿ â

íåäàâíî îïóáëèêîâàííîé ðàáîòå [1℄ è â ïðèâåäåí-

íûõ òàì èñòîðè÷åñêèõ ññûëêàõ. Çàìàí÷èâûì êàæåò-

ñÿ ïðåäïîëîæèòü ïðè÷èííóþ ñâÿçü ìåæäó ýòèìè ÿâ-

ëåíèÿìè, ò.å. ñ÷èòàòü, ÷òî ñëàáîå âëèÿíèå Þïèòåðà

ÿâëÿåòñÿ �èçè÷åñêîé ïðè÷èíîé ñîëíå÷íîãî öèêëà.

*

E-mail: serenkova.ai19�physis.msu.ru

**

E-mail: yushkov.msu�mail.ru

Òàêîå ïðåäïîëîæåíèå ìíîãîêðàòíî äåëàëîñü â ðÿ-

äå ðàáîò ïðîøëûõ ëåò, âïðî÷åì, äåëàåòñÿ è â íà-

ñòîÿùåå âðåìÿ, òàê â êà÷åñòâå îäíîé èç ïîñëåäíèõ

ìîæíî óïîìÿíóòü ðàáîòó [2℄. È õîòÿ íà ñàìîì äåëå

ïîëíûé ïåðèîä ñîëíå÷íîãî öèêëà ñîñòàâëÿåò îêîëî

22 ëåò, â äàííûõ ðàáîòàõ îòìå÷àåòñÿ, ÷òî ïîëîâèí-

íûé ïåðèîä â 11 ëåò óïîìèíàåòñÿ ïîòîìó, ÷òî ïðî-

ñòåéøèå ìåòîäû íàáëþäåíèÿ ìàãíèòíûõ êîëåáàíèé

íå÷óâñòâèòåëüíû ê çíàêó ìàãíèòíîãî ïîëÿ.

Ìåæäó òåì, åñëè íå ïîääàâàòüñÿ íà çàìàí÷è-

âîå ïðåäïîëîæåíèå, òî ñëåäóåò ïðèçíàòü, ÷òî èäåÿ

î íåïîñðåäñòâåííîì âîçäåéñòâèè óäàëåííîãî Þïè-

òåðà íà Ñîëíöå ñ îáðàçîâàíèåì ñîëíå÷íîãî öèêëà

ìàãíèòíîé àêòèâíîñòè ñîâåðøåííî íå âïèñûâàåòñÿ

â èìåþùèåñÿ â ýòîé îáëàñòè ïðåäñòàâëåíèÿ. Òàê, â

ðàáîòå [1℄, ïðè àíàëèçå èìåþùèõñÿ íàáëþäàòåëüíûõ

äàííûõ î ìàãíèòíîé àêòèâíîñòè çâåçä ñ ýêçîïëàíåò-

íûìè ñèñòåìàìè, ïðîäåìîíñòðèðîâàíî, ÷òî äëÿ íà-

øåé çâåçäíîé ñèñòåìû ðå÷ü èäåò î ñëó÷àéíîì ñîâïà-

äåíèè äâóõ ÷èñåë. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èçâåñòíî ìíîãî
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ýêçîïëàíåòíûõ ñèñòåì, ïëàíåòû êîòîðûõ íàõîäÿò-

ñÿ ãîðàçäî áëèæå ê ñîîòâåòñòâóþùèì çâåçäàì, ÷åì

Þïèòåð ê Ñîëíöó, íå ãîâîðÿ óæå î ìíîãî÷èñëåí-

íûõ òåñíûõ äâîéíûõ çâåçäíûõ ñèñòåìàõ. Ïîýòîìó

íåò îñíîâàíèé çàðàíåå îòâåðãàòü èäåþ âîçíèêíîâå-

íèÿ ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà, ñâÿçàííîãî ñ ïåðè-

îäè÷åñêèì âîçäåéñòâèåì ýêçîïëàíåòû íà òå÷åíèÿ â

çâåçäå.

Çàäà÷à î âëèÿíèè ïåðèîäè÷åñêîãî âîçìóùåíèÿ

íà ãåíåðàöèþ ìàãíèòíîãî ïîëÿ â ñ�åðè÷åñêîé îáî-

ëî÷êå òîæå ìíîãîêðàòíî èññëåäîâàëàñü â ëèòåðàòó-

ðå (èç ñðàâíèòåëüíî íåäàâíèõ ñòàòåé óïîìÿíåì ðà-

áîòû [3,4℄, à òàêæå ïðèâåäåííûå òàì ññûëêè), îäíà-

êî ïîëó÷åííûå òàêèì îáðàçîì ðåçóëüòàòû íå êàæóò-

ñÿ íàì äîñòàòî÷íî ïðîÿñíÿþùèìè ñèòóàöèþ. Äåé-

ñòâèòåëüíî, äîáàâëåíèå ïåðèîäè÷åñêîãî âîçìóùåíèÿ

â óðàâíåíèÿ äèíàìî â ðÿäå ñëó÷àåâ ñîïðîâîæäàåò-

ñÿ çàìåòíûì óâåëè÷åíèåì àìïëèòóäû âîëíû êâàçè-

ñòàöèîíàðíîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ, ñ ðàñïðîñòðàíåíè-

åì êîòîðîé ñâÿçàí ñîëíå÷íûé öèêë, îäíàêî ýòî ïðî-

èñõîäèò äàëåêî íå òîëüêî ïðè ñòàíäàðòíîì ñîîòíî-

øåíèè ÷àñòîòû âîçìóùåíèÿ è ñîáñòâåííîé ÷àñòîòû,

èçâåñòíîì èç òåîðèè ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà.

Óáåäèòåëüíî èäåíòè�èöèðîâàòü èçìåíåíèå àìïëè-

òóäû âîëíû ìàãíèòíîãî ïîëÿ â ñëîæíîé ìíîãîìåð-

íîé çàäà÷å çâåçäíîãî äèíàìî, êîòîðàÿ ñîäåðæèò ñà-

ìûå ðàçíîîáðàçíûå ý��åêòû, òîæå íåïðîñòî. Åñòü,

íàïðèìåð, ñëó÷àè, êîãäà íå âûçûâàþùåå ñîìíåíèÿ

ïåðèîäè÷åñêîå âîçäåéñòâèå íà çâåçäíîå äèíàìî îêà-

çûâàåòñÿ íåîæèäàííî ñêðîìíûì, òàê ÷òî åãî çàìåò-

íîå ïðîÿâëåíèå òðåáóåò âîçäåéñòâèÿ î÷åíü áëèçêîé

çâåçäû ðàçìåðà, ñîïîñòàâèìîãî ñ ðàçìåðîì èñõîäíîé

çâåçäû, ñì., íàïðèìåð, [5℄.

Âñå ýòî ñíîâà ïîáóæäàåò íàñ îáðàòèòüñÿ ê çàäà÷å

î ïàðàìåòðè÷åñêîì âîçäåéñòâèè íà ðàáîòó çâåçäíî-

ãî äèíàìî è ðàññìîòðåòü åå â ïîñòàíîâêå, îðèåíòè-

ðîâàííîé íà âûäåëåíèå ïàðàìåòðè÷åñêèõ ý��åêòîâ.

Äëÿ ýòîãî ìû ðàññìàòðèâàåì ïðîñòåéøóþ ïîñòàíîâ-

êó çàäà÷è î ãåíåðàöèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ â ñ�åðè-

÷åñêîé êîíâåêòèâíîé îáîëî÷êå çâåçäû, ïðåäëîæåí-

íîé â ðàáîòå [6℄, ðàçëàãàåì ñîîòâåòñòâóþùèå óðàâ-

íåíèÿ â ðÿäû Ôóðüå ïî áàçèñó, ñîñòîÿùåìó èç ñîîò-

âåòñòâóþùèõ ìîä ñâîáîäíîãî çàòóõàíèÿ è ñîõðàíÿ-

åì ìèíèìàëüíûé íàáîð ìîä, ïîçâîëÿþùèõ âîçáóæ-

äàòü êîëåáëþùååñÿ ìàãíèòíîå ïîëå. Â èòîãå ìû ïðè-

õîäèì ê ñðàâíèòåëüíî ïðîñòîé ñèñòåìå îáûêíîâåí-

íûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, â êîòîðóþ âïè-

ñûâàåì âíåøíåå ïàðàìåòðè÷åñêîå âîçäåéñòâèå. Ýòà

ñèñòåìà çàìåòíî ñëîæíåå óðàâíåíèÿ Ìàòüå, êîòî-

ðîå îáû÷íî èñïîëüçóåòñÿ ïðè èññëåäîâàíèè çàäà÷è

î ïàðàìåòðè÷åñêîì ðåçîíàíñå, ïîñêîëüêó ðåçóëüòà-

òû íåòðóäíî ñðàâíèâàòü ñ àíàëîãè÷íûìè äëÿ óðàâ-

íåíèÿ Ìàòüå [7℄. Ïðè ýòîì ïðåäëîæåííàÿ íàìè ñè-

ñòåìà â îïðåäåëåííûõ ïðåäåëàõ äîïóñêàåò è àíàëè-

òè÷åñêîå èññëåäîâàíèå, ÷òî, êîíå÷íî, ñïîñîáñòâóåò

ïîíèìàíèþ �èçèêè ÿâëåíèÿ. Îòìåòèì, ÷òî ïðîâîäè-

ìîå íàìè óïðîùåíèå çàäà÷è ëåæèò â ðóñëå âûâîäà

óðàâíåíèÿ Ìàòüå äëÿ ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà

� ñòðîãî ãîâîðÿ, ïîëíîå îïèñàíèå ÷åëîâåêà, êîòî-

ðûé ðàñêà÷èâàåòñÿ íà êà÷åëÿõ, èçìåíÿÿ ñâîå ïîëî-

æåíèå íà íèõ, ñîäåðæèò ìíîãî ñòåïåíåé ñâîáîäû, à

â óðàâíåíèè Ìàòüå ó÷èòûâàþòñÿ ëèøü ãëàâíûå èç

íèõ.

Íàêîíåö, çàìåòèì, ÷òî õîòÿ ðàññìàòðèâàåìàÿ çà-

äà÷à âîçíèêàåò ïðè èçó÷åíèè �èçèêè Ñîëíöà, îíà,

êàê è ÿâëåíèå ðåçîíàíñà âîîáùå, èìååò îáùå�èçè÷å-

ñêèå ïðèìåíåíèÿ. �å÷ü èäåò î ðåçîíàíñå â ñèñòåìàõ,

â êîòîðûõ íàðÿäó ñ ïàðàìåòðè÷åñêèì âîçäåéñòâè-

åì ïðèñóòñòâóåò ñàìîâîçáóæäåíèå è åãî ïîñëåäóþ-

ùåå íåëèíåéíîå ïîäàâëåíèå. Ïîäîáíûå çàäà÷è ìî-

ãóò, êîíå÷íî, âîçíèêàòü â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ �è-

çèêè. Ìû, åñòåñòâåííî, íå ïðåòåíäóåì íà ïîëíîå èñ-

ñëåäîâàíèå òàêèõ ðåçîíàíñíûõ ÿâëåíèé, íî äóìàåì,

÷òî îïûò èññëåäîâàíèÿ äàííîé çàäà÷è ìîæåò áûòü

âîñòðåáîâàí è â äðóãèõ ñõîäíûõ ñèòóàöèÿõ.

2. ÎÑÍÎÂÍÛÅ Ó�ÀÂÍÅÍÈß

Äëÿ àíàëèçà íåëèíåéíîãî ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðå-

çîíàíñà ìû ñîçíàòåëüíî èñïîëüçóåì ïðîñòåéøóþ

äèíàìî-ìîäåëü. Ýòà ìîäåëü áûëà ïðåäëîæåíà â ðà-

áîòå [6℄ äëÿ îïèñàíèÿ ìèãðàöèîííîé âîëíû â êîí-

âåêòèâíîé îáîëî÷êå Ñîëíöà. Îíà ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì

ñëåäñòâèåì óðàâíåíèÿ ìàãíèòíîé èíäóêöèè, óñðåä-

íåííîãî ïî ñëó÷àéíîìó äâóõìàñøòàáíîìó ïîëþ ñêî-

ðîñòè, õîòÿ ñëåäóåò ïðèçíàòü, ÷òî â 1955 ã. Þ. Ïàð-

êåð ëèøü ãåíèàëüíî óãàäàë âèä îñíîâíîãî óðàâíå-

íèÿ. Ïîçäíåå æå (ñì., íàïðèìåð, [8℄) óðàâíåíèå äëÿ

ñðåäíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ B áûëî âûâåäåíî â ÿâíîì

âèäå:

Ḃ = rot[V,B] + α · rotB+ β ·∆B. (1)

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ îïèñàíèÿ ëèíåéíûõ ý��åêòîâ

ãåíåðàöèè â ðàìêàõ äàííîé ìîäåëè äîñòàòî÷íî çíàòü

ñðåäíþþ ñêîðîñòü òå÷åíèÿ V = 〈v〉, ïîëå ãèäðîäè-
íàìè÷åñêîé ñïèðàëüíîñòè α ∼ 〈v, rotv〉 è êîý��èöè-
åíò òóðáóëåíòíîé äè��óçèè β, âêëþ÷àþùèé â ñåáÿ

ìàãíèòíóþ äè��óçèþ è ýíåðãèþ òóðáóëåíòíîãî ïî-

òîêà [8℄.

Ïðè íàëè÷èè äîñòàòî÷íîé àñèììåòðèè êîíâåê-

òèâíîãî ïîòîêà α è äè��åðåíöèàëüíîãî âðàùåíèÿ

V(r) óñðåäíåííîå óðàâíåíèå (1) ìîæåò îïèñûâàòü

ïåðåêà÷êó ãèäðîäèíàìè÷åñêîé ýíåðãèè â ýíåðãèþ
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ñðåäíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ, ñì., íàïðèìåð, [9℄. Ìàã-

íèòíàÿ ýíåðãèÿ â òàêîé ìîäåëè íàðàñòàåò ýêñïîíåí-

öèàëüíî, ïðè ýòîì îáðàçóþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèå îñöèë-

ëÿöèè, ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé, ñ �èçè÷åñêîé òî÷-

êè çðåíèÿ, âîëíû àêòèâíîñòè, áåãóùèå îò ïîëþñîâ

ê ýêâàòîðó. Íåëèíåéíûå ý��åêòû, õàðàêòåðèçóþ-

ùèå óìåíüøåíèå ãèäðîäèíàìè÷åñêîé ñïèðàëüíîñòè

ñ ðîñòîì ïîëÿ, ïðèâîäÿò ê ñòàáèëèçàöèè ýêñïîíåí-

öèàëüíîãî ðîñòà. Â èòîãå îáðàçóåòñÿ ïåðèîäè÷åñêèé

ïðîöåññ, îïèñûâàþùèé îòêðûòûé åùå â 1844 ã. ïå-

ðèîäè÷åñêèé 11-ëåòíèé äèíàìî-öèêë Ñîëíöà [10℄ è

âëèÿþùèé íà âñåâîçìîæíûå ïëàçìåííûå ÿâëåíèÿ

â Ñîëíå÷íîé ñèñòåìå, â ÷àñòíîñòè, íà �îðìèðîâà-

íèå êîðîíàëüíûõ ïåòåëü, âñïûøå÷íóþ àêòèâíîñòü è

ïðî÷åå [11℄.

Êëþ÷åâûì óïðîùåíèåì, ïðåäëîæåííûì Ïàð-

êåðîì, ïðè ïåðåõîäå â ñ�åðè÷åñêóþ ñèñòåìó

êîîðäèíàò ÿâëÿëîñü ïðåäñòàâëåíèå àêñèàëüíî-

ñèììåòðè÷íîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ â âèäå ñóììû

òîðîèäàëüíîé êîìïîíåíòû B è ïîëîèäàëüíîé

êîìïîíåíòû A:

B = Beϕ +R · rot(Aeϕ).
Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå â ñëó÷àå òîíêîãî ñ�åðè÷åñêî-

ãî ñëîÿ ðàäèóñà R, â êîòîðîì âåëè÷èíà ïîëÿ çàâè-

ñèò òîëüêî îò âðåìåíè è çåíèòíîãî óãëà θ, ïåðåâîäèò

óðàâíåíèå (1) â ñèñòåìó èç äâóõ óðàâíåíèé. Â îáåç-

ðàçìåðåííîì âèäå îíà èìååò âèä

Ȧ = RαB +Aθθ − µ2A,

Ḃ = Rω(A sin (θ))θ +Bθθ − µ2B,
(2)

è íîñèò íàçâàíèå ñèñòåìû Ïàðêåðà. Äâà ïàðàìåòðà,

âõîäÿùèå â ñèñòåìó, Rα è Rω, îïèñûâàþò îáåçðàç-

ìåðåííûå èíòåíñèâíîñòè èñòî÷íèêîâ ãåíåðèðóåìûõ

ìàãíèòíûõ ïîëåé, à âñïîìîãàòåëüíîå ÷èñëî µ îïðå-

äåëÿåò ðàäèàëüíóþ ÷àñòü äè��óçèè è ïðîïîðöèî-

íàëüíî îòíîøåíèþ ðàäèóñà ê òîëùèíå êîíâåêòèâ-

íîé îáîëî÷êè (äëÿ Ñîëíöà ýòà âåëè÷èíà òðàäèöèîí-

íî ïðèíèìàåòñÿ ðàâíîé 3, ñì., íàïðèìåð, êîììåíòà-

ðèè â ðàáîòå [12℄).

Ïðèìå÷àòåëüíî, ÷òî ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà (2) îïè-

ñûâàåò íå ñïåöè�è÷åñêîå ïîâåäåíèå Ñîëíöà, à ïðî-

öåññ, õàðàêòåðíûé äëÿ ìíîãèõ çâåçä, îáëàäàþùèõ

ìàãíèòíûì ïîëåì. �åíåðèðóåìûå â òàêîé ñèñòåìå

ìèãðàöèîííûå âîëíû (èõ ÷àñòî íàçûâàþò äèíàìî-

âîëíàìè), äà è ñàì äèíàìî-ïðîöåññ íàèáîëåå ÷óâ-

ñòâèòåëüíû ê òàê íàçûâàåìîìó äèíàìî-÷èñëó D �

ïðîèçâåäåíèþ áåçðàçìåðíûõ ïàðàìåòðîâ, îòâå÷àþ-

ùèõ çà äè��åðåíöèàëüíîå âðàùåíèå Rω è ñïèðàëü-

íîñòü Rα. Â öåëîì, ïåðåíîðìèðîâêà êîìïîíåíò â ñè-

ñòåìå (2) ïîçâîëÿåò îáúåäèíèòü Rα è Rω è äàëåå èñ-

ïîëüçîâàòü èñêëþ÷èòåëüíî óïðàâëÿþùèé ïàðàìåòð

D, îäíàêî äëÿ óäîáñòâà àíàëèçà (ñì. ïîñëåäíèé ðàç-

äåë) ìû îñòàâèì äâà ïàðàìåòðà, à íå îäèí. �èïîòå-

òè÷åñêè ïåðèîäè÷åñêîå âëèÿíèå äâîéíûõ çâåçä äðóã

íà äðóãà ìîæåò ïðèâîäèòü ê ïåðèîäè÷åñêîìó èçìå-

íåíèþ Rα èëè Rω , ÷òî, â ñâîþ î÷åðåäü, ìîæåò âûçû-

âàòü ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ. Ïðè ýòîì, êàê áû-

ëî ñêàçàíî âûøå, ñàì ïåðèîäè÷åñêèé çâåçäíûé öèêë,

à òî÷íåå, ñòàáèëèçàöèÿ ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñòóùåãî

ïîëÿ, ÿâëÿåòñÿ òèïè÷íî íåëèíåéíûì ïðîöåññîì. Ïî-

ýòîìó âîçíèêàåò èíòåðåñíûé è âàæíûé âîïðîñ, íà-

ñêîëüêî ïðè íåëèíåéíîì ïîäàâëåíèè â ïàðàìåòðè÷å-

ñêîì ðåçîíàíñå ìîæåò áûòü âûøå àìïëèòóäà êîëå-

áàíèé è ìîæåò ëè ðåçîíàíñ â ñèñòåìå (2) ïðèâîäèòü

ê ý��åêòàì, ïðèíöèïèàëüíî îòëè÷àþùèìñÿ îò íà-

áëþäàåìûõ íà Ñîëíöå.

Äëÿ óïðîùåíèÿ ìîäåëè ñâåäåì ñèñòåìó â ÷àñò-

íûõ ïðîèçâîäíûõ ê ñèñòåìå îáûêíîâåííûõ äè�-

�åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ïðèíèìàÿ â ðàñ÷åò òîò

�àêò, ÷òî B è A èç-çà íàëè÷èÿ ðîòîðà èìåþò ðàç-

íóþ ñèììåòðèþ îòíîñèòåëüíî ýêâàòîðà. Ïðåäïîëî-

æèì, ÷òî B àíòèñèììåòðè÷íî, à A � ñèììåòðè÷íî

îòíîñèòåëüíî θ = π/2, è âîñïîëüçóåìñÿ ìàëîìîäî-

âûì ïîäõîäîì, ðàñêëàäûâàÿ òîðîèäàëüíóþ è ïîëî-

èäàëüíóþ êîìïîíåíòû ïî ãàðìîíèêàì:

B = b1 sin (2θ) + b2 sin (4θ),

A = a1 sin (θ) + a2 sin (3θ).
(3)

Ïîäñòàâëÿÿ òàêîå ðàçëîæåíèå â ñèñòåìó Ïàðêåðà,

ïîëó÷èì ÷åòûðå äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèÿ äëÿ

êàæäîé ìîäû:

ȧ1 = (Rα/2)b1 − (1 + µ2)a1,

ȧ2 = (Rα/2)(b1 + b2)− (9 + µ2)a2,

ḃ1 = Rω(a1 − a2)− (4 + µ2)b1,

ḃ2 = 2Rωa2 − (16 + µ2)b2.

(4)

Ýòî îñíîâíàÿ ñèñòåìà äëÿ äàëüíåéøåãî àíàëèçà

è ìîäåëèðîâàíèÿ, äëÿ êîòîðîé îñòàåòñÿ ñäåëàòü

ïîñëåäíèå ïðåäïîëîæåíèÿ î òîì, ÷òî, âî-ïåðâûõ,

âíåøíèå èñòî÷íèêè ïðèâîäÿò ê îñöèëëÿöèè äèíàìî-

ïàðàìåòðîâ, à âî-âòîðûõ, ÷òî ðîñò ìàãíèòíîãî ïî-

ëÿ ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ ãèäðîäèíàìè÷åñêîé ñïè-

ðàëüíîñòè è ê ñòàáèëèçàöèè ðîñòà ìàãíèòíîãî ïîëÿ:

Rω → Rω(1 + σ sin(ωt)); Rα → Rα
1 + 〈b21 + b22〉

. (5)

Ìû ñïåöèàëüíî ðàçäåëèëè âîçäåéñòâèÿ ïàðàìåòðè-

÷åñêîé ìîäóëÿöèè è íåëèíåéíîãî ïîäàâëåíèÿ äëÿ Rω
è Rα, ýòî ïðèíöèïèàëüíî íå ìåíÿåò ðåçóëüòàòû, çàòî

ïîìîãàåò ïðè òåîðåòè÷åñêîì àíàëèçå ñâîäèòü ñèñòå-

ìó èç ÷åòûðåõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà ê ñèñòåìå
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èç äâóõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà, ñì. íèæå. Åùå

ðàç ïîä÷åðêíåì, ÷òî èñïîëüçóåìàÿ ñèñòåìà (4) ÿâëÿ-

åòñÿ ìàêñèìàëüíî óïðîùåííîé ìîäåëüþ, äåìîíñòðè-

ðóþùåé ïðè ýòîì áàçîâîå ïîâåäåíèå ìèãðàöèîííûõ

âîëí. Ïðèìåð òàêîé âîëíîâîé äèíàìèêè ïîêàçàí íà

ðèñ. 1, ãäå èçîáðàæåíà çàâèñèìîñòü àìïëèòóäû ïî-

ëîèäàëüíîé êîìïîíåíòû A îò âðåìåíè t è óãëà θ.

Ñïëîøíûå è øòðèõîâûå êðèâûå ÿâëÿþòñÿ ëèíèÿ-

ìè óðîâíÿ àìïëèòóäû (ñïëîøíûå � ïîëîæèòåëüíûå

çíà÷åíèÿ, øòðèõîâûå � îòðèöàòåëüíûå), à ñàì ðèñó-

íîê íîñèò íàçâàíèå áàòòåð�ëÿé-äèàãðàììû äèíàìî-

âîëíû (î ñîëíå÷íîé áàòåð�ëÿé-äèàãðàììå áîëåå ïî-

äðîáíî ìîæíî ïðî÷èòàòü, íàïðèìåð, â [13℄). Íàø æå

èíòåðåñ â ïåðâóþ î÷åðåäü ñâÿçàí ñ ïåðèîäè÷åñêèì

èçìåíåíèåì ïàðàìåòðà è íàëè÷èåì ïàðàìåòðè÷åñêî-

ãî ðåçîíàíñà, êîòîðûé ìû è ïîïðîáóåì çà�èêñèðî-

âàòü, êàê ÷èñëåííî, òàê è àíàëèòè÷åñêè.
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�èñ. 1. Áàòåð�ëÿé-äèàãðàììà: çàâèñèìîñòü àìïëèòóäû

ïîëîèäàëüíîé êîìïîíåíòû A îò âðåìåíè t è óãëà θ. Ñïëîø-

íûå è øòðèõîâûå êðèâûå ÿâëÿþòñÿ ëèíèÿìè óðîâíÿ àì-

ïëèòóäû, ñïëîøíûå ñîîòâåòñòâóþò ïîëîæèòåëüíûì çíà÷å-

íèÿì, øòðèõîâûå � îòðèöàòåëüíûì

3. ×ÈÑËÅÍÍÛÉ ÝÊÑÏÅ�ÈÌÅÍÒ

Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû äè��åðåí-

öèàëüíûõ óðàâíåíèé ìû èñïîëüçóåì ìåòîä �óíãå�

Êóòòû 4 ïîðÿäêà, ñì., íàïðèìåð, [14℄. Øàã ïðè ýòîì

ïîäáèðàåòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îøèáêà âû÷èñëå-

íèÿ áûëà ìåíåå 0.1% (äëÿ ïðåäñòàâëÿåìûõ ðåçóëüòà-

òîâ âûáðàí øàã dt = 0.001, à âðåìÿ ìîäåëèðîâàíèÿ

tmax = 50). Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ìîæíî âûáèðàòü

ñâîáîäíî, òàê êàê â ëèíåéíûõ ñëó÷àÿõ íàñ èíòåðå-

ñóåò òîëüêî ñêîðîñòü ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðîñòà, à â

íåëèíåéíûõ � óðîâåíü, íà êîòîðûé âûõîäèò ñèñòåìà

ïîñëå ñòàáèëèçàöèè, â ÷àñòíîñòè, ó íàñ a1(0) = 0.01,

a2(0) = 0.02, b1(0) = 0.03, b2(0) = 0.04. Äëÿ êàæäîé

çàäà÷è ñíà÷àëà âîññòàíàâëèâàþòñÿ ÷àñòîòà è àìïëè-

òóäà ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé â îòñóòñòâèå ïàðàìåò-

ðè÷åñêîãî âîçáóæäåíèÿ, ò. å. ïðè σ = 0. Äëÿ ýòî-

ãî íàõîäÿòñÿ ïîñëåäíèå äâà ìàêñèìóìà îñöèëëÿöèé

â îòñóòñòâèå ïàðàìåòðè÷åñêîãî âîçáóæäåíèÿ, çàòåì

èç ðàçíîñòè êîîðäèíàò ìàêñèìóìîâ íàõîäèòñÿ ñîá-

ñòâåííàÿ ÷àñòîòà, à èç êâàäðàòà ìàêñèìóìà, äåëåí-

íîãî ïîïîëàì � àìïëèòóäà.

Â ñëó÷àå ëèíåéíîãî ðåæèìà äëÿ êàæäîé

ìîäû âîññòàíàâëèâàåòñÿ ñêîðîñòü ýêñïîíåíöè-

àëüíîãî ðîñòà. Äëÿ ýòîãî íà èíòåðâàëå âðåìåíè

[(5/6)tmax, tmax] íàõîäÿòñÿ ìàêñèìóìû îñöèëëÿ-

öèé, êîòîðûå äîëæíû îáðàçîâûâàòü ðàñòóùóþ

ýêñïîíåíòó, îò ïîëó÷åííûõ çíà÷åíèé áåðóòñÿ íàòó-

ðàëüíûå ëîãàðè�ìû è àïïðîêñèìèðóþòñÿ ïðÿìîé

ñ ïîìîùüþ õîðîøî èçâåñòíîãî ìåòîäà íàèìåíüøèõ

êâàäðàòîâ (ÌÍÊ) [15℄. Ýòî ïîçâîëÿåò íå òîëüêî

íàéòè ñêîðîñòü ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðîñòà, íî è

óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ðîñò äåéñòâèòåëüíî èìå-

åò ïîêàçàòåëüíóþ ñêîðîñòü, òàê êàê ïîëó÷åííàÿ

îøèáêà ÌÍÊ áëèçêà ê ìàøèííîìó íóëþ. Äàííàÿ

ïðîöåäóðà ïîâòîðÿåòñÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ ÷àñòîò

âîçáóæäàþùåé ñèëû ñ øàãîì dω = 0.1 íà äèàïàçîíå

÷àñòîò ω = [25, 140] äëÿ ìàëîìîäîâîé ñèñòåìû è

ω = [15, 80] äëÿ ñèììåòðè÷íîé, â òîì ÷èñëå â ðàéîíå

ñîáñòâåííîé è óäâîåííîé ÷àñòîò ñèñòåì (íà ìàëûõ

÷àñòîòàõ ω ñêîðîñòü ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðîñòà íå

èùåòñÿ â ñèëó óâåëè÷åíèÿ ïåðèîäà ïåðèîäè÷åñêîãî

âîçäåéñòâèÿ, ïðîïîðöèîíàëüíîãî sin(ωt), è îãðà-

íè÷åííîñòè ïîëíîãî âðåìåíè ñ÷åòà). Òóò ñëåäóåò

çàìåòèòü, ÷òî íà ëåâûõ ãðà�èêàõ, ïðèâåäåííûõ

íèæå íà ðèñ. 2�4, ñîîòâåòñòâóþùèõ ëèíåéíîìó

ðåæèìó, èíîãäà ìîæíî íàáëþäàòü íàëè÷èå øóìà,

êîòîðîå ñâÿçàíî ñ ìåòîäèêîé îïðåäåëåíèÿ ðîñòà;

òàê, íà ðèñ. 2 øóì ïîÿâëÿåòñÿ òàì, ãäå ðîñò ñìåíÿ-

åòñÿ íà çàòóõàíèå, à íà ðèñ. 3 è 4 � òàì, ãäå ñóììà

êîëåáàíèé âûðîæäàåòñÿ â áèåíèÿ (ñì. ðàññóæäåíèÿ

â ñëåäóþùåì ðàçäåëå).

Â ñëó÷àå íåëèíåéíîãî ðåæèìà, êîãäà ðîñò àìïëè-

òóäû ïðåêðàùàåòñÿ, àíàëèçèðóåòñÿ àìëèòóäà îñöèë-

ëÿöèé ýíåðãåòè÷åñêîé õàðàêòåðèñòèêè 〈b21+b22〉. Ïðè
ýòîì ñàìà ñòàáèëèçàöèÿ ïðîèñõîäèò çà ñ÷åò ïîäàâëå-

íèÿ Rα, ñì. (5), ãäå ñðåäíåå îò ýòîé ýíåðãåòè÷åñêîé

õàðàêòåðèñòèêè ïåðåñ÷èòûâàåòñÿ íà êàæäîì ïåðèî-

äå êîëåáàíèé. Àìïëèòóäà êîëåáàíèé íîðìèðóåòñÿ íà

ñîîòâåòñòâóþùóþ åé àìïëèòóäó â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ

ïàðàìåòðè÷åñêîãî âîçäåéñòâèÿ, ò. å. ïðè σ = 0. Çäåñü

âàæíûì ìîìåíòîì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî óêàçàííîå îòíî-

øåíèå ýíåðãèé íàõîäèòñÿ ïîñëå ñòàáèëèçàöèè ïðî-

öåññà ãåíåðàöèè è ïðè ýòîì íà äîñòàòî÷íî øèðîêîì

èíòåðâàëå ÷àñòîò ω, ñì. ïðåäûäóùèé ðàçäåë, ÷òî

òðåáóåò äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ÷èñëåííûõ ìîùíîñòåé.
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Ïðè ýòîì íåëüçÿ íå çàìåòèòü, ÷òî âûáðàííûé ñïîñîá

ñòàáèëèçàöèè � êîãäà óñðåäíåíèå ýíåðãèè ïîäàâëå-

íèÿ ïðîèñõîäèò çà ïðåäûäóùèé ïåðèîä � ýòî òîëüêî

îäèí èç âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ ïîäàâëåíèÿ. Îí ÿâëÿ-

åòñÿ äîñòàòî÷íî ïðîñòûì è òðàäèöèîííûì ñïîñîáîì

îïèñàíèÿ α-êâåí÷èíãà, îäíàêî â ÷èñëåííîì ýêñïå-

ðèìåíòå ìû ïðîáîâàëè è äðóãèå ñïîñîáû, íàïðèìåð,

ñòàáèëèçàöèÿ çà ñ÷åò ýíåðãèè â ïðåäûäóùèé ìîìåíò

âðåìåíè èëè çà ñ÷åò ýíåðãèè, óñðåäíåííîé ñ íà÷àëà

ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññà, èëè çà ñ÷åò ýíåðãèè, ðàñ-

ñ÷èòàííîé ïî êîìïîíåíòàì a1,2. Íî ïîñêîëüêó ðàç-

ëè÷íûå ñïîñîáû íåëèíåéíîãî ïîäàâëåíèÿ äàþò ñõî-

æèå ðåçóëüòàòû, ìû îñòàíîâèëèñü íà èçëîæåííîì

âûøå.

4. ÀÍÀËÈÒÈ×ÅÑÊÈÉ ÏÎÄÕÎÄ

Ïðè òåîðåòè÷åñêîì àíàëèçå ïàðàìåòðè÷åñêîãî

âîçäåéñòâèÿ ìîæíî îòòîëêíóòüñÿ îò òîãî �àêòà,

÷òî êëàññè÷åñêîå óðàâíåíèå ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáà-

íèé ñ ïàðàìåòðè÷åñêèì ðåçîíàíñîì ïðè ìàëîé âå-

ëè÷èíå ïåðèîäè÷åñêîãî âîçìóùåíèÿ (σ ≪ 1) äîïóñ-

êàåò àñèìïòîòè÷åñêîå ðåøåíèå âáëèçè ðåçîíàíñíûõ

÷àñòîò, êðàòíûõ óäâîåííîé ÷àñòîòå ñèñòåìû, ñì., íà-

ïðèìåð, [9℄. Îòñþäà õîòåëîñü áû ñäåëàòü âûâîä, ÷òî

â áîëåå ñëîæíûõ, íî ïîäîáíûõ ñèñòåìàõ, íàïðèìåð,

ïðè íàëè÷èè íåëèíåéíîñòè èëè ïðè íàëè÷èè äîïîë-

íèòåëüíîãî ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðîñòà/çàòóõàíèÿ, è

ñèòóàöèÿ ñ ðåçîíàíñîì áóäåò ïîäîáíîé.

Óïðîùåííàÿ ñèñòåìà. Äëÿ òîãî ÷òîáû ýòî

ïðîäåìîíñòðèðîâàòü, ðàññìîòðèì êîëåáàòåëüíóþ

ñèñòåìó èç äâóõ óðàâíåíèé, ÿâëÿþùóþñÿ íåêîòîðûì

óïðîùåíèåì ìîäåëè Ïàðêåðà:

ȧ = −ω2
0b− µ2a,

ḃ = (1 + σ sin(ωt))a− µ2b.
(6)

Â ñëó÷àå ïîñòîÿííîé ÷àñòîòû ω0, âûðàæàÿ èç ïåð-

âîãî óðàâíåíèÿ b(t) è ïîäñòàâëÿÿ åãî âî âòîðîå,

íåñëîæíî ñâåñòè ñèñòåìó ê ñòàíäàðòíîìó óðàâíåíèþ

ïàðàìåòðè÷åñêèõ êîëåáàíèé ñ âÿçêîñòüþ:

ä+ 2µ2ȧ+ (ω2
0 + µ4 + ω2

0σ sin(ωt))a = 0, (7)

à çàìåíà

a(t) = f(t) exp(−µ2t)

ïðèâîäèò íàñ ê êëàññè÷åñêîìó óðàâíåíèþ Ìàòüå [7℄:

f̈ + ω2
0(1 + σ sin(ωt))f = 0. (8)

�åçîíàíñíûå ðåøåíèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ Ìàòüå èùóòñÿ

â îêîëîðåçîíàíñíîé îáëàñòè â âèäå ãàðìîíè÷åñêîé

�óíêöèè ñ ìàëûì ýêñïîíåíöèàëüíûì ðîñòîì:

f(t) = f1 exp(st+i(ω0+ε/2)t)+f
∗
1 exp(st−i(ω0+ε/2)t).

(9)

Ïîäñòàâèì (9) â óðàâíåíèå (8) è ðàññìîòðèì óäâî-

åííóþ âîçáóæäàþùóþ ÷àñòîòó ω = 2ω0 + ε. Çàòåì

äëÿ ìàëîé àìïëèòóäû âîçáóæäàþùåé ñèëû σ ∼ ε

ïðåíåáðåæåì ñòàðøèìè ãàðìîíèêàìè è ñîáåðåì ñëà-

ãàåìûå ïðè exp(i(ω0 + ε/2)t) è exp(−i(ω0 + ε/2)t).

Ïîëó÷èì ñèñòåìó èç äâóõ óðàâíåíèé

(ω2
0 + (s+ i(ω0 + ε/2))2)f1 + (σω2

0/2i)f
∗
1 = 0,

−(σω2
0/2i)f1 + (ω2

0 + (s− i(ω0 + ε/2))2)f∗
1 = 0.

Îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå,

åñëè åå îïðåäåëèòåëü ðàâåí íóëþ. Ïðèðàâíÿåì ê

íóëþ îïðåäåëèòåëü è ïîëó÷èì ñêîðîñòü ðîñòà s èç

êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ

(ω2
0 + s2− (ω0+ ε/2)2)2 +4s2(ω0 + ε/2)2 =

σ2ω4
0

4
⇒

⇒ s = ±
√
σ2ω2

0/4− (ω2
0 − (ω0 + ε/2)2)2

2(ω2
0 + (ω0 + ε/2)2)

=

= ±1

2

√
σ2ω2

0

4
− ε2. (10)

Òàêèì îáðàçîì, ñ ó÷åòîì äè��óçèè, ãåíåðàöèÿ â ñè-

ñòåìå (6), êîãäà s > µ2
, âîçìîæíà â äîñòàòî÷íî óç-

êîé ïîëîñå ω ∈ [2ω0 − ε, 2ω0 + ε]:

|ε| ≤
√
σ2ω2

0

4
− 4µ4.

Çàìåòèì, ÷òî èç �îðìóëû (4) ñëåäóåò, ÷òî âåëè÷èíà

s ïîðÿäêà ε ∼ σ, ò. å. ìàëà, ïðè ýòîì àíàëîãè÷íûå

ðåçîíàíñíûå êîðèäîðû åñòü è íà ÷àñòîòàõ, êðàòíûõ

2ω0, îäíàêî ñêîðîñòü ãåíåðàöèè è øèðèíà êîðèäîðà

òàì ñóùåñòâåííî ìåíüøå. Íà âåðõíåé ïàíåëè ðèñ. 2

ïðèâåäåíà çàâèñèìîñòü ïîêàçàòåëÿ ñêîðîñòè ðîñòà

îò ÷àñòîòû âûíóæäàþùåé ñèëû. Ñïëîøíîé ëèíè-

åé ïîêàçàíû ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû (ïðè÷èíû øóìà

îïèñàíû áîëåå ïîäðîáíî â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå), à

÷åðíûìè òî÷êàìè � àíàëèòè÷åñêèå, ïîëó÷åííûå ñ

ïîìîùüþ �îðìóëû (10). Âåðòèêàëüíûå øòðèõîâûå

ëèíèè âûäåëÿþò óäâîåííóþ è îñíîâíóþ ÷àñòîòû ñè-

ñòåìû, à øòðèõ-ïóíêòèðíûå îòñåêàþò îáëàñòü ãåíå-

ðàöèè s− µ > 0.

Â íåëèíåéíîì ðåæèìå ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçî-

íàíñà äëÿ ñèñòåìû (6) ñ ðîñòîì àìïëèòóäû a(t)
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�èñ. 2. Óïðîùåííûé ñëó÷àé. Âåðõíÿÿ ïàíåëü � çàâèñè-

ìîñòü ñêîðîñòè ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðîñòà a îò ÷àñòîòû ïà-

ðàìåòðè÷åñêîãî âîçáóæäåíèÿ â ñëó÷àå ëèíåéíîãî ðåæèìà.

Íèæíÿÿ ïàíåëü � çàâèñèìîñòü ýíåðãèè ñèñòåìû îò ÷àñ-

òîòû ïàðàìåòðè÷åñêîãî âîçáóæäåíèÿ â ñëó÷àå íåëèíåé-

íîãî ðåæèìà. Òî÷êè � àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå â ðàéîíå

óäâîåííîé ÷àñòîòû, øòðèõ-ïóíêòèðíûå âåðòèêàëüíûìè ëè-

íèÿìè � êîðèäîð ãåíåðàöèè. Ïàðàìåòðû ìîäåëèðîâàíèÿ

ω0 = 1, µ2 = 0.01, σ = 0.3

óìåíüøàåòñÿ ïàðàìåòð ω2
0 , çà ñ÷åò ÷åãî ñèñòåìà ïî-

ñòåïåííî ¾ðàçâÿçûâàåòñÿ¿, à ýòî, â ñâîþ î÷åðåäü,

ïðèâîäèò ê ñòàáèëèçàöèè ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðîñòà

è âûõîäó íà êâàçèñòàöèîíàð. Ñòàöèîíàð ïîíèìàåò-

ñÿ â òîì ñìûñëå, ÷òî ðåøåíèå îñöèëëèðóåò, íî ýíåð-

ãèÿ îñöèëëÿöèé, êîòîðóþ ìû áåðåì ðàâíîé ñðåäíåìó

îò 〈a2〉 çà ïåðèîä, îñòàåòñÿ ïîñòîÿííîé. Ñ ïîìîùüþ

�óíêöèè (4) îöåíèì óðîâåíü ñòàöèîíàðà â çàâèñèìî-

ñòè îò ÷àñòîòû îñöèëëÿöèè ïàðàìåòðà ω. Çàäàäèì

óìåíüøåíèå ïàðàìåòðà ω2
0 êàê

ω2
eff =

ω2
0

1 + 〈a2〉 , (11)

òîãäà ïðè ñòàáèëèçàöèè, ïðèðàâíèâàÿ ñêîðñòü ãåíå-

ðàöèè ê íóëþ, èç (4) ïîëó÷àåì

ω2
effσ

2

4
− ε2 = 4µ4.

Âûðàæàÿ îòñþäà ε è ïîäñòàâëÿÿ â âûðàæåíèå äëÿ

÷àñòîòû ω = 2ωeff + ε, ïîëó÷àåì

ω − 2ω0√
1 + 〈a2〉

=

√
σ2ω2

eff

4
− 4µ4,

îòêóäà ñëåäóåò çàâèñèìîñòü äëÿ 〈a2〉 îò ω:

〈a2〉 =

√
(4ω0 +

√
σ2ω2

0 − 16µ4)2

4ω2
− 1. (12)

Íèæíÿÿ ïàíåëü ðèñ. 2 äåìîíñòðèðóåò çàâèñè-

ìîñòü ýíåðãèè ñèñòåìû ïðè íàëè÷èè íåëèíåéíîé

ñòàáèëèçàöèè îò ÷àñòîòû âûíóæäàþùåé ñèëû.

Ñïëîøíîé ëèíèåé ïîêàçàíû ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû,

à ÷åðíûìè òî÷êàìè � àíàëèòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû,

ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ �îðìóëû (12). ßâíî âèä-

íî, ÷òî ñîãëàñíî è òåì, è äðóãèì ðåçóëüòàòàì â

íåëèíåéíîì ðåæèìå êðèâàÿ íàñûùåíèÿ ñòàíîâèòñÿ

íåñèììåòðè÷íîé îòíîñèòåëüíî ðåçîíàíñíîé ÷àñòî-

òû, à ìàêñèìóì àìïëèòóäû íàñûùåíèÿ ñìåùàåòñÿ

îò íåå âëåâî.

Äèíàìî-ñèñòåìà Ïàðêåðà. Òåïåðü ðàññìîò-

ðèì ìàëîìîäîâóþ ñèñòåìó (4), ãëàâíîå îòëè÷èå êî-

òîðîé îò óïðîùåííîé ñèñòåìû â òîì, ÷òî ãåíåðàöèÿ

â íåé ñèñòåìå ïðîèñõîäèò íàðàâíå ñ îñöèëëÿöèåé è

ïðè îòñóòñòâèè ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà. Îïðå-

äåëÿåòñÿ ýòî òåì, ÷òî ñèñòåìà èç ÷åòûðåõ óðàâíå-

íèé ìîæåò èìåòü êîìïëåêñíûå ñîáñòâåííûå çíà÷å-

íèÿ, â îòëè÷èå îò ñèñòåìû èç äâóõ óðàâíåíèé, ãäå

êîìïëåêñíûå çíà÷åíèÿ ëèáî âåùåñòâåííûå, ëèáî ÷è-

ñòî ìíèìûå. Ñ ýòèì æå ñâÿçàíà è ñëîæíîñòü, òàê

êàê â îáùåì ñëó÷àå, ÷òîáû íàéòè ñîáñòâåííûå ÷àñ-

òîòû ñèñòåìû Ïàðêåðà, íàäî íàéòè êîðíè óðàâíå-

íèÿ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà. Ïîýòîìó íà÷íåì ñ ñèììåò-

ðè÷íîãî ñëó÷àÿ, äëÿ êîòîðîãî êîðíè íàõîäÿòñÿ ÿâíî.

�àññìîòðèì ñèñòåìó

ȧ1 = (Rα/2)b1 − µ2a1,

ȧ2 = (Rα/2)(b1 + b2)− µ2a2,

ḃ1 = Rω(1 + σ sin(ωt))(a1 − a2)− µ2b1,

ḃ2 = 2Rω(1 + σ sin(ωt))a2 − µ2b2.

(13)

Âûðàçèâ b1(t) è b2(t) èç ïåðâûõ äâóõ óðàâíåíèé,

ïîäñòàâèì èõ âî âòîðûå äâà (çàìåòèì, ÷òî ýòî óäîá-

íî ñäåëàòü â ñèëó íàøåãî ïðåäïîëîæåíèÿ î ïàðàìåò-

ðè÷åñêîé ìîäóëÿöèè ïàðàìåòðà Rω, à íå Rα). Ïî-

ëó÷èì ñèñòåìó èç äâóõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà,

äëÿ êîòîðîé ïî àíàëîãèè ñ óðàâíåíèåì (7) ñäåëàåì

çàìåíó

a1,2(t) = f1,2(t) exp(−µ2t).
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Ïîëó÷èì ñèñòåìó òèïà ñèñòåìû Ìàòüå:

f̈1 − (RαRω/2)(1 + σ sin(ωt))(f1 − f2) = 0,

f̈2 − (RαRω/2)(1 + σ sin(ωt))(f1 + f2) = 0.
(14)

Äëÿ òàêîé ñèñòåìû ïðè îòñóòñòâèè ïåðèîäè÷åñêîé

ñèëû σ = 0 íåñëîæíî âû÷èñëèòü ñîáñòâåííûå ÷àñòî-

òû ω0 è ñêîðîñòè ãåíåðàöèè γ0 ãàðìîíè÷åñêîãî ðå-

øåíèÿ:

λ0 = γ0 + iω0 = ±
√
−RαRω√

2
exp(±3iπ/8). (15)

Ïðè σ 6= 0 òàêæå ìîæíî èñêàòü ðåøåíèå â ãàðìî-

íè÷åñêîì âèäå, îäíàêî â îòëè÷èå îò îïèñàííîé ðà-

íåå óïðîùåííîé ñèñòåìû (6) òàêîå ðåøåíèå áóäåò

èìåòü êîìïëåêñíûå äîáàâêè ê ÷àñòîòàì. Ýòó ïðî-

áëåìó ìîæíî îáîéòè, åñëè èñêàòü ðåøåíèå ñèñòåìû

(14) â âèäå ñóììû íå äâóõ, à ÷åòûðåõ êîìïëåêñíî

ñîïðÿæåííûõ ñëàãàåìûõ:

f1,2 = f̄1,2 exp((γ0 + s+ iβ)t+ i(ω0 + ε/2)t)+

+ f̄∗
1,2 exp((γ0 + s− iβ)t− i(ω0 + ε/2)t)+

+ ¯̄f1,2 exp((γ0 + s− iβ)t+ i(ω0 + ε/2)t)+

+ ¯̄f∗
1,2 exp((γ0 + s+ iβ)t− i(ω0 + ε/2)t). (16)

Ïî àíàëîãèè ñ ïðåäûäóùèì ñëó÷àåì ðàññìîòðèì

âíåøíåå ïåðèîäè÷åñêîå âîçäåéñòâèå, èìåþùåå óäâî-

åííóþ ÷àñòîòó ω = 2ω0 + ε. Ïðåíåáðåãàÿ ñòàðøèìè

ãàðìîíèêàìè è ñîáèðàÿ ñëàãàåìûå ó êàæäîé èç ÷å-

òûðåõ ãàðìîíèê ýêñïîíåíò, ïîëó÷èì äëÿ f̄1, f̄2,
¯̄f∗
1 è

¯̄f∗
2 ñèñòåìó èç ÷åòûðåõ óðàâíåíèé ñ îïðåäåëèòåëåì

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a −d c −c
d a c c

−c c b −d
−c −c d b

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

,

ãäå

a = (γ0 + s+ iβ + iω/2)2 −RαRω/2,

b = (γ0 + s+ iβ − iω/2)2 −RαRω/2,

c = −RαRωσ/4i,
d = −RαRω/2.

Ïðèðàâíèâàÿ ýòîò îïðåäåëèòåëü ê íóëþ, ïîëó÷àåì

óðàâíåíèå

(d(a+ b)− 2c2)2 + (ab − d2)2 = 0, (17)

ðåøàÿ êîòîðîå îòíîñèòåëüíî γ0 + s+ iβ, ïîëó÷àåì

γ0 + s+ iβ =

√√√√λ20 ± iγ0ω

√
1± iR2

αR
2
ωσ

2

8λ20ω
2

− ω2

4
.

Ïðè ìàëûõ σ àñèìïòîòè÷åñêè ýòî ìîæíî ïåðåïèñàòü

êàê

s+ iβ + iε/2 = ± R2
αR

2
ωσ

2

32λ0ω(λ0 ± iω/2)
+ o(σ2). (18)

Ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (18) è åñòü äîáàâêà ê ñêîðî-

ñòè ãåíåðàöèè ïðè íàëè÷èè ïåðèîäè÷åñêîãî âîçäåé-

ñòâèÿ ñ ÷àñòîòîé ω. Ïðè σ = 0 ýòà äîáàâêà ðàâíà

íóëþ, à ñëåäîâàòåëüíî, ñêîðîñòü ãåíåðàöèè ïîëíî-

ñòüþ ñîâïàäàåò ñ λ0, îïðåäåëÿåìîé �îðìóëîé (15).

Ïðè σ 6= 0 âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü ðåøåíèÿ (18) ïðè

áîëüøèõ ω áîëüøå λ0, à ïðè ìàëûõ � ìåíüøå, â

ðàéîíå óäâîåííîé ÷àñòîòû ñêîðîñòü ãåíåðàöèè èìå-

åò ëîêàëüíûé ìàêñèìóì. Íà âåðõíåé ïàíåëè ðèñ. 3

ïðèâåäåíà çàâèñèìîñòü ñêîðîñòè ýêñïîíåíöèàëüíî-

ãî ðîñòà a1,2 îò ÷àñòîòû ïàðàìåòðè÷åñêîãî âîçáóæ-

äåíèÿ. ×èñëåííûå ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèÿ ñêîðîñòè

ãåíåðàöèè ïîêàçàíû ñïëîøíîé ëèíèåé, à àíàëèòè÷å-

ñêèå � òî÷êàìè. Ïðè ýòîì óìåíüøåíèå σ ïðèâîäèò

ê òîìó, ÷òî äâå êðèâûå ñòðåìÿòñÿ ê ïðÿìîé s = γ0.

Îòëè÷èòåëüíîé ÷åðòîé ÿâëÿåòñÿ îòñóòñòâèå ÷åòêî

âûäåëåííîãî óçêîãî ìàêñèìóìà ðåçîíàíñà íà êðàò-

íûõ ÷àñòîòàõ, ÷òî, îäíàêî, îáúÿñíÿåòñÿ âûðîæäåí-

íîñòüþ ñèììåòðè÷íîé ñèñòåìû è îòñóòñòâèåì ãàð-

ìîíè÷åñêîãî ðåøåíèÿ äëÿ ñèñòåìû (14).

Êðîìå òîãî, çàìåòèì, ÷òî íàéäåííûå ðåøåíèÿ

ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé äâå ãàðìîíèêè ñ áëèçêèìè ÷à-

ñòîòàìè � ðàçíèöà ìåæäó ÷àñòîòàìè 2β � è ýêñïî-

íåíöèàëüíî ðàñòóùèìè àìïëèòóäàìè, ÷òî íàðàâíå ñ

êîëåáàíèÿìè ìîæåò ïðèâîäèòü ê ïîÿâëåíèþ áèåíèé.

Áèåíèÿ ïðîÿâëÿþò ñåáÿ ïðè ìèíèìóìå ïðàâîé ÷àñòè

âûðàæåíèÿ (18) è ïðè ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòàõ ïðèâîäÿò

ê ïîÿâëåíèþ øóìà, ÷òî ñâÿçàíî ñ ìåòîäèêîé âû÷èñ-

ëåíèé (ñì. ïðåäûäóùèé ðàçäåë). Ïîÿâëåíèå äè��ó-

çèè, ïðîïîðöèîíàëüíîé µ2
, ñì. ñèñòåìó (4), ïðèâåäåò

ëèøü ê óìåíüøåíèþ ñêîðîñòè ãåíåðàöèè íà µ2
, ñàì

æå õàðàêòåð ðåøåíèÿ îñòàíåòñÿ òàêèì æå.

Åñëè âêëþ÷èòü íåëèíåéíîå ïîäàâëåíèå â ñèì-

ìåòðè÷íîì ñëó÷àå, òî ýíåðãèÿ êîëåáàíèé, à ñîîòâåò-

ñòâåííî è Rα, èçìåíèòñÿ íàñòîëüêî, ÷òî ãåíåðàöèÿ

ñòàáèëèçèðóåòñÿ. Íî òàê êàê íà ìàëûõ ÷àñòîòàõ ω

ñêîðîñòü ãåíåðàöèè ìåíüøå, ÷åì â íåâîçáóæäåííîì

ñëó÷àå, à íà áîëüøèõ � áîëüøå, òî îòíîñèòåëüíî

ýíåðãèè ñèñòåìû ïðè îòñóòñòâèè âíåøíåãî âîçáóæ-

äåíèÿ íà áîëüøèõ ÷àñòîòàõ ýíåðãèÿ óñòàíîâèâøèõñÿ

êîëåáàíèé âûðàñòåò, à íà ìàëûõ � íàîáîðîò, óïà-

äåò. Òàêàÿ çàâèñèìîñòü ýíåðãèè ñèñòåìû îò ÷àñòîòû

ïàðàìåòðè÷åñêîãî âîçáóæäåíèÿ ïðèâåäåíà íà íèæ-

íåé ïàíåëè ðèñ. 3. Øóìû, ïîÿâëÿþùèåñÿ íà çàâè-

ñèìîñòè, êàê áûëî ñêàçàíî âûøå, ÿâëÿþòñÿ ïðÿìûì

ñëåäñòâèåì èñïîëüçóåìîãî ÷èñëåííîãî àëãîðèòìà.
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�èñ. 3. Ñèììåòðè÷íûé ñëó÷àé. Âåðõíÿÿ ïàíåëü � çàâè-

ñèìîñòü ñêîðîñòè ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðîñòà a1,2 îò ÷àñ-

òîòû ïàðàìåòðè÷åñêîãî âîçáóæäåíèÿ â ñëó÷àå ëèíåéíî-

ãî ðåæèìà. Íèæíÿÿ ïàíåëü � çàâèñèìîñòü ýíåðãèè ñè-

ñòåìû îò ÷àñòîòû ïàðàìåòðè÷åñêîãî âîçáóæäåíèÿ â ñëó-

÷àå íåëèíåéíîãî ðåæèìà (ýíåðãèÿ íîðìèðóåòñÿ íà ýíåð-

ãèþ ñèñòåìû áåç âîçáóæäåíèÿ). Ïàðàìåòðû ìîäåëèðîâà-

íèÿ Rα = 0.35, Rω = −2500, σ = 0.3, ξ = 1; ñîáñòâåííûå

÷àñòîòû äëÿ ëèíåéíîãî ñëó÷àÿ ω0 ≈ 23.02, äëÿ íåëèíåé-

íîãî � ω0 ≈ 21.74

Ïðè ðàññìîòðåíèè íåñèììåòðè÷íîé ñèñòåìû (4),

ò. å. ñëó÷àÿ, êîãäà ïîìèìî µ2
åñòü êîíñòàíòû, ïî-

ÿâëÿþùèåñÿ èç-çà âçÿòèÿ âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ ïî

θ îò ñîîòâåòñòâóþùèõ ãàðìîíèê, àíàëèòè÷åñêè âû-

÷èñëèòü ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû ñèñòåìû íå ïðåäñòàâ-

ëÿåòñÿ âîçìîæíûì. Îäíàêî îòíîñèòåëüíî ñèììåò-

ðè÷íîãî ñëó÷àÿ ìîæíî ñêàçàòü ñëåäóþùåå: ñèñòåìà

(4) áóäåò òàêæå ïðèâîäèòü ê óðàâíåíèþ ÷åòâåðòîãî

ïîðÿäêà, íî åñëè â ñèììåòðè÷íîì ñëó÷àå ïîëîæè-

òåëüíàÿ âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü êîðíåé λ0 áûëà îäèíà-

êîâîé, ÷òî ïðèâîäèëî ê ðåøåíèþ èç ÷åòûðåõ ýêñ-

ïîíåíò (14), òî â íåñèììåòðè÷íîì ñëó÷àå áóäåò ñó-

ùåñòâîâàòü êîðåíü ñ áîëüøåé âåùåñòâåííîé ÷àñòüþ.

Ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèå áóäåò ãàðìîíè÷åñêèì è ñõî-

æèì êàê ñ ñèììåòðè÷íûì ñëó÷àåì (13), òàê è ñ óïðî-

ùåííîé ñèñòåìîé (6).
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�èñ. 4. Íåñèììåòðè÷íûé ñëó÷àé. Âåðõíÿÿ ïàíåëü � çà-

âèñèìîñòü ñêîðîñòè ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðîñòà a1,2 îò ÷àñ-

òîòû ïàðàìåòðè÷åñêîãî âîçáóæäåíèÿ â ñëó÷àå ëèíåéíî-

ãî ðåæèìà. Íèæíÿÿ ïàíåëü � çàâèñèìîñòü ýíåðãèè ñè-

ñòåìû îò ÷àñòîòû ïàðàìåòðè÷åñêîãî âîçáóæäåíèÿ â ñëó-

÷àå íåëèíåéíîãî ðåæèìà (ýíåðãèÿ íîðìèðóåòñÿ íà ýíåð-

ãèþ ñèñòåìû áåç âîçáóæäåíèÿ). Ïàðàìåòðû ìîäåëèðîâà-

íèÿ Rα = 1.0, Rω = −2500, σ = 0.3, ξ = 1; ñîáñòâåííûå

÷àñòîòû ω0 ≈ 36.11

Ýòî ìû è íàáëþäàåì ïðè ÷èñëåííîì àíàëèçå.

Òàê, â ëèíåéíîì ðåæèìå, ñì. âåðõíþþ ïàíåëü ðèñ.

4, çàâèñèìîñòü ñêîðîñòè ãåíåðàöèè îò ÷àñòîòû ïåðè-

îäè÷åñêîãî âîçäåéñòâèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóïåð-

ïîçèöèþ àíàëîãè÷íûõ çàâèñèìîñòåé äëÿ óïðîùåí-

íîé è ñèììåòðè÷íîé ñèñòåì. Õîðîøî âèäåí øèðî-

êèé ïðî�èëü ïîäëîæêè âî âñåì äèàïàçîíå ÷àñòîò

è îñòðûå ïèêè âáëèçè óäâîåííîé ÷àñòîòû (è êðàò-

íûõ óäâîåííîé). Â íåëèíåéíîì ðåæèìå ãðà�èê ýíåð-

ãèè íàñûùåíèÿ òîæå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîìáèíà-

öèþ ïîäëîæêè (ñèììåòðè÷íàÿ ñèñòåìà, íèæíÿÿ ïà-

íåëü ðèñ. 3) è òðåóãîëüíèêîâ (óïðîùåííàÿ ñèñòåìû,

íèæíÿÿ ïàíåëü ðèñ. 2). Ïðè ýòîì êàðòèíà ïàðàìåò-

ðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà äëÿ ñèñòåìû Ïàðêåðà ñòàëà ñó-

ùåñòâåííî ñëîæíåå îæèäàåìîé äëÿ ãàðìîíè÷åñêèõ

êîëåáàíèé. Ïîÿâèëèñü îáëàñòè ïîäàâëåíèÿ ãåíåðà-
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öèè íà íèçêèõ ÷àñòîòàõ è óñèëåíèÿ íà âûñîêèõ, ïè-

êè óñèëåíèÿ ñäâèíóòû îò êðàòíûõ ÷àñòîò è íàõîäÿò-

ñÿ ëåâåå, â íåïîñðåäñòâåííîé áëèçîñòè îò íèõ. Òî÷-

íî â òàêîé æå áëèçîñòè, íî ïðàâåå, íàõîäÿòñÿ ïèêè

ïîäàâëåíèÿ ãåíåðàöèè. Èç ýòîãî ìîæíî ñäåëàòü âû-

âîä, ÷òî ïðèðîäà ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà äëÿ

äèíàìî-ñèñòåì îáúÿñíèìà, íî èìååò ãîðàçäî áîëüøå

îñîáåííîñòåé, íåæåëè ñòàíäàðòíàÿ êàðòèíà.

5. ÎÁÑÓÆÄÅÍÈÅ È ÂÛÂÎÄÛ

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èññëåäîâàí ïàðàìåòðè÷å-

ñêèé ðåçîíàíñ â ìàëîìîäîâîé äèíàìî-ñèñòåìå Ïàð-

êåðà. Ýòà ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç ïðîñòåéøèõ ìî-

äåëåé ïðîöåññîâ ãåíåðàöèè êðóïíîìàñøòàáíûõ ìàã-

íèòíûõ ïîëåé â ñëó÷àéíûõ ïðîâîäÿùèõ ñðåäàõ è

â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè îïèñûâàåò �îðìèðîâàíèå

çâåçäíûõ äèíàìî-öèêëîâ, àíàëîãè÷íûõ 11-ëåòíåìó

öèêëó ñîëíå÷íîé àêòèâíîñòè. Ìû íå ðàññìàòðèâà-

åì â ðàáîòå ïðè÷èíû, ïðèâîäÿùèå ê ïåðèîäè÷åñêèì

ïàðàìåòðè÷åñêèì îñöèëëÿöèÿì, îãðàíè÷èâàÿñü îá-

ùèìè ñîîáðàæåíèÿì, òàêèìè êàê, íàïðèìåð, ïåðèî-

äè÷åñêîå âëèÿíèå âðàùàþùèõñÿ ïëàíåò íà ãèäðîäè-

íàìè÷åñêóþ ñïèðàëüíîñòü â êîíâåêòèâíîé îáîëî÷êå.

Áîëåå òîãî, ìû íå óòâåðæäàåì, ÷òî òàêîå ïåðèîäè-

÷åñêîå âîçäåéñòâèå ïðèñóòñòâóåò, íàïðèìåð, â ñèñòå-

ìàõ Ñîëíöå�Þïèòåð, èëè Çåìëÿ�Ëóíà, à ñîñðåäîòà-

÷èâàåìñÿ íà âîïðîñå î òîì, íàñêîëüêî êàðòèíà ïà-

ðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà â äèíàìî-ñèñòåìàõ ìîæåò

îòëè÷àòüñÿ îò êëàññè÷åñêîãî ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðå-

çîíàíñà, îïèñûâàåìîãî óðàâíåíèåì Ìàòüå. Áëàãîäà-

ðÿ íàñòîëüêî óïðîùåííîé ïîñòàíîâêå, ýòè îòëè÷èÿ

óäàåòñÿ ïðîàíàëèçèðîâàòü êàê ÷èñëåííî, òàê è àíà-

ëèòè÷åñêè.

Â ðàññìîòðåííûõ ñëó÷àÿõ íà ãðà�èêàõ çàâèñè-

ìîñòè ñêîðîñòè ãåíåðàöèè îò ÷àñòîòû ïàðàìåòðè÷å-

ñêîãî âîçäåéñòâèÿ, äåéñòâèòåëüíî âèäíû ïèêè, êî-

òîðûå ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ ý��åêòàìè ïàðàìåò-

ðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà. Ïðèìå÷àòåëüíî, ÷òî ýòè ïè-

êè äëÿ äèíàìî-ñèñòåì íå îáÿçàòåëüíî âîçíèêàþò

ïðè ïåðèîäå âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ, âäâîå ìåíüøåì

ñîáñòâåííîãî ïåðèîäà êîëåáàíèé. Áîëåå òîãî, â ðÿ-

äå ñëó÷àåâ óäàåòñÿ îáúÿñíèòü àíàëèòè÷åñêè, ïî÷å-

ìó èíîãäà óñëîâèÿ âîçíèêíîâåíèÿ ïàðàìåòðè÷åñêî-

ãî ðåçîíàíñà ñîâïàäàþò ñ êëàññè÷åñêèìè, à èíîãäà

� îòëè÷àþòñÿ îò íåãî. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â îáùåì

ñëó÷àå â äèíàìî-ñèñòåìàõ âëèÿíèå ïåðèîäè÷åñêîãî

âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ íà ñêîðîñòü ãåíåðàöèè åñòü íà

âñåõ ÷àñòîòàõ. Îñîáåííî ïðè ýòîì âûäåëÿåòñÿ ÷àñò-

íûé ñëó÷àé ñîâïàäàþùèõ êîý��èöèåíòîâ äè��ó-

çèè ïðè ðàçëè÷íûõ êîìïîíåíòàõ ðàçëîæåíèÿ ìàã-

íèòíîãî ïîëÿ ïî ìîäàì, òàê êàê â ýòîì ÷àñòíîì ñëó-

÷àå êëàññè÷åñêîãî ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà âî-

îáùå íå íàáëþäàåòñÿ, à íàáëþäàåòñÿ ñëåäóþùåå: âî-

ïåðâûõ, ïîäàâëåíèå ãåíåðàöèè íà ìàëûõ ÷àñòîòàõ

ïåðèîäè÷åñêîé ìîäóëÿöèè è óñèëåíèå ãåíåðàöèè íà

áîëüøèõ, âî-âòîðûõ, ïèê òàêîãî ïàðàìåòðè÷åñêîãî

óñèëåíèÿ ãåíåðàöèè, ëåæàùèé ìåæäó óäâîåííîé è

óòðîåííîé ñîáñòâåííûìè ÷àñòîòàìè ñèñòåìû, áîëåå

øèðîêèé, ÷åì íà óäâîåííîé ÷àñòîòå â êëàññè÷åñêîì

ñëó÷àå, íî ïðè ýòîì áîëåå íèçêèé ïî àìïëèòóäå.

Ìîæåò áûòü, áîëåå ãðàìîòíî òàêîé îòêëèê ñèñòåìû

íà ïåðèîäè÷åñêîå èçìåíåíèå ïàðàìåòðîâ ñëåäîâàëî

áû íàçâàòü íå ¾ïàðàìåòðè÷åñêèì ðåçîíàíñîì¿, äëÿ

êîòîðîãî õàðàêòåðåí èçáèðàòåëüíûé ïî ÷àñòîòå îò-

êëèê, à ¾íåèçáèðàòåëüíûì ïàðàìåòðè÷åñêèì ðåçî-

íàíñîì¿. Òîãäà ìîæíî áûëî áû ñêàçàòü, ÷òî â îáùåì

ñëó÷àå íàáëþäàåòñÿ ñóïåðïîçèöèÿ ¾êëàññè÷åñêîãî¿

è ¾íåèçáèðàòåëüíîãî¿ ðåçîíàíñîâ. Îäíàêî, îñòàâëÿÿ

âîïðîñû òåðìèíîëîãèè äëÿ äàëüíåéøåãî îáñóæäå-

íèÿ, íåëüçÿ íå îòìåòèòü, ÷òî îáíàðóæåííîå ÿâëåíèå

� îòñóòñòâèå êëàññè÷åñêîãî ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðå-

çîíàíñà ïðè ñîâïàäåíèè êîý��èöèåíòîâ äè��óçèè

äëÿ ðàçíûõ êîìïîíåíò ìàãíèòíîãî ïîëÿ � ñîâïàäà-

åò ïî ñìûñëó ñ ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åííûìè ðàíåå â

äðóãèõ ðàáîòàõ, â ÷àñòíîñòè, â ðàáîòå [16℄.

Åùå îäíèì âàæíûì ñ íàøåé òî÷êè çðåíèÿ ðå-

çóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî âîçíèêíîâåíèå ðåçîíàíñ-

íûõ ïèêîâ íå êàæåòñÿ ñòîëü ÿðêèì ÿâëåíèåì, êàê

âîçíèêíîâåíèå ðåçîíàíñíûõ ïèêîâ â çàäà÷àõ, íå ñâÿ-

çàííûõ ñ ðàçâèòèåì íåóñòîé÷èâîñòåé. Êîíå÷íî, ýòî

îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî ïîÿâëåíèå íåóñòîé÷èâîñòè ñà-

ìî ïî ñåáå ÿâëÿåòñÿ î÷åíü çàìåòíûì ÿâëåíèåì, êî-

òîðîå âïîëíå ìîæåò áûòü áîëåå çàìåòíûì, ÷åì ðå-

çîíàíñ, ïîýòîìó óñèëåíèå èëè ïîäàâëåíèå ãåíåðàöèè

íà �îíå óæå ïðîèñõîäÿùåé ãåíåðàöèè çàìåòèòü ãî-

ðàçäî ñëîæíåå.

Åñëè ãîâîðèòü î ðåàëüíûõ äèíàìî-ñèñòåìàõ, òî

ñëåäóåò ó÷èòûâàòü òîò �àêò, ÷òî ýêñïîíåíöèàëü-

íîå íàðàñòàíèå êðóïíîìàñøòàáíîãî ìàãíèòíîãî ïî-

ëÿ � î÷åíü ðåäêî íàáëþäàåìîå ÿâëåíèå. Â ïîäàâëÿ-

þùåì áîëüøèíñòâå ñèñòåì ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ãåíå-

ðàöèÿ çàòóõàåò çà ñ÷åò îáðàòíîãî âëèÿíèÿ ðàñòóùå-

ãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ íà ãèäðîäèíàìè÷åñêèå ïàðàìåò-

ðû ñèñòåìû. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ó÷èòûâàëîñü âëè-

ÿíèå ðîñòà ìàãíèòíîãî ïîëÿ íà ãèäðîäèíàìè÷åñêóþ

ñïèðàëüíîñòü. Àíàëèç ýíåðãèè óñòàíîâèâøèõñÿ êî-

ëåáàíèé â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðè÷åñêîãî âîçäåé-

ñòâèÿ ïîêàçàë, ÷òî ðåçîíàíñíîå âîçäåéñòâèå ìîæåò

ïðèâîäèòü íå ê âîçðàñòàíèþ, à ê óìåíüøåíèþ àì-

ïëèòóäû äèíàìî-âîëíû, ò.å. ìîæåò âîçíèêàòü íå ðå-

çîíàíñíîå óñèëåíèå, à ðåçîíàíñíîå ïîãëîùåíèå êàê

522



ÆÝÒÔ, òîì 163, âûï. 4, 2023 Íåëèíåéíûé ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ. . .

â áëèçêèõ ê ðåçîíàíñó îáëàñòÿõ, òàê è ïðîñòî íà ìà-

ëûõ ÷àñòîòàõ ïåðèîäè÷åñêîé ñèëû. �åçîíàíñíîå ïî-

ãëîùåíèå, êîíå÷íî, èçâåñòíî â ðÿäå �èçè÷åñêèõ êîí-

òåêñòîâ, íî â êîíòåêñòå çàäà÷è äèíàìî ÿâëÿåòñÿ î÷å-

âèäíî íåäîñòàòî÷íî èçó÷åííûì. �îâîðÿ î íåïîñðåä-

ñòâåííûõ ïðèëîæåíèÿõ ïðîâåäåííîãî èññëåäîâàíèÿ

ê �èçèêå Ñîëíöà, îòìåòèì, ÷òî íà �îíå ïîëó÷åí-

íûõ ðåçóëüòàòîâ �àêò ñîâïàäåíèÿ äëèíû ñîëíå÷íî-

ãî öèêëà ñ ïåðèîäîì îáðàùåíèÿ Þïèòåðà ïåðåñòà-

åò ïðåäñòàâëÿòüñÿ ñòîëü ïðèâëåêàòåëüíûì â êîíòåê-

ñòå èññëåäîâàíèÿ ïðèðîäû ñîëíå÷íîãî öèêëà. Òàêæå

åùå ðàç îòìåòèì, ÷òî ïðîâåäåííîå â êîíêðåòíîé ñè-

òóàöèè èññëåäîâàíèå ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà â

ñèñòåìàõ ñ ñàìîâîçáóæäåíèåì è íåëèíåéíûì ïîäàâ-

ëåíèåì ìîæåò áûòü èíòåðåñíî è â äðóãèõ àíàëîãè÷-

íûõ ñèòóàöèÿõ.

Ôèíàíñèðîâàíèå. ×èñëåííûé àíàëèç ïàðàìåò-

ðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà â äèíàìî-ñèñòåìàõ âûïîëíåí

ïðè ïîääåðæêå Ìèíîáðíàóêè �Ô â ðàìêàõ ïðîãðàì-

ìû Ìîñêîâñêîãî öåíòðà �óíäàìåíòàëüíîé è ïðè-

êëàäíîé ìàòåìàòèêè (ïðîåêò � 075�15�2019�1621).

Àñèìïòîòè÷åñêèé àíàëèç ïåðèîäè÷åñêîãî âîçäåé-

ñòâèÿ íà ãåíåðàöèþ êðóïíîìàñøòàáíûõ ñòðóêòóð

ïðîâîäèëñÿ ïðè ïîääåðæêå �îíäà Áàçèñ (ãðàíò

� 21-1-3-63-1).
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