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1. ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Òåîðèÿ ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ âòîðîãî ðîäà ïðåä-
ñêàçûâàåò êëàññèôèêàöèþ ìîäåëåé ñòàòèñòè÷åñêîé
ôèçèêè ñ ôåððîìàãíèòíûì âçàèìîäåéñòâèåì ïî íà-
áîðó ïðèçíàêîâ, òàêèõ êàê ïðîñòðàíñòâåííàÿ ðàç-
ìåðíîñòü ñèñòåìû, ðàçìåðíîñòü ïàðàìåòðà ïîðÿä-
êà è ñèììåòðèÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ (ñì., íàïðè-
ìåð, [1]). Ãèïîòåçà óíèâåðñàëüíîñòè ÿâëÿåòñÿ ñëåä-
ñòâèåì ïîäõîäà ê êðèòè÷åñêèì ÿâëåíèÿì � òåî-
ðèè ðåíîðìàëèçàöèîíîé ãðóïïû, â êîòîðîé äåòà-
ëè ãàìèëüòîíèàíà íå âëèÿþò íà çíà÷åíèÿ êðèòè-
÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé è íà ìàñøòàáíûå ïðåîáðàçîâà-
íèÿ ôóíêöèé [2]. Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ñ ïðè-
ìåíåíèåì ýòîé òåîðèè, ïîëó÷èëè ïîäòâåðæäåíèå â
ðàìêàõ òàêèõ îáùèõ òåîðèé, êàê êîíôîðìíàÿ òåî-
ðèÿ ïîëÿ [3, 4] è ñòîõàñòè÷åñêàÿ òåîðèÿ ýâîëþöèè
Øðàììà�Ëåâíåðà [5,6]. Èìååòñÿ áîëüøîå ÷èñëî ÷èñ-
ëåííûõ èññëåäîâàíèé, êîòîðûå âîñïðîèçâîäÿò êðè-
òè÷åñêèå èíäåêñû ñ äîñòàòî÷íîé íàäåæíîñòüþ è
íå ïðîòèâîðå÷àò ãèïîòåçå óíèâåðñàëüíîñòè. Áîëåå
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òîãî, ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ íåðàâíîâåñíûõ ñè-
ñòåì òàêæå ôîðìóëèðóþòñÿ íà ÿçûêå óíèâåðñàëüíî-
ñòè [7]. Òàêèì îáðàçîì, ìíîãî÷èñëåííûå ñèñòåìû ñ
ðàçíîîáðàçíûìè äåòàëÿìè ãàìèëüòîíèàíà è îòëè÷è-
ÿìè íà ìàëûõ ìàñøòàáàõ õîðîøî êëàññèôèöèðóþò-
ñÿ íàáîðîì êðèòè÷åñêèõ èíäåêñîâ, çàâèñÿùèì ëèøü
îò ãëîáàëüíûõ ñâîéñòâ ãàìèëüòîíèàíà. Òåõíè÷åñêè
ýòî ìîæíî âûðàçèòü òàê, ÷òî àìïëèòóäà êîððåëÿ-
öèîííîé äëèíû çàâèñèò îò ëîêàëüíûõ ñâîéñòâ, íî
åå óáûâàíèå íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ â îêðåñòíîñòè
ôàçîâîãî ïåðåõîäà íå çàâèñèò îò ëîêàëüíûõ ñâîéñòâ
è ïîâåäåíèå íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ îïèñûâàåòñÿ
óíèâåðñàëüíîé ôóíêöèåé.

Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî íå âñå âåëè÷èíû ÿâëÿþò-
ñÿ óíèâåðñàëüíûìè. Íàïðèìåð, çíà÷åíèÿ êðèòè÷å-
ñêèõ àìïëèòóä óíèâåðñàëüíûõ ôóíêöèé íå ÿâëÿþò-
ñÿ óíèâåðñàëüíûìè ñàìè ïî ñåáå, à ëèøü èõ íåêî-
òîðûå êîìáèíàöèè îêàçûâàþòñÿ íå çàâèñÿùèìè îò
äåòàëåé ãàìèëüòîíèàíà [1]. Ñëåäóåò òàêæå ñ îñòî-
ðîæíîñòüþ òðàêòîâàòü óíèâåðñàëüíîñòü â ñèñòåìàõ
ñ îãðàíè÷åííûìè ðàçìåðàìè, â êîòîðûõ êîíå÷íîñòü
ñèñòåìû â îäíîì èç íàïðàâëåíèé ìîæåò äàâàòü ÿâ-
íóþ çàâèñèìîñòü êàê îò ðàçìåðà ñèñòåìû, òàê è
îò òèïà ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Êîíå÷íî, ýòè ýôôåê-
òû òàêæå ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèåì ãëîáàëüíûõ âëèÿ-
íèé, ïîñêîëüêó ðàçìåð ñèñòåìû è òèï ãðàíè÷íûõ
óñëîâèé îãðàíè÷èâàþò ðàñõîäèìîñòü êîððåëÿöèîí-
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íîé äëèíû, çà ñ÷åò ÷åãî çàâèñèìîñòü îò ðàçìåðà ñè-
ñòåìû áóäåò ÿâíîé. Çàìå÷àòåëüíûé ïðèìåð, ýòî âû-
ðàæåíèå äëÿ êîððåëÿöèîííîé äëèíû â ìîäåëè Èçèí-
ãà íà áåñêîíå÷íîé ïîëîñêå êîíå÷íîé øèðèíû L ñî
ñâîáîäíûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè íà êðàÿõ ïîëîñ-
êè, ïîëó÷åííîå â ñòàòüå [8] c ïîìîùüþ êîíôîðìíîé
òåîðèè ïîëÿ [3] ξ(L) ∝ L/π, ñ ÿâíîé çàâèñèìîñòüþ
êîððåëÿöèîííîé äëèíû âäîëü ïîëîñêè îò åå øèðè-
íû. Ýòà çàâèñèìîñòü ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíîé ïðè
îãîâîðêå øèðèíû ïîëîñêè è òèïà ãðàíè÷íûõ óñëî-
âèé.

Åùå îäíî óòî÷íåíèå óíèâåðñàëüíîñòè ïðîèñõî-
äèò îò àíèçîòðîïèè ñèñòåìû [9]. Íàïðèìåð, äëÿ ìî-
äåëè Èçèíãà íà òðåóãîëüíîé ðåøåòêå ñ êîíñòàí-
òîé J ′ âçàèìîäåéñòâèÿ ñïèíîâ âäîëü îäíîãî èç íà-
ïðàâëåíèé ðåøåòêè è êîíñòàíòîé âçàèìîäåéñòâèÿ
âäîëü äâóõ äðóãèõ íàïðàâëåíèé J çíà÷åíèå êóìó-
ëÿíòà Áèíäåðà, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðîé óíèâåð-
ñàëüíîé êîìáèíàöèåé êðèòè÷åñêèõ àìïëèòóä, çàâè-
ñèò ÿâíî îò ïàðàìåòðà àíèçîòðîïèè � îòíîøåíèÿ
êîíñòàíò âçàèìîäåéñòâèÿ q = J ′/J [10]. Çàìåòèì îä-
íàêî, ÷òî àíèçîòðîïèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ � ýòî ãëî-
áàëüíàÿ õàðàêòåðèñòèêà ãàìèëüòîíèàíà.

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ äà-
æå ââåäåíèå ïðèìåñåé ìîæåò íå ìåíÿòü êëàññ óíè-
âåðñàëüíîñòè. Ýòî ìîæíî óâèäåòü íà ïðèìåðå õî-
ðîøî èçó÷åííîé àíàëèòè÷åñêè è ÷èñëåííî äâóìåð-
íîé ìîäåëè Èçèíãà, â êîòîðîé êîððåëÿöèîííàÿ äëè-
íà ïðèîáðåòàåò àääèòèâíóþ ëîãàðèôìè÷åñêóþ ïî-
ïðàâêó çà ñ÷åò ïðèìåñåé [11], ÷òî ïðèâîäèò ê ëî-
ãàðèôìè÷åñêèì ïîïðàâêàì òåðìîäèíàìè÷åñêèõ íà-
áëþäàåìûõ, îäíàêî èõ çàâèñèìîñòü îò êîððåëÿöè-
îííîé äëèíû îñòàåòñÿ òîé æå ôóíêöèåé, ÷òî è â
ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ ïðèìåñåé. Ïðè ýòîì ñîõðàíÿåò-
ñÿ è óíèâåðñàëüíîñòü îòíîøåíèÿ êðèòè÷åñêèõ àì-
ïëèòóä � èõ ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ òàêæå õàðàêòå-
ðèçóþò êëàññ óíèâåðñàëüíîñòè [12]. Òàêèì îáðàçîì,
ïðè îòíîñèòåëüíî ìàëîé êîíöåíòðàöèè ïðèìåñåé íå
íàðóøàþòñÿ ãëîáàëüíûå ñâîéñòâà è ìîäåëü äåìîí-
ñòðèðóåò ïîâåäåíèå â êëàññå óíèâåðñàëüíîñòè äâó-
ìåðíîé ìîäåëè Èçèíãà. Ïðè òàêîì ïîäõîäå ìîæíî
òàêæå óâèäåòü, ÷òî èçìåíåíèå óíèâåðñàëüíîãî ïî-
âåäåíèÿ â ýòîé ìîäåëè ìîæåò ïðîèçîéòè òîëüêî â
îêðåñòíîñòè òî÷êè ïåðêîëÿöèîííîãî ôàçîâîãî ïåðå-
õîäà � áîëüøàÿ êîíöåíòðàöèÿ ïðèìåñåé ìîæåò ïðè-
âåñòè ê ðåàëèçàöèÿì ïåðêîëÿöèîííîãî ãåîìåòðè÷å-
ñêîãî êëàñòåðà, ÷òî èçìåíèò êðèòè÷åñêèå ñâîéñòâà
ñèñòåìû, ïðè êîíöåíòðàöèè ïðèìåñåé áîëåå 10 ïðî-
öåíòîâ ïðîÿâëÿåòñÿ îòêëîíåíèå îò óíèâåðñàëüíîãî
ïîâåäåíèÿ ìîäåëè Èçèíãà çà ñ÷åò ñìåøèâàíèÿ âëèÿ-
íèÿ äâóõ êðèòè÷åñêèõ îáëàñòåé [12]. Ýòî òàêæå ïðî-
ÿâëåíèå âëèÿíèÿ ãëîáàëüíîé õàðàêòåðèñòèêè � ãåî-

ìåòðè÷åñêîé ïåðêîëÿöèè, êîòîðàÿ îïèñûâàåòñÿ äðó-
ãèì íàáîðîì êðèòè÷åñêèõ èíäåêñîâ è äðóãîé ôóíê-
öèîíàëüíîé çàâèñèìîñòüþ êîððåëÿöèîííîé äëèíû.

Â ïîñëåäíèå ãîäû ïîÿâèëèñü ðàáîòû, óòâåðæäå-
íèÿ êîòîðûõ, îñíîâàííûå íà ÷èñëåííîì ìîäåëèðî-
âàíèè, íàõîäÿòñÿ â ïðîòèâîðå÷èè ñ îïèñàííîé âû-
øå êàðòèíîé óíèâåðñàëüíîñòè. Â ÷àñòíîñòè, â ñòà-
òüå [13] íà îñíîâå ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ÷åòû-
ðåõêîìïîíåíòíîé ìîäåëè Ïîòòñà íà ãåêñàãîíàëüíîé
ðåøåòêå ñäåëàíî óòâåðæäåíèå, ÷òî ñèñòåìà èñïûòû-
âàåò ôàçîâûé ïåðåõîä ïåðâîãî ðîäà. Èçâåñòíî, ÷òî
ìîäåëü Ïîòòñà ñ ëîêàëüíûì âçàèìîäåéñòâèåì èñïû-
òûâàåò ôàçîâûé ïåðåõîä âòîðîãî ðîäà, ÷òî ïîêàçà-
íî àíàëèòè÷åñêè [14, 15], ÷èñëåííî [16] è, ÷òî îñîáî
âàæíî, ýêñïåðèìåíòàëüíî [17].

Â ðàçä. 3 ìû ïðèâîäèì ðåçóëüòàòû ÷èñëåííî-
ãî àíàëèçà ÷åòûðåõêîìïîíåíòíîé ìîäåëè Ïîòòñà íà
ãåêñàãîíàëüíîé ðåøåòêå ñ ïðèìåíåíèåì ìåòîäà ïðÿ-
ìîé îöåíêè ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé (DOS), àíàëîãè÷-
íî èñïîëüçîâàííîìó â ñòàòüå [13]. Îòëè÷èå ñîñòîèò â
òîì, ÷òî ìû èñïîëüçîâàëè äëÿ îöåíêè DOS íå ïðÿ-
ìîé ìåòîä Âàíãà�Ëàíäàó [18, 19], à åãî ìîäèôèêà-
öèþ [20], ïîòåíöèàëüíî îáëàäàþùóþ áîëüøåé òî÷-
íîñòüþ îöåíêè DOS. Êðîìå òîãî, ìû èñïîëüçîâà-
ëè äëÿ îöåíêè ñòåïåíè ñõîäèìîñòè âû÷èñëåíèé DOS
ïðåäëîæåííûé íàìè ðàíåå ìåòîä [21]. Ìû ïðèâîäèì
ðåçóëüòàòû îöåíêè êðèòè÷åñêèõ èíäåêñîâ, êîòîðûå
óêàçûâàþò íà òî, ÷òî ÷åòûðåõ êîìïîíåíòíàÿ ìîäåëü
Ïîòòñà íà ãåêñàãîíàëüíîé ðåøåòêå íå äåìîíñòðèðó-
åò îòêëîíåíèÿ îò îæèäàåìîãî óíèâåðñàëüíîãî ïîâå-
äåíèÿ â êëàññå óíèâåðñàëüíîñòè ÷åòûðåõêîìïîíåíò-
íîé ìîäåëè Ïîòòñà. Îáðàòíîå è îøèáî÷íîå óòâåð-
æäåíèå ñòàòüè [13] îñíîâàíî, ïî-âèäèìîìó, íà îòñóò-
ñòâèè ñõîäèìîñòè îöåíêè DOS ê òðåáóåìîìó â ñèëó
èçâåñòíûõ äåôåêòîâ ïðÿìîãî ìåòîäà Âàíãà�Ëàíäàó,
à òàêæå â ñèëó èñïîëüçîâàíèÿ êà÷åñòâåííîãî ìåòîäà
àíàëèçà, íå îáëàäàþùåãî íàäëåæàùåé òî÷íîñòüþ.

Â ðàçä. 2 ìû ïîäðîáíî èçëàãàåì äåòàëè ìîäè-
ôèöèðîâàííîãî ìåòîäà, èñïîëüçîâàííîãî íàìè äëÿ
ïðîâåäåíèÿ ÷èñëåííîãî èññëåäîâàíèÿ.

2. ÌÎÄÈÔÈÖÈÐÎÂÀÍÍÛÉ ÌÅÒÎÄ
ÂÀÍÃÀ�ËÀÍÄÀÓ Ñ ÊÎÍÒÐÎËÅÌ

ÑÕÎÄÈÌÎÑÒÈ

Ìåòîä Âàíãà�Ëàíäàó [18] ïîëó÷èë øèðîêîå ðàñ-
ïðîñòðàíåíèå áëàãîäàðÿ ïðîñòîòå åãî ðåàëèçàöèè
äëÿ êëàññè÷åñêèõ ñèñòåì ñ äèñêðåòíûì ñïåêòðîì
ýíåðãèè. Ìåòîä äàåò âîçìîæíîñòü ïðÿìîé ÷èñëåí-
íîé îöåíêè ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé (òî÷íåå, íàïðÿìóþ
îöåíèâàåòñÿ ýíòðîïèÿ, êàê áóäåò âèäíî èç ôîðìóëè-
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ðîâêè ìåòîäà). Îí îñíîâàí íà îñòðîóìíîé ýâðèñòè-
÷åñêîé èäåå îöåíêè ïðèíÿòèÿ ïåðåõîäà ìåæäó ñî-
ñòîÿíèÿìè ìîäåëèðóåìîé ñèñòåìû ïðîïîðöèîíàëüíî
îòíîøåíèþ òåêóùèõ ïëîòíîñòåé ñîñòîÿíèé, çàâèñÿ-
ùèõ îò íà÷àëüíîé è êîíå÷íîé ýíåðãèé. Ýòó âåðîÿò-
íîñòü ïåðåõîäà ìû íàçûâàåì âåðîÿòíîñòüþ Âàíãà�
Ëàíäàó. Ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñóììà ñèñòåì ñ äèñêðåò-
íûì ñïåêòðîì ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå

Z =

NE∑
k=1

g(Ek)e−Ek/kBT , (1)

ãäå g(Ek) � ÷èñëî ñîñòîÿíèé (DOS) ñ ýíåðãèåé Ek,
(k = 1, 2, . . . , NE), NE � ÷èñëî óðîâíåé ýíåðãèè, kB
� ïîñòîÿííàÿ Áîëüöìàíà è T � òåìïåðàòóðà. Çà-
ìåòèì, ÷òî ñàìà DOS íå çàâèñèò îò òåìïåðàòóðû,
íî åå çíàíèå äàåò âîçìîæíîñòü ïîëó÷èòü çíà÷åíèÿ
ñâîáîäíîé ýíåðãèè êàê ôóíêöèè òåìïåðàòóðû. Ïðî-
èçâîäíûå ñâîáîäíîé ýíåðãèè ïî òåìïåðàòóðå äàþò
íàáëþäàåìûå òåðìîäèíàìè÷åñêèå âåëè÷èíû, íàïðè-
ìåð, âíóòðåííþþ ýíåðãèþ ñèñòåìû è òåïëîåìêîñòü.
Äëÿ ïîëó÷åíèÿ çàâèñèìîñòè ñâîáîäíîé ýíåðãèè îò
äðóãèõ ïàðàìåòðîâ ãàìèëüòîíèàíà, íàïðèìåð ìàã-
íèòíîãî ïîëÿ, íåîáõîäèìî ðàñøèðåííîå ïðåäñòàâëå-
íèå ñòàòñóììû ñ ïëîòíîñòüþ ñîñòîÿíèé, çàâèñÿùåé
òàêæå îò ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Ìåòîä äîñòàòî÷íî îá-
ùèé. Îí ìîæåò áûòü ïðèìåíåí òàêæå â çàäà÷àõ îï-
òèìèçàöèè [22], äîïóñêàþùèõ ïðåäñòàâëåíèå öåëå-
âîé ôóíêöèè â âèäå, àíàëîãè÷íîì âûðàæåíèþ (1).

2.1. Àëãîðèòì Âàíãà�Ëàíäàó

Àëãîðèòì ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ øàãîâ: 1) èíè-
öèèðóåòñÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ H(Ek) = 0

è òåêóùåå çíà÷åíèå ëîãàðèôìà DOS lg(Ek) = 1,
(k = 1, 2, . . . , NE), çàäàåòñÿ ïðîèçâîëüíàÿ êîíôèãó-
ðàöèÿ ñèñòåìû è âû÷èñëÿåòñÿ åå ýíåðãèÿ, çàäàåòñÿ
íà÷àëüíîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà f = exp(1) (åãî íà-
çíà÷åíèå áóäåò ïîÿñíåíî íèæå); 2) ëþáûì ìåòîäîì
Ìîíòå-Êàðëî ðàçûãðûâàåòñÿ âîçìîæíûé ïåðåõîä â
äðóãîå ñîñòîÿíèå (÷àùå âñåãî èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä
Ìåòðîïîëèñà [19]); 3) ïåðåõîä èç ñîñòîÿíèÿ ñ ýíåð-
ãèåé Ek â ñîñòîÿíèå ñ ýíåðãèåé Em ïðèíèìàåòñÿ ñ
âåðîÿòíîñòüþ Âàíãà�Ëàíäàó

PWL(Ek, Em) = min

(
1,
g̃(Ek)

g̃(Em)

)
, (2)

ãäå èñïîëüçóåòñÿ òåêóùàÿ îöåíêà DOS
g̃(Ek) = exp lg(Ek) è ïðîèñõîäèò óâåëè÷åíèå çíà÷å-
íèÿ âñïîìîãàòåëüíîé ôóíêöèè ïðèíÿòîãî ñîñòîÿíèÿ
H(Ek) = H(Ek) + 1 è ôóíêöèè lg(Ek) = lg(Ek) + 1;
øàãè 2 è 3 ïîâòîðÿþòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà âñïî-
ìîãàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ H(Ek) íå ñòàíåò �ïëîñêîé�

ñ íåêîòîðîé ïðîöåíòíîé ïîãðåøíîñòüþ, íàïðèìåð
5% [18]; 4) ïîñëå ýòîãî ðåêîìåíäóåòñÿ [18] ñáðîñèòü
çíà÷åíèÿ âñïîìîãàòåëüíîé ôóíêöèè H(Ek) = 0,
óìåíüøèòü òåêóùåå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà f =

√
f ,

îòêàëèáðîâàòü òåêóùèå çíà÷åíèÿ ëîãàðèôìà DOS
lg(Ek) = f lg(Ek), (k = 1, 2, . . . , NE), è ïåðåéòè
ê øàãó 2. Ïðîöåññ çàâåðøàåòñÿ ïî äîñòèæåíèè
íåêîòîðîãî âûáðàííîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà f ,
íàïðèìåð f = exp (10−8).

2.2. Ìîäèôèêàöèÿ: 1/t-àëãîðèòì

Äëÿ áîëüøèíñòâà ñïèíîâûõ ìîäåëåé ñ äèñêðåò-
íûì ñïåêòðîì ýíåðãèè òàêàÿ ïðîöåäóðà ïðèâîäèò
ê íåïëîõîé îöåíêå ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé è àëãîðèòì
èñïîëüçóåòñÿ â îãðîìíîì ÷èñëå èññëåäîâàíèé1). Òåì
íå ìåíåå, óæå â ðàííèõ ïðèìåíåíèÿõ àâòîðàìè ìå-
òîäà áûëî îòìå÷åíî, ÷òî îí ïðèâîäèò ê íåêîòîðîé
êîíå÷íîé òî÷íîñòè îöåíêè DOS â íåñêîëüêî ïðîöåí-
òîâ [23]. Ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ ñèñòåì îòíîñèòåëüíî
áîëüøîãî ðàçìåðà ðåçóëüòàòû äëÿ òåðìîäèíàìè÷å-
ñêèõ ôóíêöèé ìîãóò èìåòü ñóùåñòâåííûå ïîãðåø-
íîñòè, â òîì ÷èñëå â êðèòè÷åñêîé îáëàñòè.

Ñïîñîá ïðåîäîëåòü òàêîé äåôåêò áûë ïðåäëîæåí
ïîçäíåå â ðàáîòå Áåëëàðäèíåëëè è Ïèðåëëè [20] �
1/t-àëãîðèòì. Òåîðåòè÷åñêîå îáîñíîâàíèå ñõîäèìî-
ñòè ïðè ïðèìåíåíèè 1/t-àëãîðèòìà áûëî ïîëó÷åíî
â ðàáîòe Ëèàíãà ñ ñîàâòîðàìè [22], îñíîâàííîé íà
ïðèìåíåíèè òåîðèè ñòîõàñòè÷åñêîé àïïðîêñèìàöèè.

Ìîäèôèêàöèÿ ñ ïðèìåíåíèåì 1/t-àëãîðèòìà îñ-
íîâàíà íà èçìåíåíèè êàëèáðîâî÷íîãî êîýôôèöèåíòà
f íå ïî çàêîíó êâàäðàòíîãî êîðíÿ, à îáðàòíî ïðî-
ïîðöèîíàëüíî âðåìåíè âû÷èñëåíèÿ f∝1/t, èçìåðåí-
íîãî â øàãàõ Ìîíòå-Êàðëî. Êîýôôèöèåíò ïðîïîð-
öèîíàëüíîñòè âûáèðàåòñÿ èç ðàñ÷åòà íåïðåðûâíîñòè
ñøèâêè äâóõ çàêîíîâ ïîñëå íåêîòîðîãî ÷èñëà øàãîâ
2-3-4 èñõîäíîãî àëãîðèòìà Âàíãà�Ëàíäàó.

2.3. Êðèòåðèé ñõîäèìîñòè DOS

Ïðè ïðèìåíåíèè ìîäèôèöèðîâàííîãî ìåòîäà
Âàíãà�Ëàíäàó â ïðèíöèïå âîçìîæíî ïîëó÷åíèå
îöåíêè DOS ñ ïðîèçâîëüíîé òî÷íîñòüþ. Îäíàêî
äëÿ ýòîãî ïðèõîäèòñÿ ïëàòèòü àñòðîíîìè÷åñêèì
îáúåìîì âû÷èñëåíèé, ïîñêîëüêó ïðîöåññ ñõîæäåíèÿ
îöåíêè ê îæèäàåìîé ëîãàðèôìè÷åñêè ìåäëåííûé.

1) Î ðàñïðîñòðàíåííîñòè ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà Âàíãà�
Ëàíäàó ñâèäåòåëüñòâóåò, íàïðèìåð, òàêîé ôàêò, ÷òî íà ìî-
ìåíò íàïèñàíèÿ òåêñòà íàøåé ñòàòüè íà îôèöèàëüíîì ñàéòå
èçäàòåëüñòâà APS óêàçàí ñïèñîê öèòèðîâàíèé èç áîëåå ÷åì
2140 ñòàòåé.
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Êðîìå òîãî, çàâåäîìî íåèçâåñòíà îöåíêà ñõîäèìîñòè
DOS.

Ðåøåíèå ýòîé ïðîáëåìû áûëî ïðåäëîæåíî â íà-
øåé ñòàòüå [21]. Äîïîëíèòåëüíî ââîäèòñÿ â àíà-
ëèç ìàòðèöà T (Ek, Em) ñ ýëåìåíòàìè T (Ek, Em), êî-
òîðûå ðàâíû ÷àñòîòå ïåðåõîäîâ ìåæäó ñîñòîÿíèÿ-
ìè ñ ýíåðãèÿìè Ek è Em. Äëÿ åå îöåíêè íà êàæ-
äîì øàãå îñíîâíîãî àëãîðèòìà Âàíãà�Ëàíäàó äî-
áàâëÿåòñÿ ñ÷åò÷èê ÷èñëà ïåðåõîäîâ T̃ (Ek, Em) ìåæ-
äó ñîñòîÿíèÿìè ñ ýíåðãèåé Ek è Em. Ðåçóëüòàò ñòà-
òüè [22] äàåò îñíîâàíèÿ ïîëàãàòü, ÷òî àñèìïòîòè÷å-
ñêè T̃ (Ek, Em) ïðèáëèæàåò T (Ek, Em). Ýòî ïðåäïî-
ëîæåíèå ïðîâåðåíî ïóòåì ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâà-
íèÿ ìîäåëåé Ïîòòñà ñ ÷èñëîì êîìïîíåíò 2, 3 è 4 è
XY -ìîäåëè â ðàçìåðíîñòÿõ ðåøåòîê 1, 2 è 3 è ñðàâ-
íåíèåì ñ òî÷íûìè ðåçóëüòàòàìè â ðÿäå ñëó÷àåâ, à
òàêæå ñ àêêóðàòíûìè ÷èñëåííûìè ýêñïåðèìåíòàìè
ñ ïðèìåíåíèåì äðóãèõ ìåòîäîâ Ìîíòå-Êàðëî. Äëÿ
îäíîìåðíîé ìîäåëè Èçèíãà ìàòðèöà áûëà âû÷èñëå-
íà òî÷íî [21].

Âî âñåõ ñëó÷àÿõ àíàëèòè÷åñêèõ è ÷èñëåííûõ
èññëåäîâàíèé áûëî çàìå÷åíî, ÷òî èñêîìàÿ ìàòðè-
öà T (Ek, Em) ÿâëÿåòñÿ äâàæäû ñòîõàñòè÷åñêîé. Åå
ñòàðøåå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ðàâíî åäèíèöå. Òàêèì
îáðàçîì, îòêëîíåíèå ìîäóëÿ ðàçíèöû ñòàðøåãî ñîá-
ñòâåííîãî çíà÷åíèÿ îöåíî÷íîé ìàòðèöû T̃ (Ek, Em)

îò åäèíèöû ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî êàê êðèòåðèé
ïðèáëèæåíèÿ ê æåëàåìîé DOS. Âîïðîñ îäíîçíà÷íî-
ñòè òàêîãî çíà÷åíèÿ DOS îñòàåòñÿ îòêðûòûì. Îä-
íàêî óäèâèòåëüíûé ôàêò òîãî, ÷òî íà÷àëüíûé ýòàï
îðèãèíàëüíîãî ìåòîäà Âàíãà�Ëàíäàó äëÿ ñèñòåì ñ
äèñêðåòíûì ñïåêòðîì ïðèâîäèò ê íåïëîõîé íà÷àëü-
íîé îöåíêå DOS è äîêàçàííûé ôàêò òîãî, ÷òî â òà-
êîì ñëó÷àå 1/t-àëãîðèòì ïðèâåäåò ê æåëàåìîé DOS,
ïîçâîëÿþò ïîëàãàòü òàêîé ìåòîä êîíòðîëÿ òî÷íî-
ñòè îöåíêè DOS äîñòàòî÷íî íàäåæíûì. Áîëåå òî-
ãî, â ïðèëîæåíèè ñòàòüè [21] äîêàçàíî óòâåðæäå-
íèå î òîì, ÷òî åñëè îöåíî÷íàÿ ìàòðèöà T̃ (Ek, Em)

áëèçêà ê ñòîõàñòè÷åñêîé, òî îöåíî÷íàÿ DOS áëèçêà
ê æåëàåìîé. Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà òîì ôàê-
òå, ÷òî íà ýòàïå 2 àëãîðèòìà Âàíãà�Ëàíäàó ìû ãå-
íåðèðóåì ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå â êîíôèãóðàöèîí-
íîì ïðîñòðàíñòâå, êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
äåòàëüíîãî áàëàíñà. Ïðè ýòîì êàæäûé ýëåìåíò ìàò-
ðèöû ïåðåõîäîâ T (Ek, Em) ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì
âåðîÿòíîñòè Âàíãà�Ëàíäàó íà âåðîÿòíîñòü ñëó÷àé-
íîãî áëóæäàíèÿ â êîíôèãóðàöèîííîì ïðîñòðàíñòâå
èç ñîñòîÿíèÿ ñ ýíåðãèåé Ek â ñîñòîÿíèå ñ ýíåðãè-
åé Em (ôîðìóëà (2) ñòàòüè [21]). Äîïîëíèòåëüíî,
â ñòàòüå [21] íà ïðèìåðå îäíîìåðíîé ìîäåëè Èçèí-
ãà àíàëèòè÷åñêè ïîêàçàíî, ÷òî åñëè ïðè ïîñòðîåíèè
ìàòðèöû T̃ (Ek, Em) èñïîëüçîâàòü òî÷íûå çíà÷åíèÿ

108 109 1010
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f
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δ
=
|1
−
λ|

L=16

Ðèñ. 1. (Â öâåòå îíëàéí) Çàâèñèìîñòü ïàðàìåòðà f è êðè-

òåðèÿ òî÷íîñòè δ = |1 − λ1| îò øàãà Ìîíòå-Êàðëî t äëÿ

ðàñ÷åòà ÷åòûðåõêîìïîíåíòíîé ìîäåëè Ïîòòñà íà ãåêñàãî-

íàëüíîé ðåøåòêå ñ ëèíåéíûì ðàçìåðîì L = 16. Ñèíèé

öâåò ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèÿì ïàðàìåòðà f , à çåëåíûé �

çíà÷åíèÿì êðèòåðèÿ òî÷íîñòè δ
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Ðèñ. 2. (Â öâåòå îíëàéí) Çàâèñèìîñòü ïàðàìåòðà f è êðè-

òåðèÿ òî÷íîñòè δ = |1 − λ1| îò øàãà Ìîíòå-Êàðëî t äëÿ

ðàñ÷åòà ÷åòûðåõêîìïîíåíòíîé ìîäåëè Ïîòòñà íà ãåêñàãî-

íàëüíîé ðåøåòêå ñ ëèíåéíûì ðàçìåðîì L = 60. Ñèíèé

öâåò ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèÿì ïàðàìåòðà f , à çåëåíûé �

çíà÷åíèÿì êðèòåðèÿ òî÷íîñòè δ

DOS, òî ìàòðèöà ïåðåõîäîâ áóäåò äâàæäû ñòîõàñòè-
÷åñêîé.

Íà ðèñ. 1, 2 ïîêàçàíû ïðèìåðû èçìåíåíèÿ ïà-
ðàìåòðà f è êðèòåðèÿ ñõîäèìîñòè δ = |1 − λ1| îò
øàãà Ìîíòå-Êàðëî t äëÿ äâóõ ðàçìåðîâ ðåøåòêè.
Íà ïåðâîì ýòàïå ïàðàìåòð f óáûâàåò ïî ýêñïîíåíöè-
àëüíîìó çàêîíó ìåòîäà Âàíãà�Ëàíäàó [18,19], äàëåå
âêëþ÷àåòñÿ ñòåïåííîå óáûâàíèå ïî çàêîíó 1/t [20].
Êðèòåðèé ñõîäèìîñòè δ òàêæå óáûâàåò ïî ñòåïåííî-
ìó çàêîíó íà çàêëþ÷èòåëüíîé ñòàäèè âû÷èñëåíèé,
õîòÿ è íå âñåãäà ðàâíîìåðíî.
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2.4. Îöåíêè õàðàêòåðíûõ âðåìåí àëãîðèòìà:

âðåìÿ òóííåëèðîâàíèÿ è âðåìÿ

ïåðåìåøèâàíèÿ

Õàðàêòåðíûå âðåìåíà àëãîðèòìà Âàíãà�Ëàíäàó
� ýòî âðåìÿ òóííåëèðîâàíèÿ (tunelling time) è âðå-
ìÿ ïåðåìåøèâàíèÿ (mixing time).

Âðåìÿ òóííåëèðîâàíèÿ ñâÿçàíî ñ íà÷àëüíûì ýòà-
ïîì àëãîðèòìà è õàðàêòåðèçóåò òèïè÷íîå âðåìÿ
ïðè èñïîëüçîâàíèè êðèòåðèÿ ðîâíîñòè ãèñòîãðàì-
ìû. Ôîðìàëüíî åãî ìîæíî îïðåäåëèòü êàê âðåìÿ
ïåðâîãî äîñòèæåíèÿ îäíîãî êðàÿ ýíåðãåòè÷åñêîãî
ñïåêòðà ïðè ñòàðòå ìîäåëèðîâàíèÿ ñ äðóãîãî êðàÿ
ñïåêòðà [24]. Ýòî âðåìÿ òàêæå íàçûâàþò âðåìåíåì
ïåðâîãî ïåðåñå÷åíèÿ (�rst passage time) [25]. Ïî ñó-
òè, àëãîðèòì Âàíãà�Ëàíäàó îñíîâàí íà ñëó÷àéíîì
áëóæäàíèè ïî ñïåêòðó ýíåðãèè. Åñëè áû ìû íå èñ-
ïîëüçîâàëè äëÿ ïðèíÿòèÿ êàæäîãî ïåðåõîäà âåðîÿò-
íîñòü Âàíãà�Ëàíäàó PWL (ñì. âûðàæåíèå (2)), òî ó
íàñ áûëî áû ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå ïî ñïåêòðó ýíåð-
ãèè, ò.å. ïî îäíîìåðíîé ðåøåòêå ñ ÷èñëîì óçëîâ L2.
Â ýòîì ñëó÷àå âðåìÿ äîñòèæåíèÿ ïðîòèâîïîëîæíî-
ãî êîíöà ñïåêòðà (âðåìÿ òóííåëèðîâàíèÿ) áûëî áû
ïðîïîðöèîíàëüíî êâàäðàòó ÷èñëà óðîâíåé ýíåðãèè,
êîòîðîå íà äâóìåðíîé ðåøåòêå ðàñòåò ïðîïîðöèî-
íàëüíî L2. Èíûìè ñëîâàìè, ñâîáîäíîå ñëó÷àéíîå
áëóæäàíèå ïî ýíåðãåòè÷åñêîìó ñïåêòðó íàøåé ìî-
äåëè äàåò âðåìÿ òóííåëèðîâàíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíî
÷åòâåðòîé ñòåïåíè ðàçìåðà ðåøåòêè L4. Îòëè÷èå âå-
ðîÿòíîñòè Âàíãà�Ëàíäàó PWL îò åäèíèöû ïðèâîäèò
â íàøåì ñëó÷àå ê áîëåå âûðàæåííîìó ðîñòó âðåìå-
íè òóííåëèðîâàíèÿ, è ÷èñëåííûå îöåíêè ïðèâîäÿò ê
åùå áîëåå áûñòðîìó ðîñòó âðåìåíè òóííåëèðîâàíèÿ
ñ óâåëè÷åíèåì ðàçìåðà ðåøåòêè, è äëÿ äâóìåðíîé
ìîäåëè Èçèíãà ttun ∝ L4.8(4).

Âòîðîå õàðàêòåðíîå âðåìÿ, âðåìÿ ïåðåìåøèâà-
íèÿ, âàæíî íà çàêëþ÷èòåëüíîì ýòàïå àëãîðèòìà ïðè
ïðèáëèæåíèè ê èñêîìîìó DOS. Îíî îïðåäåëÿåò-
ñÿ [26] ðàçíèöåé ïåðâîãî è âòîðîãî ñîáñòâåííûõ çíà-
÷åíèé ìàòðèöû ïåðåõîäîâ T (Ek, Em),

tmix ∝
1

|λ2 − λ1|
, (3)

ò.å. ùåëüþ â ñïåêòðå (spectral gap).
×èñëåííûé ýêñïåðèìåíò ïîêàçûâàåò, ÷òî âðåìÿ

ïåðåìåøèâàíèÿ ðàñòåò ñ ðàçìåðîì ðåøåòêè L ïî ñòå-
ïåííîìó çàêîíó tmix ∝ L4.28(4) äëÿ äâóìåðíîé ìîäå-
ëè Èçèíãà.

Ýòè îöåíêè ïîêàçûâàþò, ÷òî ìåòîä Âàíãà�
Ëàíäàó òðåáóåò ãèãàíòñêîãî êîëè÷åñòâà èñïîëíåíèÿ
øàãîâ Ìîíòå-Êàðëî äëÿ äîñòèæåíèÿ òðåáóåìî-
ãî ðåçóëüòàòà, ÷òî ìîæíî óâèäåòü èç ìàñøòàáîâ

ãîðèçîíòàëüíîé îñè ïðèâåäåííûõ âûøå ãðàôè-
êîâ çàâèñèìîñòè êðèòåðèÿ ñõîäèìîñòè, ðèñ. 1, 2.
Ïðåäâàðèòåëüíûå îöåíêè õàðàêòåðíûõ âðåìåí äëÿ
èññëåäóåìîé íàìè ìîäåëè íå ñèëüíî îòëè÷àþòñÿ
îò âðåìåí äëÿ ìîäåëè Èçèíãà. Íàì âàæíî, ÷òî õà-
ðàêòåðíûå âðåìåíà ðàñòóò áûñòðåå, ÷åì ÷åòâåðòàÿ
ñòåïåíü ëèíåéíîãî ðàçìåðà ðåøåòêè L.

2.5. Äåòàëè ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà

Âû÷èñëåíèå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé λ1 è λ2 ìàò-
ðèöû ïåðåõîäîâ ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ ñ âåðîÿòíî-
ñòüþ Âàíãà�Ëàíäàó T (En, Em) ïðîâîäèëîñü ñ ïîìî-
ùüþ ôóíêöèè dgeev() ïàêåòà Intel® oneAPI Math
Kernel Library LAPACK [27].

Äëÿ ñëó÷àéíîãî âûáîðà ñïèíà íà øàãå 2 àëãîðèò-
ìà èñïîëüçîâàëñÿ ãåíåðàòîð ïñåâäîñëó÷àéíûõ ÷èñåë
MT19937 èç áèáëèîòåêè [28].

Êîëè÷åñòâî øàãîâ ìåæäó ïðîâåðêîé ãèñòîãðàì-
ìû H(E) íà ðàâíîìåðíîñòü çàïîëíåíèÿ 106.

Êàæäûé 1/t−øàã àëãîðèòìà âûïîëíÿëñÿ äî òåõ
ïîð, ïîêà íà òðåòüåì øàãå âûïîëíåíèÿ àëãîðèòìà
íå áóäåò ñîâåðøåííî êàê ìèíèìóì NE ·108 ≈ 108 ·L2

øàãîâ.
Òåðìîäèíàìè÷åñêèå ôóíêöèè (ñì. âûðàæå-

íèÿ (5)-(8)) âû÷èñëÿëèñü ïðîãðàììîé Mathematica.

3. ÐÅÇÓËÜÒÀÒÛ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈß

Ãàìèëüòîíèàí ìîäåëè Ïîòòñà èìååò âèä

H = −1

2

∑
nn

δσi,σj
, (4)

ãäå ñóììèðîâàíèå ïðîâîäèòñÿ ïî âñåì áëèæàéøèì
ñîñåäÿì è ìíîæèòåëü 1/2 ó÷èòûâàåò, ÷òî êàæäàÿ
ïàðà ñïèíîâ âõîäèò â ñóììó äâàæäû, δ � ñèìâîë
Êðîíåêåðà. Â íàøåì ñëó÷àå σi ïðèíèìàåò ÷åòûðå
âîçìîæíûõ çíà÷åíèÿ.

Âû÷èñëåíèå ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé g(EK)

(k = 1, 2, . . . , NE) ïðîâîäèëîñü íà ãåêñàãîíàëü-
íûõ ðåøåòêàõ ñ ëèíåéíûì ÷èñëîì óçëîâ L = 6, 8,
12, 16, 24, 30, 36, 48, 54, 60, 62 è 72 (ñì. ðèñ. 3), íà
êîòîðîé ðåàëèçóþòñÿ çíà÷åíèÿ ýíåðãèè â äèàïàçîíå
îò −3/2L2 äî íóëÿ.

Ïðè ïðèìåíåíèÿ ìåòîäèêè, îïèñàííîé â ðàçäå-
ëå 2, áûë ïîëó÷åí íàáîð ÷èñëåííûõ äàííûõ äëÿ
ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé g(Ek) ÷åòûðåõêîìïîíåíòíîé
ìîäåëè Ïîòòñà íà ãåêñàãîíàëüíîé ðåøåòêå. Ýòè äàí-
íûå áûëè èñïîëüçîâàíû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ýíåðãèè E,
òåïëîåìêîñòè C è êóìóëÿíòà Áèíäåðà BE [29] êàê
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Ðèñ. 3. (Â öâåòå îíëàéí) Ïðèìåð èñïîëüçóåìîé ïðè ìîäå-

ëèðîâàíèè ãåêñàãîíàëüíîé ðåøåòêè ñ ëèíåéíûì ðàçìåðîì

L = 4. Æåëòûì öâåòîì îáîçíà÷åíû äîïîëíèòåëüíûå óçëû

äëÿ äåìîíñòðàöèè îðãàíèçàöèè ïåðèîäè÷åñêèõ ãðàíè÷íûõ

óñëîâèé

1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7 1.8

-0.9

-0.8

-0.7

-0.6

E
(
)/
N

L=6

L=8

L=12

L=16

L=24

L=30

L=36

L=48

L=54

L=60

L=62

L=72

Ðèñ. 4. (Â öâåòå îíëàéí) Òåìïåðàòóðíàÿ çàâèñèìîñòü

óäåëüíîé ýíåðãèè äëÿ íåñêîëüêèõ ðàçìåðîâ ðåøåòêè

ôóíêöèè îáðàòíîé òåìïåðàòóðû β = 1/kBT ïî ôîð-
ìóëàì

E(β) = 〈E〉 =

∑NE

i=0Eig(Ei)e
−βEi∑NE

i=0 g(Ei)e−βEi

, (5)

〈E2〉 =

∑NE

i=0E
2
i g(Ei)e

−βEi∑NE

i=0 g(Ei)e−βEi

, (6)

C(β) = β2(〈E2〉 − 〈E〉2), (7)

BE(β) = 1− 〈E4〉
3〈E2〉2

. (8)

Ãðàôèêè ýíåðãèè E/N è òåïëîåìêîñòè C/N íà îäèí
óçåë, à òàêæå ãðàôèêè êóìóëÿíòà Áèíäåðà ïðèâå-
äåíû ñîîòâåòñòâåííî íà ðèñ. 4, 5, 6. ×èñëî óçëîâ
N = L2.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò îöåíèòü çíà-
÷åíèÿ êðèòè÷åñêèõ àìïëèòóä. Íà ðèñ. 7 ïðèâåäåíà

1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7 1.8

0

2

4

6

8

10

12

14

β

�

(β
)/
N

L=6

L=8

L=12

L=16

L=24

L=30

L=36

L=48

L=54

L=60

L=62

L=72

Ðèñ. 5. (Â öâåòå îíëàéí) Òåìïåðàòóðíàÿ çàâèñèìîñòü

óäåëüíîé òåïëîåìêîñòè äëÿ íåñêîëüêèõ ðàçìåðîâ ðåøåò-

êè

1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7 1.8

0.62

0.63

0.64

0.65

0.66

β

B
E

L=6

L=8

L=12

L=16

L=24

L=30

L=36

L=48

L=54

L=60

L=62

L=72

Ðèñ. 6. (Â öâåòå îíëàéí) Òåìïåðàòóðíàÿ çàâèñèìîñòü êó-

ìóëÿíòà Áèíäåðà äëÿ íåñêîëüêèõ ðàçìåðîâ ðåøåòêè

çàâèñèìîñòü ìàêñèìóìà óäåëüíîé òåïëîåìêîñòè îò
ëèíåéíîãî ðàçìåðà L.

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ìîäåëè â ýòîì êëàññå
óíèâåðñàëüíîñòè äåìîíñòðèðóþò ìóëüòèïëèêàòèâ-
íûå ëîãàðèôìè÷åñêèå ïîïðàâêè ê òåïëîåìêîñòè [30].
Êîíå÷íîìåðíûé àíàëèç [31] óêàçûâàåò íà òàêóþ çà-
âèñèìîñòü ìàêñèìóìà òåïëîåìêîñòè îò ðàçìåðà ñè-
ñòåìû L,

Cmax ∝
Lb

(lnL)3/2
[1 + . . .] (9)

ñ ïîêàçàòåëåì ñòåïåíè b = α/ν = 1 è ñëîæíîé êîìáè-
íàöèåé ëîãàðèôìè÷åñêèõ ÷ëåíîâ â êâàäðàòíîé ñêîá-
êå2). Çäåñü α è ν � êðèòè÷åñêèå ïîêàçàòåëè òåï-
ëîåìêîñòè è êîððåëÿöèîííîé äëèíû [1]. Ðåçóëüòàò
àïïðîêñèìàöèè ÷èñëåííûõ äàííûõ ïî ýòîé ôîðìó-
ëå, ïðèâåäåííûé â ðàáîòå [31], ïðè àíàëèçå ìîäå-
ëè íà êâàäðàòíîé ðåøåòêå äàåò çíà÷åíèå ïîêàçà-
òåëÿ b = 1.044(8), ÷òî íåïëîõî ñîãëàñóåòñÿ ñ àíà-
ëèòè÷åñêèì çíà÷åíèåì. Â íàøåì ñëó÷àå, àíàëîãè÷-
íî, ðåçóëüòàò àïïðîêñèìàöèè ìàêñèìóìà òåïëîåì-
êîñòè õîðîøî ñîîòâåòñòâóåò ôîðìóëå (9) ñî çíà÷å-
íèåì ïîêàçàòåëÿ b = 1.042(15). Â ñòàòüå [31] òàêæå
ïðèâîäèòñÿ ðåçóëüòàò íàèâíîé àïïðîêñèìàöèè äàí-

2) Ìû íå ïðèâîäèì ãðîìîçäêèõ âûðàæåíèé â ñêîáêàõ. Äå-
òàëè ìîæíî íàéòè â ñòàòüå [31].
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Ðèñ. 7. Ìàêñèìóì òåïëîåìêîñòè êàê ôóíêöèÿ ðàçìåðà ñè-

ñòåìû. Ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ � àïïðîêñèìàöèÿ ÷èñëåííûõ

äàííûõ

íûõ ñòåïåííûì çàêîíîì áåç ëîãàðèôìè÷åñêèõ ïî-
ïðàâîê, ÷òî äàåò ñòåïåíü b = 0.770(8). Àíàëîãè÷íàÿ
àïïðîêñèìàöèÿ â íàøåì ñëó÷àå äàåò áëèçêîå çíà÷å-
íèå b = 0.75(1).

Òàêæå èç ïîëó÷åííûõ íàìè äàííûõ äëÿ òåïëîåì-
êîñòè ìîæíî îïðåäåëèòü çàâèñèìîñòü ñäâèãà ïîëî-
æåíèÿ ìàêñèìóìà òåïëîåìêîñòè. Èçâåñòíî, ÷òî ýòîò
ñäâèã çàâèñèò îò ðàçìåðà ðåøåòêè [32]

∆T ∝ L−1/ν (10)

è îïðåäåëÿåòñÿ ïîêàçàòåëåì êîððåëÿöèîííîé äëè-
íû ν. Àïïðîêñèìàöèÿ ïîëó÷åííûõ íàìè äàííûõ äëÿ
ñäâèãà ìàêñèìóìà òåïëîåìêîñòè ïî ôîðìóëå (10) äà-
åò îöåíêó còåïåíè 0.672(11), ÷òî áëèçêî ê òî÷íîìó
ðåçóëüòàòó ν = 2/3≈0.667. Áëèçêèé ðåçóëüòàò áûë
ïîëó÷åí â ðàáîòå [31] èç ÷èñëåííîé îöåíêè êðèòè÷å-
ñêîãî èíäåêñà êîððåëÿöèîííîé äëèíû.

Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëåííîå èññëåäîâàíèå êðè-
òè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ òåïëîåìêîñòè ÷åòûðåõêîìïî-
íåíòíîé ìîäåëè Ïîòòñà íà ãåêñàãîíàëüíîé ðåøåò-
êå ìîäèôèöèðîâàííûì ìåòîäîì Âàíãà�Ëàíäàó ïðè-
âîäèò ê ðåçóëüòàòàì, àíàëîãè÷íûì ÷èñëåííîìó èñ-
ñëåäîâàíèþ êðèòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ÷åòûðåõêîìïî-
íåíòíîé ìîäåëè Ïîòòñà íà êâàäðàòíîé ðåøåòêå êëà-
ñòåðíûì ìåòîäîì [31]. Ýòîãî ñëåäîâàëî îæèäàòü,
êàê è áûëî îòìå÷åíî â ðàçä. 1.

Ïîëîæåíèå ìèíèìóìà êóìóëÿíòà Áèíäåðà òàê-
æå ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî äëÿ îöåíêè ïîêàçàòåëÿ
êîððåëÿöèîííîé äëèíû, íî îíî çàòðóäíåíî íåñèíãó-
ëÿðíûìè ïîïðàâêàìè ê âîñïðèèì÷èâîñòè [16].

Ìû òàêæå ïðîâåëè àíàëèç ôóíêöèè ðàñïðåäåëå-
íèÿ ýíåðãèè ïðè ðàçëè÷íûõ òåìïåðàòóðàõ è íå íà-
øëè óêàçàíèé íà ñîñóùåñòâîâàíèå ôàç, íà îñíîâà-

íèè êîòîðîãî â ñòàòüå [13] áûë ñäåëàí âûâîä î ôà-
çîâîì ïåðåõîäå ïåðâîãî ðîäà â èññëåäóåìîé ìîäåëè.

4. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Ìû ïîêàçàëè, ÷òî ìåòîä Âàíãà�Ëàíäàó â ìîäè-
ôèöèðîâàííûì âàðèàíòå ñ îöåíêîé òî÷íîñòè âû÷èñ-
ëåíèé ìîæåò áûòü ñ óñïåõîì ïðèìåíåí ê èçâëå÷å-
íèþ ÷èñëåííûõ çíà÷åíèé êðèòè÷åñêèõ èíäåêñîâ ìî-
äåëè Ïîòòñà ñ ÷åòûðåõêðàòíûì âûðîæäåííûì îñ-
íîâíûì ñîñòîÿíèåì. Òàêæå ìû ïîêàçàëè, ÷òî òàêàÿ
ìîäåëü íà ãåêñàãîíàëüíîé ðåøåòêå äåìîíñòðèðóåò
êðèòè÷åñêîå ïîâåäåíèå, àíàëîãè÷íîå ðàíåå äåòàëü-
íî ÷èñëåííî èññëåäîâàííîé ìîäåëè íà êâàäðàòíîé
ðåøåòêå â êëàññå óíèâåðñàëüíîñòè [31], ïîëó÷èâøåì
èìÿ ìîäåëè.

Ñóùåñòâåííî, ÷òî äëÿ îöåíêè ïëîòíîñòè ñîñòî-
ÿíèé áûëè èñïîëüçîâàíû äâà äîïîëíèòåëüíûõ èí-
ãðåäèåíòà. Ïåðâûé èç íèõ, 1/t-ìåòîä, ïîçâîëÿåò èç-
áåæàòü èñêàæåíèé â îöåíêå DOS [20]. Âòîðîé, ìå-
òîä îöåíêè ñòåïåíè îòêëîíåíèÿ ìàòðèöû ïåðåõîäîâ
îò ñòîõàñòè÷åñêîé, ïîçâîëÿåò êîíòðîëèðîâàòü ïðè-
áëèæåíèå îöåíêè DOS ê îæèäàåìîé [21]. Òàêæå âà-
æåí ó÷åò ëîãàðèôìè÷åñêèõ ïîïðàâîê ê êðèòè÷åñêî-
ìó ïîâåäåíèþ [16, 31] ïðè êîíå÷íîìåðíîì àíàëèçå
êðèòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ òåðìîäèíàìè÷åñêèõ íàáëþ-
äàåìûõ.

Ïîñëå çàâåðøåíèÿ èññëåäîâàíèÿ ìû îáíàðóæè-
ëè â òåêóùåì íîìåðå ÆÝÒÔ ñòàòüþ [33] àâòîðîâ èç
òîãî æå êîëëåêòèâà, ÷òî è ñòàòüÿ [13], â êîòîðîé íà
îñíîâàíèè àíàëèçà ýòîé æå ìîäåëè ñ ïîìîùüþ êëà-
ñòåðíîãî ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî ñäåëàí âûâîä î ôà-
çîâîì ïåðåõîäå âòîðîãî ðîäà. Ïðè ýòîì ðåçóëüòàòû
ðàííåé ðàáîòû [13] ñ ïðîòèâîïîëîæíûì âûâîäîì î
ôàçîâîì ïåðåõîäå ïåðâîãî ðîäà íå îáñóæäàþòñÿ.

Â îòëè÷èå îò ýòèõ ðàáîò, â êîòîðûõ âûâîäû ñäå-
ëàíû íà îñíîâàíèè êà÷åñòâåííîãî àíàëèçà ðàñïðå-
äåëåíèÿ ýíåðãèè, íàìè ïðîâåäåíà ÷èñëåííàÿ îöåí-
êà êðèòè÷åñêèõ èíäåêñîâ è ñðàâíåíèå ñ ðåçóëüòàòà-
ìè àíàëèçà äðóãèõ àâòîðîâ [31]. Â ñòàòüå ïðèâåäåíû
è ïîäðîáíî îïèñàíû âñå íåîáõîäèìûå äåòàëè èññëå-
äîâàíèÿ, ÷òî ïðåäîñòàâëÿåò âîçìîæíîñòü âåðèôèêà-
öèè ïðåäñòàâëåííûõ íàìè ðåçóëüòàòîâ.

Áëàãîäàðíîñòè. Âû÷èñëåíèÿ ïëîòíîñòè ñîñòî-
ÿíèé ïðîâîäèëèñü íà êëàñòåðå Manticore (ÍÖ×
ÐÀÍ) è ñóïåðêîìïüþòåðå cHARISMa (ÍÈÓ ÂØÝ).

Ôèíàíñèðîâàíèå. Ðàáîòà Ì.À.Ô. âûïîëíåíà
ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà
ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ãðàíò ¾àñïèðàí-
òû¿ 20-37-90084).
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