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Показано, что вблизи тонкого дефектного слоя с нелинейными свойствами, разделяющего нелинейные
кристаллы керровского типа, существуют пространственно-периодические неоднородные стационарные
состояния. Проанализированы контакты нелинейных самофокусирующих и дефокусирующих кристаллов.
Пространственное распределение поля подчиняется стационарному нелинейному уравнению Шредингера
с нелинейным относительно поля потенциалом, моделирующим тонкий дефектный слой с нелинейными
свойствами. Показано, что существуют как симметричные, так и несимметричные относительно плоскос-
ти дефекта состояния. Установлено, что в кристалле с самофокусировкой возникают новые состояния,
существование которых обусловлено нелинейностью дефекта и которые в случае линейного дефекта не
возникают. Получены дисперсионные соотношения, определяющие энергию пространственно-периоди-
ческих неоднородных стационарных состояний. Выражения для энергий таких состояний получены в
явном аналитическом виде в частных случаях. Определены условия существования периодических со-
стояний и их локализации в зависимости от характеристик дефекта и среды.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Изучение нелинейных поверхностных состояний,
существующих вблизи границ раздела диэлектриче-
ских сред с различными характеристиками, пред-
ставляется актуальным в связи с их широким
применением в различных электронно-оптических
устройствах, в том числе и в оптических системах
хранения данных [1].

К настоящему времени существует множество
теоретических работ, посвященных анализу распре-
деления полей и дисперсионных соотношений для
волн, распространяющихся вдоль границ раздела
линейной и нелинейной сред [2,3], двух нелинейных
сред [4–7] и многослойных структур [8–10]. Моди-
фикации моделей границ раздела нелинейных кри-
сталлов рассматривались в работе [11]. Особенно-
сти локализации нелинейных волн на границе раз-
дела нелинейных сред с пространственной диспер-
сией анализировались в [12]. Взаимодействие вблизи
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дефекта связанных солитонных состояний, относя-
щихся к различным состояниям двухуровневой сис-
темы, рассмотрено в работе [13] для случая границы
раздела нелинейных сред и в [14] для случая грани-
цы раздела линейных и нелинейных сред.

При теоретическом изучении нелинейных волн
часто используется нелинейное уравнение Шредин-
гера (НУШ), которое при описании сред с эффектом
Керра содержит кубическое (относительно искомого
поля) слагаемое [15]. НУШ находит применение для
описания нелинейных поверхностных волн различ-
ной физической природы, к примеру, упругих [6],
магнитных [16], электрических [17].

Возбуждения полей часто рассматриваются в
форме солитонов. Солитоны в различных магнит-
ных системах теоретически изучались достаточно
давно и фундаментально [18–21]. В оптических сис-
темах солитоны рассматривались как в простых
волноводах, так и при наличии дефектов и оптичес-
ких сверхрешеток [22, 23].

При изучении эффектов, связанных с взаимодей-
ствиями нелинейных возбуждений с плоским или
точечным дефектом, в НУШ вводится потенциал
поля, создаваемого таким дефектом [15]. Наиболее
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распространенными являются одномерные модели,
в которых НУШ содержит короткодействующий по-
тенциал в виде

U(x) = U0δ(x), (1)

где δ(x) — дельта-функция Дирака, U0 — интен-
сивность взаимодействия возбуждения с дефектом,
расположенным в начале координат (иногда данная
величина называется «мощностью» дефекта). При
U0 > 0 возбуждение отталкивается от дефекта, а
при U0 < 0 — притягивается к нему.

Следует отметить, что использование потенци-
ала в форме (1) не в полной мере позволяет ана-
лизировать взаимодействие, обусловленное физиче-
скими свойствами дефекта, с локальными возмуще-
ниями параметров среды, образующимися вблизи
него. Для описания эффектов локализации возбуж-
дений в слоистых структурах с учетом нелинейных
свойств границ раздела слоев применялся потенци-
ал с квадратичной нелинейностью относительно ис-
комого поля [17, 24–26]. При наличии слабой связи
между плоскопараллельными волноводами, ампли-
туда поля в которых существенно превышает усред-
ненное значение амплитуды поля во всем кристалле,
нелинейные слагаемые в НУШ учитывались внутри
самих волноводов.

В данной работе предлагается обобщение пред-
ложенной в [24, 25] модели тонкого дефектного
слоя, который внутри характеризуется керровс-
кой нелинейностью и разделяет кристаллы с
керровской нелинейностью. Будет рассмотрено
пространственно-неоднородное распределение поля
возбуждений такого нелинейного дефекта. Анализ
будет проведен для нелинейных сред керровского
типа с различными знаками нелинейности, соот-
ветствующими самофокусировке и дефокусировке.
Основной целью работы является нахождение всех
типов пространственно-неоднородных стационар-
ных состояний, возникающих в рассматриваемой
системе и описываемых периодическими реше-
ниями НУШ, а также определение их энергии и
условий существования. Особенностью данной ра-
боты является то, что в ней проведено исследование
периодических состояний вблизи границы раздела с
нелинейными свойствами между средами с различ-
ными характеристиками. Особое внимание будет
уделено выявлению эффектов, обусловленных вли-
янием нелинейности дефекта, т. е. таких, которые
вблизи простого дефекта в линейном приближении
не возникают (пренебрежимо малы). К такого
рода эффектам можно отнести образование особого
вида стационарных пространственно-неоднородных

состояний, не возникающих в случае дефекта, моде-
лируемого потенциалом вида (1), т. е. в простейшем
(линейном) приближении для потенциала дефекта.

2. УРАВНЕНИЯ МОДЕЛИ

Рассмотрим контакт двух кристаллических сред.
Их границу раздела будем считать тонкой по срав-
нению с расстояниями локализации возмущений ха-
рактеристик среды, ей создаваемыми, а также плос-
кой. Можно считать, что граница раздела представ-
ляет собой плоский дефект кристаллической струк-
туры, к примеру, двойниковую границу. Выберем
координаты так, чтобы плоскость дефекта прохо-
дила через начало координат и была расположена
в плоскости yz перпендикулярно оси x. Контакти-
рующие кристаллы характеризуются ангармоничес-
ким взаимодействием элементарных возбуждений,
поэтому их далее будем называть нелинейными.

Будем рассматривать возбуждения, однородно
распределенные вдоль плоскости дефекта и неодно-
родные в перпендикулярном к ней направлении, на
основе одномерной модели, когда динамика описы-
вается одномерным НУШ:

iψ′
t = − 1

2m
ψ′′
xx+Ω(x)ψ − γ(x)|ψ|2ψ + U(x)ψ, (2)

где m — эффективная масса возбуждения,

Ω(x) =

{
Ω1, x < 0,

Ω2, x > 0,

Ω1,2 — постоянные величины. Параметр нелинейнос-
ти в НУШ будет иметь вид

γ(x) =

{
γ1, x < 0,

γ2, x > 0,

где γ1,2 — постоянные величины.
Нелинейные свойства плоского дефекта бу-

дем описывать одномерным потенциалом в виде
[17, 24, 25]

U(x) =
{
U0 +W0|ψ|2

}
δ(x), (3)

где W0 — параметр нелинейности дефекта, положи-
тельное значение которого соответствует дефокуси-
ровке, а отрицательное — самофокусировке в тон-
ком дефектном слое.

Следует отметить, что в работах [24, 25] было
принято U0 = 0. Нелинейное уравнение со сла-
гаемым вида (3) с двумя его параметрами U0 и
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W0 использовалось при формулировке модели оп-
тической системы, в которой периодическая моду-
ляция линейного показателя преломления сочетает-
ся с пространственно-неоднородной нелинейностью,
представленной периодической решеткой Кронига –
Пенни с одиночным нелинейным дефектом — тон-
кослойным нелинейным волноводом [26]. Были про-
анализированы солитоны, порождаемые такой ре-
шеткой, аппроксимированной кусочно-постоянной
функцией, в случаях, соответствующих возможным
сочетаниям знаков параметров дефекта U0 и W0. В
частности, для положительных дефектов локализо-
ванные моды существуют уже в линейном режиме.
Режимы, возникающие как в полубесконечных, так
и в первых конечных запрещенных зазорах, порож-
даемые бифуркациями из соответствующих линей-
ных состояний, устойчивы в слабонелинейном режи-
ме, но дестабилизируются по мере увеличения их
амплитуд. В случае фокусирующей нелинейности и
отрицательного дефекта все моды, обладающие та-
кой же симметрией, как и те, которые были устойчи-
вы в линейном режиме, становятся неустойчивыми,
но в первой конечной щели появляется новая устой-
чивая мода. В случае дефокусирующей нелинейно-
сти и отрицательного дефекта единственные моды
такого типа могут существовать и быть устойчивы-
ми в первой конечной щели. Положительные дефек-
ты с дефокусирующей нелинейностью порождают
локализованные волны, возникающие путем бифур-
кации из линейных мод как в полубесконечных, так
и в первых конечных щелях. Также возникают мо-
ды, которые существуют выше определенной поро-
говой мощности, необходимой для изменения сово-
купного отклика дефекта от фокусировки до дефо-
кусировки [27].

Будем рассматривать простую модель, описыва-
ющую только стационарные состояния с энергией E,
определяемые из стационарного НУШ, получаемого
из (2) после подстановки в него волновой функции
в виде ψ(x, t) = ψ(x) exp(−iEt):

Eψ = − 1

2m
ψ′′ +Ω(x)ψ − γ(x)ψ3 + U(x)ψ. (4)

Решение НУШ (4) с потенциалом (3) эквивалент-
но нахождению решения контактной краевой задачи
для НУШ без потенциала:

ψ′′ + 2m
(
E − Ω(x) + γ(x)ψ2

)
ψ = 0, (5)

с двумя граничными условиями сопряжения в точке
x = 0, через которую проходит плоскость дефекта.

Непрерывность волновой функции определяет пер-
вое (стандартное) граничное условие:

ψ(−0) = ψ(+0) = ψ(0). (6)

Если проинтегрировать обе части уравнения (5)
с потенциалом (3) по x на малом интервале [−ε; ε]
и устремить затем ε к нулю, то в результате можно
получить второе граничное условие [24, 25]:

ψ′(+0)− ψ′(−0) = 2mψ(0)
{
U0 +W0ψ

2(0)
}
. (7)

В линейном кристалле без дефекта могут рас-
пространяться свободные волны с квадратичным
законом дисперсии. При наличии простого дефек-
та, описываемого короткодействующим потенциа-
лом (1), в линейной среде существует симметричное
локализованное по обе стороны от дефекта состоя-
ние в случае притягивающего дефекта. В нелиней-
ной среде как с простым дефектом, так и с нелиней-
ным также существуют локализованные состояния
[4, 17, 24, 25]. В нелинейной среде без дефекта могут
существовать нелинейные волны, описываемые эл-
липтическими функциями.

3. ТИПЫ ПЕРИОДИЧЕСКИХ СОСТОЯНИЙ

Для удобства введем обозначения волновых
функций слева и справа от границы раздела
кристаллов:

ψ(x) =

{
ψ1(x), x < 0,

ψ2(x), x > 0.

3.1. Периодические состояния первого типа в
кристалле с самофокусировкой

В случае кристалла с самофокусировкой, что от-
вечает положительной нелинейности (γ > 0) в
уравнении (5), когда энергия возбуждения лежит в
диапазоне E < min{Ω1, Ω2}, НУШ (5) имеет про-
странственно-периодическое решение вида

ψj(x) = Acj cn (qcj(x − xcj), k) , (8)

где k — модуль эллиптической функции сn (1 > k2 >

> 1/2). Здесь и далее значение индекса j = 1 соот-
ветствует величинам, относящимся к характеристи-
кам кристалла слева от плоскости дефекта при x <
< 0, а значение индекса j = 2 — справа от плоскости
дефекта при x > 0.
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Подстановка решения (8) в уравнение (5) позво-
ляет получить выражения для волновых чисел и ам-
плитуд в виде

q2cj =
2m(Ωj − E)

2k2 − 1
, (9)

A2
cj =

k2q2cj
mγj

. (10)

Подстановка решения (8) в условие непрерывнос-
ти (6) приводит к выражению

ηqc1 cn(qc1xc1, k) = qc2 cn(qc2xc2, k), (11)

где η = (γ2/γ1)
1/2.

Подстановка решения (8) в нелинейное гранич-
ное условие (7) приводит к выражению

Dc2 −Dc1 = mU0 +W0k
2q2c1

cn2(qc1xc1, k)

γ1
, (12)

где

Dcj =
1

2

qcj sn(qcjxcj , k)

sn(qcjxcj +K(k), k)
,

K(k) — полный эллиптический интеграл первого ро-
да.

Пару соотношений (11) и (12) далее будем на-
зывать дисперсионными. К примеру, из (11) мож-
но определить, например, xc2 и подставить в (12),
тем самым исключив его. Тогда из (12) находит-
ся энергия как функция параметров системы: E =

= E(m,U0,W0, γ1,2,Ω1,2, xc1, k). В результате после
нахождения E из (11) определяется xc2 как функ-
ция параметров системы: xc2 = xc2(m,U0,W0, γ1,2,
Ω1,2, xc1, k). Поэтому (8) является двухпараметри-
ческим решением НУШ с двумя свободными пара-
метрами, в качестве которых выбраны k и xc1.

3.2. Периодические состояния второго типа в
кристалле с самофокусировкой

В случае, когда энергия возбуждения лежит в
диапазоне E < min{Ω1, Ω2} НУШ (5) имеет другое
пространственно-периодическое решение:

ψj(x) = Adj dn (qdj(x− xdj), k) , (13)

которое выражается через эллиптическую функ-
цию dn.

Подстановка решения (13) в уравнение (5) поз-
воляет получить выражения для волновых чисел и
амплитуд в виде

q2dj =
2m(Ωj − E)

2− k2
, (14)

A2
dj =

q2dj
mγj

. (15)

Подстановка решения (13) в условие непрерыв-
ности (6) приводит к выражению

ηqd1 dn(qd1xd1, k) = qd2 dn(qd2xd2, k). (16)

Подстановка решения (13) в нелинейное гранич-
ное условие (7) приводит к выражению

Dd2 −Dd1 = mU0 +W0q
2
d1

dn2(qd1xd1, k)

γ1
, (17)

где

Ddj =
1

2
k2qdj sn(qdjxdj , k) sn (qdjxdj +K(k), k) .

Соотношения (16) и (17) будем называть дис-
персионными. Из (16) можно выразить, например,
xd2 и подставить в (17), тем самым исключив его.
Тогда из (17) находится энергия как функция пара-
метров системы: E = E(m,U0,W0, γ1,2,Ω1,2, xd1, k).
В результате после нахождения E из (16) опре-
деляется xd2 как функция параметров системы:
xd2 = xd2(m,U0,W0, γ1,2,Ω1,2, xd1, k). Тогда функ-
ция (13) будет являться двухпараметрическим ре-
шением НУШ с двумя свободными параметрами, в
качестве которых выбраны k и xd1.

Состояния в кристалле с самофокусировкой,
описываемые функциями (8) и (13), были рассмот-
рены в работе [28].

3.3. Периодические состояния в кристалле с
дефокусировкой

В случае кристалла с дефокусировкой, что от-
вечает отрицательной нелинейности (γ < 0) в (5),
когда энергия возбуждения лежит в диапазоне E >

> max{Ω1, Ω2}, НУШ (5) имеет пространствен-
но-периодическое решение

ψj(x) = Asj sn (qsj(x− xsj), k) , (18)

выражаемое через эллиптический синус sn с моду-
лем 0 < k < 1.

Подстановка решения (18) в уравнение (5) поз-
воляет получить выражения для волновых чисел и
амплитуд в виде

q2sj =
2m(E − Ωj)

1 + k2
, (19)

A2
sj =

q2sj
mgj

, (20)
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где для удобства обозначили параметры нелинейно-
сти дефокусирующей среды: gj = −γj > 0.

Подстановка решения (18) в условие непрерыв-
ности (6) приводит к выражению

ηqs1 sn(qs1xs1, k) = qs2 sn(qs2xs2, k). (21)

Подстановка решения (18) в нелинейное гранич-
ное условие (7) приводит к выражению

Ds2 −Ds1 = mU0 +W0q
2
s1

sn2(qs1xs1, k)

g1
, (22)

где

Dsj =
1

2

k1qsj cn(qsjxsj , k)

cn(qsjxsj +K(k), k)
,

k21 = 1 − k2 — дополнительный модуль эллиптиче-
ских функций.

Соотношения (21) и (22) будем называть диспер-
сионными. Из (21) можно выразить, например, xs2
и подставить в (22), тем самым исключив его. То-
гда из (22) находится энергия как функция пара-
метров системы: E = E(m,U0,W0, γ1,2,Ω1,2, xs1, k).
В результате после нахождения E из (21) опре-
деляется xs2 как функция параметров системы:
xs2 = xs2(m,U0,W0, γ1,2,Ω1,2, xs1, k). Тогда функция
(18) будет являться двухпараметрическим решени-
ем НУШ с двумя свободными параметрами, в каче-
стве которых выбраны k и xs1.

3.4. Периодические состояния первого типа
при контакте самофокусирующего и

дефокусирующего кристаллов

Рассмотрим теперь контакт двух полуограни-
ченных кристаллов с противоположными знака-
ми нелинейности. Пусть полупространство слева от
границы раздела (плоского дефекта) при x < 0 за-
нимает кристалл с самофокусировкой (где γ1 > 0),
а полупространство справа от границы раздела при
x > 0 занимает кристалл с дефокусировкой (где
γ2 < 0).

В таком случае, когда энергия возбуждения ле-
жит в диапазоне Ω2 < E < Ω1, НУШ (5) имеет про-
странственно-периодическое решение, описываемое
функциями вида (8) для j = 1 и (18) для j = 2:

ψ1(x) = Ac1 cn (qc1(x− xc1), k) ,

ψ2(x) = As2 sn (qs2(x− xs2), k) .
(23)

Выражения для волновых чисел и амплитуд этих
решений задаются формулами (9) и (10) для j = 1

и (19) и (20) для j = 2 соответственно.

Подстановка функций (23) в условие непрерыв-
ности (6) приводит к выражению

η̃kqc1 cn(qc1xc1, k) = −qs2 sn(qs2xs2, k) (24)

где η̃ = (g2/γ1)
1/2.

Подстановка функций (23) в нелинейное гранич-
ное условие (7) приводит к выражению

Ds2 −Dc1 = mU0 +W0k
2q2c1

cn2(qc1xc1, k)

γ1
. (25)

Соотношения (24) и (25) будем называть диспер-
сионными. Из (24) можно выразить, например, xs2
и подставить в (25), тем самым исключив его. Тог-
да из (25) находится энергия как функция парамет-
ров системы: E = E(m,U0,W0, γ1,2,Ω1,2, xc1, k). В
результате после нахождения E из (25) определя-
ется xs2 как функция параметров системы: xs2 =

= xs2(m,U0,W0, γ1,2,Ω1,2, xc1, k). Тогда (23) будет
определять двухпараметрическое решение НУШ с
двумя свободными параметрами, в качестве кото-
рых выбраны k и xc1.

3.5. Периодические состояния второго типа
на границе раздела самофокусирующего и

дефокусирующего кристаллов

В случае контакта самофокусирующего (в облас-
ти x < 0) и дефокусирующего (в области x > 0) кри-
сталлов, когда энергия возбуждения лежит в диа-
пазоне Ω2 < E < Ω1, НУШ (5) имеет другое про-
странственно-периодическое решение, описываемое
функциями вида (13) для j = 1 и (18) для j = 2:

ψ1(x) = Ad1 dn (qd1(x− xd1), k) ,

ψ2(x) = As2 sn (qs2(x − xs2), k) .
(26)

Выражения для волновых чисел и амплитуд этих
решений задаются формулами (14) и (15) для j = 1

и (19) и (20) для j = 2 соответственно.
Подстановка функций (26) в условие непрерыв-

ности (6) приводит к выражению

η̃qd1 dn(qd1xd1, k) = −qs2 sn(qs2xs2, k). (27)

Подстановка функций (26) в нелинейное гранич-
ное условие (7) приводит к выражению

Ds2 −Dd1 = mU0 +W0q
2
d1

dn2(qd1xd1, k)

γ1
. (28)

Соотношения (27) и (28) будем называть диспер-
сионными. Из (27) можно выразить, например, xs2
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и подставить в (28), тем самым исключив его. Тог-
да из (28) находится энергия как функция парамет-
ров системы: E = E(m,U0,W0, γ1,2,Ω1,2, xd1, k). В
результате после нахождения E из (27) определя-
ется xs2 как функция параметров системы: xs2 =

= xs2(m,U0,W0, γ1,2,Ω1,2, xd1, k). Тогда (26) будет
определять двухпараметрическое решение НУШ с
двумя свободными параметрами, в качестве кото-
рых выбраны k и xd1.

4. ЭНЕРГИИ ПЕРИОДИЧЕСКИХ
СОСТОЯНИЙ

4.1. Энергия периодического состояния
первого типа в кристалле с

самофокусировкой

Рассмотрим случай, когда энергия возбуждения
лежит в диапазоне E < min{Ω1,Ω2}, периодическое
состояние описывается формулой (8), а его энер-
гия находится из дисперсионных соотношений (11)
и (12). Их анализ можно провести в явном аналити-
ческом виде в различных частных случаях.

В точной форме можно определить энергию со-
стояния, для которого xc2 = xc1 = 0. Тогда из (11)
следует связь qc2 = ηqc1, а из (12) вытекает соотно-
шение q2c1 = −γ1mU0/W0k

2. Отсюда следует, что та-
кое состояние возможно только при противополож-
ных знаках параметров дефекта. С учетом (9) из
этих выражений получается энергия вида

E = Ω1 +
γ1U0(2k

2 − 1)

2W0k2
, (29)

а также модуль эллиптической функции, который
становится определенным через параметры кри-
сталла и дефекта:

k2 =
U0(γ2 − γ1)

2{U0(γ2 − γ1) +W0(Ω2 − Ω1)} . (30)

Состояния такого вида с энергией (29) возмож-
ны, только когда плоский дефект разделяет крис-
таллы с различными по величине (но не по знаку)
характеристиками нелинейности (γ1 �= γ2). Более
того, их существование обусловлено исключительно
тем, что дефект обладает нелинейными свойствами,
поскольку при W0 = 0 они не возникают.

Будем теперь считать, что характеристики крис-
таллов по обе стороны от плоскости дефекта одина-
ковые, т. е. Ω1 = Ω2 = Ω и γ1 = γ2 = γ. Тогда из (9)
следует, что qc1 = qc2 = qc, а из (10) — амплитуда
колебаний дефекта Ac1 = Ac2 = ψc0.

Сначала рассмотрим состояние, для которого
xc2 = −xc1 = xc0. Состояния при таких услови-
ях характеризуются двумя свободными параметра-
ми k и xc0. В этом случае уравнение (11) удовлетво-
ряется автоматически. В явном аналитическом ви-
де энергию можно найти в «длинноволновом» при-
ближении при qcxc0 � 1. Следует отметить, что
условие «длинноволнового» приближения qcxc0 �
� 1 означает близость энергии возбуждения к краю
спектра, когда выполняется требование |Ω − E| �
� (2k2 − 1)/2mx2c0. В таком приближении из (12)
находится энергия:

E = Ω− (2k2 − 1)γU0

2(γxc0 −W0k2)
. (31)

Из (10) определяется амплитуда колебаний де-
фекта:

ψc0 = k

(
U0

γxc0 −W0k2

)1/2

. (32)

Состояния такого типа с энергией (31) могут су-
ществовать при выполнении одной из пар условий:
1) U0 > 0 и W0 < γxc0/k

2, 2) U0 < 0 и W0 > γxc0/k
2.

Другими словами, состояние рассматриваемого ти-
па с энергией (31) может существовать как для при-
тягивающего тонкого дефектного слоя с нелинейны-
ми свойствами, так и для отталкивающего. Для по-
ложения максимума амплитуды возмущения возни-
кает дополнительное ограничение: xc0 �=W0k

2/γ.
Теперь рассмотрим несимметричное состояние,

для которого xc2 �= xc1. По-прежнему будем счи-
тать, что Ω1 = Ω2 = Ω, характеристики нелинейнос-
ти кристаллов по обе стороны от плоскости дефекта
различны, т. е. и γ1 �= γ2. Тогда из (12) в «длин-
новолновом» приближении при qcxcj � 1 энергию
можно получить в виде

E = Ω− (2k2 − 1)γ1U0

γ1(xc2 − xc1)− 2W0k2
. (33)

Из (11) с учетом (33) в таком случае можно вы-
разить параметр:

xc2 =
(1− η)Fc(xc1)

2mU0
, (34)

где

Fc(xc1) = 1±
[
1− 4mU0

γ1(1− η)2
×

× (
(1− η)(γ1xc1 + 2W0k

2)−mU0γ1ηx
2
c1

) ]1/2
.
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Для дальнейшего анализа с целью его упроще-
ния будем рассматривать состояние с xc1 = 0. Вы-
ражение (34) в таком случае упрощается:

xc2 =
(1 − η)Fc0

2mU0
, (35)

где

Fc0 = Fc(xc1 = 0) = 1±
[
1− 8mU0W0k

2

γ1(1− η)

]1/2
.

Тогда из (33) с учетом (35) можно полностью опре-
делить энергию через параметры кристалла и де-
фекта:

E = Ω− Ωc0F
2
c0,

где

Ωc0 =
γ21(1− η)(2k2 − 1)

16mW 2
0 k

4
.

Для существования такого локального со-
стояния должно выполняться условие U0 <

< γ1(1− η)/8mW0k
2.

4.2. Энергия периодического состояния
второго типа в кристалле с

самофокусировкой

Рассмотрим случай, когда энергия возбуждения
лежит в диапазоне E < min{Ω1,Ω2}, периодическое
состояние описывается формулой (13), а его энер-
гия находится из дисперсионных соотношений (16)
и (17).

В точной форме можно определить энергию со-
стояния, для которого xd2 = xd1 = 0. Тогда из (16)
следует связь qd2 = ηqd1, а из (17) вытекает соотно-
шение q2d1 = −γ1mU0/W0. Отсюда следует, что, как
и для состояний первого типа, такое состояние воз-
можно только при противоположных знаках пара-
метров дефекта. С учетом (14) из этих выражений
получается энергия в виде

E = Ω1 +
γ1U0(2 − k2)

2W0
, (36)

а также модуль эллиптической функции:

k2 = 2
U0(γ1 − γ2) +W0(Ω1 − Ω2)

U0(γ1 − γ2)
. (37)

Состояния такого вида, так же как и состояния
первого типа, возможны, только когда плоский де-
фект разделяет кристаллы с различными характе-
ристиками нелинейности, причем такой дефект дол-
жен обязательно обладать нелинейными свойствами
(W0 �= 0).

Будем теперь считать, что характеристики крис-
таллов по обе стороны от плоскости дефекта одина-
ковы, т. е. Ω1 = Ω2 = Ω и γ1 = γ2 = γ. Тогда из (14)
следует, что qd1 = qd2 = qd, а из (15) — амплитуда
колебаний дефекта Ad1 = Ad2 = ψd0.

Сначала рассмотрим состояние, для которого
xd2 = −xd1 = xd0. Состояния при таких услови-
ях характеризуются двумя свободными параметра-
ми k и xd0. В этом случае уравнение (16) удовлетво-
ряется автоматически. В явном аналитическом ви-
де энергию можно найти в «длинноволновом» при-
ближении при qdxd0 � 1. Следует отметить, что
условие «длинноволнового» приближения qdxd0 �
� 1 означает близость энергии возбуждения к краю
спектра, когда выполняется требование |Ω − E| �
� (2− k2)/2mx2d0. В таком приближении из (17) на-
ходится энергия:

E = Ω− (2− k2)γU0

2(γxd0k2 −W0)
. (38)

Из (15) определяется амплитуда колебаний де-
фекта:

ψd0 =

(
U0

γxd0k2 −W0

)1/2

. (39)

Состояния такого типа с энергией (38) могут су-
ществовать при выполнении одной из пар условий:
1) U0 > 0 иW0 < γxd0k

2, 2) U0 < 0 иW0 > γxd0k
2.

Следовательно, состояние рассматриваемого типа с
энергией (38) может существовать как для притя-
гивающего тонкого дефектного слоя с нелинейными
свойствами, так и для отталкивающего.

Теперь рассмотрим несимметричное состояние,
для которого xd2 �= xd1. По-прежнему будем счи-
тать, что Ω1 = Ω2 = Ω, характеристики нелинейнос-
ти кристаллов по обе стороны от плоскости дефекта
различные, т. е. γ1 �= γ2. Тогда из (17) в «длинновол-
новом» приближении при qdxdj � 1 энергию можно
получить в виде

E = Ω− (2− k2)γ1U0

γ1k2(xd2 − xd1)− 2W0
. (40)

Из (16) с учетом (40) в таком случае можно вы-
разить параметр:

xd2 = (1− η)Fd(xd1)/2mU0, (41)

где

Fd(xd1) = 1±
[
1− 4mU0

γ1k2(1− η)2
×

× (
(1 − η)(γ1xd1k

2 + 2W0)−mU0γ1ηx
2
d1k

2
) ]1/2

.
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Для дальнейшего анализа с целью его упрощения
будем рассматривать состояние с xd1 = 0. Выраже-
ние (34) в таком случае упрощается:

xd2 =
(1 − η)Fd0

2mU0
, (42)

где

Fd0 = Fd(xd1 = 0) = 1±
[
1− 8mU0W0

γ1k2(1− η)

]1/2
.

Тогда из (40) с учетом (42) можно полностью опре-
делить энергию через параметры кристалла и де-
фекта:

E = Ω− Ωd0F
2
d0, (43)

где

Ωd0 =
γ21k

2(1− η)(2 − k2)

16mW 2
0

.

Для существования такого локального состояния с
энергией (43) должно выполняться условие U0 <

< γ1k
2(1− η)/8mW0.

4.3. Энергия периодического состояния в
кристалле с дефокусировкой

Рассмотрим случай, когда энергия возбуждения
лежит в диапазоне E > max{Ω1,Ω2}, периодическое
состояние описывается (18), а его энергия находится
из дисперсионных соотношений (21) и (22).

Будем теперь считать, что характеристики крис-
таллов по обе стороны от плоскости дефекта одина-
ковые, т. е. Ω1 = Ω2 = Ω и g1 = g2 = g. Тогда из (19)
следует, что qs1 = qs2 = qs, а из (20) — амплитуда
колебаний дефекта As1 = As2 = ψs0.

Сначала рассмотрим состояние, для которого
xs2 = −xs1 = xs0. Состояния при таких условиях
характеризуются двумя свободными параметрами k
и xs0. В явном аналитическом виде энергию мож-
но найти в «длинноволновом» приближении при
qsxs0 � 1. Следует отметить, что условие «длин-
новолнового» приближения qsxs0 � 1 означает бли-
зость энергии возбуждения к краю спектра, когда
выполняется требование |E − Ω| � (1 + k2)/2mx2s0.
В таком приближении из (22) находится энергия:

E = Ω+
1 + k2

2m

(
−g(1 +mU0xs0)

W0x3s0

)1/2

. (44)

Из (20) определяется амплитуда колебаний де-
фекта:

ψs0 =

(
−1 +mU0xs0

mW0xs0

)1/2

. (45)

Состояния такого типа с энергией (44) могут су-
ществовать при выполнении одного из наборов усло-
вий: 1) U0 > −1/mxs0, W0xs0 < 0, 2) U0 < −1/mxs0,
W0xs0 > 0. Следовательно, состояние рассматри-
ваемого типа с энергией (44) может существовать
как для притягивающего тонкого дефектного слоя с
нелинейными свойствами, так и для отталкивающе-
го, причем знаки обоих параметров дефекта долж-
ны быть одинаковыми.

Теперь рассмотрим несимметричное состояние,
для которого xs2 �= xs1. По-прежнему будем счи-
тать, что Ω1 = Ω2 = Ω, характеристики нелинейно-
сти кристаллов по обе стороны от плоскости дефек-
та различные, т. е. γ1 �= γ2. Тогда в «длинноволно-
вом» приближении при qsxsj � 1 из (21) следует,
что xs2 = ηxs1, а из (22) можно найти энергию:

E = Ω+
1 + k2

2mxs1

(
g1
η(1 − 2mU0xs1)− 1

2ηW0xs1

)1/2

. (46)

Состояния такого типа с энергией (46) могут су-
ществовать при выполнении одного из наборов усло-
вий: 1) U0 > (η − 1)/2mηxs1, W0xs1 < 0, 2) U0 <

< (η − 1)/2mηxs1, W0xs1 > 0. Как и в описанном
выше случае, состояние рассматриваемого типа с
энергией (46) может существовать как для притя-
гивающего тонкого дефектного слоя с нелинейными
свойствами, так и для отталкивающего.

Наконец, рассмотрим несимметричное состоя-
ние, для которого xs2 �= xs1 и характеристики крис-
таллов по обе стороны от плоскости дефекта раз-
личные, т. е. Ω1 �= Ω2 и γ1 �= γ2. Тогда в «длинновол-
новом» приближении при qsxsj � 1 из (22) можно
найти энергию:

E = Ω1 +Ωs0

{
1±

(
1− Ωsa

Ωs0

)1/2
}
, (47)

где

Ωs0 =
g1(η − 1)(1 + k2)

4mηW0x3s1
,

Ωsa =
4η2xs1
η − 1

{
U0 +

2η(Ω1 − Ω2)

1 + k2

}
.

С учетом (47) из (21) можно получить выражение

xs2 = η
E − Ω1

E − Ω2
. (48)

Из (48) следует, что xs2 > 0. Состояния такого
типа с энергией (47) могут существовать при вы-
полнении условия

U0 <
g1(η − 1)2

16mη2W0x4s1
− 2η(Ω1 − Ω2)

1 + k2
.
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Знаки параметров дефекта могут быть противопо-
ложными.

Принципиальное отличие кристаллов с дефоку-
сировкой от кристаллов с самофокусировкой состо-
ит в том, что в них для пространственно-неоднород-
ных периодических состояний не могут равняться
нулю оба параметра xsj , характеризующих распре-
деления максимумов амплитуд возмущения в про-
странстве.

5. ЛОКАЛИЗАЦИЯ СТАЦИОНАРНЫХ
СОСТОЯНИЙ

Хорошо известно, что эллиптические функции в
пределе k → 1 переходят в гиперболические. Данное
обстоятельство позволяет описать в рамках предло-
женной модели помимо пространственно-периоди-
ческих состояний также и локализованные вблизи
границы раздела сред состояния.

5.1. Локализация состояний в кристалле с
самофокусировкой

В случае γ > 0 и E < min{Ω1,Ω2} периодическое
состояние, описываемое решением (8), при k = 1 пе-
реходит в локализованное состояние, описываемое
убывающим при удалении от границы раздела на
бесконечность решением:

ψj(x) =
Aj

ch(qj(x− xj))
. (49)

Здесь в пределе k → 1 из (9) следует, что q2cj → q2j =

= 2m(Ωj − E) а из (10) — A2
cj → A2

j = q2j /(mγj).
Соотношение (11) примет вид

ηq1 ch(q2x2) = q2 ch(q1x1), (50)

а дисперсионное соотношение (12) —

q2 th(q2x2)− q1 th(q1x1) =

= 2

{
mU0 +

W0q
2
1 ch

−2(q1x1)

γ1

}
. (51)

Для случая, когда характеристики кристаллов
по обе стороны от плоскости дефекта одинаковы
(Ω1 = Ω2 = Ω и γ1 = γ2 = γ), q1 = q2 = q и A1 = A2,
при x2 = x1 = x0 из (51) получается дисперсионное
соотношение, определяющее энергию таких локали-
зованных состояний:

mU0γ ch
2(qx0) = −W0q

2
0 . (52)

Для локализованных состояний в «длинноволно-
вом» приближении при qx0 � 1 из (52) получается
выражение q2 = −γmU0/W0, которое позволяет по-
лучить энергию локализации в виде

E = Ω +
γU0

2W0
. (53)

Видно, что в согласии с результатами разд. 4.1
локализованное состояние рассматриваемого вида
существует только при противоположных знаках
параметров дефекта. Следует отметить, что выра-
жение (53) также получается из (31) при k = 1 и
xc0 = 0.

Теперь рассмотрим симметричное локализован-
ное состояние, для которого x2 = −x1 = x0. Тог-
да из (51) получается дисперсионное соотношение,
определяющее энергию таких локализованных со-
стояний:

q th(qx0) = mU0 +
W0q

2 ch−2(qx0)

γ
. (54)

В «длинноволновом» приближении при
qx0 � 1 из (54) получается выражение q2 =

= γmU0/(γx0 − W0), которое позволяет записать
энергию локализации в виде

E = Ω− γU0

2(W0 − γx0)
. (55)

Локализованные состояния такого типа с энерги-
ей (55) могут существовать при выполнении одной
из пар условий: 1) U0 > 0 и W0 < γx0, 2) U0 < 0 и
W0 > γx0, что согласуется с результатами разд. 4.1.

В случае, когда характеристики кристаллов по
обе стороны от плоскости дефекта различаются
(Ω1 �= Ω2 и γ1 �= γ2), в разд. 4.1 указано суще-
ствование состояния, для которого x2 = x1 = 0.
Тогда из (50) следует q2 = ηq1, а из (51) находится
q21 = −γ1mU0/W0. Локализованное состояние такого
вида может существовать только при определенной
связи между параметрами кристалла и дефекта, ко-
торая следует из (30) при k = 1 и определяет усло-
вие локализации: U0/W0 = 2(Ω1 − Ω2)/(γ2 − γ1).

Периодическое состояние второго типа в кри-
сталле с самофокусировкой, описываемое функцией
(13), в пределе k → 1 переходит в такое же лока-
лизованное состояние, описываемое функцией (49),
поскольку dn z → 1/ ch z и из (14) следует q2dj → q2j ,
а из (15) следует A2

dj → A2
j . Таким образом, два пе-

риодических состояния вырождаются в одно лока-
лизованное в пределе k → 1.
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5.2. Локализация состояний в кристалле с
дефокусировкой

В случае γ < 0 и E > max{Ω1,Ω2} периоди-
ческое состояние, описываемое решением (18), при
k = 1 переходит в локализованное состояние, опи-
сываемое решением НУШ типа кинк:

ψj(x) = Atj th (qtj(x− xj)) . (56)

Здесь в пределе k → 1 из (19) следует q2sj → q2tj =

= m(Ωj − E), а из (20) — A2
sj → A2

tj = q2tj/(mgj).
Соотношение (21) примет вид

ηqt1 th(qt1x1) = th(qt2x2), (57)

а дисперсионное соотношение (22) —

qt1
sh(2qt1x1)

− qt2
sh(2qt2x2)

=

= mU0 +
W0q

2
t1 th

2(qt1x1)

g1
. (58)

Для случая, когда все параметры сред слева и
справа от границы раздела одинаковы (Ω1 = Ω2 =

= Ω, g1 = g2 = g), qt1 = qt2 = qt и At1 = At2,
при x2 = x1 = x0 из (58) получается дисперсионное
уравнение:

mgU0 = −W0q
2
t th

2(qtx0). (59)

Для локализованных состояний в «длинноволно-
вом» приближении при qtx0 � 1 из (59) получается
выражение qt = (−mgU0/W0x

2
0)

1/4, которое позво-
ляет получить энергию локализации в виде

E = Ω+
1

x0

(
− gU0

mW0

)1/2

. (60)

При одинаковых параметрах кристаллов по обе
стороны от плоскости дефекта и при At1 = −At2,
x2 = x1 = x0 из (58) получается дисперсионное
уравнение:

− 2qt
sh(2qtx0)

= mU0 +
W0q

2
t ch

−2(qtx0)

g
. (61)

В «длинноволновом» приближении при
qtx0 � 1 из (61) получается выражение qt =

= {g(1 + mU0xs0)/W0x
2
s0}1/4, которое позволяет

записать энергию локализации в виде

E = Ω +
1

m

(
−g(1 +mU0xs0)

W0x3s0

)1/2

. (62)

Следует отметить, что (62) получается напря-
мую из (44) при k = 1. Соответственно, для суще-
ствования такого локализованного состояния с энер-
гией (62) требуется выполнение таких же условий,
как и для существования периодического состояния
с энергией (44).

Для случая кристаллов с различной нелинейно-
стью по разные стороны от плоскости дефекта (γ1 �=
�= γ2), но при Ω1 = Ω2 = Ω, для различных x2 �= x1
в «длинноволновом» приближении при qtxj � 1 из
(57) следует, что x2 = ηx1, а из (58) получается вы-
ражение

qt =

{
g[η(1− 2mU0x1)− 1]

2ηW0x31

}1/4

,

которое позволяет получить энергию локализации в
виде

E = Ω+
1

2

(
g1
η(1 − 2mU0x1)− 1

2ηW0x31

)1/2

. (63)

Следует отметить, что выражение (63) получа-
ется напрямую из (46) при k = 1.

Локальные состояния, описываемые функциями
(49) и (56), для случая дефекта с U0 = 0 были рас-
смотрены в работе [29].

5.3. Локализация состояний на границе
раздела самофокусирующего и
дефокусирующего кристаллов

Если плоский дефект разделяет самофокусиру-
ющий (в области x < 0) и дефокусирующий (в об-
ласти x > 0) кристаллы, то при Ω2 < E < Ω1 пе-
риодическое состояние, описываемое (26), при k = 1

переходит в локализованное состояние, описываемое
функциями вида (49) для j = 1 и (56) для j = 2:

ψ1(x) =
A1

ch(q1(x − x1))
,

ψ2(x) = At2 th(qt2(x− x2)).

(64)

В пределе k → 1 соотношение (27) примет вид

η̃q1 = −qt2 th(qt2x2) ch(q1x1), (65)

а дисперсионное соотношение (28) —

2qt2
sh(2qt2x2)

+ q1 th(q1x1) =

= −2

{
mU0 +

W0q
2
1 ch

−2(q1x1)

γ1

}
. (66)
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Здесь можно отметить такое состояние, для кото-
рого x1 = 0, x2 �= 0. В этом случае в результате
комбинирования (65) и (66) получается кубическое
относительно q1 уравнение:

aq31 + q21 + bq1 − c = 0, (67)

где

a =
2ηW0

γ1(η2 + 1/2)
, b =

2ηmU0

η2 + 1/2
,

c =
m(Ω1 − Ω2)

η2 + 1/2
> 0.

Положительность коэффициента c гарантирует су-
ществование хотя бы одного действительного корня
уравнения (67). Подстановка корней уравнения (67)
в выражение

E = Ω1 − q21/2m (68)

позволяет определить энергию локализации состоя-
ний такого вида.

В явном виде энергию локализованных состоя-
ний из уравнения (67) можно получить в некоторых
предельных случаях.

1. Если энергетическая полоса существования в
спектре очень узкая, когда значение Ω1 близко к Ω2,
то получается выражение

q1 = −γ1(η
2 + 1/2)

4ηW0
×

×
{
1±

[
1− 16ηmU0W0

γ1(η2 + 1/2)2

]1/2}
. (69)

2. Если дополнительно к предыдущему условию
считать очень слабым взаимодействие возбуждения
с дефектом, то из (67) получается величина

q1 = −γ1(η
2 + 1/2)

4ηW0
.

3. Если энергетическая полоса существования
локализованных состояний в спектре конечна, ин-
тенсивность взаимодействия возбуждения с дефек-
том конечна, а нелинейность дефекта очень мала,
то из (67) получается величина

q1 = − ηmU0

η2 + 1/2
×

×
{
1±

[
1 +

(Ω1 − Ω2)(η
2 + 1/2)

mU2
0 η

2

]1/2}
. (70)

4. Если энергетическая полоса существования
локализованных состояний в спектре конечна, но

оба параметра дефекта малы (что соответствует
непрерывности нормальной производной поля при
переходе через границу раздела сред), то из (67) по-
лучается величина

q21 =
m(Ω1 − Ω2)

η2 + 1/2
,

определяющая энергию локализации состояния, не
взаимодействующего с дефектом.

Подстановка приведенных выражений для q1 в
(68) позволят определить энергию локализованного
состояния в соответствующем случае.

6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Показано, что вблизи тонкого плоского дефекта
с нелинейными свойствами, разделяющего нелиней-
ные кристаллы, могут существовать стационарные
пространственно-неоднородные состояния несколь-
ких типов. Такие состояния порождаются различ-
ными типами периодических решений НУШ.

Модель плоского дефекта с нелинейными свой-
ствами включала применение потенциала с квад-
ратичным относительно искомого поля слагаемым
[24, 25]. Нахождение решений НУШ с нелинейным
потенциалом сводится к решению контактной кра-
евой задачи для НУШ без потенциала с нелиней-
ными граничными условиями. В результате реше-
ния такой краевой задачи установлено, что грани-
ца раздела с нелинейными свойствами между нели-
нейными кристаллами может порождать различные
типы стационарных пространственно-неоднородных
периодических состояний, описывающих возбужде-
ния сред, несимметричных относительно плоско-
сти дефекта. Для каждого типа таких состояний
получены пространственные распределения полей,
амплитуда и форма которых определяется знаком
нелинейности среды и диапазоном возможной энер-
гии возбуждений.

Рассмотрение модели тонкого дефектного слоя
с нелинейными свойствами, описываемого потен-
циалом (3), привносит новые особенности строе-
ния спектра пространственно-неоднородных перио-
дических состояний, в отличие от модели простого
дефекта, описываемого потенциалом (1). Основное
различие заключается в дисперсионных уравнениях
и, как следствие, в уровнях энергии и областях су-
ществования состояний. Кроме того, удалось обна-
ружить новые типы пространственно-неоднородных
периодических состояний, существование которых
обусловлено исключительно нелинейными свойства-
ми дефекта. Полученные новые состояния возника-
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ют в случае сочетания дефокусирующей нелиней-
ности дефекта с притяжением дефекта или в случае
сочетания самофокусирующей нелинейности дефек-
та с отталкиванием дефекта. При этом дефект дол-
жен разделять самофокусирующие среды с различ-
ными по величине параметрами нелинейности.

Результаты, полученные в данной работе, могут
служить продолжением исследований особенностей
нелинейных возбуждений в средах с нелинейными
дефектами, проведенных в работах [12–14,17,24–29],
на случай пространственно-неоднородных периоди-
ческих возмущений сред. В связи с широким приме-
нением слоистых структур, содержащих плоскопа-
раллельные волноводы, в нелинейной оптике изуче-
ние особенностей распространения нелинейных по-
верхностных волн в системах с такими свойствами
имеет большое значение.
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