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Исследованы термодинамические свойства квантовой J1–J2–J3-модели Гейзенберга на квадратной ре-
шетке со спином S = 1/2. Вычисление спин-спиновых корреляторов, спектров спиновых возбуждений,
восприимчивости и теплоемкости в рамках сферически-симметричного подхода показывает, что третий
обмен J3 может качественно менять свойства системы. Наряду со стандартными структурами ближнего
порядка (антиферромагнитной, ферромагнитной и полосатой) возникают различные квантовые спирали.
В частности, они могут быть изотропными с локальным минимумом спектра вдоль окружности в зоне
Бриллюэна, причем характер этих состояний представляет собой «закрученный» как ферромагнитный,
так и антиферромагнитный квантовый спиновый порядок. Кроме того, определена область параметров,
в которой наблюдается двухпиковый температурный ход теплоемкости.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Фрустрация в соединениях с локализованными
магнитными моментами может приводить к инте-
ресным и зачастую интуитивно не очевидным эф-
фектам. Это может быть образование нетривиаль-
ной спиновой конфигурации или, наоборот, потеря
спинового упорядочения даже при нулевой темпера-
туре. Как и роль квантовых флуктуаций, эффекты
фрустрации особенно сильны в низкоразмерных, в
частности, двумерных системах.
Здесь одна из важнейших моделей — модель Гей-

зенберга на квадратной решетке со спином S = 1/2

с учетом обменных взаимодействий не только с бли-
жайшими соседями. В этом случае отсутствует гео-
метрический фактор фрустрации (который есть, на-
пример, в треугольной решетке), и ее причиной яв-
ляется конкуренция ближайшего и следующих за
ним обменов.
Чаще всего модель рассматривается в варианте

J1–J2, когда учтены ближайший (сторона квадра-
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та) и второй (диагональ квадрата) обмены. Фруст-
рация возникает при антиферромагнитном (АФМ)
знаке второго обмена, J2 > 0, и произвольном зна-
ке первого. Случай обоих АФМ-обменов (J1 > 0,
J2 > 0) отвечает хорошо изученной спиновой под-
системе ВТСП-купратов [1, 2], а также ряду других
квазидвумерных соединений [3–7].
В последние годы обнаружены и исследуются

уже несколько десятков J1–J2-систем, в том числе
с ферромагнитным (ФМ) первым обменом, J1 < 0,
и с самыми разными соотношениями величин J1
и J2. Это Pb2VO(PO4)2 [8–11], (CuCl)LaNb2O7 [7],
SrZnVO(PO4)2 [11–14], BaCdVO(PO4)2 [10, 12, 15],
K2CuF4, Cs2CuF4, Cs2AgF4, La2BaCuO5, Rb2CrCl4,
[10, 13, 16–20] и др.
На рис. 1 представлена фазовая диаграмма дву-

мерной J1–J2-модели в классическом пределе S � 1,
дополненная данными о соотношении обменов в
нескольких квазидвумерных соединениях. При S �
� 1 возможны три фазы — АФМ, ФМ и полосатая
(страйп), в квантовом случае (S = 1/2) между ними
возникают области неупорядоченной фазы.
Кроме того, предсказанный во фрустрированной

модели Гейзенберга переход из АФМ-фазы в неупо-
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Рис. 1. (В цвете онлайн) Фазовая диаграмма J1–J2-моде-
ли Гейзенберга на двумерной квадратной решетке в клас-
сическом пределе. Точки отвечают соотношению обменов
J1 и J2 для некоторых слоистых соединений (данные из
работ [7, 13, 15, 20–23] и упомянутых в них). Обмены J1 и

J2 параметризуются углом ϕ: J1 = cosϕ, J2 = sinϕ

рядоченную фазу при T = 0 есть один из базовых
примеров квантового фазового перехода [21–24].

И, наконец, еще одна, появившаяся совсем недав-
но причина интереса к модели — квантовые симуля-
торы [25]. Уже реализованы первые примеры кван-
товых симуляторов модели Гейзенберга, в том числе
фрустрированной (правда, пока в одномерном слу-
чае) [26–29].

Как уже сказано, обычно фрустрированная мо-
дель Гейзенберга на квадратной решетке рассматри-
вается в J1–J2-варианте. Однако существенно введе-
ние следующего, третьего обмена J3. Оно и вызыва-
ет интерес по нескольким причинам.

1. В классическом пределе S � 1, именно начи-
ная с третьего обмена на фазовой диаграмме, кроме
стандартных ФМ-, АФМ- и страйп-фаз, возникают
три различные несоизмеримые геликоидальные фа-
зы.

2. В классическом пределе S � 1 в некоторых
областях фазовой диаграммы (J2 � ±0.5J1) индуци-
рованные третьим обменом геликоиды появляются
уже при J3 � J1, J2.

3. В квантовом пределе S = 1/2 в широких об-
ластях вокруг точек J2 = ±0.5J1 фрустрация даже
при нулевой температуре разрушает дальний поря-
док, что приводит к образованию спин-жидкостной
фазы. Из предыдущего пункта ясно, что учет J3 су-
ществен при выяснении ее структуры.

4. Экспериментально обнаружены (пока единич-
ные [30–33]) квазидвумерные соединения, в кото-
рых наблюдается несоизмеримая спиновая структу-
ра, однако стандартное объяснение с привлечением
взаимодействия Дзялошинского –Мория невозмож-
но (центральная симметрия не нарушена). Для опи-
сания таких систем адекватна J1–J2–J3-модель Гей-
зенберга.
Ниже будут также продемонстрированы некото-

рые другие нетривиальные и интуитивно неочевид-
ные свойства модели (как классической, так и кван-
товой).
Дальнейшая часть работы организована следу-

ющим образом. В разд. 2 представлена исследуемая
модель и дан краткий обзор ее свойств в класси-
ческом пределе S � 1. В разд. 3 описан используе-
мый в работе сферически-симметричный самосогла-
сованный подход. Результаты работы и их обсужде-
ние содержатся в разд. 4. В Заключении приведены
основные выводы.

2. МОДЕЛЬ

Рассматривается модель Гейзенберга на двумер-
ной квадратной решетке с учетом взаимодействия
первых, вторых и третьих соседей:

H = J1
∑
〈i,j〉

Ŝi · Ŝj + J2
∑
[i,j]

Ŝi · Ŝj + J3
∑
{i,j}

Ŝi · Ŝj. (1)

Здесь (Ŝi)
2 = 3/4, i, j — узлы квадратной решетки,

〈i, j〉 обозначает сумму по связям ближайших сосе-
дей (сторона квадрата), [i, j] — по связям вторых
ближайших соседей (диагональ квадрата), {i, j} —
по связям третьих ближайших соседей (удвоенная
сторона квадрата).

2.1. Классический предел S � 1

Общее представление о свойствах модели дает ее
фазовая диаграмма в классическом пределе S � 1.
Хотя эта задача тривиальна, приведем ее решение
чуть детальнее, так как в дальнейшем сравнение с
классическим пределом будет существенным.
В двумерном пространстве любой дальний поря-

док — соизмеримый или несоизмеримый — описыва-
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ется следующей подстановкой (плоской спиралью)
[34, 35]:

Sr = e1 cos(q0 · r) + e2 sin(q0 · r), (2)

где e1 и e2 — лежащие в плоскости ортогональные
орты, r — радиус-вектор узла решетки, q0 — управ-
ляющая точка в зоне Бриллюэна (длина спина здесь
нормирована на единицу). При фиксированных зна-
чениях обменных параметров J1, J2, J3 спиновая
структура находится подстановкой выражения (2)
в уравнение (1) и минимизацией классической энер-
гии по положению управляющей точки q0.
Ниже приведены полученные таким образом все

возможные положения управляющей точки и соот-
ветствующие им значения классической энергии:

q0 E(q0)

(0, 0) 4(J1 + J2 + J3)

(π, π) −4(J1 − J2 − J3)

(0, π), (π, 0) −4(J2 − J3)

(0, q1), (q1, 0) 2J1 − (J1 + 2J2)
2

4J3

(π, q2), (q2, π) −2J1 − (J1 − 2J2)
2

4J3

(q3, q3) −4J3 − J2
1

J2 + 2J3

(3)

где использованы обозначения

q1 = arccos

(
−J1 + 2J2

4J3

)
, (4)

q2 = arccos

(
−J1 − 2J2

4J3

)
, (5)

q3 = arccos

(
− J1
2J2 + 4J3

)
. (6)

Фазовая диаграмма находится отбором спиновой
структуры, отвечающей при данных J1, J2, J3 наи-
меньшей энергии, и представлена на рис. 2. Здесь и
далее использована следующая параметризация об-
менов:

J1 = cosψ cosϕ, (7)
J2 = cosψ sinϕ, (8)
J3 = sinψ, (9)

0 ≤ ϕ ≤ 2π, −π/2 ≤ ψ ≤ π/2. (10)

Напомним, что при нередко используемой аль-
тернативной параметризации (J1, J2, J3) ⇒
⇒ (1, J2/J1, J3/J1) все фазовые границы — прямые
линии. Однако такой вариант удобен лишь на
локальных участках пространства параметров.
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Рис. 2. Фазовая диаграмма J1–J2–J3-модели Гейзенберга
на двумерной квадратной решетке в классическом преде-
ле. Обмены J1, J2 и J3 параметризуются углами ϕ и ψ:
J1 = cosψ cosϕ, J2 = cosψ sinϕ, J3 = sinψ. Возмож-
ные фазы маркированы положением управляющей точ-
ки (или одной из двух эквивалентных) на четверти зо-
ны Бриллюэна: (π, π) — АФМ, (π, 0) — страйп, (0, 0) —
ФМ, (q, q), (π, q), (q, 0) — три вида геликоидальных струк-
тур. Представлена часть фазовой диаграммы 0 ≤ ϕ ≤ π,
0 ≤ ψ ≤ π/4. На вставке показана четверть зоны Бриллю-

эна

Ниже мы рассматриваем наиболее интересную
четверть полной фазовой диаграммы 0 ≤ ϕ ≤ π,
0 ≤ ψ ≤ π/2, т. е.

1 ≥ J1 ≥ −1, 0 ≤ J2 ≤ 1, 0 ≤ J3 ≤ 1,√
J2
1 + J2

2 + J2
3 = 1

(см. рис. 2). Сюда попадают все известные экспери-
ментальные данные по квазидвумерным соединени-
ям. С точки зрения теории эта область интересна
тем, что в ней реализуются все возможные в соот-
ветствии с соотношениями (3) фазы. Это, во-пер-
вых, три «стандартные» фазы:

1) ФМ-фаза, управляющая точка q0 = (0, 0);
2) страйп-фаза, чередующиеся полосы спинов,

направленных в противоположные стороны, q0 =

= (0, π), (π, 0);
3) шахматная АФМ-фаза, q0 = (π, π).

Во-вторых, это три спиновых спирали (геликои-
дальные фазы), спины поворачиваются от узла к уз-
лу, причем в общем случае период спиновой струк-
туры несоизмерим с периодом решетки:

4) геликоид, q0 = (0, q1), (q1, 0);
5) геликоид, q0 = (π, q2), (q2, π);
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6) геликоид, q0 = (q3, q3).
В первых трех случаях управляющая точка q0 во
всей области существования соответствующей фа-
зы неподвижна. Для геликоидов же при изменении
параметров обмена точка q0 движется по симмет-
ричным линиям зоны Бриллюэна в соответствии с
выражениями (4)–(6) (см. вставку на рис. 2).
Разнообразие фаз обусловлено тем, что в рас-

сматриваемой четверти фазовой плоскости спино-
вая система максимально фрустрирована — если хо-
тя бы два обмена ненулевые, то одновременно все
связи в гамильтониане (1) не могут быть насыщены
полностью (что ясно уже из простейших геометри-
ческих соображений). В остальных трех четвертях
это неверно по отношению по крайней мере к одной
из связей, и эти области гораздо «беднее» на фазы.
Фрустрированность приводит к появлению между
АФМ- и ФМ-фазами «компромиссной» страйп-фа-
зы, а при J3 > 0 — еще и геликоидальных фаз.
Подчеркнем снова, что в модели J1–J2–J3 спи-

новые спирали возникают уже в классическом пре-
деле, без нарушения центральной симметрии и без
привлечения взаимодействия Дзялошинского –Мо-
рия.
Отметим также еще одно свойство. Как можно

видеть из формул (4)–(6) и рис. 2, для модели с
более чем одним обменом положение управляющей
точки q0 не позволяет однозначно восстановить со-
отношение обменных параметров, конкретному зна-
чению q0 соответствует целая линия на плоскости
ϕ–ψ, т. е. интерпретация нейтронного эксперимен-
та лишь по положению брэгговского пика (без при-
влечения дополнительных энергетических сообра-
жений) неоднозначна.

2.2. Квантовый случай S = 1/2

В квантовом пределе S = 1/2 при нулевой тем-
пературе ситуация качественно аналогична класси-
ческому пределу — возможны все перечисленные
выше фазы с дальним порядком. Однако, кроме
того, даже при T = 0 возможны состояния без
дальнего порядка (спиновая жидкость). На фазо-
вой диаграмме они расположены между фазами с
дальним порядком при условии наличия фрустра-
ции. В рассматриваемой области параметров (см.
рис. 2) это верно для всех фазовых границ, т. е.
вблизи всех «классических» фазовых границ возни-
кают неупорядоченные «прослойки» [36–38]. Строго
говоря, описанная картина достоверно установлена
лишь при ψ = 0 (т. е. J3 = 0). Однако нет никаких

оснований полагать, что при ψ �= 0 ситуация может
качественно измениться.
При T �= 0 в силу теоремы Мермина –Вагнера

[39] дальний порядок невозможен при любых значе-
ниях параметров обмена, однако ближний порядок
существенным образом перестраивается при движе-
нии по фазовой плоскости.
В настоящей работе рассматриваются ближний

порядок и термодинамические свойства квантовой
(S = 1/2) модели при T �= 0. Анализ проводится в
рамках сферически-симметричного самосогласован-
ного подхода (СССП) для спиновых функций Гри-
на [40–42].

3. СФЕРИЧЕСКИ-СИММЕТРИЧНЫЙ
САМОСОГЛАСОВАННЫЙ ПОДХОД

Метод СССП широко используется при изуче-
нии модели Гейзенберга (в том числе фрустриро-
ванной) [42–45], а также более сложных низкораз-
мерных спиновых моделей [46–48]. Он адекватен
двумерным моделям, так как в нем автоматически
соблюдается теорема Мермина –Вагнера. В СССП
средний спин на узле всегда равен нулю, в спино-
вом пространстве сохранятся изотропность (симмет-
рия гамильтониана), условие спинового констрейн-
та (Ŝi)

2 = 3/4 строго соблюдается на каждом узле,
в прямом пространстве сохраняются трансляцион-
ная инвариантность и симметрия решетки. Кроме
того, СССП позволяет получить самосогласованный
спектр спиновых возбуждений во всей зоне Бриллю-
эна. Заметим, что по физическим основаниям и фак-
тическим результатам метод СССП близок к про-
екционной технике Цванцига –Мори –Церковникова
(см., например, работы [49–52]).
В целом, СССП состоит в следующем (детали

можно найти в работах [36, 45]). Вычисляется двух-
временная запаздывающая спин-спиновая функция
Грина

Gnm = 〈Sz
n|Sz

m〉ω+iδ =

= −i
∞∫
0

dt eiωt〈[Sz
n(t), S

z
m]〉. (11)

В силу сферической симметрии отличны от нуля
(и равны друг другу) только диагональные по α =

= x, y, z функции Грина, а средний спин на узле ра-
вен нулю (Gzz = Gxx = Gyy; 〈Sβ

n〉 = 0, β = x, y, z).
После стандартного для СССП замыкания це-

почки уравнений движения для функции Грина на
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втором шаге [36] фурье-образ спин-спиновой функ-
ции Грина приобретает вид

Gz(q, ω) =
Fq

ω2 − ω2
q

. (12)

В модели J1–J2–J3 выражение для числителя Fq

включает спин-спиновые корреляционные функции
c|r| = 〈Sz

nS
z
n+r〉 на первых трех координационных

сферах, а для спектра спиновых возбуждений ωq —
на первых восьми:

Fq = 8
∑

r∈{g,d,2g}
Jr(γr − 1)cr, (13)

ω2
q = 2

12∑
i=1

ΓiKi, (14)

где g, d и 2g — векторы первых, вторых и третьих
ближайших соседей, Jg, Jd, J2g — соответственно J1,
J2 и J3;

γg =
1

2
(cos qx + cos qy), γd = cos qx cos qy,

γ2g =
1

2
[cos(2qx) + cos(2qy)] .

Громоздкие выражения для входящих в выраже-
ние (14) множителей Γi, определяющих зависимость
спектра от квазиимпульса, и решеточных сумм Ki

приведены в Приложении. Входящие в формулы
(13), (14) спиновые корреляционные функции далее
стандартным образом выражаются через функцию
Грина, что приводит к системе самосогласованных
уравнений, которая решается численно.

4. РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЕ

4.1. Корреляторы и ближний порядок

На рис. 3 представлены спин-спиновые корреля-
торы для первых трех координационных сфер (со-
ответственно cg, cd и c2g) в диапазоне 0 ≤ ϕ ≤ 180◦,
−1◦ ≤ ψ ≤ 10◦, т. е. 1 ≥ J1 ≥ −1, 0 ≤ J2 ≤ 1,
−0.018 ≤ J3 ≤ 0.174.
Во избежание путаницы здесь и далее будем

представлять параметрические углы ϕ и ψ в граду-
сах, а координаты в зоне Бриллюэна — стандартно,
в радианах. Все энергетические величины нормиро-
ваны на

√
J2
1 + J2

2 + J2
3 = 1.

Сами по себе графики на рис. 3 не дают ясного
представления о структуре ближнего порядка. Бо-
лее того, зависимость корреляторов от ψ на значи-
тельной части фазовой плоскости не кажется суще-
ственной (хотя обратим внимание на различие мас-
штабов по осям ϕ и ψ). Однако обусловленное этой
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Рис. 3. (В цвете онлайн) Cпин-спиновые корреляторы cg
(а), cd (б) и c2g (в) для первых трех координационных сфер
(представлены линии уровня). Цветом обозначены различ-

ные структуры ближнего порядка (см. рис. 4)

зависимостью изменение структуры ближнего по-
рядка оказывается более радикальным.
Перейдем теперь к исследованию структуры

ближнего порядка. В квантовом случае спин-спи-
новые корреляторы cr определяются структурным
фактором cq:

cq =
〈
Sz
qS

z
−q

〉
=

= − 1

π

∞∫
0

dω [2m(ω) + 1] ImGz (q, ω) , (15)

cr =
1

N

∑
q

cqe
iq·r, (16)

где m(ω) — функция Бозе при данной температуре.
При T = 0 структурный фактор cq может как содер-
жать дельта-образный вклад (при наличии дальнего
порядка), так и быть конечным во всей зоне Брил-
люэна (при его отсутствии) [36]. При T �= 0 даль-
ний порядок невозможен и величина cq везде конеч-
на. Точка q0 — положение максимума структурного
фактора в зоне Бриллюэна — определяет структуру
ближнего порядка, а полуширина пика cq — кор-
реляционную длину по отношению к соответствую-
щему порядку (мы отвлекаемся от эквивалентных
точек в полной зоне Бриллюэна), т. е. точка q0 яв-
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Рис. 4. (В цвете онлайн) Области фазовой плоскости, от-
вечающие различным положениям q0 максимума струк-
турного фактора cq, т. е. различным структурам ближнего
порядка. Сплошные границы отвечают T = 0.4, штрихо-
вые линии — T = 0.2. Различные цвета соответствуют
разным структурам ближнего порядка (в исследованном
диапазоне параметров обнаружены все возможные в моде-
ли структуры). Обозначены положения максимума струк-

турного фактора

ляется квантовым аналогом управляющей точки в
классической модели.
Заметим, что в принципе возможны состояния с

более чем одним максимумом cq (в неэквивалентных
точках), что следует трактовать как взаимопроник-
новение различных порядков [53]. В классическом
случае это невозможно.
На рис. 4 на фазовой плоскости ϕ–ψ представ-

лены области, отвечающие различным положени-
ям q0 в зоне Бриллюэна, т. е. различным структу-
рам ближнего порядка при температурах T = 0.2

и T = 0.4. Видно, что в исследованном диапазоне
параметров реализуются все возможные структуры
ближнего порядка: АФМ, страйп, ФМ и три вида
геликоидов.
С ростом температуры высота любого конкрет-

ного пика структурного фактора уменьшается (если
не происходит смены типа ближнего порядка), одна-
ко вплоть до высоких температур T ≈ 0.5 полного
размывания не наблюдается и структура ближнего
порядка остается легко определяемой. Как видно на
рис. 4, границы различных областей ближнего по-
рядка слабо зависят от температуры, наиболее су-
щественна эта зависимость в областях геликоидов.
Отметим, что наблюдается только одно каче-

ственное отличие от классической картины — сим-
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Рис. 5. (В цвете онлайн) Движение управляющей точки
в зоне Бриллюэна при ψ = 0 (J3 = 0) и изменении ϕ от
0 до 180◦. Цифры возле управляющих точек — границы
диапазона ϕ с соответствующей структурой ближнего по-
рядка: АФМ (0 ≤ ϕ ≤ 26◦), страйп (27◦ ≤ ϕ ≤ 156◦), ФМ

(157◦ ≤ ϕ ≤ 180◦). Данные для T = 0.4

метрия фазовой диаграммы относительно линии
ϕ = 90◦ нарушена, в частности, геликоид (q, q) не
граничит с ФМ-областью, а обтекается геликоидом
(q, 0).
Эволюцию ближнего порядка проясняют рис. 5

и 6, где показано движение управляющей точки q0

при изменении ϕ от 0 до 180◦ для двух значений ψ:
ψ = 0 и ψ = 10◦ при T = 0.4.
В первом случае (рис. 5), при ψ = 0, т. е. при ну-

левом обмене J3, возможны только три фазы ближ-
него порядка: АФМ, страйп и ФМ, каждая из них —
с неподвижной управляющей точкой. При ϕ = 26◦

точка q0 скачком переходит из АФМ- в страйп-по-
зицию (π, π) → (π, 0), при ϕ = 156◦ — из страйп-
в ФМ-позицию (π, 0) → (0, 0). Это, разумеется, не
означает фазовых переходов. Фаза при T �= 0 и лю-
бых значениях обменных параметров одна — спино-
вая жидкость, или, иными словами, парамагнетик
с сильными межузельными корреляциями. «Пры-
жок» управляющей точки q0 сопровождается непре-
рывным изменением вида структурного фактора cq.
В втором случае (рис. 6), при ψ = 10◦ (J3 =

= 0.174), движение управляющей точки более
сложное: неподвижное положение в АФМ-точке
(π, π) → движение по диагонали зоны Бриллюэна
(геликоид (q, q)) → прыжок и движение по стороне
зоны Бриллюэна (геликоид (q, 0)) → неподвижное
положение в страйп-точке (π, 0) → вновь движение
по стороне зоны Бриллюэна → прыжок и движение
по диагонали → прыжок и движение по стороне.

488



ЖЭТФ, том 153, вып. 3, 2018 Квантовые спиральные состояния. . .

(1 –11 )� �

(43 –141 )� �

(20 )�

(21 )�

(150 )�

(170 )�

(171 )�(180 )�

(151 )�

(42 )�

�

�

3 /4�

3 /4�

�/2

�/2

�/4

�/4

0

qy

qx

Рис. 6. (В цвете онлайн) Движение управляющей точки
в зоне Бриллюэна при ψ = 10◦ (J3 = 0.174) и изме-
нении ϕ от 0 до 180◦. Цифры возле управляющих то-
чек — границы диапазона ϕ с соответствующей структу-
рой ближнего порядка: АФМ — (0 ≤ ϕ ≤ 11◦), гелико-
ид (q, q) — (12◦ ≤ ϕ ≤ 20◦), геликоид (π, q) — (21◦ ≤
≤ ϕ ≤ 42◦), страйп — (43◦ ≤ ϕ ≤ 141◦), геликоид
(0, q) — (142◦ ≤ ϕ ≤ 150◦), снова геликоид (q, q) —
(151◦ ≤ ϕ ≤ 170◦), снова геликоид (0, q) — (171◦ ≤
≤ ϕ ≤ 180◦). Для наглядности цвета цифр и стрелок отве-
чают соответствующим структурам ближнего порядка на

рис. 4. Данные для T = 0.4

Эта последовательность отвечает эволюции струк-
туры ближнего порядка на рис. 4. Отметим еще раз,
что при ϕ � 150◦ полученные результаты не вполне
согласуются с классической картиной — геликоид
(q, q) не граничит с ФМ-областью, а обтекается
геликоидом (q, 0).

4.2. Геликоидальный ближний порядок

Как уже упоминалось, включение третьего обме-
на J3 приводит к появлению в некоторых областях
фазовой плоскости ϕ–ψ состояний с геликоидальной
(спиральной) структурой ближнего порядка, в об-
щем случае несоизмеримой с периодом решетки. Об-
ласти параметров обмена, в которых реализуются
такие состояния в классическом пределе, показаны
выше на рис. 2 (области геликоидальных структур
ближнего порядка в квантовом случае см. на рис. 4).
Геликоидальным состояниям отвечает положе-

ние точки q0 — максимума структурного фактора
cq — на сторонах треугольника Γ–X–Q-зоны Брил-
люэна (см. вставку на рис. 2), кроме его вершин, где
реализуются соответственно состояния ФМ (q0 =

= Γ = (0, 0)), страйп (q0 = X = (0, π), (π, 0)) и АФМ
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Рис. 7. (В цвете онлайн) Пример геликоидального ближне-
го порядка. Острый максимум cq на диагонали зоны Брил-
люэна (геликоид (q, q)) при низкой температуре: T = 0.02,

ϕ = 160◦, ψ = 10◦
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Рис. 8. (В цвете онлайн) Максимум cq на диагонали зоны
Бриллюэна при тех же, что на рис. 7, значениях обмен-
ных параметров, но при большей температуре: T = 0.2,

ϕ = 160◦, ψ = 10◦

(q0 = Q = (π, π)). Таким образом, возможны три
типа геликоидальных состояний.
На рис. 7 и 8 показаны характерные примеры —

структурный фактор cq для «диагонального» гели-
коида (q, q) при величинах параметрических углов
ϕ = 160◦, ψ = 10◦ (J1 = −0.9254, J2 = 0.3368, J3 =

= 0.1736) и температурах соответственно T = 0.02

и T = 0.2. Максимум структурного фактора нахо-
дится в точке (q, q), q = 0.82 (положение максимума
слабо зависит от температуры). Обратная ширина
пика определяет корреляционную длину — в дан-
ном случае по отношению к (q, q)-геликоидальному
порядку [54].
В использованном методе СССП изотропность

гамильтониана в спиновом пространстве сохраняет-
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Рис. 9. Спиновая структура геликоида (q, q) на квадратной
решетке в классической J1–J2–J3-модели при ϕ = 160◦,
ψ = 10◦ (т. е. при тех же значениях обменных параметров,

что на рис. 7, 8 и рис. 10, 11)
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Рис. 10. (В цвете онлайн) Картина спин-спиновых корре-
ляторов c|r| = 〈S0 · Sr〉 на квадратной решетке в класси-
ческой J1–J2–J3-модели при ϕ = 160◦, ψ = 10◦ (те же
значения обменных параметров, что на рис. 7–9, 11). За

нулевой узел выбран центральный узел решетки

ся, средний спин на узле равен нулю, а спиновый
порядок выражается через спин-спиновые корреля-
торы. Поэтому наглядная картина геликоидально-
го состояния как совокупности спинов, поворачива-
ющихся от узла к узлу, становится неадекватной.
Здесь необходимы дополнительные пояснения.
На рис. 9 представлена стандартная геликои-

дальная спиновая структура в классическом пре-
деле при тех же значениях обменных параметров
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Рис. 11. (В цвете онлайн) Картина квантовых спин-спино-
вых корреляторов c|r| = 〈Ŝ0 · Ŝr〉, полученных в настоящей
работе. За нулевой узел выбран центральный узел решет-
ки, корреляторы нормированы на максимальное значение;
T = 0.02; ϕ = 160◦, ψ = 10◦ (те же значения обменных

параметров, что на рис. 7–11)

ϕ = 160◦, ψ = 10◦, что на рис. 7 и 8 (в данном
случае соизмеримая). На рис. 10 показана отвечаю-
щая этим же значениям обменных параметров кар-
тина спин-спиновых корреляторов. На обоих рисун-
ках хорошо видна «диагональность» геликоида в
прямом пространстве, обусловленная диагональным
положением управляющей точки в зоне Бриллюэна.
В использованном здесь сферически-симметрич-

ном квантовом подходе аналога рис. 9 быть не мо-
жет, поскольку средний спин на любом узле равен
нулю. Имеет смысл лишь картина спин-спиновых
корреляторов. На рис. 11 представлены получен-
ные в настоящей работе спин-спиновые коррелято-
ры при тех же значениях обменных параметров, что
на рис. 7–10 (ϕ = 160◦, ψ = 10◦) и низкой темпера-
туре T = 0.02.
При сравнении рис. 10 и 11 необходимо иметь в

виду два обстоятельства.
1.Использованный метод СССП сохраняет квад-

ратную симметрию решетки, поэтому «диагональ-
ная» геликоидальная структура оказывается «двух-
диагональной».

2. В квантовом случае вследствие сильной
фрустрации даже при низкой температуре корре-
ляционная длина мала.
С учетом этих пунктов можно говорить о каче-

ственной схожести рис. 10 и 11. Таким образом, в
квантовом случае (q, q)-геликоид есть сохраняющая
квадратную симметрию суперпозиция «диагональ-
ных» геликоидов.
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В принципе, если в системе присутствует ани-
зотропное взаимодействие J ′, то может возникать
спиновая структура, аналогичная приведенной на
рис. 10. Но и в этом случае при J ′ � T мы должны
вернуться к описанной выше ситуации.
Аналогичные соображения верны и по отноше-

нию к двум другим типам геликоидов — (π, q) и
(q, 0): геликоидальная структура проявляется в кар-
тине спин-спиновых корреляторов, при этом квад-
ратная симметрия решетки сохраняется.

4.3. Спектры спиновых возбуждений

Для случая J3 = 0 спектры спиновых возбужде-
ний ωq детально рассмотрены в работе [54]. В общих
чертах при низких, но ненулевых температурах кар-
тина следующая. С ростом ϕ (т. е. J2) вид спектра
ωq непрерывно трансформируется из АФМ в страйп
и далее в ФМ.
В АФМ-области ближнего порядка (см. рис. 4)

спектр имеет характерный для АФМ без дальне-
го порядка вид: спиновая щель мала в АФМ-точке
Q = (π, π). В страйп-области ближнего порядка спи-
новая щель мала в страйп-точках X = (0, π), (π, 0).
Кроме того, при ϕ � 90◦, т. е. при J1 � 0 щель в
АФМ-точке также мала, а при ϕ = 90◦ она равна
нулю, подробнее об этом ниже. В ФМ-области ближ-
него порядка спектр имеет обычный ФМ-вид — ве-
личина ωq растет при движении по зоне Бриллюэна
от нулевой точки Γ = (0, 0) в любом направлении.
При любых значениях обменных параметров и

любых температурах спиновая щель закрыта в ну-
левой точке Γ = (0, 0).
Ненулевой третий обмен J3 > 0 (ψ > 0) модифи-

цирует, иногда значительно, изложенную картину.
Если с ростом ψ тип ближнего порядка не меня-

ется, то спектр модифицируется несущественно. На
рис. 12 представлена эволюция спектра с ростом ψ

при ϕ = 0, т. е. в АФМ-области ближнего порядка.
При ψ = 0 спектр имеет АФМ-вид с малой щелью
в АФМ-точке Q = (π, π). При максимальном значе-
нии ψ = 10◦ спектр изменен незначительно, несколь-
ко увеличилась АФМ-щель.
Несущественно изменяется с ростом ψ спектр и

в страйп-области ближнего порядка, мы не будем
приводить соответствующие графики.
Если же с ростом ψ тип ближнего порядка ме-

няется, то спектр модифицируется качественно. На
рис. 13 показано изменение ωq с ростом ψ при
ϕ = 20◦, что отвечает переходу от АФМ-области
ближнего порядка к геликоидальному (см. рис. 4).
Строго говоря, при максимальном значении ψ = 10◦
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Рис. 12. (В цвете онлайн) Изменение спектра спиновых
возбуждений ωq с ростом ψ (т. е. J3) в АФМ-области ближ-
него порядка; ϕ = 0, ψ = 0, 10◦, T = 0.2. Модификация
спектра несущественна, слегка возрастает щель в АФМ-

точке (π, π)
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Рис. 13. (В цвете онлайн) Изменение спектра спиновых
возбуждений ωq с ростом ψ (т. е. J3) при переходе от АФМ-
области ближнего порядка к геликоидальной структуре;
ϕ = 20◦, ψ = 0, 10◦, T = 0.2. Спектр существенно модифи-
цируется, образуется почти бездисперсионный участок на
дуге, проходящей через диагональ зоны Бриллюэна (см.

также рис. 14)

образуется геликоид (π, q) (минимум спектра на гра-
нице зоны Бриллюэна), но фактически появляет-
ся почти бездисперсионная область локального ми-
нимума на дуге, проходящей через диагональ зоны
Бриллюэна (см. также рис. 14).
На рис. 14 для тех же параметров, что и на

рис. 13, показана эволюция структурного фактора
cq. Здесь при ψ = 10◦ виден дугообразный участок
постоянных значений cq, отвечающий бездисперси-
онной области спектра на рис. 13. Такая структу-
ра ближнего порядка может быть интерпретирова-
на как изотропное спиральное состояние спиновой
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Рис. 14. (В цвете онлайн) Структурный фактор cq для
ϕ = 20◦, ψ = 0, 10◦, T = 0.2 (те же параметры, что на
рис. 13). При ψ = 10◦ виден дугообразный участок посто-
янных значений cq, отвечающий бездисперсионной обла-

сти спектра на рис. 13
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Рис. 15. (В цвете онлайн) Изменение спектра спиновых
возбуждений ωq с ростом ψ (т. е. J3) при переходе от АФМ-
области ближнего порядка к геликоиду (π, q); ϕ = 35◦,
ψ = 0, 10◦, T = 0.2. Спектр существенно модифицируется,
образуется минимум на боковой стороне зоны Бриллюэна

жидкости. Оно представляет собой квантовую су-
перпозицию спиралей, распространяющихся во все
стороны. Численно указания на подобное состоя-
ние получены в работе [55], в которой такое состо-
яние найдено вблизи ФМ-области и трактуется как
новая фаза спиновой жидкости. Наши же резуль-
таты показывают, что изотропные (или почти изо-
тропные) спирали реализуются вблизи любой грани-
цы двух геликоидальных порядков, т. е. как около
ФМ-области (малые ϕ), так и около АФМ-области
(ϕ � 180◦).
На рис. 15 показано изменение ωq с ростом ψ

при большем значении ϕ (ϕ = 35◦). В этом случае
спектр при ψ = 0 имеет страйп-характер (минимум
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Рис. 16. (В цвете онлайн) Изменение спектра спино-
вых возбуждений ωq с ростом ψ (т. е. J3) при перехо-
де от ФМ-области ближнего порядка к геликоиду (q, 0);
ϕ = 180◦, ψ = 0, 10◦, T = 0.2. Спектр существенно моди-
фицируется, образуется почти бездисперсионный участок
на дуге, проходящей через диагональ зоны Бриллюэна, с
локальным минимумом в точке (q, 0) (см. также рис. 17)
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Рис. 17. (В цвете онлайн) Структурный фактор cq для
ϕ = 180◦, ψ = 10◦, T = 0.2. Структурный фактор суще-
ственно отличен от нуля на дуге, отвечающий бездиспер-
сионной области спектра на рис. 16, и имеет максимумы
в точках (q, 0), (0, q). Для наглядности координатные оси

повернуты иначе, чем на рис. 12–16

в точке X = (π, 0)), а при ψ = 10◦ ему соответствует
четко определяемый геликоид (π, q) (см. рис. 4) —
минимум спектра на стороне зоны Бриллюэна.
И последний случай — рис. 16 и 17 — где проде-

монстрированы изменения спектра ωq и структур-
ного фактора cq с ростом ψ для ϕ = 180◦. Здесь при
ψ = 0 реализуется ФМ-структура ближнего порядка
(на рис. 17 величина cq для ψ = 0 не приведена, так
как это практически дельта-образный пик в нулевой
точке Γ = (0, 0)). При ψ = 10◦ в спектре образуется
дугообразный участок локального минимума, про-
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Рис. 18. (В цвете онлайн) Спиновая восприимчивость
χ(q, ω = 0), вычисленная в страйп-точке q = (π, 0) при

T = 0.4

ходящий через диагональ зоны Бриллюэна. Струк-
турный же фактор (как и в работе [55]) существенно
отличен от нуля на этой же дуге, однако в эквива-
лентных точках (0, q) и (q, 0) имеются максимумы
(соответственно рис. 4).
Таким образом, в зависимости от начального

значения ϕ третий обмен может как слабо влиять
на структуру ближнего порядка, так и сильно изме-
нять ее. Во втором случае это приводит либо к гели-
коидальной структуре с выраженным максимумом
cq (см. рис. 17), что соответствует определенному
направлению спирали (с точностью до квадратной
симметрии), либо к изотропной квантовой суперпо-
зиции спиралей (см. рис. 14). Последнее принципи-
ально невозможно в классическом пределе.

4.4. Восприимчивость

Перейдем к обсуждению статической спиновой
восприимчивости χ(q, ω = 0) = −Gz(q, ω = 0). На
рис. 18–20 приведены зависимости восприимчивости
χ(q, ω = 0) от параметров обмена ϕ и ψ, вычислен-
ные для трех различных точек q зоны Бриллюэна.
На рис. 18 показана восприимчивость в

страйп-точке q = X = (π, 0). Видно, что вели-
чина χ максимальна в той области плоскости ϕ–ψ,
где ближний порядок имеет страйп-структуру, т. е.
положение q0 максимума структурного фактора
совпадает с точкой q = (π, 0), в которой вычислена
восприимчивость. С ростом ψ в страйп-области, т. е.
с увеличением J3, растет высота пика структурного
фактора, а с ней и восприимчивость. В остальных
областях плоскости ϕ–ψ восприимчивость мала.
Вообще для восприимчивости, вычисленной в

любой точке зоны Бриллюэна, отвечающей одной
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Рис. 19. (В цвете онлайн) Спиновая восприимчивость
χ(q, ω = 0), вычисленная в АФМ-точке q = (π, π) при

T = 0.4
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Рис. 20. (В цвете онлайн) Спиновая восприимчивость
χ(q, ω = 0), вычисленная в точке на диагонали зоны Брил-

люэна q = (0.523π, 0.523π) при T = 0.4

из возможных структур ближнего порядка, ситуа-
ция аналогична (напомним, что структура ближне-
го порядка определяется положением q0 максимума
структурного фактора).
Восприимчивость в ферромагнитной точке q =

= Γ = (0, 0) ведет себя таким же образом — она мак-
симальна в области ФМ-структуры ближнего по-
рядка и монотонно изменяется с изменением высоты
пика структурного фактора (в данном случае убы-
вает с ростом ψ). Мы не будем приводить соответ-
ствующий график.
На рис. 19 показана восприимчивость в анти-

ферромагнитной точке q = Q = (π, π). Восприим-
чивость максимальна в области фазовой плоскости,
отвечающей АФМ-области ближнего порядка и, как
и высота максимума структурного фактора, умень-
шается с ростом ψ.
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Здесь, однако, есть еще одна особенность. Вос-
приимчивость χ(q = (π, π)) расходится при ϕ = 90◦

и при любом ψ, т. е. при J1 = 0 и любых допустимых
J2, J3. Это видно из аналитического выражения для
функции Грина. Физически же причина в том, что
при J1 = 0 система распадается на две невзаимодей-
ствующие подсистемы, что приводит к обращению в
нуль щели в АФМ-точке при любых температурах,
т. е. к обращению в нуль знаменателя статической
восприимчивости («зубы» на рис. 19 представляют
собой вызванный этой причиной артефакт). Очевид-
но, что такой вывод не зависит от метода вычисле-
ния.
Отметим также, что уменьшение высоты пика

структурного фактора с увеличением J3 в АФМ- и
ФМ-областях качественно ясно уже из простых гео-
метрических соображений. Очевидно, что на квад-
ратной решетке третий обмен J3 > 0 ослабляет как
АФМ-, так и ФМ-порядки. В отличие от этих двух
случаев, в страйп-области при умеренном росте J3
(ψ ≤ 10◦) пик cq растет, а затем, как и следует ожи-
дать из геометрических соображений, уменьшается.
Эта немонотонность обусловлена сложной структу-
рой страйп-состояния в СССП [42].
Наконец, на рис. 20 приведена восприимчивость

в лежащей на диагонали зоны Бриллюэна геликои-
дальной точке q = (q3, q3) для q3 = 0.523π. Отли-
чие от предыдущих случаев состоит в том, что по-
ложение q0 максимума структурного фактора для
геликоида не является неподвижным, а движет-
ся с изменением параметров обмена. Качественно
это не меняет поведения восприимчивости — она
максимальна в области фазовой плоскости, отве-
чающей соответствующему геликоиду, более того,
соответствующему участку области «диагонально-
го» геликоида (примыкающему к АФМ-области). На
участке, отвечающем геликоиду «сходной» структу-
ры q0 = (π−q3, π−q3) (см. рис. 4), наблюдается еще
один максимум, несколько меньшей величины.

4.5. Теплоемкость

Для рассматриваемой модели теплоемкость C

при фиксированной температуре в основном слабо
модулируется третьим обменом — см. рис. 21, при
любом значении −1◦ ≤ ψ ≤ 10◦ зависимость от ϕ
качественно такая же, как при ψ = 0. Поскольку
случай ψ = 0 детально рассмотрен в работе [54], мы
не будем далее углубляться в подробности.
Эволюция зависимости C(T ) с ростом ψ при

фиксированном ϕ не столь тривиальна. Наиболее
интересна область ϕ ≈ 155◦, где с ростом ϕ возни-
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Рис. 21. (В цвете онлайн) Зависимость теплоемкости C от
параметров обмена при T = 0.4

5�

0
0.4

0.8
1.2
0

0.04

0.08

0.12

10�

�

C

T

Рис. 22. (В цвете онлайн) Зависимость теплоемкости C от
температуры и ψ при ϕ = 155◦
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Рис. 23. (В цвете онлайн) Зависимость спиновой воспри-
имчивости χ(q, ω = 0) в ФМ-точке q = (0, 0) от темпера-

туры и ψ при ϕ = 155◦

494



ЖЭТФ, том 153, вып. 3, 2018 Квантовые спиральные состояния. . .

кает ближний (а при T = 0 дальний) ФМ-порядок.
В этой области при ψ = 0 обнаружены свидетель-
ства существования двух пиков на температурной
зависимости теплоемкости [54, 56]. На рис. 22 пред-
ставлена функция C(ψ, T ) при ϕ = 155◦. Видно, что
вплоть до ψ � 5◦ зависимость C(T ) сохраняет два
максимума — острый при низких температурах и
более пологий при T � 0.6.
Такого рода двухпиковое температурное поведе-

ние теплоемкости встречается в различных низко-
размерных спиновых моделях [44,57] и, как правило,
считается обусловленным фрустрацией.
Интересно, что восприимчивость χ(q, ω = 0), вы-

численная в отвечающей ФМ-порядку точке q =

= Γ = (0, 0), не проявляет двухпиковой структу-
ры — это видно из рис. 23, где восприимчивость по-
казана в тех же осях, что и теплоемкость на рис. 22.

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе рассмотрены ближний порядок и тер-
модинамические свойства квантовой J1–J2–J3-моде-
ли Гейзенберга со спином S = 1/2 на двумерной
квадратной решетке. Изучены структура и темпера-
турное поведение всех возможных типов ближнего
порядка. В широком диапазоне параметров найде-
ны спин-спиновые корреляторы, спектры спиновых
возбуждений, восприимчивость и теплоемкость.
Показано, что влияние третьего обмена может

качественно менять свойства системы, в частности,
приводить к возникновению как ферромагнитных,
так и антиферромагнитных изотропных спино-
вых спиралей. Обнаружена область обменных
параметров, в которой наблюдается двухпиковый
температурный ход теплоемкости.

Работа выполнена при финансовой поддерж-
ке РФФИ (гранты №№16-02-00304-a, 17-52-53014
ГФЕН-а), использованы ресурсы Межведомствен-
ного суперкомпьютерного центра Российской акаде-
мии наук (МСЦ РАН).

ПРИЛОЖЕНИЕ

Входящие в выражение для спектра ωq (14) ре-
шеточные суммы Ki имеют следующий вид:

K1 = J1J2Kgd + J1J3Kg,2g +

+ J2
1 [zg(zg − 1)c̃g + zgc0 +Kgg],

K2 = J2J1Kdg + J2J3Kd,2g +

+ J2
2 [zd(zd − 1)c̃d + zdc0 +Kdd],

K3 = −J2
1 z

2
g c̃g, K4 = −J2

2 z
2
d c̃d,

K5 = −J1J2zgzdc̃g, K6 = −J1J2zgzdc̃d,
K7 = J3J1K2g,g + J3J2K2g,d +

+ J2
3 [z2g(z2g − 1)c̃2g + z2gc0 +K2g,2g],

K8 = −J2
3 z

2
2g c̃2g, K9 = −J1J3zgz2g c̃g,

K10 = −J3J1z2gzg c̃d, K11 = −J2J3zdz2g c̃d,
K12 = −J3J2z2gzdc̃2g.

(17)

Здесь

Kr1r2 =
∑

r1,r2, r1 �=−r2

c̃r1+r2 , r1, r2 ∈ {g, d, 2g}. (18)

Зависимость спектра ωq от квазиимпульса опре-
деляется множителями Γi:

Γ1 = 1− γg, Γ2 = 1− γd,

Γ3 = 1− γ2g , Γ4 = 1− γ2d ,

Γ5 = (1 − γg)γd, Γ6 = (1− γd)γg,

Γ7 = 1− γ2g, Γ8 = 1− γ22g,

Γ9 = (1 − γg)γ2g, Γ10 = (1− γ2g)γg,

Γ11 = (1 − γd)γ2g, Γ12 = (1− γ2g)γd.

(19)

Здесь γn = (1/zn)
∑

i exp(iq · ni), где сумма берет-
ся по zn узлам соответствующей координационной
сферы. Для двумерной квадратной решетки zg =

= zd = z2g = 4. В (17), (18) c̃r отвечает коррелято-
рам cr, перенормированным вершинными поправка-
ми, использовано приближение одной вершины (де-
тали см. в работах [36, 42]). Отметим, что в СССП
используется и альтернативная номенклатура груп-
пировки слагаемых в (14) [45, 56].
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