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Рассмотрена задача о конвективной неустойчивости слоя атмосферы, содержащего конечную по гори-
зонтали область, заполненную облачной средой. Построены экспоненциально растущие со временем ре-
шения — уединенные облачные валы либо локализованные в пространстве системы облачных валов. В
случае осевой симметрии их аналогами являются конвективные вихри как с восходящими, так и с нис-
ходящими движениями на оси, а также облачные кластеры с кольцевыми конвективными структурами.
В зависимости от анизотропии турбулентного обмена масштаб вихрей меняется от масштаба смерча до
масштаба тропических циклонов. Решения с нисходящими движениями на оси могут соответствовать
формированию «хобота» смерчей или «глаза бури» в тропических циклонах.
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1. ВВЕДЕНИЕ

На спутниковых фотографиях в атмосфере Зем-
ли обнаруживаются упорядоченные конвективные
структуры в форме периодических облачных гряд
или конвективных облачных кластеров. Еще одним
ярким примером самоорганизованной конвективной
структуры являются тропические циклоны (урага-
ны) — крупномасштабные атмосферные вихри, фор-
мирующиеся над поверхностью океана в тропиках.
Смерчи (торнадо) также представляют собой упо-
рядоченные конвективные структуры, однако мень-
ших горизонтальных масштабов. Традиционно счи-
тается, что указанные явления являются реализа-
цией влажноконвективной неустойчивости атмосфе-
ры.

Земная атмосфера состоит из сухого воздуха и
водяного пара. Если водяной пар не насыщен, дви-
жение атмосферы с большой точностью описыва-
ется обычной системой уравнений тепловой кон-
векции в приближении Буссинеска [1, 2]. Ситуация
принципиально меняется, когда водяной пар нахо-
дится в состоянии насыщения. Из-за падения на-
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сыщающей плотности с высотой, в поднимающих-
ся объемах влажного воздуха происходит конден-
сация избытка водяного пара, сопровождающаяся
выделением скрытой теплоты конденсации и обра-
зованием капель. При этом обычно рассматривают-
ся два предельных случая. Для описания одного из
них используются модели с мгновенным выпадени-
ем всей сконденсировавшейся влаги в виде осадков
(precipitation convection, PC). Во втором случае ис-
пользуются модели конвекции без выпадения осад-
ков (nonprecipitation convection, NPC), в которых
сконденсировавшаяся влага в виде взвешенных об-
лачных капель формирует облачную среду. В обоих
случаях в исследованиях динамики влажной кон-
векции используется упрощенный подход, основан-
ный на включении в уравнения тепловой конвек-
ции объемного конденсационного источника тепла
[5–17]. Этот источник на восходящей ветви цирку-
ляции пропорционален вертикальной скорости. Для
PC он обращается в нуль на нисходящей ветви цир-
куляции, что соответствует отсутствию поглощения
тепла на испарение капель при опускании воздуш-
ной массы. Для NPC конденсационный источник
тепла в облачной среде пропорционален вертикаль-
ной скорости независимо от ее знака в связи с погло-
щением тепла на испарение капель облачной среды
при нисходящих движениях.
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Поскольку в общем случае границы областей
восходящих движений заранее неизвестны, систе-
ма уравнений становится нелинейной. Несмотря на
значительное количество публикаций, анализ проб-
лемы в связи с нелинейностью ограничивался про-
ведением отдельных численных и полуаналитичес-
ких исследований пространственно-периодических
[5–12] и локализованных [13] структур, а также на-
хождением частных аналитических решений задачи
для невязкой нетеплопроводной атмосферы [14–17].
С точностью до формулировок, к рассматривае-
мой проблематике следует отнести также задачи
со скачкообразно меняющимся параметром стати-
ческой устойчивости [18]. Приведенными ссылка-
ми фактически исчерпываются попытки аналитиче-
ских и полуаналитических исследований проблемы
даже в рамках упрощенной постановки. В работах
[19–24] для PC мы предложили подход, позволив-
ший исследовать проблему конвективной неустой-
чивости насыщенного водяным паром вязкого и теп-
лопроводного вращающегося слоя атмосферы ана-
литическими методами. Было обнаружено принци-
пиальное отличие такой конвекции от конвекции Рэ-
лея. Оно связано со структурой возмущений, раз-
вивающихся при потере устойчивости. В частности,
была определена область значений параметров за-
дачи (чисел Рэлея и Тейлора), при которых наи-
большей скоростью роста обладают возмущения ти-
па урагана с восходящими движениями на оси вихря
[21,24]. При других значениях параметров наиболь-
шей скоростью роста обладают нелинейные прост-
ранственно-периодические структуры.

В настоящей работе предложенный подход при-
менен к анализу конвективной неустойчивости слоя
атмосферы, в котором имеется конечная по гори-
зонтали область, заполненная облачной средой (об-
лачное пятно). Таким образом, он распространен на
описание NPC. Из-за различия влажноадиабатиче-
ского и сухоадиабатического градиентов температу-
ры облачная среда менее устойчива, чем окружение
[24]. Понятно, что если температурная стратифика-
ция в слое атмосферы является неустойчивой по от-
ношению к облачной среде, но устойчивой по отно-
шению к окружению, то при определенных условиях
будут нарастать локализованные в окрестности об-
лачного пятна конвективные структуры. Локализа-
ция также должна иметь место, если температурная
стратификация в слое атмосферы является неустой-
чивой как по отношению к облачной среде, так и по
отношению к окружению. В статье проведен анализ
подобных ситуаций аналитическими методами. По-
строен новый класс обладающих наибольшей ско-

ростью роста локализованных в окрестности облач-
ного пятна решений. Их пространственная струк-
тура, в частности знак вертикальной скорости на
оси симметрии, определяется горизонтальным раз-
мером области, заполненной облачной средой. Со-
ответствующая задача рассмотрена в квазистатиче-
ском приближении в простейшей двумерной поста-
новке, когда нет зависимости от одной из горизон-
тальных координат (координаты y) и аналогами ло-
кализованных конвективных вихрей являются лока-
лизованные конвективные валы либо локализован-
ные системы конвективных валов. Отдельно анали-
зируются два случая: а) слой атмосферы за преде-
лами облачного пятна насыщен водяным паром (об-
лачное пятно во влажной атмосфере, задача NPC1)
и б) не насыщен водяным паром (облачное пятно
в сухой атмосфере, задача NPC2). Полученные ре-
зультаты могут быть интересны читателям, занима-
ющимся нелинейной динамикой и общими вопроса-
ми теории самоорганизации в диссипативных сре-
дах.

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ И СХЕМА
АНАЛИЗА

Рассматривается вращающийся слой вязкой теп-
лопроводной атмосферы толщины h, заключенный
между двумя твердыми горизонтальными граница-
ми, содержащий конечную по горизонтали область
−x∗ ≤ x ≤ x∗, заполненную облачной средой. На
горизонтальных границах слоя поддерживаются по-
стоянные температуры, так что распределение тем-
пературы в состоянии равновесия есть линейная
функция вертикальной координаты. Требуется ис-
следовать устойчивость равновесного состояния.

Исследование будем проводить в рамках системы
уравнений, традиционно используемой при числен-
ном моделировании атмосферной конвекции [1,2], в
постановке, максимально приближенной к постанов-
ке классической задачи Рэлея [3,4]. В соответствую-
щей системе вместо молекулярных коэффициентов
вязкости и теплопроводности используются их тур-
булентные аналоги. Кроме того, делается допуще-
ние об анизотропном характере турбулентного обме-
на, различном в горизонтальном и вертикальном на-
правлениях. С учетом этого система уравнений для
малых возмущений равновесного состояния с крае-
выми условиями Рэлея (условиями скольжения) на
горизонтальных границах имеет вид

ut + fk× u = −∇p+ gθk+ μuxx + νuzz ,

θt + Γw = μθxx + νθzz +Q, ux + wz = 0;
(1)
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uz = vz = w = θ = 0, z = 0, h; (2)

Q = −α L
cp
w
ds

dz
= α(γa − γm)w, |x| ≤ x∗;

γm = γa +
L

cp

ds

dz
;

(3)

Q = α(γa − γm)wΘ(w), |x| > x∗;

Θ(w) = 1, w > 0; Θ(w) = 0, w < 0.
(4.1)

Q = 0, |x| > x∗. (4.2)

Здесь u — вектор скорости с компонентами u, v, w
соответственно вдоль горизонтальных осей x, y и на-
правленной вертикально вверх оси z; p = p′/ρ, θ =

= αT ′, p′, T ′ — отклонения давления и температуры
от их равновесных распределений, α — коэффици-
ент теплового расширения, ρ — постоянное среднее
значение плотности; Γ = α(γa − γ) — параметр ста-
тической устойчивости, γa = g/cp — сухоадиабати-
ческий градиент температуры [25,26], g — ускорение
свободного падения, cp — теплоемкость при постоян-
ном давлении, γ = −dT/dz — градиент температуры
в равновесном состоянии; μ, ν — коэффициенты тур-
булентного обмена в горизонтальном и вертикаль-
ном направлениях; f — параметр Кориолиса, k —
вертикальный орт; Q — интенсивность конденсаци-
онного источника тепла [5–17], L — удельная теп-
лота конденсации, s — массовая доля насыщенного
пара, γm — влажноадиабатический градиент темпе-
ратуры [25–27], Θ(w) — функция Хэвисайда. Соот-
ношения (3) и (4.1) применяются в случае облачного
пятна во влажной атмосфере (задача NPC1), (3) и
(4.2) — в сухой (задача NPC2).

Основное отличие приведенной выше системы
уравнений от соответствующих систем уравнений
для PC, рассмотренных в работах [19–24], заклю-
чается в параметризации конденсационного источ-
ника тепла, что подробно пояснено во Введении. В
работе [23] задача для PC рассматривалась в по-
становке, свободной от использования квазистати-
ческого приближения. Как и в работах [19–22, 24],
в используемом далее квазистатическом приближе-
нии проекция уравнения для импульса на верти-
кальную ось заменяется уравнением гидростатики
pz = gθ [25–27]. Оно справедливо в условиях силь-
ного анизотропного обмена μ � ν [24]. Остальные
разъяснения по поводу постановки можно найти в
работе [24]. Подчеркнем, что система (1), (2) отли-
чается от классической системы уравнений Рэлея
в квазистатическом приближении только наличием
дополнительного источника тепла конденсации Q.

Присутствие нелинейного источника составляет ос-
новную математическую специфику задачи.

Строго говоря, в рассматриваемой постановке
исходное состояние не является состоянием равно-
весия, поскольку в связи с различием плотности
облачной среды и окружения должны возникнуть
течения, деформирующие это состояние. Фактичес-
ки, предполагается, что характерное время разви-
тия таких течений много больше характерного вре-
мени развития конвекции вследствие конденсацион-
ного тепловыделения.

Далее будем придерживаться подхода, предло-
женного в работах [19–24], следуя работе [24]. На
первом этапе находится функция Грина. Далее в
формулу для вертикальной скорости, представляю-
щую свертку источника тепла с соответствующей
функцией Грина, подставляется конденсационный
источник тепла и, поскольку он зависит только
от вертикальной скорости, получается интеграль-
ное уравнение для определения вертикальной скоро-
сти. На следующем этапе рассматривается вспомо-
гательная задача. Для нее из интегрального уравне-
ния будет следовать система алгебраических урав-
нений, анализ которой позволит построить набор
экспоненциально растущих решений и соответству-
ющие им области неустойчивости в пространстве
безразмерных параметров. После этого будут вы-
яснены условия, при которых решения вспомога-
тельной задачи являются решениями задач NPC1 и
NPC2. В заключительных разделах приведены рас-
чет вихревой (азимутальной) компоненты скорости
для найденных решений, замечания о решении за-
дач NPC1 и NPC2 в случае осевой симметрии, а так-
же численные оценки результатов.

3. ФУНКЦИЯ ГРИНА И ИНТЕГРАЛЬНОЕ
УРАВНЕНИЕ ДЛЯ БЕЗРАЗМЕРНОЙ

АМПЛИТУДЫ ВЕРТИКАЛЬНОЙ
СКОРОСТИ

Система уравнений и краевые условия допуска-
ют разделение переменных. Разыскиваются экспо-
ненциально растущие решения вида

(u, v, p, w, θ) =
[
(u(x), v(x), p(x)) cos

(πz
h

)
,

(w(x), θ(x)) sin
(πz
h

)]
exp(τt). (5)

Далее u(x) . . . θ(x) — пространственные ампли-
туды соответствующих величин. Введение без-
размерных переменных позволяет определить
безразмерные параметры задачи: число Рэлея
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R = gα(γa − γ)h4/(π4μν); число, характеризующее
интенсивность конденсационного тепловыделе-
ния Rm = gα(γa − γm)h4/(π4μν); число Тейлора
T = f2h4/(π4ν2) (вместо числа Тейлора часто
используется число Экмана E = 1/

√
T ) и безраз-

мерную скорость роста возмущений κ = τh2/π2ν.
Отметим, что определение числа Рэлея отличается
от традиционного [3, 4] знаком и множителем π4 в
знаменателе. Переменные t, x, w, u, v приведены к
безразмерному виду с использованием масштабов
соответственно d2/ν,

√
μ/ν d, gd2/μ, gd2/

√
μν,√

ν/μ (g/f), где d = h/π. Далее для безразмерных
переменных оставим прежние обозначения.

Уравнение для безразмерной амплитуды верти-
кальной скорости имеет вид

w(x) = Rm

∫
M

G(x − x′)w(x′) dx′,

G(ξ) =
1

2(λ21 − λ22)
(λ1 exp(−λ1|ξ|) −

− λ2 exp(−λ2|ξ|)) .

(6)

ЗдесьG(x−x′) — функция Грина точечного по гори-
зонтальной координате x экспоненциально растуще-
го со временем источника тепла для безразмерной
амплитуды вертикальной скорости задачи в двумер-
ной постановке, когда нет зависимости от одной из
горизонтальных координат (в работе [24] содержит-
ся опечатка — в выражении для функции Грина от-
сутствует множитель 1/2). Интегрирование прово-
дится по всем областям конденсационного тепловы-
деления M , которые в случае задачи NPC1 заранее
неизвестны и должны быть определены в процессе
решения. Для задачи NPC2 область интегрирова-
ния M определяется значением x∗: |x′| ≤ x∗. Для
собственных значений имеем

λ21,2 = 1 + κ+R/2±
√
R2/4 +R(1 + κ)− T ,

λ23 = 1+ κ.
(7)

После того, как решение w(x) в областях кон-
денсационного тепловыделения найдено, решение
за пределами областей находится соответствующим
интегрированием в (6). Безразмерная амплитуда
азимутальной компоненты скорости v(x) находится
с использованием соответствующей функции Гри-
на Gv(x − x′), безразмерная амплитуда радиальной
компоненты скорости u(x) сразу находится из урав-
нения непрерывности (1):

v(x) = Rm

∫
M

Gv(x− x′)w(x′) dx′,

Gv(ξ) =
T sign(ξ)

2

⎛
⎝ 3∑

j=1

m−1
j exp (−λj |ξ|)

⎞
⎠ ,

(8)

mj =
∏
i,i�=j

(λ2j − λ2i ),

sign(ξ) = −(+1), ξ < (≥)0;

u(x) = −
x∫

0

w(x′) dx′. (9)

Наряду с параметрами λ1,2 введем новые пара-
метры λ0, λ, однозначное соответствие между кото-
рыми устанавливается соотношениями

λ = (λ1 − λ2)
2/Rm, λ0 = (λ1 + λ2)

2/Rm,

λ1,2 = 0.5
√
Rm

(√
λ0 ±

√
λ
)
.

(10)

На плоскости параметров λ0, λ, играющих важ-
ную роль в последующем рассмотрении, действи-
тельным значениям λ1,2 отвечает область 0 ≤ λ ≤
≤ λ0 ≤ 1, в области 0 ≤ λ0 ≤ 1, λ < 0 значе-
ния λ1,2 — комплексно сопряжены. В первом случае
функция Грина G локализована в окрестности ис-
точника тепла G(0) > 0. На полуоси x > 0 она один
раз меняет знак при переходе через точку

xG = (Rmλ)
−1/2 ln

[(√
λ0+

√
λ
)
/
(√

λ0−
√
λ
)]

и на бесконечности монотонно стремится к нулю.
Во втором случае функция Грина G также экспо-
ненциально убывает на бесконечности, имея, одна-
ко, осциллирующий характер и бесконечное число
точек смены знака. Из выражения (7) следует, что
при κ = 0 границей между областями с различным
поведением функции Грина является кривая T =

= R2/4+R на плоскости параметров T , R. В данной
работе, за небольшим исключением, приведенным в
разд. 6 для задачи NPC2, рассматривается область
значений параметров, при которых функция Грина
на бесконечности монотонно стремится к нулю. В
противном случае в задаче NPC1 область конденса-
ционного тепловыделения M перестает быть одно-
связной и аналитическое решение получить не уда-
ется.

4. ВСПОМОГАТЕЛЬНАЯ ЗАДАЧА

Будем разыскивать экспоненциально растущие
со временем локализованные решения, для которых
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амплитуда вертикальной скорости w(x) симметрич-
на относительно начала координат x = 0, конеч-
ное число раз меняет знак в области локализации в
окрестности x = 0 и отрицательна при всех |x| ≥ x0,
где x0 соответствует точке последней смены зна-
ка w(x). Пусть для этих возмущений интенсивность
тепловыделения Q = α(γa−γm)w при |x| ≤ x0 и Q =

= 0 при |x| ≥ x0. Очевидно, w(x) удовлетворяет ин-
тегральному уравнению (6), в котором область инте-
грированияM определяется значением x0: |x′| ≤ x0.
Само значение x0 удовлетворяет условию w(x0) = 0,
заранее неизвестно и должно быть найдено в про-
цессе решения задачи.

В области x ∈ (−x0, x0) система (1) может быть
сведена к одному линейному дифференциальному
уравнению относительно w(x) четвертого порядка.
Поскольку решения разыскиваются в классе чет-
ных функций, необходимо искать их (с точностью
до множителя) в форме

w(x) =
cos(p1x)

cos(p1x0)
− cos(p2x)

cos(p2x0)
, |x| ≤ x0 (11)

с неопределенными действительными коэффициен-
тами p1, p2. Краевое условие w(x0) = 0 при этом ав-
томатически удовлетворяется. При подстановке (11)
в (6) в правой части уравнения появятся слагаемые,
пропорциональные cos(pjx), ch(λjx). Приравнивая
коэффициенты при cos(pjx) в левой и правой час-
тях, получим уравнения для определения pj:

p4j + (λ21 + λ22 −Rm)p2j + λ21λ
2
2 = 0, j = 1, 2. (12)

Полагая для определенности p2 > p1, отсюда
найдем

p1,2 = 0.5
√
Rm

(√
1− λ∓

√
1− λ0

)
. (13)

Приравнивая нулю коэффициенты при ch(λjx) в
(6), получим уравнения

tg(p1x0) =

√
λ−1
0 −1, tg(p2x0) = −

√
λ−1
0 −1. (14)

Отсюда имеем

p1x0 = arctg

√
λ−1
0 − 1 + πn,

p2x0 = − arctg

√
λ−1
0 − 1 + πm,

(15)

где n, m могут принимать неотрицательные цело-
численные значения. Поскольку p2 > p1, заведомо
должно быть m > n. Будем называть решения, со-
ответствующие различным значениям n,m, модами.
Чтобы избежать путаницы, будем снабжать величи-
ны, относящиеся к различным модам, индексами —

номерами моды. Если какое-то утверждение касает-
ся всех мод, и это не вызывает недоразумения, ин-
дексы будем опускать. Учитывая (13) и складывая
уравнения (15), получим

xn,m0 =
π(n+m)√
Rm(1− λ)

= (n+m)x∗0,

x∗0 =
π√

Rm(1− λ)
, n ≥ 0, m > n.

(16)

Исключение из (15) параметра x0 дает уравне-
ния

λ = fn,m(λ0) = 1− (1− λ0)×

×
(
m− n

m+ n
− 2

π(m+ n)
arcsin

√
1− λ0

)−2

, (17)

которые определяют функциональные зависимости,
связывающие параметры λ0, λ и обеспечивающие
существование нетривиальных решений вспомога-
тельной задачи. Для каждой моды на плоскости па-
раметров λ0, λ зависимость (17) задает кривую, в
каждой точке которой существует решение, для ко-
торого x0 определяется соотношением (16). В даль-
нейшем, если λ0 и λ фигурируют в одном выраже-
нии, они связаны соотношением (17) для соответ-
ствующей моды.

Аналогичные решения как побочный результат
получены в работах [19, 24]. Оказалось, что моды с
номерами n = 0, m > 2, а также n ≥ 1,m, не явля-
лись решениями сформулированной в [19,24] задачи
и далее не рассматривались. Мы воспользуемся эти-
ми решениями, проанализируем их пространствен-
ную структуру, определим соответствующие обла-
сти неустойчивости в пространстве параметров и
выясним, при каких условиях они являются реше-
ниями исходных задач NPC1, NPC2.

4.1. Кривые λ = fn,m(λ0) на плоскости λ0, λ

На рис. 1 приведены такие кривые для несколь-
ких первых мод в области 0 ≤ λ ≤ λ0 ≤ 1, представ-
ляющей интерес. При λ0, λ→ 1 из (17) имеем асимп-
тотики 1−λ = (1−λ0)[(m+n)/(m−n)]2. Для всех мод
с фиксированным номером n правее остальных ле-
жит кривая для модыm = n+1, с ростомm соответ-
ствующие кривые смещаются влево, неограниченно
приближаясь к прямой λ = λ0 приm→ ∞. Для всех
мод с номерами n,m = n+1 левее остальных лежит
кривая для моды n = 0, m = 1, с ростом n для та-
ких мод соответствующие кривые смещаются впра-
во, неограниченно приближаясь к границе области

11 ЖЭТФ, вып. 3 (9)
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Рис. 1. Кривые λ = fn,m(λ0) в области 0 ≤ λ ≤ λ0 ≤ 1

λ0 = 1 при n→ ∞. Сплошными кривыми изображе-
ны (слева направо) кривые для мод соответственно
с номерами n,m = n + 1, n = 0, 1, 2. Штриховыми
линиями изображены (справа налево) кривые для
мод n = 0, m = 2, 3, . . . , 5, пунктиром — кривые со-
ответственно для мод n = 1, m = 3, 4, . . . , 6.

Приведем значения λn,m0 для точек пересечения
соответствующих кривых с осью λ0, которые потре-
буются в дальнейшем. Полагая в (17) λ = 0, полу-
чим

λ0,10 = 0.646; λ1,20 = 0.925;

λn,n+1
0 ≈ 1− (2n+ 1)−2, n > 1;

λ0,20 = 0.458; λ1,30 = 0.816.

(18)

4.2. Пространственная структура мод

Для найденных мод распределения (11) с учетом
(15), (13) и (10) могут быть представлены для нечет-
ных значений (m− n) в виде

wn,m(x) = (−1)n cos

[
π

2
(n+m)

(
x

xn,m0

)]
×

× cos

[(π
2
(m− n)− arccos

√
λ0

) x

xn,m0

]
,

|x| ≤ xn,m0 , (19)

для четных значений (m− n) в виде

wn,m(x) = (−1)n sin

[
π

2
(n+m)

(
x

xn,m0

)]
×

× sin

[(π
2
(m− n)− arccos

√
λ0

) x

xn,m0

]
,

|x| ≤ xn,m0 . (20)

В областях |x| > xn,m0 после соответствующего ин-
тегрирования в (6) имеем

n m= 0, = 1

n m= 0, = 2

n m= 1, = 2

n m= 1, = 3

n m= , =2 3

w w/| |
max

1

1

1

1

–1

1

2

3

4

5

0

0

0

0

0

x x/ *0

x x/ *0

x x/ *0

x x/ *0

x x/ *0

Рис. 2. Зависимости wn,m(x/x∗
0)/|wn,m(x/x∗

0)|max для
первых мод при фиксированном для всех мод значении λ

wn,m(x) = −
√

(1− λ)(1 − λ0)

λ
×

× sh

[
π

2
(n+m)

√
λ

1− λ

(
x

xn,m0

− 1

)]
×

× exp

[
−π
2
(n+m)

√
λ0

1− λ

(
x

xn,m0

− 1

)]
.

В качестве примера на рис. 2 приведены зави-
симости wn,m(x/x∗0)/|wn,m|max для первых мод при
фиксированном для всех мод значении λ.
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Рис. 3. Линии тока в вертикальной плоскости для мод с
номерами n,m = n + 1 (n = 0, 1, 2). Кружками со зна-
ком «плюс» отмечены области, в которых азимутальная
компонента скорости направлена от читателя, со знаком

«минус» — к читателю

Из выражения (9) для амплитуды радиальной
скорости u(x) следует, что экстремумы u(x) совпа-
дают с нулями w(x), а нули u(x) приблизительно
соответствуют экстремумам w(x). Таким образом,
в вертикальном сечении соответствующие различ-
ным модам циркуляции распадаются на конвектив-
ные ячейки. На рис. 3 приведены картины линий то-
ка в вертикальной плоскости для трех первых мод
с номерами n,m = n + 1 (n = 0, 1, 2). Кружками со
знаком «плюс» отмечены области, в которых ази-
мутальная компонента скорости направлена от чи-
тателя, со знаком «минус» — к читателю. Соответ-
ствующий анализ пространственного распределения
амплитуды азимутальной компоненты скорости v(x)
содержится в разд. 7.

4.3. Области неустойчивости различных мод
на плоскости определяющих параметров

Осуществим переход с плоскости параметров λ0,
λ на плоскость нормированных исходных парамет-
ров T̃ =

√
T/Rm, R̃ = R/Rm ≡ (γa − γ)/(γa − γm).

Предварительно сделаем два важных замечания.

Выражая из соотношений (7)
√
T и R через λ21, λ22

и нормируя на Rm, с использованием соотношений
(10) получим

R̃ = 0.5(λ0+λ)−σ, T̃ = 0.25
√
(λ0−λ)2−4σ2,

σ = 2(1 + κ)/Rm.
(21)

Видно, что при заданных значениях исходных па-
раметров T̃ , R̃, Rm и фиксированном значении 0 ≤
≤ λ < 1, величина κ растет с ростом λ0. Отсюда и из
рис. 1 следует, что скорость роста мод с номерами
n,m = n + 1 растет с ростом номера моды n; при
фиксированном n скорость роста мод уменьшается
с ростом номера моды m (Замечание 1).

С другой стороны, из (21) можно получить

λ = R̃− σ

{[
1 + 4T̃ 2/σ2

]1/2
− 1

}
,

λ0 = R̃+ σ

{[
1 + 4T̃ 2/σ2

]1/2
+ 1

}
.

(22)

Из первого соотношения (22) следует, что при фик-
сированных значениях исходных параметров вели-
чина λ растет с ростом σ при T �= 0 и не зависит
от σ при T = 0. С учетом Замечания 1 это означа-
ет, что в (16) при T �= 0 величины x∗n,n+1

0 и x∗n,n+2
0

растут с ростом n; при фиксированном n величина
x∗n,m0 уменьшается с ростомm. При T = 0 величина
x∗0 не зависит от номеров мод (Замечание 2).

Соотношения (21) дают для каждой моды пара-
метрическое (с параметром λ) представление кри-
вой σ = const на плоскости T̃ , R̃. При фиксирован-
ном значении σ для построения кривой нужно ис-
пользовать лишь часть зависимости λ = fn,m(λ0),
удовлетворяющую условию 0 ≤ λ ≤ λmax(σ), где
λmax(σ) — корень уравнения

λ0 − λ = 2σ. (23)

Для каждой моды при различных значениях σ ≥
≥ 0 соответствующие кривые на плоскости T̃ , R̃ за-
полняют область Ωn,m, схематически изображенную
на рис. 4. Началу координат T̃ = 0, R̃ = 0 соответ-
ствует λ = 0, σ = σn,m = 0.5λn,m0 , где λn,m0 — корни
уравнения fn,m(λ0) = 0 (см. (18)). Очевидно, об-
ластью неустойчивости, т. е. областью существова-
ния нарастающих решений, является часть области
Ωn,m, ограниченная сверху кривой σ = 2/Rm (κ =

= 0). Область неустойчивости моды с номерами n,
m существует, если выполнено условие σ ≤ σn,m или
Rm ≥ Rn,m

m = 2/σn,m = 4/λn,m0 . Из (18), в частности,
имеем

R0,1
m = 6.19; R1,2

m = 4.32;

Rn,n+1
m → 4, n→ ∞;

R0,2
m = 8.73; R1,3

m = 4.9.

(24)
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Рис. 4. Области Ωn,m на плоскости параметров T̃ , R̃.
Сплошные линии — кривые σ = const, штриховые линии —
кривые λ = const (кроме нижней границы области — кри-
вой λ = 0, которая изображена сплошной линией). Об-
ласть неустойчивости — часть области Ωn,m, ограниченная
сверху кривой σ = 2/Rm. Приведены координаты крайней
правой точки области Ωn,m, а также максимальное зна-
чение σn,m, соответствующее началу координат; λn,m

0 —
корни уравнения (18) fn,m(λ0) = 0

Область неустойчивости совпадает с областью Ωn,m

в пределе Rm → ∞. Оценки, приведенные в разд. 9,
показывают, что для атмосферы Rm � 1. При фик-
сированном значении Rm кривые σ = const являют-
ся кривыми равных значений инкремента нараста-
ния соответствующей моды κ = σRm/2− 1.

Штриховыми линиями на рис. 4 изображены
кривые λ = const, уравнения этих кривых (нижняя
правая четверть эллипсов) легко получить в явном
виде, исключая σ из соотношений (21):
(
4T̃

)2

+
{
2
[
R̃− 0.5(λ0 + λ)

]}2

= (λ0 − λ)2. (25)

Кривая λ = 0 проходит через начало координат
и ограничивает область Ωn,m снизу. Для точки пе-
ресечения кривых λ = 0 и σ = 0 из (21) получаем
T̃ n,m = 0.25λn,m0 , R̃n,m = 0.5λn,m0 . При фиксирован-
ном значении Rm ≥ Rn,m

m кривые λ = const явля-
ются кривыми, вдоль которых распределение w(x)
для конкретной моды не меняется и определяется
соотношениями (19), (20). В частности, не меняет-
ся величина x∗0 = π/

√
Rm(1 − λ), фигурирующая в

выражении (16). В областях неустойчивости пара-
метр λ достигает максимального значения λmax(σ)

в верхней точке областей неустойчивости, которой
соответствует σ = 2/Rm. Из (23) при Rm � 1 для
мод с номерами n, m получим асимптотики

λmax ≈ 1− (πm/Rm)2/3, n = 0;

λmax ≈ 1− [
4 + (m− n)2/(mn)

]
R−1

m , n ≥ 1.
(26)

Таким образом, в пределах областей неустойчивости
x∗0 меняется от минимального для всех мод значения
x∗0 min = π/

√
Rm на кривых λ = 0, до максимальных

значений x∗n,m0 max в верхних точках областей неустой-
чивости. При Rm � 1 имеем асимптотики

x∗0,m0 max ≈ π2/3m−1/3R−1/6
m ,

x∗n,m0max ≈ π
[
4 + (m− n)2/(mn)

]−1/2
, n ≥ 1.

(27)

Соответствующие размерные значения получаются
умножением на масштаб

√
μ/ν h/π. Инкремент на-

растания достигает максимального значения

κn,mmax = Rm/R
n,m
m − 1 (28)

в точке областей неустойчивости, соответствующей
началу координат. Соответствующее размерное вре-
мя τmin, за которое возмущение нарастает в e раз,
получается умножением величины 1/κmax на масш-
таб времени h2/(π2ν). Численные оценки указанных
величин приведены в разд. 9.

Таким образом, для каждой моды каждой точке
области неустойчивости соответствуют вполне опре-
деленные значения λ и σ. Эти значения определяют
пространственную структуру и скорость роста мо-
ды. Они могут быть найдены с использованием ри-
сунков, аналогичных рис. 4. Альтернативный под-
ход к их определению заключается в нахождении
при заданных параметрах задачи R̃, T̃ из (25) соот-
ветствующего значения λ, затем из первого соотно-
шения (21) находится σ.

На рис. 5 приведено схематическое изображение
взаимного расположения областей Ωn,m для различ-
ных мод. Слева направо приведены границы обла-
стей для мод n = 0, m = 2; n = 0, m = 1; n = 1,
m = 3; n = 1, m = 2. Внешняя кривая — пре-
дельное положение границы для мод n,m = n + 1

и n,m = n + 2 при n → ∞ (из (21) и (25) имеем
уравнения для верхней и нижней частей этой кри-
вой R̃+ 2T̃ = 1, 16T̃ 2 + 4(0.5− R̃)2 = 1).

Из рис. 5 и определения R̃ следует, что постро-
енным локализованным модам соответствует влаж-
нонеустойчивая, но сухоустойчивая стратификация
γm < γ ≤ γa.
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Рис. 5. Взаимное расположение областей Ωn,m для раз-
личных мод. Внешняя кривая — предельное положение
границ областей для мод n,m = n + 1 и n,m = n + 2

при n → ∞

5. РЕШЕНИЯ ИСХОДНОЙ ЗАДАЧИ NPC1

Очевидно, мода n = 0, m = 1 является реше-
нием исходной задачи, если горизонтальный размер
облачной среды заключен в промежутке 0 ≤ x∗ ≤
≤ x∗0,10 , мода n = 0, m = 2 — в промежутке 0 ≤ x∗ ≤
≤ 2x∗0,20 . Действительно, для указанных значений
x∗ интеграл в уравнении (6) по всей областиM кон-
денсационного тепловыделения исходной задачи, в
силу параметризации конденсационного источника
тепла (3) и (4.1), совпадает с интегралом по обла-
сти |x′| ≤ x0 вспомогательной задачи. По той же
причине произвольная мода вспомогательной зада-
чи является решением исходной задачи, если гори-
зонтальный размер облачной среды заключен в про-
межутке между предпоследним и последним нулями
функции wn,m(x). Для значений

m− n < 2 + 2n
(
1− π−1 arccos

√
λ0

)
/

/
(
π−1 arccos

√
λ0

)
, n > 0 (29)

предпоследний нуль функций wn,m(x) определяется
первыми сомножителями в выражениях (19), (20).
Отсюда следует, что мода с номерами n, m являет-
ся решением исходной задачи при условии

(n+m− 2)x∗n,m0 ≤ x∗ ≤ (n+m)x∗n,m0 . (30)

Так, мода с номерами n > 0, m = n + 1 является
решением исходной задачи и обладает наибольшей
скоростью роста, если

(2n− 1)x∗n,n+1
0 ≤ x∗ ≤ (2n+ 1)x∗n,n+1

0 . (31)

В соответствии с (30) и Замечаниями 1, 2, все другие
моды либо не являются решением исходной задачи
при значениях x∗ из соответствующего отрезка, ли-
бо если и являются, то обладают меньшей скорос-
тью роста.

В соответствии с Замечанием 2, x∗n,n+1
0 растет

с ростом номера моды n, и отрезки (31) в области
значений x∗ для мод с различными n не перекры-
ваются. По крайней мере, при достаточно слабом
вращении модами, обладающими наибольшей ско-
ростью роста в интервале значений

(2n+ 1)x∗n,n+1
0 < x∗ < (2n+ 1)x∗n+1,n+2

0 (32)

между соседними отрезками (31), являются моды с
номерами n,m = n+2 (Замечание 3). Эти моды яв-
ляются решениями исходной задачи на отрезках

2nx∗n,n+2
0 ≤ x∗ ≤ (2n+ 2)x∗n,n+2

0 . (33)

В интервале значений (32) они обладают наиболь-
шей скоростью роста по тем же причинам, по кото-
рым мода n,m = n+1 на отрезке (31). Пояснения по
поводу требования малости T̃ можно найти в следу-
ющем разд. 5.1.

Подведем итог данного раздела. Если парамет-
ры задачи T̃ , R̃ принадлежат области неустойчиво-
сти моды n = 0, m = 2 (см. рис. 5), при всех зна-
чениях x∗ будет иметь место неустойчивость. Про-
странственная структура возмущения, обладающе-
го наибольшей скоростью роста, будет определять-
ся в зависимости от x∗ в соответствии с неравен-
ствами для x∗ (31), (32) (при n = 0 левую часть
двойного неравенства (31) следует заменить нулем).
Если параметры задачи лежат за пределами обла-
сти неустойчивости моды n = 0, m = 2, но в пре-
делах области неустойчивости моды n = 0, m = 1,
то при 0 ≤ x∗ ≤ x∗0,10 будет расти мода n = 0, m =

= 1, в интервале значений x∗0,10 < x∗ < x∗1,20 будет
иметь место устойчивость, а при x∗ ≥ x∗1,20 вновь
будет иметь место неустойчивость. Пространствен-
ная структура возмущения, обладающего наиболь-
шей скоростью роста, по-прежнему будет опреде-
ляться значением x∗ в соответствии с выражениями
(31), (32). И так далее. При помощи рис. 5 соответ-
ствующее общее правило может быть легко сформу-
лировано.
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Если в процессе развития конвекции реализует-
ся определенная мода, начальный размер облачной
среды x∗ возрастает до значения x0, соответствую-
щего этой моде, в силу конденсации пара с образова-
нием капель при восходящих движениях в области
x∗ < x ≤ x0.

Подчеркнем, что результаты работ [19–22,24] для
локализованных решений являются частным случа-
ем представленной теории при x∗ → 0.

5.1. Предельный случай отсутствия
вращения f = 0

Основное отличие задачи без вращения от зада-
чи с вращением заключается в отсутствии зависи-
мости масштаба x∗0 от номеров мод при фиксиро-
ванных значениях исходных параметров R, Rm (см.
Замечание 2). Приведем вывод результатов (кратко
без вывода сформулированных в [28, 29], представ-
ляющих самостоятельный интерес).

Вместо (21) имеем явные выражения:

R̃ = λ, 2σ = λ0 − λ, σ = 2(1 + κ)/Rm. (34)

Для каждой моды имеется критическое значе-
ние числа Рэлея Rcr(Rm), которому соответству-
ет инкремент нарастания κ = 0 (σ = 2/Rm). Оно
достигается в верхней точке области неустойчиво-
сти соответствующей моды задачи с вращением, для
которой из первого уравнения (34) имеем R̃max ≡
≡ Rcr/Rm = λmax. Здесь λmax(Rm) — корень второ-
го уравнения (34), в котором необходимо положить
σ = 2/Rm. При Rm � 1 асимптотики λmax(Rm)

даются соотношениями (26), откуда сразу получа-
ем асимптотики Rcr(Rm) для различных мод:

R0,m
cr ≈ Rm − (πm)2/3R1/3

m , n = 0;

Rn,m
cr ≈ Rm − [

4 + (m− n)2/(mn)
]
, n ≥ 1.

(35)

Из второго уравнения (34), в котором кроме σ =

= 2/Rm следует положить еще и λ = 0, находим
значения Rn,m

m = 4/λn,m0 (24), при которых λmax и
Rn,m

cr (Rm) обращаются в нуль.
Схематические изображения кривых нейтраль-

ной устойчивости Rcr(Rm) для мод n,m = n + 1

приведены на рис. 6 сплошными линиями, для мод
n,m = n + 2 — штриховыми (n = 0, 1). Самая ле-
вая прямая Rcr = Rm − 4 — предельное положение
кривых при n→ ∞. Области неустойчивости лежат
ниже кривых.

Из (16) и первого соотношения (34) получаем

x∗0 = π/
√
Rm −R . (36)

R
n m,
cr

R
1,2
cr

R
1,3
cr

R
0,1
cr

R
0,2
cr

R R
cr m

= 4–

0

R
m

8.736.194.94.0
4.32

Рис. 6. Схематические изображения кривых нейтральной
устойчивости Rn,m

cr (Rm) для мод с номерами n,m =

= n+ 1 — сплошные линии и для мод с номерами n,m =

= n + 2 — штриховые (n = 0, 1). Самая левая прямая
Rcr = Rm−4— предельное положение кривых при n → ∞.

Области неустойчивости лежат ниже кривых

Как и в случае с вращением, в пределах облас-
тей неустойчивости x∗0 меняется от минимального
для всех мод значения x∗0min = π/

√
Rm при R = 0

до максимальных значений x∗n,m0max на кривых нейт-
ральной устойчивости. Соответствующие асимпто-
тики при Rm � 1 приведены в (27). Инкремент
нарастания для всех мод достигает максимального
значения κn,mmax при R = 0 и определяется в (28).

Сформулируем очевидные основные результаты
в рассматриваемом предельном случае отсутствия
вращения. При

0 ≤ x∗ < x∗0

наибольшей скоростью роста обладает мода n = 0,
m = 1; при

(2n− 1)x∗0 ≤ x∗ < (2n+ 1)x∗0, n ≥ 1 (37)

наибольшей скоростью роста обладает мода n,m =

= n+ 1. Моды n,m = n+ 2 вообще не реализуются.
Если 0 ≤ R ≤ R0,1

cr (Rm), при всех значениях x∗

будет иметь место неустойчивость и пространствен-
ная структура возмущения, обладающего наиболь-
шей скоростью роста, будет определяться значени-
ем x∗ в соответствии с приведенным выше неравен-
ством (37) для x∗ (при n = 0 левую часть двойного
неравенства (37) следует заменить нулем). Если же

Rn−1,n
cr (Rm) < R < Rn,n+1

cr (Rm), n ≥ 1,

то при x∗ < (2n − 1)x∗0 будет иметь место устой-
чивость, при x∗ ≥ (2n − 1)x∗0 — неустойчивость,
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и по-прежнему пространственная структура возму-
щения, обладающего наибольшей скоростью роста,
будет определяться значением x∗ в соответствии
с (37).

Подчеркнем, что в рассматриваемом предельном
случае полуинтервалы (37) для мод с различными
n,m = n+1 заполняют всю область значений x∗ без
пропусков и перекрытий. Точно так же заполняют
всю область значений x∗ отрезки (33) 2nx∗0 ≤ x∗ ≤
≤ (2n+2)x∗0, на которых моды n,m = n+2 являются
решениями исходной задачи, но обладают меньшей
скоростью роста по сравнению с модами n,m = n+1.
Отметим, что середина последнего отрезка прихо-
дится как раз на конец полуинтервала (37).

Как отмечено ранее, при T̃ �= 0 появляются ин-
тервалы значений x∗ (32), при которых моды n,m =

= n + 1 не являются решениями исходной задачи.
Соответствующие интервалы появляются и для мод
n,m = n + 2. Кроме того, отрезки (33), на которых
моды n,m = n+2 являются решениями исходной за-
дачи, сдвигаются относительно интервалов (32). По-
нятно, что для любого n можно выбрать достаточно
малые T̃ , при которых отрезки (33) будут полностью
включать в себя интервалы (32). Эти соображения
позволили сформулировать Замечание 3, высказан-
ное ранее, а также лежат в основе Замечания 4 из
следующего разд. 6.

6. РЕШЕНИЯ ИСХОДНОЙ ЗАДАЧИ NPC2

Остановимся вначале на анализе предельного
случая отсутствия вращения. Очевидно, построен-
ные в разд. 4 моды с номерами n,m являются точ-
ными решениями рассматриваемой задачи при зна-
чениях x∗ = (n+m)x∗0 (для таких решений x0 = x∗,
w(x∗) = 0). Как и ранее, для нечетных значений
n +m = 2k + 1 наибольшей скоростью роста обла-
дает мода n = k, m = k + 1, для четных значе-
ний n + m = 2(k + 1) — мода n = k, m = k + 2,
где k ≥ 0. Поскольку на значение w(x∗) никаких
ограничений не накладывается, решение задачи, об-
ладающее наибольшей скоростью роста, непрерыв-
ным образом трансформируется по мере увеличения
x∗. Рисунок 2 дает полное представление о том, как
такая трансформация происходит, при условии, что
параметры задачи принадлежат области неустойчи-
вости моды n = 0, m = 2. Очевидно, верхний рису-
нок представляет решение, соответствующее значе-
нию x∗ = x∗0, второй сверху — значению x∗ = 2x∗0,
третий сверху — значению x∗ = 3x∗0, и т. д. Если
же, например, параметры задачи лежат за предела-
ми области неустойчивости моды n = 0, m = 2, но в

пределах области неустойчивости моды n = 0,m = 1

(см. рис. 6), то в окрестности значения x∗ = 2x∗0 по-
является область значений x∗0 < x∗ < 3x∗0, при ко-
торых будет иметь место устойчивость, и т. д. Как
и в разд. 5, соответствующее общее правило может
быть легко сформулировано. Подчеркнем, что, в от-
личие от разд. 5.1, при соответствующих значениях
x∗ моды n,m = n+ 2 реализуются, если параметры
задачи лежат в пределах их областей неустойчиво-
сти.

При наличии вращения в связи с зависимостью
x∗0 от номера моды упомянутые выше значения
x∗, которым соответствуют точные решения зада-
чи, «расщепляются». Например, значение x∗ = 3x∗0
«расщепляется» на два: x∗ = 3x∗1,20 и x∗ = 3x∗0,30 .
При достаточно слабом вращении эти значения мо-
гут быть сколь угодно близки друг к другу, одна-
ко им соответствуют решения различной простран-
ственной структуры и скорости роста. Очевидно, од-
но из них, а именно, мода n = 0, m = 3, не реали-
зуется, а при значении x∗ = 3x∗0,30 реализуется ре-
шение с пространственной структурой и скоростью
роста, близкими к структуре и скорости роста мо-
ды n = 1, m = 2. Таким образом, по крайней ме-
ре, при достаточно слабом вращении при значениях
x∗ = (2n + 1)x∗n,n+1

0 , x∗ = (2n + 2)x∗n,n+2
0 , где n ≥

≥ 0, реализуются моды соответственно с номерами
n,m = n+1 и n,m = n+2, а трансформация их друг
в друга при изменении x∗ происходит непрерывным
образом (Замечание 4). Это хорошо согласуется с
Замечанием 3 из разд. 5. Все сказанное в предыду-
щем абзаце по поводу устойчивости остается в силе.

В задаче, рассматриваемой в настоящем разделе,
найденные моды существуют и в области значений
параметров T > R2/4 + R, при которых функция
Грина (6), (7) экспоненциально убывает на беско-
нечности, имея осциллирующий характер. В силу
параметризации конденсационного источника тепла
(3) и (4.2), осцилляции функции Грина не приво-
дят к дополнительному тепловыделению в области
|x| > x∗. Кривые (17) λ = fn,m(λ0) продолжаются
в область λ < 0, соответствующим образом и об-
ласти неустойчивости различных мод на плоскости
T̃ , R̃ продолжаются ниже кривых λ = 0: появляются
вторые подобласти областей неустойчивости, соот-
ветствующие значениям λ < 0 (см. рис. 4 и рис. 5).
При λ < 0 соотношения (19), (20) для wn,m(x) в
пределах облачной среды не меняются, а в следу-
ющем за ними соотношении для wn,m(x) в области
|x| > xn,m0 необходимо перейти от гиперболического
синуса к тригонометрическому:
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wn,m(x) = −
√

(1− λ)(1 − λ0)

|λ| ×

× sin

[
π

2
(n+m)

√
|λ|

1− λ

(
x

xn,m0

− 1

)]
×

× exp

[
−π
2
(n+m)

√
λ0

1− λ

(
x

xn,m0

− 1

)]
.

Моды по-прежнему экспоненциально убывают при
x→ ∞ и в этом смысле остаются локализованными,
имея, однако, осциллирующий характер. При λ→ 0

пространственный период таких осцилляций стре-
мится к бесконечности и переход через границу λ =

= 0 между подобластями происходит непрерывным
образом.

Из сказанного выше и определения R̃ следует,
что в задаче NPC2 локализованным модам соответ-
ствует влажнонеустойчивая стратификация γ > γm,
однако она может быть как сухоустойчивой γ ≤ γa,
так и сухонеустойчивой γ > γa.

В задаче NPC2 в параметризации конденсаци-
онного источника тепла (3) и (4.2) отсутствует вы-
деленное направление по вертикали. Это означает,
что наряду с решениями w(x) задача имеет реше-
ния противоположного знака (−w(x)), обладающие
такой же скоростью роста.

7. РАСПРЕДЕЛЕНИЯ АЗИМУТАЛЬНОЙ
СКОРОСТИ ДЛЯ РАЗЛИЧНЫХ МОД

Установим пространственную структуру ампли-
туды азимутальной компоненты скорости vn,m(x)

для мод c номерами n,m = n + 1 и n,m = n + 2.
Подставляя соотношения (19), (20) в (8) и выпол-
нив интегрирование, получим

vn,m(t̃)√
Rm T̃ 2

= Φn,m(λ, σ, t̃) ≡

≡ [π(n+m)]
5(√

1− λ
)5

3∑
j=1

M−1
j exp(−aj)

(a2j + b21)(a
2
j + b22)

×

×
{
π(n+m)

[√
λ0 aj [π(m− n)− 2ϕ] −

−
√
1− λ0(a

2
j + b1b2)

]
sh(aj t̃)+

+ (−1)n
[
b1(a

2
j + b22) sin(b1t̃) +

+ b2(a
2
j + b21) sin(b2t̃)

]
exp(aj)

}
, 0 ≤ t̃ ≤ 1; (38.1)

vn,m(t̃)√
Rm T̃ 2

= Φn,m(λ, σ, t̃) =

=
[π(n+m)]

6(√
1− λ

)5
3∑

j=1

M−1
j exp(−aj t̃)

(a2j + b21)(a
2
j + b22)

×

×
{[√

λ0 aj [π(m− n)− 2ϕ] −

−
√
1− λ0(a

2
j + b1b2)

]
sh(aj)+

+
√
1− λ0 (a

2
j + b1b2) exp(aj)

}
, t̃ > 1. (38.2)

Здесь введены обозначения t̃ = x/xn,m0 , aj = λjx
n,m
0 ,

откуда с учетом (10), (7), (21), а также (16), имеем

a1,2 = π(n+m)
(√

λ0 ±
√
λ
)
/
(
2
√
1− λ

)
,

a3 = π(n+m)
√
σ/2/

√
1− λ;

Mj =
∏
i,i�=j

(a2j − a2i ); ϕ = arccos
(√

λ0

)
;

b1 = πn+ ϕ; b2 = πm− ϕ.

В области неустойчивости каждой моды вдоль
кривой λ = const (см. разд. 4.3) σ меняется от зна-
чения 2/Rm в точке пересечения кривой λ = const с
правой границей области неустойчивости до значе-
ния σmax(λ) = 0.5(λ0 − λ) в точке пересечения с ле-
вой границей (см. (21)). В этой точке a3 =

√
a1a2 ≥

≥ a2, и, таким образом, на левых границах областей
неустойчивости асимптотики vn,m(t̃) при t̃� 1 опре-
деляются величиной a2. На правых границах асимп-
тотики определяются величиной a3 при λ ≤ λa и
величиной a2 при λ > λa, где λa < λmax — корень
уравнения 2/

√
Rm =

√
λ0−

√
λ для соответствующей

моды.
Как следует из (38.1), (38.2), для фиксиро-

ванной моды пространственное распределение
v(t̃)/|v(t̃)|max определяется двумя параметрами — λ

и σ. На рис. 7 приведены зависимости v(t̃)/|v(t̃)|max

при λ = 0, σ = σmax для мод n,m = n + 1, n =

= 0, 1, 2 (t̃ ≥ 0, v(−t̃) = −v(t̃)). Соответствующие
кривые для мод n,m = n + 2 внешне практически
не отличаются от кривых для мод n,m = n + 1

для указанных значений n. Различия становятся
заметны с увеличением n. На рис. 8 приведены
соответствующие кривые для n = 20. Для всех
мод положение экстремумов кривых несущественно
меняется в зависимости от λ и σ, меняются асимп-
тотики решений при t̃ � 1, а также максимальные
значения

|vn,m(t̃)|max/(
√
Rm T̃ 2) ≡ Ψn,m(λ, σ).
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Рис. 7. Зависимости v(t̃)/|v(t̃)|max для первых мод,
t̃ = x/xn,n+1

0 , n = 0, 1, 2

Величины Ψn,m(λ, σ) изменяются от минимальных
значений при λ = 0, σ = σmax в левом нижнем уг-
лу области неустойчивости до максимальных зна-
чений в верхней точке области неустойчивости со-
ответствующей моды. При движении вдоль кривых
λ = const слева направо значения Ψn,m также воз-
растают. Ниже приведены области изменения вели-
чин Ψn,m(λ, σ) для различных мод при значении

1
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Рис. 8. Зависимости v(t̃)/|v(t̃)|max для мод с номерами
n = 20, m = 21 и n = 20, m = 22; t̃ = x/xn,m

0

Rm = 103, слева в неравенствах стоят минимальные
значения, справа — максимальные, в скобках спра-
ва — значения в крайних правых точках областей
неустойчивости соответствующей моды:

14 ≤ Ψ0,1 ≤ 1.8 · 104(95),
9.5 ≤ Ψ1,2 ≤ 3.2 · 104(25),
8 ≤ Ψ2,3 ≤ 3 · 104(18);

(39.1)

750 ≤ Ψ0,2 ≤ 5 · 105(5 · 103),
40 ≤ Ψ1,3 ≤ 1.2 · 105(110),
20 ≤ Ψ2,4 ≤ 6 · 104(50).

(39.2)

ЗначенияΨn,n+1 в указанных выше точках прак-
тически перестают меняться для мод с номерами
n ≥ 2, соответствующие значения Ψn,n+2 → Ψn,n+1

при n→ ∞, и практически перестают меняться уже
для мод с номерами n ≥ 6. При Rm = 104 макси-
мальные значения Ψn,m(λ, σ) увеличиваются более
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чем на порядок. Поскольку σ и T̃ однозначно свя-
заны соотношением (21), функции Ψn,m(λ, σ) мож-
но считать функциями Ψn,m(λ, T̃ ), изменяющими-
ся в указанных выше пределах при изменении T̃ от
нуля до максимального значения в точке пересече-
ния кривой λ = const с правой границей области
неустойчивости соответствующей моды.

Решение задачи w(x) определено с точностью до
положительной константы, и в (19), (20) эта конс-
танта выбрана так, что |w(x)|max = 1 для мод n,m =

= n + 1 и |w(x)|max ≈ 1 для мод n,m = n + 2.
Тогда отношение безразмерной максимальной ази-
мутальной скорости к безразмерной максимальной
вертикальной скорости порядка |v(t̃)|max для всех
рассматриваемых мод. Физический смысл имеет со-
ответствующее отношение ψ размерных максималь-
ных скоростей. С учетом масштабов азимутальной и
вертикальной скоростей для указанного отношения
имеем

ψn,m ≈ T̃
√
(μ/ν)/RmΨn,m(λ, T̃ ). (40)

Таким образом, при всех значениях параметров
из области неустойчивости, ψ0,2 � ψn,m для осталь-
ных мод.

8. О РЕШЕНИЯХ ЗАДАЧ NPC1, NPC2 В
СЛУЧАЕ ОСЕВОЙ СИММЕТРИИ

Приведенные решения описывают локализован-
ные в пространстве системы конвективных облач-
ных валов (в частности, уединенные валы). Они
представляют самостоятельный интерес в качестве
модели формирования состоящих из валов мезомас-
штабных облачных кластеров, непосредственно на-
блюдаемых на спутниковых снимках. С другой сто-
роны, как показано в работах [21,24], в случае осевой
симметрии им должны соответствовать полные ана-
логи, представляющие собой осесимметричные кон-
вективные вихри как с восходящими, так и с нисхо-
дящими движениями на оси симметрии. В зависимо-
сти от анизотропии турбулентного перемешивания
(отношения μ/ν) их масштаб меняется от масшта-
ба смерча до масштаба урагана. Под «глазом бури»
урагана имеют в виду малую по сравнению с раз-
мером урагана круговую область нисходящих дви-
жений вблизи оси, свободную от облачного покро-
ва на спутниковых снимках. Ее наличие характерно
для супертайфунов. Мода n = 0, m = 1 может со-
ответствовать урагану без «глаза бури» или смерчу
без «хобота» с широкой областью восходящих дви-
жений на оси. Из результатов [21, 24] следует, что

в случае осевой симметрии мода n = 0, m = 2 (см.
рис. 2) имеет малую по сравнению с масштабом вих-
ря область нисходящих движений вблизи оси вих-
ря. Таким образом, эта мода может претендовать
на описание формирования урагана с «глазом бу-
ри» или смерча с «хоботом», опускающимся из ма-
теринского облака. Модам с номерами n ≥ 1 соот-
ветствуют облачные кластеры с кольцевыми конвек-
тивными структурами. При этом в решениях для
мод n,m = n + 2 в окрестности оси также могут
появиться малые по сравнению с x∗0 области нисхо-
дящих (при четных значениях n) или восходящих
(при нечетных значениях n) движений (см. рис. 2).
В задаче NPC1 этот вопрос требует дополнительно-
го рассмотрения. В задаче NPC2 такие области за-
ведомо появляются при соответствующих значениях
x∗. Их появление также может соответствоватьфор-
мированию на оси кластеров смерчей с «хоботом»,
как опускающимся из материнского облака, так и
поднимающимся к материнскому облаку. Из (39.1),
(39.2), (40) при небольших значениях n < 4 следу-
ет чрезвычайно резкая немонотонная зависимость
величин ψn,m от номеров мод, т. е. фактически, от
размера облачного пятна x∗. Эта зависимость носит
ярко выраженный резонансный характер, и может
стать основой классификации смерчей по их разру-
шительной силе. Для моды n = 0, m = 2 отноше-
ние максимальной азимутальной скорости к макси-
мальной вертикальной превышает соответствующие
отношения для всех других мод более чем на поря-
док: ψ0,2 � ψn,m. Этот важный результат, в частно-
сти, может служить объяснением гораздо большей
разрушительной силы ураганов с «глазом бури» по
сравнению с ураганами без «глаза бури».

Отметим, что для конвективных движений мас-
штаба облака в сдвиговых фоновых течениях наря-
ду с параметром Кориолиса f должна учитываться
локальная угловая скорость вращения фонового те-
чения, которая по модулю может значительно пре-
вышать параметр Кориолиса, а также иметь про-
тивоположный знак. В таком случае поменяется и
знак азимутальной компоненты скорости вихря. Это
согласуется, в частности, с тем, что часть смерчей
вращается против часовой стрелки, а часть по ча-
совой. При этом наиболее интенсивными являются
смерчи, вращающиеся против часовой стрелки: для
них завихренность фонового течения суммируется с
планетарной.

В качестве иллюстрации на рис. 9 и рис. 10 при-
ведены поля вертикальной скорости w, рассчитан-
ные в рамках прогноза двух смерчеопасных ситу-
аций с использованием негидростатической модели
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Рис. 9. Поле скорости w в горизонтальной (вверху) и вер-
тикальной плоскостях для локализованного вихря в моде-

ли WRF

динамики атмосферы WRF (Weather Research and
Forecasting Model). Она включает в себя полный
учет нелинейных слагаемых, детальное описание по-
граничного слоя атмосферы, микрофизики облаков
и т. д. Описание подхода и ссылки на модель WRF
можно найти в работах [30, 31]. Мы признательны
М. А. Новицкому за возможность представления
указанных рисунков, полученных в ходе совместных
исследований в развитие этих работ. Поля представ-
лены в моменты времени, близкие к моменту реги-
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Рис. 10. Поле скорости w в горизонтальной плоскости для
облачного кластера с кольцевыми конвективными струк-

турами в модели WRF

страции соответствующего смерча, когда w дости-
гает максимального в течение прогноза значения.
Вверху на рис. 9 и на рис. 10, изображены поля w
в горизонтальной плоскости на уровне, соответству-
ющем максимальному значению w. Внизу на рис. 9
представлен разрез поля w в вертикальной плоско-
сти, проведенной вдоль круга широты через центр
вихря. Рисунок 9 может соответствовать осесиммет-
ричной моде n = 0, m = 1, рис. 10 — облачному кла-
стеру с кольцевыми конвективными структурами и
нисходящими движениями вблизи оси. Таким обра-
зом, основные структурные особенности аналитиче-
ских решений сохраняются и в полных нелинейных
моделях.

9. ЧИСЛЕННЫЕ ОЦЕНКИ

Приведем численные оценки полученных резуль-
татов при значениях входящих величин, характер-
ных для атмосферы Земли [25, 26]: ν = 10 м2/с,
g ≈ 10 м/с2, α ≈ 3 · 10−3 К−1, f ≈ 10−4 с−1,
γa ≈ 10−2 К/м, γm ≈ 6.4 · 10−3 К/м. При опи-
сании движений масштаба урагана следует поло-
жить h ≈ 104 м, μ ≈ 105 м2/с, тогда Rm ≈
≈ 1.25 · 104, T̃ ≈ 10−2, и при соответствующей
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влажно-неустойчивой стратификации будут иметь
место растущие локализованные моды. Из (27) име-
ем размерные значения x∗0min ≈ 10 км, x∗0 max ≈
≈ 140 км и из (40) ψn,m ≈ 10−2Ψn,m. Выбран-
ное значение коэффициента горизонтальной вязко-
сти μ соответствует движениям с масштабом x∗0max

и существенно завышено для движений с масшта-
бом x∗0min. Рассмотрим мезомасштабные движения
масштаба облачных кластеров, полагая h ≈ 103 м,
μ ≈ 102 м2/с. Имеем Rm ≈ 1.25 · 103, T̃ ≈ 10−3,
x∗0min ≈ 100 м, x∗0max ≈ 700 м, τmin ≈ 1 мин
(см. (28)) и ψn,m ≈ 10−4Ψn,m. С учетом приве-
денных в (39.1), (39.2) интервалов изменения вели-
чин Ψn,m, для первых мод в зависимости от λ мо-
гут выполняться как соотношения ψn,m � 1, так
и соотношения ψn,m � 1. Последнее означает, что
уже при величинах размерной вертикальной скоро-
сти wmax ≈ 1 м/с, размерная азимутальная скорость
может достигать ураганных значений как для дви-
жений масштаба тропического циклона, так и для
движений масштаба облака. С другой стороны, для
старших мод мезомасштабных движений с номера-
ми n ≥ 6 при всех значениях параметров из областей
неустойчивости с учетом (39.1), (39.2), (40) получим
ψn,m < 3.

Приведенные оценки согласуются с характерис-
тиками ураганов, смерчей и облачных кластеров.

10. ВЫВОДЫ

Продолжено обобщение классической теории Рэ-
лея конвективной неустойчивости слоя атмосферы
на случай наличия фазовых переходов водяного па-
ра. Ранее в предельном случае конвекции с мгновен-
ным выпадением осадков (precipitation convection,
PC) мы предложили подход, позволивший иссле-
довать проблему конвективной неустойчивости на-
сыщенного водяным паром слоя атмосферы анали-
тическими методами. В данной работе этот подход
применен к анализу конвективной неустойчивости
слоя атмосферы, в котором имеется конечная по го-
ризонтали область, заполненная облачной средой,
т. е. распространен на описание предельного случая
конвекции без выпадения осадков (nonprecipitation
convection, NPC). Рассмотрение проведено в про-
стейшей двумерной постановке, когда нет зависимо-
сти от одной из горизонтальных координат. Постро-
ен новый класс обладающих наибольшей скоростью
роста локализованных в окрестности облачного пят-
на решений. Их пространственная структура опре-
деляется горизонтальным размером области, запол-

ненной облачной средой. Построенные решения опи-
сывают локализованные в пространстве системы
конвективных облачных валов (в частности, уеди-
ненные валы). При наличии вращения они обладают
азимутальной компонентой скорости. Эти решения
представляют самостоятельный интерес в качестве
модели формирования состоящих из валов мезомас-
штабных облачных кластеров, непосредственно на-
блюдаемых на спутниковых снимках. С другой сто-
роны, в случае осевой симметрии им соответствуют
полные аналоги, представляющие собой осесиммет-
ричные конвективные вихри как с восходящими, так
и с нисходящими движениями на оси симметрии.
При значениях номера моды n ≥ 1 их можно ин-
терпретировать как мезомасштабные облачные кла-
стеры с кольцевыми конвективными структурами.
Моды с номерами n = 0, m = 1 (с восходящими
движениями на оси симметрии) и n = 0, m = 2

(с узкой областью нисходящих движений на оси)
представляют собой локализованные конвективные
вихри с пространственной структурой, характерной
для ураганов и смерчей. В зависимости от анизо-
тропии турбулентного перемешивания (отношения
μ/ν) их масштаб меняется от масштаба смерча до
масштаба урагана. Решение с нисходящими движе-
ниями на оси может соответствоватьформированию
«хобота» смерча или «глаза бури» урагана. Показа-
но, что для моды n = 0, m = 2 отношение мак-
симальной азимутальной скорости к максимальной
вертикальной скорости более чем на порядок превы-
шает соответствующие отношения для всех осталь-
ных мод. Этот важный результат, в частности, мо-
жет служить объяснением гораздо большей разру-
шительной силы ураганов с «глазом бури» по срав-
нению с ураганами без «глаза бури».

Полученные результаты демонстрируют принци-
пиальное отличие пространственной структуры воз-
мущений, обладающих наибольшей скоростью рос-
та, в предельных случаях PC и NPC.

11. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе рассмотрены только двумерные реше-
ния задачи. Вопрос о пространственной структуре
и скорости роста облачных кластеров, состоящих
из трехмерных конвективных ячеек, как и вопрос
о структуре этих ячеек, остается открытым. По-ви-
димому, в случае NPC возможно формирование как
закрытых (с восходящими движениями в центре),
так и открытых конвективных ячеек в зависимости
от размеров облачного пятна.
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Еще раз подчеркнем принципиальную разницу
между физическими механизмами, определяющими
пространственную структуру наиболее неустойчи-
вых возмущений для NPC и PC. В обоих случаях
она определяется структурой центральной области
восходящих движений функции Грина для верти-
кальной скорости, которая задает масштаб x∗0. В
случае NPC в пределах облачного пятна соседние
области восходящих и нисходящих движений мас-
штаба x∗0 взаимно усиливают друг друга, и, таким
образом, пространственная структура центральной
области наиболее неустойчивых возмущений опре-
деляется соотношением между размером облачно-
го пятна и масштабом x∗0. Имеет место своеобраз-
ный резонанс между двумя указанными выше раз-
мерами. В случае PC вследствие отсутствия погло-
щения тепла на испарение капель облачной среды
такого взаимного усиления не происходит и наибо-
лее неустойчивым при тех же значениях параметров
задачи является возмущение с масштабом области
восходящих движений x∗0.

Отметим, что подобная физико-математическая
модель может быть использована для описания фор-
мирования полярных циклонов (polar low), для ко-
торых существенную роль играет выделение (по-
глощение) тепла кристаллизации капель при верти-
кальных движениях. Другим возможным приложе-
нием может быть описание формирования вихрей
в толще океана, насыщенной газом, растворимость
которого зависит от давления и температуры. В
этом случае восходящие движения приводят к по-
явлению дополнительной плавучести, связанной с
образованием газовых пузырьков. Реализация соот-
ветствующей неустойчивости может также являться
причиной катастрофических газовых выбросов.

Авторы благодарят Е. А. Кузнецова за возмож-
ность представления некоторых полученных резуль-
татов на XXI и XXV Научных сессиях Совета РАН
по нелинейной динамике.
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