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Предложена аналитическая модель, описывающая влияние захвата примеси при высокоскоростном за-
твердевании бинарных расплавов на компоненты изменения свободной энергии Гиббса в зоне фазового
превращения, в частности на энергию, необходимую для переноса примеси через зону фазового превра-
щения (solute drag (SD) energy). При относительно невысоких скоростях движения фронта затвердевания,
V < VD, где VD — характерная диффузионная скорость, все компоненты свободной энергии Гиббса суще-
ственно зависят от процессов диффузии и разделения примеси. Когда V ≥ VD, локально-неравновесные
эффекты приводят к резкому переходу к бездиффузионному режиму затвердевания. Переход к бездиф-
фузионному режиму сопровождается полным захватом примеси и нулевым значением SD-энергии.
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1. ВВЕДЕНИЕ

В последние десятилетия достигнуты заметные
успехи в моделировании затвердевания бинарных и
многокомпонентных расплавов, когда процесс про-
текает при незначительных отклонениях от равно-
весия [1–6]. Такие процессы обычно описываются на
основе гипотезы о локальном равновесии, когда ло-
кальные во времени и пространстве соотношения
между термодинамическими величинами в нерав-
новесной системе остаются теми же самыми, что
и для равновесной системы [7]. Этот подход осно-
ван на гипотезе о локальном равновесии и исполь-
зуется классической термодинамикой необратимых
процессов (КТНП). В контексте процессов затвер-
девания бинарных расплавов локально-равновесное
приближение справедливо при относительно невы-
соких скоростях движения фронта затвердевания
V � VD, где VD = 1–20 м/с — характерная диффу-
зионная скорость в объеме жидкой фазы [8–13]. Это
означает, что затвердевание расплавов с низкой ско-
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ростью распространения фронта, V � VD, проис-
ходит при локально-равновесных условиях и может
быть описано на основе КТНП. При высоких скоро-
стях распространения фронта, V ∼ VD, отклонение
от равновесия велико и гипотеза о локальном рав-
новесии нарушается. Это означает, что такой про-
цесс протекает в локально-неравновесных условиях
[7–9]. Модели процессов затвердевания при V ∼ VD

менее развиты в связи с необходимостью разработ-
ки локально-неравновесного формализма, который
должен быть использован вместо КТНП.

Расширенная необратимая термодинамика
(РНТ) выходит за рамки гипотезы о локальном
равновесии посредством включения диссипативных
потоков в набор основных термодинамических
переменных [7]. Локально-неравновесная диффу-
зионная модель (ЛНДМ) [10–14] была разработана
на основе РНТ и других локально-неравновесных
подходов [7–9] для изучения высокоскоростного
затвердевания бинарных расплавов, когда зона
затвердевания движется со скоростью V ∼ VD.

Для описания процесса диффузии растворенно-
го в жидкой фазе компонента ЛНДМ использует ги-
перболическое уравнение диффузии
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где C — концентрация растворенного компонента
(примеси), D — коэффициент диффузии, τD — вре-
мя релаксации к локальному равновесию, W — ис-
точник массы [7–14]. В общем случае источник W

может возникать вследствие химических реакций
или за счет поступления в систему массы извне. В
процессах затвердевания этот член возникает бла-
годаря структурным изменениям вследствие фазо-
вых превращений, однако он не изменяет суммар-
ного баланса массы в системе, но приводит к раз-
делению примеси в зоне затвердевания. Уравнение
(1), по сравнению с классическим уравнением диф-
фузии параболического типа, содержит как допол-
нительную вторую производную по времени от кон-
центрации, ∂2C/∂t2, так и дополнительную произ-
водную по времени от функции источника, ∂W/∂t.
Производная ∂2C/∂t2 означает, что процесс диффу-
зии в локально-неравновесных условиях обладает не
только диссипативными свойствами (первая произ-
водная по времени ∂C/∂t), но и волновыми. Благо-
даря второй производной по времени решение ги-
перболического уравнения (1) дает конечную ско-
рость распространения концентрационных возму-
щений, в то время как классическое уравнение диф-
фузии параболического типа — бесконечную ско-
рость [7–10]. Дополнительная производная по вре-
мени от функции источника, ∂W/∂t, возникает бла-
годаря процессам релаксации системы к локально-
му равновесию [7–10]. Она не изменяет суммарно-
го баланса массы в системе, но может существен-
но изменить пространственно-временную эволюцию
распределения концентрации растворенного компо-
нента во время процесса затвердевания. Основной
результат ЛНДМ — предсказание резкого перехода
к бездиффузионному затвердеванию с полным за-
хватом примеси при конечной скорости распростра-
нения фронта затвердевания V = VD [10–15].
Ранее в работе автора [8] впервые было использо-

вано гиперболическое уравнение переноса со второй
производной по времени в системе с реакцией (ис-
точником) для описания процесса распространения
высокоскоростных фазовых превращений. Было по-
казано, что локально-неравновесные эффекты при-
водят к ограничению сверху на скорость автоволно-
вых процессов, V ≤ VD, где VD =

√
D/τD — харак-

терная скорость диффузионных (температурных)
возмущений [8]. Для изучения периодических струк-
тур в блок-сополимерах авторы работы [16] рассмот-
рели производную по времени фазового поля как

дополнительную медленную переменную, что при-
вело ко второй производной по времени в уравне-
нии Кана –Хилларда. В работе [17] модифицирова-
на теория фазового кристаллического поля (ФКП)
путем добавления второй производной по времени
в динамические уравнения при изучении упругих и
пластических деформаций в нанокристаллических
материалах. Такая модифицированная ФКП-модель
дала более реалистические результаты в широком
диапазоне масштабов моделирования [17–20]. Стро-
гий анализ гидродинамических явлений в твердых
телах, проделанный в работе [21], также приводит ко
второй производной по времени в уравнениях дина-
мики. В настоящее время локально-неравновесный
подход, включающий вторую производную по вре-
мени в уравнения динамики, широко используется
для понимания механизма физических процессов,
связанных с различными аспектами высокоскорост-
ного затвердевания бинарных расплавов [22–32].
Благодаря взаимосвязи между микрострукту-

рой и механическими свойствами материалов, по-
лученных в результате фазовых превращений, на-
пример при сварке, пайке или литье, распределе-
ние примеси и переход к бездиффузионному за-
твердеванию является одним из наиболее важных
вопросов при изучении затвердевания расплавов
[1–6,10–15,18–20,22–31,33–39]. Степень разделения
примеси (или захват примеси) во фронте затверде-
вания обычно характеризуется коэффициентом K

разделения примеси, равным отношению концен-
траций растворенного компонента в твердой и жид-
кой фазах в зоне затвердевания. Полное описание
процесса захвата примеси требует знания зависимо-
сти K от скорости V движения фронта затвердева-
ния и от кинетических и термодинамических пара-
метров системы.
Процесс затвердевания означает эволюцию си-

стемы от неравновесного состояния к равновесному,
что приводит к производству энтропии и, при по-
стоянной температуре и давлении, к соответствую-
щей диссипации свободной энергии Гиббса ΔG, ко-
торая равна изменению свободной энергии Гиббса
при фазовом превращении одного моля вещества.
ВеличинаΔG содержит несколько компонент, вклю-
чая движущую силу фазового превращения ΔGF ,
которая обеспечивает продвижение зоны фазового
превращения и напрямую связана со скоростью V

кинетическим соотношением:

V = V0 [1− exp(ΔGF /RT )] ,

где R — универсальная газовая постоянная, T —
температура, V0 — скорость волны фазового пре-
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вращения при бесконечно большой движущей силе
[1, 40]. Когда зона фазового превращения движется
с высокой скоростью, локально-неравновесные эф-
фекты приводят к дополнительной компоненте в
выражении для изменения свободной энергии Гибб-
са во фронте волны — локально-неравновесной по-
правке [13, 32]. Другая компонента изменения сво-
бодной энергии Гиббса связана с диффузией через
зону фазового превращения [41], которая приводит
к дополнительной диссипации энергии Гиббса во
фронте затвердевания — так называемой SD (solute
drag) энергии [19,23,27,30,40], которая может замет-
но уменьшать скорость движения фронта фазового
превращения.
Основная цель данной работы — проанализиро-

вать поведение всех компонент изменения свободной
энергии Гиббса во фронте фазового превращения,
а именно, SD-энергии, энергии смешения и локаль-
но-неравновесной компоненты, которые существен-
но зависят от процесса разделения примеси вблизи
критической точки V = VD. В разд. 2 кратко рас-
смотрено влияние отклонения от локального равно-
весия на эффективные коэффициенты диффузии и
разделения примеси. В разд. 3 получены и проана-
лизированы зависимости компонент изменения сво-
бодной энергии Гиббса во фронте волны от скорос-
ти движения фронта и других параметров системы.
В разд. 4 проведено сравнение полученных резуль-
татов с имеющимися молекулярно-динамическими
(МД) расчетами и теорией ФКП. Краткие выво-
ды приведены в разд. 5. В Приложении представле-
на аналитическая зависимость температуры фронта
фазового превращения от скорости движения фрон-
та с учетом локально-неравновесных эффектов.

2. ЭФФЕКТИВНЫЕ
(ЛОКАЛЬНО-НЕРАВНОВЕСНЫЕ)
КОЭФФИЦИЕНТЫ ДИФФУЗИИ И

РАЗДЕЛЕНИЯ ПРИМЕСИ

2.1. Эффективный коэффициент диффузии

Квазистационарное (V = const) одномерное ре-
шение уравнения (1) приводит к эффективному ко-
эффициенту диффузии Deff растворенного в жид-
кой фазе компонента в виде [10–14]

Deff

D
=

{
1− V 2/V 2

D, V < VD,

0, V > VD.
(2)

Следует заметить, что зависимость Deff от ско-
рости V фронта затвердевания отражает влияние

локальной неравновесности. Это явление аналогич-
но пространственной и/или временной зависимости
эффективных коэффициентов в теории аномальной
диффузии [42, 43], которая трактует релаксацион-
ные процессы в терминах «старения» (aging) [42].
Уравнение (2) описывает резкий переход к бездиф-
фузионному затвердеванию Deff (V ) = 0 при V =

= VD вследствие локально-неравновесных эффек-
тов [8–14].

2.2. Эффективный коэффициент разделения
примеси

Разделение примеси в зоне затвердевания обыч-
но характеризуется коэффициентом разделения
примеси K, равным отношению ее концентраций в
твердой и жидкой фазах на границе раздела фаз
[1–3,10–15]. Явление увеличения коэффициента раз-
деления примеси с увеличением скорости фронта
затвердевания V известно как захват примеси, пол-
ное понимание которого требует знания функции
K(V ), зависящей от термодинамических и кине-
тических свойств системы. Наиболее современной
локально-равновесной моделью разделения приме-
си является модель, разработанная в работе [2] и
основанная на методе Монте-Карло. Эта модель
хорошо описывает экспериментальные результаты
при относительно невысоких скоростях движения
фронта V [10, 12].
Ранее в работе автора [12] было получено обоб-

щение модели работы [2] на локально-неравновес-
ный случай, когда скорость распространения кон-
центрационных возмущений имеет конечную вели-
чину. В этом случае эффективный коэффициент
разделения примеси KLNDM(V ) имеет вид [10, 12]

KLNDM(V ) =

{
K

1/[1+V β/(VD−V )]
E , V < VD,

1, V > VD,
(3)

где β = (VD − Vg)/Vg, Vg — характерная ско-
рость, при которой уравнение (3) дает среднее гео-
метрическое значение между равновесным значени-
ем KE и полным захватом примеси K = 1, т. е.
KLNDM (Vg) =

√
KE. На рис. 1 показаны зависи-

мости KLNDM от безразмерной скорости фронта
затвердевания V/VD при Vg = const и различных
значениях KE (рис. 1а) и KE = const и различ-
ных значениях Vg (рис. 1б). Резкий переход к пол-
ному захвату примеси, KLNDM = 1, предсказан-
ный уравнением (3) при конечном значении скоро-
сти V = VD, является следствием резкого перехода
к бездиффузионному затвердеванию, Deff (V ) = 0,
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Рис. 1. Локально-неравновесный KLNDM (уравнение (3) — сплошные кривые) и локально-равновесный K (штриховые
кривые) коэффициенты разделения примеси в зависимости от V/VD: а — при Vg/VD = 0.1 (β = 8) и различных значе-
ниях KE: 1 — 0.8; 2 — 0.5; 3 — 0.2; 4 — 0.01; б — при KE = 0.1 и различных значениях Vg/VD: 1 — 0.05 (β = 20); 2 —

0.1 (β = 8); 3 — 0.24 (β = 3.2); 4 — 0.5 (β = 1)

и носит чисто диффузионный характер. В диффу-
зионном режиме затвердевания, V < VD, функция
K(V ) зависит как от KE , так и от Vg: при фик-
сированном V эта функция увеличивается с рос-
том KE (см. рис. 1а) и уменьшается с увеличе-
нием Vg (см. рис. 1б). Разница между локально-
неравновесным коэффициентом разделения приме-
си и локально-равновесным увеличивается с рос-
том V и достигает своего максимального значения
ΔKmax = 1 − K

1/(1+β)
E при V = VD (см. рис. 1).

Чем меньше Vg, тем быстрее K(V ) отклоняется от
KE и достигает среднего геометрического значения√
KE (горизонтальная штрихпунктирная линия на

рис. 1б). Малое значение Vg означает, что захват
примеси более интенсивный при низких скоростях
фронта, однако полный захват примеси, K = 1, до-
стигается при V = VD независимо от Vg.

3. ИЗМЕНЕНИЕ СВОБОДНОЙ ЭНЕРГИИ
ГИББСА НА ПОВЕРХНОСТИ РАЗДЕЛА ФАЗ

3.1. Изменение компоненты смешения
свободной энергии Гиббса на поверхности

раздела фаз

Изменение свободной энергии Гиббса на поверх-
ности раздела фаз при затвердевании расплава мо-
жет быть представлено в виде

ΔG = ΔGeq +ΔGneq,

где ΔGeq — локально-равновесная часть, которая
может быть рассчитана на основе классической
неравновесной термодинамики, и ΔGneq — локаль-
но-неравновесная часть, которая возникает вслед-
ствие отклонения от локального равновесия при
высокой скорости движения фронта фазового пре-
вращения [13, 32]. Согласно известному выражению
Бэйкера и Кана (Baker and Cahn) локально равно-
весная часть изменения свободной энергии Гиббса
может быть представлена в виде (см., например, ра-
боты [40,41] и ссылки в них)

ΔGeq = CSΔμB + (1 − CS)ΔμA,

где C — концентрация компонента B (концентрация
компонента В меньше, чем концентрация компонен-
та А, т. е. В — примесь), μi — химический потенциал
компонента i (i = A, B), Δμi = μS

i (CS)−μL
i (CL), ин-

дексы «L» и «S» относятся соответственно к жид-
кой и твердой фазам. Равновесие на границе раз-
дела соответствует условию ΔμB = ΔμA = 0, ко-
торое означает ΔG = 0, в то время как в неравно-
весных условиях затвердевания движущая сила от-
рицательна. Химические потенциалы представимы
в виде законов Генри и Рауля:

μB = μ0
B +RT lnC, (4)

μA = μ0
A +RT ln(1− C), (5)
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Рис. 2. Изменение во фронте волны химического потенци-
ала смешения Δμmix

A /RTCS (уравнение (9)) (Δμmix
A > 0)

и Δμmix
B /RT (уравнение (10)) (Δμmix

B < 0) в зависимости
от V/VD при Vg/VD = 0.25 (β = 3) и различных значени-
ях KE: 1 — 0.1; 2 — 0.2. Штриховые кривые — локально-

равновесный предел

где μ0
i — стандартный химический потенциал ком-

понента i. Используя уравнения (4) и (5), величину
Δμi можем записать в виде

Δμi = Δμ0
i +Δμmix

i , (6)

где Δμ0
i = μ0S

i − μ0L
i — изменения стандартных ча-

стей химических потенциалов и

Δμmix
A = RT ln

1− CS

1− CL
, (7)

Δμmix
B = RT ln

CS

CL
(8)

— изменения частей смешения химических потенци-
алов.
В терминах коэффициента разделения примеси

K = CS/CL уравнения (7) и (8) принимают вид

Δμmix
A = RTCS(1−K)/K, (9)

Δμmix
B = RT lnK. (10)

Заметим, что при затвердевании Δμmix
B < 0, в то

время как Δμmix
A > 0, поскольку диффузионные по-

токи компонент разнонаправлены и CA + CB = 1.
Подставляя уравнение (3) в (9) и (10), получим
Δμmix

A и Δμmix
B как функции безразмерной скорости

фронта затвердевания V/VD, которые представлены
на рис. 2. Абсолютные значения Δμmix

A и Δμmix
B мо-

нотонно уменьшаются с увеличением V до нулевых
значений при V > VD, когда достигается полный
захват примеси (сплошные кривые на рис. 2). Со-
ответствующие локально-равновесные зависимости
стремятся к нулю только асимптотически при V →
→ ∞ (штриховые кривые на рис. 2).
Уравнение (6) дает возможность представить

ΔGeq в виде

ΔGeq = ΔG0 +ΔGmix, (11)

где

ΔG0 = CSΔμ0
B + (1− CS)Δμ0

A, (12)

ΔGmix = CSRT

(
lnK +

1−K

K

)
. (13)

Заметим, что величина ΔG0 не зависит от компо-
нент смешения, а зависит только от концентрации
примеси, которая проходит через зону затвердева-
ния и равна концентрации CS в твердой фазе, в
то время как величина ΔGmix включает в себя эф-
фекты смешения. Уравнение ΔG0 = 0 определя-
ет T0-кривую, которая является местом расположе-
ния точек температуры на фазовой диаграмме, при
которых свободные энергии жидкой и твердой фаз
равны. T0-кривая была введена в контексте бездиф-
фузионного затвердевания, когда атомы имеют до-
статочно времени для незначительного перемеще-
ния, чтобы присоединиться к другой фазе при про-
хождении фронта фазового превращения, но не име-
ют достаточного времени, чтобы диффундировать и
изменить концентрацию примеси в фазах.
На рис. 3 показана зависимость ΔGmix/CSRT от

V/VD, рассчитанная по уравнению (13). Как видно
из рисунка ΔGmix → 0, когда V → VD, посколь-
ку KLNDM → 1, что уменьшает диффузию примеси
в зоне затвердевания. В бездиффузионном режиме,
V > VD, эффекты смешения пренебрежимо малы
(ΔGmix = 0), в то время как локально-равновес-
ная теория предсказывает, что ΔGmix → 0 только
асимптотически при V → ∞ (штриховые кривые на
рис. 3). Если V > VD, то ΔG = ΔG0, что приводит
к линейной зависимости температуры T в зоне за-
твердевания от скорости V : T = T0−αV (детали см.
в Приложении).
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Рис. 3. Изменение во фронте волны свободной энергии
ΔGmix/CSRT (уравнение (13)) в зависимости от V/VD

при Vg/VD = 0.5 (β = 1) и различных значениях KE : 1 —
0.1; 2 — 0.2; 3 — 0.3. Штриховые кривые — локально-рав-

новесный предел

Таким образом, когда скорость границы разде-
ла фаз превышает критическое значение V = VD,
бинарный расплав затвердевает как чистый металл
с «эффективной температурой плавления» T0. Рост
KE уменьшает разделение примеси в зоне затвер-
девания (см. рис. 1б) и, следовательно, уменьшает
ΔGmix. Заметим, что изменение свободной энергии
смешения ΔGmix существенным образом зависит от
KE только при относительно небольшой скорости
волны затвердевания, а при V → VD оно не зави-
сит от KE вследствие перехода к бездиффузионно-
му затвердеванию. Подчеркнем, что «движущая си-
ла» фазового превращения меньше нуля, ΔG < 0, в
то время как ΔGmix>0. Это означает, что эффекты
смешения уменьшают величину движущей силы и
препятствуют продвижению фронта фазового пре-
вращения.

3.2. Локально-неравновесная часть
изменения свободной энергии Гиббса во

фронте фазового превращения

Согласно РНТ [7, 13], локально-неравновесное
уравнение Гиббса для бинарной системы имеет вид

T ds = du+ p dρ−1 − μ dC − τDaρ−2D−1J dJ, (14)

где s — локальная плотность энтропии, a = ∂μ/∂C,
μ = μB − μA, τD — время релаксации к локаль-
ному равновесию диффузионного потока J , ρ —
плотность, p — давление, u — локальная плотность
внутренней энергии. Локально-неравновесная часть

представлена последним членом в уравнении (14).
Интегрирование уравнения (14) позволяет получить
локально-неравновесные части энтропии и свобод-
ной энергии Гиббса в виде [13]

Sneq = −J2 τD
2Dρ2T

∂μ

∂C
, (15)

Gneq = J2 τD
2Dρ2

∂μ

∂C
. (16)

Из выражения (16) можно получить локально-
неравновесную часть изменения свободной энергии
Гиббса ΔGneq во фронте волны затвердевания в ви-
де

ΔGneq = J2
L

τD
2D

∂μL

∂C
− J2

S

τD
2DS

∂μS

∂CS
.

С учетом того, что JS � JL, это уравнение можно
упростить:

ΔGneq = J2
L

τD
2D

∂μL

∂C
. (17)

Баланс массы во фронте затвердевания дает

V (CL − CS) = JL − JS . (18)

Из (17) и (18) получим

ΔGneq =
1

2

(
V CS(1−K)

KVD

)2
∂μL

∂C
, (19)

где VD =
√
D/τ — характерная диффузионная ско-

рость. Итак, для идеального раствора уравнение
(19) дает [13]

ΔGneq =
RTCS

2

(1−K)2

K

(
V

VD

)2

. (20)

На рис. 4 представлена величина
ΔGneq/(RTCS/2), рассчитанная по уравнению
(20) как функция V/VD при различных значени-
ях KE . При малых скоростях фронта фазового
превращения отклонение от локального равно-
весия невелико и ΔGneq → 0 при V → 0. При
увеличении V локально-неравновесный член
ΔGneq сначала растет вследствие увеличения
отклонения от локального равновесия. Однако
при высоких скоростях фронта затвердевания
локально-неравновесные эффекты подавляют диф-
фузию примеси перед фронтом затвердевания, что
приводит к уменьшению диффузионного потока JL.
Это, в свою очередь, уменьшает ΔGneq ∝ J2

L (см.
(17)). Таким образом, величина ΔGneq(V ) достигает
максимального значения, а затем убывает до нуля

543



С. Л. Соболев ЖЭТФ, том 151, вып. 3, 2017

0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.10

0.12

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

V/VD

�G RT
neq/( /2)CS

Рис. 4. Локально-неравновесная часть движущей силы за-
твердевания ΔGneq/(RTCS/2) (уравнение (20)) в зависи-
мости от V/VD при Vg/VD = 0.17 (β = 5) и KE = 0.01

(сплошная кривая), 0.03 (пунктирная), 0.05 (штрихпунк-
тирная), 0.1 (штриховая)

при V = VD вследствие перехода к бездиффузион-
ному режиму затвердевания с JL = 0. Величина
максимума ΔGneq(V ) растет с уменьшением KE

(см. рис. 4) благодаря увеличению разделения при-
меси во фронте волны. Изменение Vg сказывается
на величине максимума ΔGneq , но не изменяет
значение скорости V , при которой этот максимум
достигается.

3.3. Изменение SD-энергии во фронте
фазового превращения

Локально-равновесная часть изменения свобод-
ной энергии Гиббса ΔGeq может быть представлена
в виде

ΔGeq = ΔGC +ΔGD, (21)

где ΔGC = CLΔμB + (1 − CL)ΔμA — так называ-
емая энергия кристаллизации [40], которая может
рассматриваться как движущая сила для перемеще-
ния фронта кристаллизации, в то время как

ΔGD = (CS − CL)(ΔμB −ΔμA) (22)

— диссипация свободной энергии Гиббса, затрачен-
ная на изменение состава фаз с CL на CS при пере-
ходе атомов A и B через границу раздела фаз. Ве-
личина ΔGD уменьшает суммарную эффективную
свободную энергию, расходуемую на продвижения
фронта затвердевания, которая выражается остат-
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Рис. 5. Изменение SD-энергии во фронте волны,
−ΔGD/RTCS (уравнение (24)), в зависимости от V/VD

при Vg/VD = 0.25 (β = 3) и различных значениях KE :
1 — 0.1; 2 — 0.15; 3 — 0.2; 4 — 0.3. Штриховые кривые —

локально-равновесный предел

ком ΔGC + ΔGneq . Подставляя выражения (6), (9)
и (10) в (22), получим

ΔGD = CS

(
1− 1

K

)
(Δμ0

B −Δμ0
A)+

+ CSRT

(
1− 1

K

)(
lnK − CS

1−K

K

)
. (23)

Для разбавленного раствора уравнение (23) прини-
мает вид [40]

ΔGD = −CSRT
1−K

K
ln

K

KE
. (24)

На рис. 5 представлена величина −ΔGD/RTCS,
рассчитанная по уравнению (24), как функция V/VD

при различных значениях KE и постоянном значе-
нии Vg. Сначала величина ΔGD растет пропорцио-
нально скорости фронта затвердевания. Однако при
больших скоростях диффузия и разделение примеси
в зоне затвердевания уменьшаются, что означает за-
медление и остановку первоначального увеличения
ΔGD. Таким образом, ΔGD проходит через макси-
мум при увеличении V и начинает уменьшаться при
дальнейшем увеличении V , достигая в критической
точке V = VD нулевого значения ΔGD = 0 вслед-
ствие резкого перехода к бездиффузионному (см.
(2)) и безразделительному (см. (3)) затвердеванию
при V ≥ VD. Локально-равновесная теория предска-
зывает, что ΔGD → 0 только асимптотически при
V → ∞ (штриховые линии на рис. 5). Величина мак-
симального значения ΔGD(V ) существенно умень-
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Рис. 6. Изменение SD-энергии во фронте волны,
−ΔGD/RTCS (уравнение (24)), в зависимости от V/VD

при KE = 0.1 и различных значениях Vg: Vg/VD = 0.06

(β = 15) — кривая 1; Vg/VD = 0.25 (β = 3) — кривая 2;
Vg/VD = 0.5 (β = 1) — кривая 3. Штриховые кривые —

локально-равновесный предел

шается с ростом KE вследствие уменьшения разде-
ления примеси в зоне затвердевания и, следователь-
но, уменьшения диффузии через зону раздела фаз.
Однако резкий переход к ΔGD = 0 происходит при
V = VD независимо от KE (сплошные кривые на
рис. 5) вследствие резкого перехода к бездиффузи-
онному затвердеванию, Deff (V ) = 0 при V ≥ VD

(см. (2)).
На рис. 6 представлено изменение энергии

−ΔGD/RTCS, рассчитанное по уравнению (24),
как функция V/VD при различных значениях Vg

и постоянном значении KE = 0.1. Максимальное
значение ΔGD зависит от Vg очень слабо, в то время
как значение скорости фронта затвердевания, при
котором этот максимум достигается, увеличивается
с ростом Vg (см. вертикальные штриховые линии
на рис. 6).

4. ОБСУЖДЕНИЕ И СРАВНЕНИЕ
РЕЗУЛЬТАТОВ С МД- И ФКП-РАСЧЕТАМИ

Локально-неравновесные эффекты приводят к
резкому переходу от относительно медленного диф-
фузионного режима с разделением примеси на гра-
нице раздела фаз при V < VD к относительно
быстрому бездиффузионному режиму затвердева-
ния с Deff (V ) = 0 (уравнение (2)) с полным захва-
том примеси KLNDM (V ) = 1 (уравнение (3)) при
V > VD. Модель работы [2] описывает бездиффу-

зионный рост в терминах перехода от независимой
кристаллизации каждого компонента вблизи равно-
весия, которая определяется разностью индивиду-
альных химических потенциалов фаз, к коопера-
тивному росту вдали от равновесия, который опре-
деляется разностью свободных энергий фаз. Мо-
дель работы [4] предсказывает переход от «мед-
ленного» или «диффузионного» роста при малой
движущей силе кристаллизации к «быстрому» без-
диффузионному росту при большой движущей си-
ле кристаллизации для коллоидных систем. Одна-
ко эти модели предсказывают такой переход к без-
диффузионному затвердеванию только асимптоти-
чески при V → 0. Аналогично, модель фазового
поля [3] и модель непрерывного роста [40] предска-
зывают, что K → 1 также только при V → ∞.
ЛНДМ [10–14] предсказывает, что переход к без-
диффузионному и безразделительному затвердева-
нию происходит при конечной скорости движения
фронта в соответствии с экспериментальными дан-
ными по затвердеванию сплавов Ti–Ni [37] и сплавов
Si–As [38]. Более поздние эксперименты по затвер-
деванию сплавов Al–Mg показали, что существует
переход от эвтектического затвердевания к затвер-
деванию пересыщенных твердых растворов вслед-
ствие перехода к бездиффузионному затвердеванию
также при конечной скорости фронта [39]. В допол-
нение к экспериментальным результатам, МД-рас-
четы [33,34] показали безразделительный рост в си-
стемах с потенциалом Ленарда-Джонса при конеч-
ной скорости фронта затвердевания 4 м/с. Авто-
ры работ [33, 34] отметили также, что этот резуль-
тат не может быть объяснен в рамках локально-
равновесной теории. Недавние МД-расчеты [36] так-
же продемонстрировали, что полный захват приме-
си происходит при конечной скорости фронта за-
твердевания. Авторы работы [36] моделировали си-
стемы Ленарда-Джонса и Cu–Ni и показали, что
ЛНДМ хорошо описывает их МД-данные, в то вре-
мя как локально-равновесная модель работы [40]
дает сильное расхождение при больших скоростях
фронта, когда K(V ) → 1.
Следует подчеркнуть, что результаты работ [36]

и [33,34] подтверждают полный захват примеси при
конечной скорости фронта на основе МД-вычисле-
ний на атомарном уровне, что, в дополнение к экспе-
риментальным результатам, доказывает необходи-
мость второй производной по времени в динамичес-
ких уравнениях при континуальном описании высо-
коскоростного затвердевания бинарных расплавов.
Модель ФКП [19], так же как и ЛНДМ [8–14],

вводит эффективный коэффициент диффузии, ко-
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торый, в соответствии с уравнением (2), уменьшает-
ся до нуля при увеличении скорости фронта фазово-
го превращения V . Более того, ФКП-модель показы-
вает, что скорость, при которой происходит полный
захват примеси, обратно пропорциональна времени
релаксации τD, что соответствует характерной диф-
фузионной скорости VD =

√
D/τD, введенной ранее

в ЛНДМ [8–14]. Однако авторы работы [19] пред-
сказали также, что эта скорость зависит от началь-
ной концентрации раствора и уменьшается с ростом
KE , и предположили, что меньшая движущая сила
необходима для достижения полного захвата при-
меси при уменьшающемся скачке концентрации на
границе раздела фаз.
Следует заметить, что характерная диффузион-

ная скорость в ЛНДМ, VD, при которой происходит
полный захват примеси, является чисто диффузион-
ным параметром и не зависит от кинетики разделе-
ния примеси во фронте волны, т. е. не зависит отKE .
Тем не менее в нашей модели скорость фронта V mid,
являющаяся скоростью при которойK(V ) принима-
ет среднее значение между KE и полным захватом
примеси, K = 1, т. е. K(Vmid) = (KE + 1)/2, умень-
шается с ростом KE . Дело в том, что авторы ра-
бот [18, 19] использовали для своих расчетов значе-
ние KE = 0.97, которое незначительно отличается
от коэффициента полного захвата примеси K = 1.
В этом случае кривая K(V ) лежит очень близко к
K ≡ 1 и незначительные неточности в вычислении
кривой K(V ) могут приводить к трудности опреде-
ления скоростей фронта фазового превращения, при
которых происходит переход к полному и среднему
захвату примеси. Это расхождение может быть лег-
ко прояснено при ФКП-моделировании с меньшими
значениями KE. Что касается зависимости скоро-
сти полного захвата примеси от начальной концен-
трации, такая зависимость может быть существен-
на для концентрированных растворов, в то время
как для разбавленных растворов, рассматриваемых
в данной работе, VD не зависит от концентрации.
Недавние МД-расчеты [36] показали, что

SD-энергия может иметь существенную вели-
чину только при очень малых скоростях роста,
когда имеется заметное разделение примеси в
зоне затвердевания, в то время как при больших
скоростях, когда затвердевание практически без-
разделительное, SD-энергия пренебрежимо мала.
Это соответствует представленной нами модели,
которая предсказывает максимум кривой ΔGD(V )

при V < VD и стремление SD-энергии к нулю
при V → VD, а также ΔGD ≡ 0 при V ≥ VD

(сплошные кривые на рис. 5 и 6). Аналогичное

поведение кривой ΔGD(V ) предсказывается и
ФКП-моделью [19].
При увеличении KE значение максимума кривой

ΔGD(V ) уменьшается благодаря уменьшению диф-
фузии растворенного компонента через границу раз-
дела фаз, в то время как значение ΔGD = 0 дости-
гается при V = VD независимо от KE (см. рис. 5).
Модель ФКП [19] также предсказывает, что ΔGD

уменьшается при увеличении KE, но это объясня-
ется уменьшением скорости полного захвата приме-
си. Как это обсуждалось выше, скорость VD полного
захвата примеси не зависит от KE , в то время как
V mid действительно уменьшается с ростом KE. Та-
ким образом, исчезновение SD-энергии, т. е. ΔGD =

= 0, происходит при V = VD вследствие перехода
к бездиффузионному и безразделительному режи-
му (см. уравнения (2) и (3)) независимо от KE и
других кинетических параметров.

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Компоненты изменения свободной энергии Гибб-
са в зоне фазового превращения, связанные с рас-
пределением примеси, в частности, SD-энергия, иг-
рают наиболее важную роль при относительно
невысоких скоростях V < VD, где VD — характер-
ная диффузионная скорость, когда процесс затвер-
девания происходит в диффузионном режиме. В
этом режиме компоненты смешения свободной энер-
гии Гиббса (ΔGmix, ΔGD, ΔGneq), скорость фрон-
та затвердевания, при которой достигается средний
коэффициент разделения примеси (V mid), а так-
же эффективный коэффициент разделения приме-
си (KLNDM ) существенно зависят от равновесно-
го коэффициента разделения примеси (KE). Ког-
да V → VD, компоненты смешения, в частности
SD-энергия, резко уменьшаются и достигают ну-
левых значений при V ≥ VD независимо от ки-
нетических параметров. Такой переход к безразде-
лительному затвердеванию с SD-энергией, равной
нулю, является следствием перехода к бездиффу-
зионному затвердеванию, вызванному локально-не-
равновесными эффектами. Отклонение от локаль-
ного равновесия приводит к аномальной диффузии
в объеме жидкой фазы перед зоной раздела фаз,
движущейся с высокой скоростью. Скорость движе-
ния фронта затвердевания, при которой происходит
переход к бездиффузионному и безразделительно-
му затвердеванию, VD, является чисто диффузион-
ным параметром, не зависящим от кинетики процес-
са разделения примеси на границе раздела фаз.
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Модель представлена для процессов затвер-
девания бинарных расплавов, но может быть
использована и для других типов фазовых превра-
щений, таких как твердофазные превращения [10],
затвердевание коллоидных систем [4, 10, 14, 44], а
также для процессов тепломассопереноса в крио-
биологии [45].

Исследование выполнено при финансовой под-
держке РФФИ (проект №16-58-53042).

ПРИЛОЖЕНИЕ

Температура границы раздела фаз

Для разбавленных растворов уравнение (7) дает

ΔμA/RT = Ceq
S + CL − CS − Ceq

L .

Принимая во внимание, что Ceq
L = (T − TA)/m и

Ceq
S = (T − TA)KE/m, где m < 0 — равновесный на-
клон линии ликвидуса, T — температура границы
раздела фаз, TA — температура плавления компо-
нента А, величина ΔμA может быть представлена в
виде

ΔμA

RT
=

(TA − T )(1−KE)

m
+ CS

1−K

K
. (A.1)

Подставляя в уравнение (A.1) выражение для
равновесного наклона линии ликвидуса RT 2

A/L =

= m/(KE − 1), получим уравнение для ΔμA в
виде

ΔμA

RT
=

L

RT 2
A
(T − TA) + CS

1−K

K
. (A.2)

Используя (A.2), получим выражение для ΔG:

ΔG = (1− CS)
L

RTA
(T − TA)+

+ CSRTA

(
lnK

KE
+ (1− CS)

1−K

K

)
. (A.3)

Первый член в правой части уравнения (A.3) яв-
ляется изменением свободной энергии чистого ком-
понента А, в то время как второй член — измене-
ние свободной энергии вследствие присутствия рас-
творенного компонента В. Из кинетического закона
при относительно небольших переохлаждениях сле-
дует, что ΔG/RT = −V/V0. Исключая ΔG из по-
следних двух уравнений и принимая во внимание,
что CS � 1, получим выражение для температуры
межфазной границы:

T = TA − CSRT 2
A

L

(
lnK

KE
+

1−K

K

)
− αV, (A.4)

V V/ D

0

0.75

0.78

0.5 1.51.0

VD V2V1

I II

T T/ A

T Ti/ A

T T0 A/

T T0 A
*/

Рис. 7. Безразмерная температура границы раздела фаз
T/TA (уравнение (A.5)) в зависимости от V/VD при KE =

= 0.3, β = 5, α = 0.035. Области I и II соответствуют
режимам затвердевания диффузионно-контролируемому и

без диффузии

где α = RT 2
A/LV0. С учетом того, что T0 − TA =

= CS(RT 2
A/L) lnKE, уравнение (A.4) может быть

представлено в терминах T0-температуры:

T = T0 − CSRT 2
A

L

(
lnK +

1−K

K

)
− αV. (A.5)

На рис. 7 показана зависимость безразмерной
температуры T/TA (уравнение (A.5)) от безразмер-
ной скорости V/VD волны затвердевания. При V =

= VD достигается переход к бездиффузионному и
безразделительному режиму с K = 1, температура
которого, как следует из (A.5), равна

T ∗
0 = T0 − αVD. (A.6)

Температура T ∗
0 перехода к полному захвату при-

меси меньше T0 на величину кинетического пере-
охлаждения ΔT = αVD в точке перехода V = VD

(см. рис. 7). Когда V > VD, величина K ≡ 1 и
температура границы раздела фаз уменьшается ли-
нейно со скоростью V , как T = T0 − αV . В этом
случае расплав затвердевает в безразделительном
режиме и ведет себя как чистый металл с эффек-
тивной температурой плавления T0 (см. наклонную
штриховую линию на рис. 7). Из рис. 7 видно, что
кривая T (V ) проходит через максимум. Это означа-
ет, что при заданной температуре границы раздела
фаз, Ti (штрихпунктирная линия на рис. 7) могут
быть реализованы два квазистационарных режима
со скоростями V1 и V2. Режим с меньшей скоростью
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V1 соответствует диффузионному затвердеванию с
разделением примеси в зоне фазового превращения
(K < 1) и пиком распределения концентрации вбли-
зи зоны затвердевания, что означает существенную
диссипацию свободой энергии во фронте волны. При
Ti > T ∗

0 выполняется неравенство V2 < VD и вто-
рое решение также соответствует диффузионному
режиму. Если Ti < T ∗

0 , то V2 > VD и этот режим
протекает бездиффузионно и безразделительно (см.
рис. 7). В этом случае диссипация энергии в зоне
затвердевания вследствие диффузии через нее рас-
творенного компонента отсутствует и все измене-
ние свободной энергии во фронте волны расходуется
на продвижение волны фазового превращения, что
приводит к более высокому значению скорости дви-
жения фронта. Возможность реализации того или
иного режима (V1 или V2) зависит от начальных и
граничных условий конкретного эксперимента. Ана-
лиз устойчивости данных режимов требует отдель-
ного рассмотрения.
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