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Реализовано моделирование резонансного СВЧ-нагрева плазмы в крупномасштабной прямой ловушке,
учитывающее все основные волновые эффекты при распространении коротковолновых волновых пуч-
ков — дифракцию, дисперсию и аберрации, в рамках последовательного квазиоптического приближения
уравнений Максвелла. Развито обобщение квазиоптического метода на случай неоднородных сред с дис-
персией поглощения, получена новая форма квазиоптического уравнения, найден эффективный метод
численного интегрирования, проведена верификация результатов моделирования на примере установки
ГДЛ (Новосибирск).
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1. ВВЕДЕНИЕ

Поглощение электромагнитных волн в услови-
ях электронного циклотронного (ЭЦ) резонанса ши-
роко используется для нагрева высокотемператур-
ной плазмы в тороидальных магнитных ловушках
(токамаках и стеллараторах). Однако применение
этого метода в открытых магнитных ловушках до
недавнего времени было ограничено либо относи-
тельно компактными лабораторными установками
[1–6], либо задачами МГД-стабилизации плазмы до-
статочно низкой плотности [7–9]. Единственное ис-
ключение – это проведенная в конце 1980-х гг. се-
рия экспериментов на установке TMX-U в Ливермо-
ре (США), в которой ЭЦ-нагрев позволил достичь
наибольшей на тот момент температуры электро-
нов 280 эВ [10]. Вместе с тем прямой нагрев именно
электронной компоненты в условиях ЭЦ-резонанса
(ЭЦР) обеспечил достижение рекордных парамет-
ров плазмы на крупномасштабном плазменном стен-
де ГДЛ (газодинамическая ловушка) в Институте
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ядерной физики им. Г. И. Будкера [11]. Успешный
эксперимент по комбинированному нагреву плазмы
нейтральными пучками и СВЧ-излучением на уста-
новке ГДЛ отражен в работах [12–14]. В результа-
те этих исследований впервые была достаточно убе-
дительно продемонстрирована перспективность ис-
пользования магнитных ловушек открытого типа с
осесимметричной конфигурацией в качестве мощ-
ных нейтронных источников для термоядерных при-
ложений [15].

Реализация эффективного ЭЦ-нагрева плотной
плазмы в достаточно большой открытой ловуш-
ке требует пересмотра сложившихся представлений
как о физике циклотронного взаимодействия, так и
о последующем транспорте энергии и стабилизации
плазменного шнура, поскольку ни одна из использу-
емых на практике схем нагрева тороидальной плаз-
мы в этом случае неприменима [16]. Важную роль
при этом играют методы моделирования распро-
странения и поглощения электромагнитных волн в
неоднородной плазме ловушки. До недавнего вре-
мени такое моделирование проводилось исключи-
тельно в рамках приближения геометрической опти-
ки методом трассировки лучей. В частности, имен-
но таким способом была обоснована основная схе-
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ма ЭЦ-нагрева, используемая в ГДЛ [16–18]. В этой
схеме возникают области отражения и поглощения
волн, в которых среда перестает быть плавнонеодно-
родной, поэтому детальное понимание физики про-
исходящих процессов требует выхода за рамки гео-
метрооптического приближения.

Основные эффекты, приводящие к нарушению
приближения геометрической оптики — это про-
странственная дисперсия в сильно неоднородной
области резонансного поглощения, дифракционное
расплывание волнового пучка и формирование кау-
стик в окрестности точек полного внутреннего отра-
жения. Прямой учет этих эффектов в рамках пол-
ной системы уравнений Максвелла сложен, в част-
ности, из-за малой длины волны излучения по срав-
нению с размерами установки. Хорошей альтернати-
вой этому подходу является последовательный ква-
зиоптический подход, основанный на асимптотиче-
ском разложении уравнений Максвелла в парак-
сиальном приближении в окрестности выделенной
ВКБ-моды [19,20].

В настоящей работе квазиоптический метод при-
меняется для описания распространения волновых
пучков в высокотемпературной плазме в отрытой
магнитной ловушке. За основу взята теория, раз-
витая нами для тороидальных магнитных ловушек
[21,22]. Однако специфика СВЧ-нагрева в современ-
ных прямых ловушках потребовала существенной
модификации квазиоптической теории, связанной с
более аккуратным описанием эффектов простран-
ственной дисперсии в области резонансной диссипа-
ции волн. Физика этого отличия обусловлена тем,
что в прямой ловушке магнитное поле в основном
меняется вдоль своего направления, а в тороидаль-
ной — поперек. Поэтому приближения и численные
приемы, которые хорошо проявили себя при модели-
ровании распространения волн в тороидальной ло-
вушке, оказались неприменимы в случае прямой ло-
вушки. Это потребовало создания новой теоретиче-
ской модели и существенной модификации числен-
ных алгоритмов, что привело в итоге к созданию
абсолютно нового кода.

В статье мы сосредоточимся только на электро-
динамической составляющей проблемы, считая сре-
ду, в которой распространяются волны, известной —
это максвелловская плазма с заданными распреде-
лениями концентрации и температуры электронов.
При этом мы не учитываем возможное при интен-
сивном СВЧ-нагреве отклонение функции распреде-
ления электронов по скоростям от максвелловского
распределения. Этот подход оправдан тем обстоя-
тельством, что в интересующем нас случае нагрева

достаточно плотной плазмы энергия вкладывается в
тепловую компоненту, для которой кулоновское вза-
имодействие эффективно поддерживает локально-
равновесное распределение1). Так, например, для
установки ГДЛ методом лазерного рассеяния были
проведены прямые измерения функции распределе-
ния электронов сразу после ЭЦР-нагрева, которые
показали, что распределение электронов близко к
максвелловскому [11,13, 14].

Статья построена следующим образом. В разд. 2
получены основные уравнения квазиоптического
приближения и условия их применимости. В разд. 3
описан метод решения эволюционного квазиопти-
ческого уравнения с учетом особенностей плазмы
прямых ловушек. В разд. 4 приведены некоторые
модельные примеры, качественно иллюстрирующие
особенности излагаемого метода. В разд. 5 в яв-
ном виде формулируется квазиоптический эволю-
ционный оператор для электромагнитного поля в
открытой ловушке. В разд. 6 обсуждаются пер-
вые результаты численного моделирования перспек-
тивных сценариев ЭЦ-нагрева плазмы на установке
ГДЛ. В Заключении сформулированы основные ре-
зультаты.

2. КВАЗИОПТИЧЕСКОЕ УРАВНЕНИЕ

Строгий вывод квазиоптических уравнений от-
носительно сложен [19,26]. Ниже мы приведем лишь
основные шаги этого вывода. Начнем с уравнений
Максвелла для процессов exp(−iωt), записанных в
операторной форме:

L̂ij [Ej(r)] = 0, L̂ij ≡ δij k̂
2 − k̂ik̂j − k20 ε̂ij , (1)

1) Кинетические эффекты, связанные с модификацией
функции распределения резонансных электронов, проявля-
ются при нагреве более разреженной плазмы, например, на
японской установке GAMMA-10 [9] или даже на установ-
ке ГДЛ на стадии ЭЦР-пробоя [23]. Традиционно такие эф-
фекты описываются в рамках баунс-усредненного кинетичес-
кого уравнения с оператором типа Фоккера –Планка, учи-
тывающего совместное действие кулоновских соударений и
СВЧ-поля в квазилинейном приближении [24]. При этом для
описания распределения СВЧ-поля в разреженной плазме
обычно достаточно геометрооптического приближения с ко-
эффициентом поглощения, отвечающим возмущенной функ-
ции распределения электронов. Обобщение указанного под-
хода на случай плотной плазмы сводится к замене геометро-
оптического приближения квазиоптическим. Однако постро-
ение квазиоптического отклика среды, отвечающего немакс-
велловской функции распределения, нетривиально, посколь-
ку поглощение в плотной плазме не может быть рассчитано
в рамках стандартной теории возмущений [25]. Эта задача
выходит за рамки настоящей работы.
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где оператор L̂ij [Ej(r)] действует на j-ю декартову
компоненту Ej(r) вектора электрического поля (да-
лее всюду «^[. . . ]» обозначает оператор, действую-
щий на функцию в квадратных скобках), k0 = ω/c—
вакуумное волновое число. В уравнении (1) опера-
тор k̂ = −i∇ определяется как оператор дифферен-
цирования в координатном пространстве (в квази-
оптической теории этот оператор часто называют
оператором импульса), а ε̂ij — это оператор, полу-
ченный из тензора диэлектрической проницаемости
εij(r,k) путем формальной замены волнового век-
тора k на оператор k̂ и симметризации полученного
выражения. Этот переход наиболее удобно выразить
через интеграл Фурье:

ε̂ij [Ej(r)] =

∫
εij(r,k

′) + εij(r
′,k′)

2
×

× eik
′·(r−r′)Ej(r

′)
dr′dk′

(2π)3
.

Подробнее эта процедура описана в разд. 3.
В плавнонеоднородной среде приближенное ре-

шение уравнений Максвелла естественно искать в
виде квазиоптического пучка, отвечающего задан-
ной волновой моде. Для этого определим вектор по-
ляризации e интересующей нас геометрооптической
моды как решение уравнения Lijej = 0 в локально-
однородной среде. Далее, используя ту же технику,
что и при переходе εij → ε̂ij , вектору поляризации
e(r,k) можно сопоставить оператор ê(r, k̂). Тогда
приближенное решение уравнения (1) можно искать
в виде

Ej(r) = êj(r, k̂)[U(r)].

Здесь оператор вектора поляризации «действует»
на скалярную амплитуду волнового пучка U(r).
Уравнение для скалярной амплитуды U принимает
вид

Ĥ(r, k̂)[U(r)] = 0, Ĥ ≡ ê∗i L̂ij êj. (2)

Следующим шагом следует выбрать криволиней-
ную систему координат, связанную с опорным лу-
чом, вдоль которого параметры волнового пучка ме-
няются медленно. При построении квазиоптической
теории для тороидальных магнитных ловушек в ка-
честве опорного луча выбирается центральный гео-
метрооптический луч [20, 21]. Однако опорный луч
не привязан к распределению поля в волновом пучке
и в общем случае может быть выбран произвольно.
Для квазиоптического моделирования ЭЦ-нагрева
плазмы в прямой ловушке опорный луч более есте-
ственно направить вдоль оси системы. Такой выбор
опорного направления вместо геометрооптического

луча вызван рядом причин. Во-первых, геометрооп-
тические лучи сильно искривляются внутри плаз-
менного шнура, что приводит к формальному на-
рушению однозначности в сопровождающей криво-
линейной системе координат при ширине волнового
пучка, большей радиуса кривизны луча. Во-вторых,
при нагреве плазмы в прямых магнитных ловуш-
ках возможен «захват» излучения плотной плазмой,
соответствующий полному внутреннему отражению
на периферии плазменного шнура. В окрестности
точки отражения имеет место сильное разбегание
геометрооптических лучей и, соответственно, уши-
рение волнового пучка, что может привести к по-
явлению «отражения» в сопутствующей системе ко-
ординат, которое не описывается квазиоптическими
уравнениями. Указанных трудностей можно избе-
жать при использовании опорного луча, направлен-
ного вдоль оси ловушки.

Введем систему координат и канонически сопря-
женных импульсов:

r ≡ (x, z), k̂ ≡ (q̂, k̂z), (3)

где z — координата вдоль оси ловушки, x = r⊥ —
совокупность двух декартовых координат поперек
оси ловушки, q̂ = −i∇⊥ и k̂z = −i∂/∂z. Полагая из-
менение параметров пучка плавным вдоль опорного
луча, мы можем представить скалярную амплитуду
U в виде

U = ũ(r) exp

(
i

∫
κ dz

)
,

где ũ — комплексная огибающая волнового пучка,
функция κ(z) задает зависимость «несущей фазы»
волнового поля вдоль оси системы. Подставляя по-
ле в таком виде в (2), получаем уравнение для ком-
плексной огибающей ũ [19–21]:

Ĥ
(
r, k̂+ κ(z)z0

)
[ũ(z,x)] = 0. (4)

Заметим, что, в отличие от геометрической оптики,
у нас имеется определенная свобода в выборе κ(z),
связанная с конечным поперечным размером пуч-
ка. При численной реализации излагаемого в данной
работе подхода оказалось, что эту величину удобно
находить как решение локального дисперсионного
уравнения

ReH (r̃, q̃(z) + κ(z)z0) = 0, r̃ = (z, x̃), (5)

где ReH(r,k) — обычный геометрооптический га-
мильтониан, x̃ и q̃ — координата и волновой вектор,
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отвечающие соответственно центрам масс пучка и
его спектра в заданном поперечном сечении z,

x̃ =

∫
x|u(x, z)|2dx∫
|u(x, z)|2dx

, q̃ =

∫
q

∣∣∣∣
∫

u(x, z)eiq·xdx
∣∣∣∣
2

dq

(2π)2
∫

|u(x, z)|2dx
.

Полагая, что огибающая ũ плавно зависит от
продольной координаты |∂ũ/∂z| � κ|ũ|, разложим
уравнение (4) до первого порядка по степеням k̂z
(или, что то же самое, по степеням ∂ũ/∂z):

Ĥ[ũ] ≈ Ĥ0[ũ]− i
∂Ĥ0

∂κ

[
∂ũ

∂z

]
− i

2

∂2Ĥ0

∂κ ∂z
[ũ] = 0, (6)

где
Ĥ0 = Ĥ(r,−i∇⊥ + κ(z)z0)

— укороченный оператор, в котором отсутствуют
производные по эволюционной координате z. По-
следнее слагаемое в уравнении (6) в пределе геомет-
рической оптики дает предэкспоненциальный мно-
житель, ответственный за изменение амплитуды из-
за группового замедления волны. Выполняя фор-
мальную замену2)

ũ =

(
k0

∂Ĥ0

∂κ

)−1/2

[u], Ĥ = −
(
k0

∂Ĥ0

∂κ

)−1

Ĥ0,

получаем более простое уравнение, описывающее
эволюцию скалярной амплитуды волнового пучка u

вдоль оси z,
∂u

∂z
= ik0Ĥ [u]. (7)

Заметим, что, за исключением ряда специальных
случаев, оператор ∂Ĥ0/∂κ можно считать локаль-
ным, т. е. не содержащим производных по попереч-
ным координатам при условии, что среда является
плавнонеоднородной на масштабе длины волны из-
лучения.

Если сопоставить левую и правую части урав-
нения (7), то становится ясным физический смысл
нового гамильтониана Ĥ — это оператор продольно-
го волнового числа, выраженный через поперечные
производные. Символически это можно представить
(с учетом вычитания несущей гармоники) как

k0Ĥ = k̂z(r,−i∇⊥)− κ(z) . (8)

Ниже мы покажем, что квазиоптический оператор
в такой форме можно построить по решению алгеб-
раического дисперсионного уравнения kz(r,k⊥) для

2) Здесь оператор B̂ = Â−1/2 определяется как решение
операторного уравнения Â∂B̂/∂z + (1/2)∂Â/∂zB̂ = 0.

рассматриваемой моды в локально-однородной сре-
де, заданной параметрами, отвечающими точке r.

Поскольку в правой части получившегося урав-
нения сохранены производные по поперечным коор-
динатам, входящие в исходные уравнения Максвел-
ла, можно утверждать, что данное уравнение после-
довательно описывает основные волновые эффек-
ты в параксиальном приближении |∂u/∂z| � κ|u|,
включая дифракцию, пространственную дисперсию
и диссипацию, если они присутствуют в среде. При
этом на неоднородность в поперечном направлении
не накладывается никаких дополнительных ограни-
чений, кроме ограничений используемой численной
схемы. Это оказывается важным при моделирова-
нии резонансного СВЧ-нагрева в магнитных ловуш-
ках, где сильная неоднородность поглощения может
влиять на распространение волн. В ряде частных
случаев для уравнения (7) удается построить авто-
модельные решения в виде обобщенных гауссовых
пучков [27,28] (см. также разд. 4). Однако, в отличие
от случая токамаков, для прямой ловушки с плот-
ной плазмой такие решения плохо применимы, по-
этому мы развиваем метод прямого численного ин-
тегрирования квазиоптического уравнения. В этом
смысле мы рассматриваем задачу эволюции волно-
вого пучка с учетом его аберраций. Все указанные
эффекты, естественно, не могут быть учтены в рам-
ках геометрической оптики.

В дальнейшем мы будем использовать разложе-
ние линейного оператора Ĥ на эрмитову и антиэр-
митову части:

Ĥ = ĤH + iĤA, (9)

где ĤH ≡ (Ĥ + Ĥ†)/2 и ĤA ≡ (Ĥ − Ĥ†)/2i — эрми-
товы операторы в смысле стандартного скалярного
произведения

∫
a∗b dx.

Можно показать, что в рамках сделанных при-
ближений величина

Π =

∫
|u(x, z)|2 dx (10)

с точностью до размерного коэффициента совпадает
с полным потоком энергии в волновом пучке. Опре-
делим плотность поглощенной мощности как

P = −∂Π

∂z
= −

∫ (
u∗ ∂u

∂z
+ u

∂u∗

∂z

)
dx.

Используя квазиоптическое уравнение (7), эту вели-
чину можно представить в виде

P = 2k0

∫
Re(u∗ĤA[u])dx. (11)
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Как и ожидалось, антиэрмитова часть эволюцион-
ного оператора iĤA ответственна за диссипацию
или усиление волнового поля. В частности, в бездис-
сипативной среде, описываемой эрмитовым эволю-
ционным оператором, поток энергии Π сохраняется
в силу уравнения (7). Полная мощность потерь опре-
деляется интегралом

∫ P dz по всему объему, заня-
тому пучком.

При СВЧ-нагреве плазмы в магнитной ловуш-
ке вкладываемая мощность быстро перераспределя-
ется по магнитным поверхностям. Поэтому важной
количественной характеристикой является одномер-
ное распределение мощности по магнитным поверх-
ностям:

P (ρ) =
2k0
l(ρ)

∫
Re(u∗ĤA[u])δ(ρ−ρ(x, z)) dx dz, (12)

где ρ имеет смысл метки магнитной поверхности,
определяемой уравнением ρ(x, z) = ρ,

l(ρ) =

∫
δ(ρ− ρ(x, z0)) dx

— эффективный периметр магнитной поверхности
в сечении z = z0 (для аксиально-симметричной маг-
нитной конфигурации l = 2πρ). В работе [29] при-
веденный способ вычисления профиля поглощае-
мой мощности сравнивался с двумя другими рас-
пространенными методами — методом геометричес-
кой оптики и методом Переверзева, основанным на
безаберрационном приближении для гауссова пучка
[30,31]. На примере модельной задачи, допускающей
аналитическое решение, было показано, что модели-
рование профиля энерговклада на основе квазиоп-
тического подхода дает хорошее согласие с точным
результатом, а остальные способы приводят к су-
щественным ошибкам в условиях сильной простран-
ственной дисперсии и неоднородности поглощения.
Для токамака ИТЭР квазиоптическая теория пред-
сказывает дополнительное уширение профиля энер-
говклада на 10–15% в сценариях с «верхним» вво-
дом СВЧ-излучения [21].

3. ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ОПЕРАТОРОВ

Основная сложность при практическом исполь-
зовании уравнения (7) состоит в неопределенности
вида оператора диэлектрической проницаемости ε̂,
необходимого для получения оператора Ĥ. В рабо-
те [32] показано, что линейный оператор ε̂ удобно
ввести в виде

ε̂ij =
1

2

∞∑
n=0

1

n!

(
∂nεij
∂kn

(k̂−k)n+(k̂−k)n
∂nεij
∂kn

)
, (13)

где εij(r,k) — заданная матричная функция (яд-
ро), порождающая оператор, а k̂ = −i∇. Для тако-
го представления оператора эрмитова матрица яд-
ра εij = ε∗ij всегда порождает эрмитов оператор ε̂, а
антиэрмитова матрица εij = −ε∗ij порождает анти-
эрмитов оператор. Это нетривиальное свойство поз-
воляет ввести диэлектрический отклик неоднород-
ной среды, совместимый с законом сохранения энер-
гии. Вторым важным свойством является то обсто-
ятельство, что ядро оператора для рассматриваемо-
го представления получается как сумма поправок к
тензору диэлектрической проницаемости по степе-
ням характерного масштаба l неоднородности сре-
ды [32]:

εij =

∞∑
m=0

ε
(m)
ij , ε

(m)
ij = O((k0l)

−m).

В плавнонеоднородных средах k0l � 1, поэтому, как
правило, можно ограничиться нулевым членом, т. е.
выражением диэлектрической проницаемости, по-
лученным в «локально-однородном» приближении.
Заметим, что формально приведенная форма ли-
нейного отклика остается справедливой для любой
(не обязательно плавно) неоднородной среды, одна-
ко за исключением простейших случаев [32] ядро
для тензора диэлектрической проницаемости удает-
ся определить лишь в «геометрооптическом» при-
ближении.

Выражая операцию дифференцирования по про-
странственным переменным через интеграл Фурье,
после простых алгебраических преобразований ре-
зультат действия оператора (13) на электрическое
поле можно определить как

ε̂ij [Ej(r)] =
1

2

∫ ∞∑
n=0

1

n!

∂n

∂kn
(εij(r,k)+εij(r

′,k)) ×

× (k′ − k)neik
′·(r−r′)Ej(r

′)
dr′dk′

(2π)3
.

Замечая, что суммирование по n есть в точности
разложение в ряд Тэйлора по k′ функций εij(r,k

′) и
εij(r

′,k′), получаем выражение для ε̂ij , приведенное
в начале разд. 2.

Можно показать, что оператор диэлектрическо-
го отклика (13) приводит к квазиоптическому эво-
люционному оператору (7), который можно предста-
вить в виде

Ĥ [u] =

∫
H(x,q′) +H(x′,q′)

2
×

× eiq
′·(x−x′)u(x′)

dx′dq′

(2π)2
. (14)
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По форме это выражение совпадает с представ-
лением для ε̂ij , за исключением того, что вместо
шестимерного фазового пространства dr′dk′/(2π)3

здесь используется четырехмерное пространство
dx′dq′/(2π)2, а координата z входит как параметр.
Проще всего это выражение можно получить, если
сразу применить разложение, аналогичное (13),
непосредственно для оператора Ĥ . Оператор Ĥ по-
рождается скалярной функцией H =

∑
H(m)(x,q),

причем в качестве нулевого приближения напра-
шивается решение H(0)(x,q) локально-однородной
задачи. Отметим, что представление оператора (14)
автоматически порождает эрмитовы операторы для
действительных H(x,q) и антиэрмитовы операторы
для чисто мнимых H(x,q).

Квазиоптический оператор (14) вырождается
в локальный оператор в пространстве координат
для произвольно неоднородной среды без про-
странственной дисперсии, заданной H(x), или в
локальный оператор в пространстве волновых
векторов для однородной среды с пространственной
дисперсией, заданной H(q). Это обстоятельство
использовалось при формулировке квазиоптиче-
ской теории для тороидальных магнитных систем,
в которых квазиоптический оператор хорошо
аппроксимировался формой H = H1(x) + H2(q)

[21, 22], однако в открытых магнитных ловушках
это приближение неприменимо. Поэтому ниже раз-
вивается метод квазиоптического моделирования,
применимый для ядра H(x,q) произвольного вида.

Важным свойством представления (14) является
возможность написать приближенное решение урав-
нения (7) в виде операторной экспоненты. Действи-
тельно, нам требуется приближенное решение за ма-
лый, но конечный шаг расчета Δ, которое удовле-
творяет уравнению (7) при малых Δ → 0 и совпада-
ет с точным решением в однородной среде:

u(x, z +Δ) =

∫
exp {ik0ΔH(q′) + iq′ · (x− x′)} ×

× u(x′, z)
dx′dq′

(2π)2
. (15)

Наиболее простой вид приближенного решения, удо-
влетворяющего этим требованиям, является обоб-
щение (15) на плавнонеоднородные среды:

u(x, z +Δ) ≈ ŜH [u],

где

ŜH [u] ≡
∫

exp

(
ik0Δ

H(x,q′) +H(x′,q′)
2

)
×

× eiq
′·(x−x′)u(x′, z)

dx′dq′

(2π)2
. (16)

По форме такой вид приближенного решения совпа-
дает с операторной экспонентой [21, 33] и имеет те
же достоинства и недостатки.

Для вычисления оператора вида (16) существу-
ет эффективная численная процедура, требующая
не более N2 операций для N ячеек сетки по коор-
динате x. При этом шаг расчета Δ не имеет фор-
мальных ограничений со стороны числа точек по
эволюционной координате, в отличие от традицион-
ных конечно-разностных методов [34]. Шаг расчета
ограничен лишь «физическими» соображениями, а
именно, величиной коммутатора операторов Ĥ(x,q)

и Ĥ(x′,q):

Δ � 1

k0

∫
|u|2dx

×

×
∫ ∣∣∣∣ ∂

∂xi
Ĥ[xiu]− xi

∂

∂xi
Ĥ [u]

∣∣∣∣
2

dx. (17)

С другой стороны, метод операторной экспонен-
ты строго обоснован только для сред без диссипа-
ции, заданных эрмитовым эволюционным операто-
ром и сохраняющим интеграл (10). В неоднород-
ных диссипативных средах с пространственной дис-
персией формула (16) может дать решение с экс-
поненциально растущей энергией даже для случая
диссипации в рамках геометрооптического прибли-
жения (т. е. при ImH > 0). Формальная причи-
на заключается в том, что «диссипативное» слага-
емое ĤA в (9), отвечающее «диссипативному» ядру
ImH(x,q) > 0 после применения процедуры (14),
может иметь отрицательные собственные значения.
Преобразование (14) гарантирует только действи-
тельность всех собственных значений, но не их зна-
коопределенность.

По сути это известная проблема правильной
аппроксимации среды для физически корректно-
го описания поглощения энергии волнового пучка
[35]. Ошибки в аппроксимации эрмитовой части (т. е.
нарушение условия (17)) лишь возмутят фазовый
профиль волнового пучка, а их влияние будет за-
метно на трассах, больших дифракционной длины.
Систематические ошибки в аппроксимации антиэр-
митовой части влияют непосредственно на ампли-
туду пучка. В результате приближенное решение
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может, например, экспоненциально быстро увели-
чивать энергию пучка. Особенно эта проблема ак-
туальна для СВЧ-пучков электрон-циклотронного
диапазона частот, когда диссипация резко возрас-
тает как в координатном пространстве, так и в про-
странстве волновых векторов.

Простейшая корректная аппроксимация, гаран-
тирующая знакоопределенность собственных чисел
антиэрмитовой части оператора ĤA, состоит в ис-
пользовании модельного оператора, представимого
в виде квадрата некоторого другого эрмитового опе-
ратора. Определим ĤA как

ĤA = Ĝ
[
Ĝ[u]

]
, (18)

где оператор Ĝ строится аналогично (14),

Ĝ[u] =

∫
G(x,q′) +G(x′,q′)

2
×

× eiq
′·(x−x′)u(x′)

dx′dq′

(2π)2
, (19)

но с ядром G =
√
ImH(x,q).

Итак, при использовании модифицированного
представления (18) для диссипативной части ква-
зиоптическое уравнение (7) примет вид

∂u

∂z
= ik0ĤH [u]− k0Ĝ[Ĝ[u]]. (20)

Для построения численного алгоритма решения это-
го уравнения воспользуемся методом «split-step»,
который заключается в последовательном учете эр-
митова ĤH [u] и антиэрмитова Ĝ[Ĝ[u]] слагаемых в
уравнении

u(x, z +Δ) ≈ ŜiGG[ŜH [u]],

где Ŝ определяется операторной экспонентой (16).
Как уже отмечалось, вычисление операторной

экспоненты ŜH от действительной части H не вызы-
вает трудностей. Однако прямое вычисление экспо-
ненты ŜiGG от матрицы ĜĜ оказывается весьма ре-
сурсоемким. Использование методов Адамса, Рунге-
Кутта и подобных проблематично, так как опера-
тор Ĝ может иметь большие собственные значения,
соответствующие быстро затухающим модам. Это
приводит к необходимости уменьшать шаг расчета
Δ для обеспечения устойчивости метода. С другой
стороны, такие быстро затухающие моды не пред-
ставляют физического интереса, так как они соот-
ветствуют нераспространяющимся волнам. Это об-
стоятельство позволяет заменить операторную экс-
поненту ŜiGG некоторым приближенным операто-

ром D̂, который должен правильно описывать сла-
бозатухающие моды и обеспечивать при этом экс-
поненциальное затухание при больших собственных
числах.

Для выполнения первого условия потребуем,
чтобы оба оператора имели одинаковые асимптоти-
ки при Δ → 0:

ŜiGG ≈ D̂ = 1̂− k0ΔĜĜ+O(Δ2).

Чтобы обеспечить второе требование достаточно
«обрезать» ядро оператора D̂ при больших Δ. Од-
ним из простейших операторов, удовлетворяющих
указанным условиям, является

D̂[u] = u− T̂ [T̂ [u]], (21)

T̂ [u] =

∫
T (x,q′) + T (x′,q′)

2
×

× eiq
′·(x−x′)u(x′)

dx′dq′

(2π)2
,

T (x,q) = φ(
√
k0Δ G(x,q)).

Здесь φ(x) — любая одномерная функция, обладаю-
щая следующими свойствами: φ(x) → x при x → 0,
φ′′(0) = 0 и φ(x) → 1 при x → ∞. В нашей програм-
ме в качестве такой функции мы использовали ги-
перболический тангенс φ = th(x). Вычисление опе-
ратора (21) сводится к последовательному приме-
нению преобразования Фурье к факторизованному
ядру, поэтому вычислительная сложность для опе-
ратора (21) с точностью до коэффициента 2 такая
же, как и для операторной экспоненты (16).

Таким образом, используя операторы (16) и (21),
для квазиоптического уравнения (20) удается по-
строить явную схему (для шага по продольной ко-
ординате)

u(x, z +Δ) ≈ D̂[ŜH [u]],

которая обеспечивает устойчивое решение.
Развитый квазиоптический подход был исполь-

зован для разработки нового квазиоптического
кода, позволяющего моделировать электронно-
циклотронный нагрев плазмы в открытых магнит-
ных ловушках с учетом всех основных волновых
эффектов (резонансное поглощение, дифракция,
дисперсия и аберрации), возникающих при распро-
странении волновых пучков.

4. ПРИМЕРЫ ПРОСТЕЙШИХ ЗАДАЧ

В этом разделе мы приведем несколько модель-
ных примеров, поясняющих суть предложенного ме-

11 ЖЭТФ, вып. 2
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Рис. 1. (В цвете онлайн) Пример дифракции гауссова вол-
нового пучка в однородной среде c H = k2

x/k
2
0 и k0 = 10.

На рис. б и в приведены зависимости |u|2(0, z) и |u|2(x, 1).
Штриховыми линиями показано точное решение (22)

тода и полезных при тестировании численного кода,
его реализующего.

4.1. Среды без диссипации

В качестве первого тестового примера приведем
дифракцию гауссового импульса (рис. 1) в однород-
ной среде с гамильтонианомH = k2x/k

2
0 . Задача име-

ет точное решение вида

|u|2 =
A2√

1+z2/k20w
4
0

exp

(
− x2√

w4
0+z2/k20w

2
0

)
, (22)

где w0 — начальная ширина гауссова импульса.
Следующим примером будет эрмитова среда с

аберрациями растяжения/сжатия, описываемая га-
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Рис. 2. (В цвете онлайн) Пример расплывания гауссова
волнового пучка в среде с гамильтонианом H = xkx и
k0 = 10. На рис. б и в приведены зависимости |u|2(0, z)
и |u|2(x, 1). Штриховыми линиями показано точное реше-

ние (23)

мильтонианом вида H = αxkx. Общее решение в
данном случае также может быть записано через
разложение по функциям Эрмита. В частности, ре-
шением будет (рис. 2)

|u|2 = A2 exp

(
− exp(−2αk0z)

x2

w2
0

− αk0z

)
. (23)

Еще одним точно решаемым примером среды
являются линзоподобные среды с параболическим
профилем неоднородности, описываемые гамильто-
нианом вида H = k2x/k

2
0 + α2k20x

2. Такие среды от-
носятся к классу безаберрационных сред, т. е. со-
храняют гауссов профиль импульса. Соответствен-
но, частное решение для амплитуды волнового пуч-
ка имеет вид (рис. 3)
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Рис. 3. (В цвете онлайн) Пример распространения гауссова
волнового пучка в линзоподобной среде с гамильтонианом
H = k2

x/k
2
0 + 0.1k2

0x
2 и k0 = 10. На рис. б и в приведены

зависимости |u|2(0, z) и |u|2(x, 1). Штриховыми линиями
показано точное решение (24)

|u|2 =
A2

κ(z)
exp

(
− x2

w2
0κ(z)

)
, (24)

где κ(z) = 1+β+(1−β) cos(4αk0z) и β = 1/α2k40w
4
0 .

4.2. Среда с резкой неоднородностью
поглощения

Важным показательным примером является сре-
да с резкой неоднородностью поглощения, описыва-
емая гамильтонианом вида H = k2x/k

2
0 + iα step(x),

см. рис. 4. Такая ситуация характерна, например,
для «тангенциального» ввода излучения в торои-
дальных магнитных ловушках [35, 36]. Для описа-
ния волнового пучка, запускаемого вдоль границы
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Рис. 4. (В цвете онлайн) Пример дифракции волново-
го пучка с изначально гауссовым профилем интенсивно-
сти в однородной изотропной среде с неоднородным по-
глощением. Среда задана гамильтонианом H = k2

x/k
2
0 +

+ {i, x > 0; 0, x ≤ 0}, k0 = 10. На рис. б и в приведены
зависимости максимума поля max |u|2(x) и потока энер-
гии

∫ |u|2dx. Сплошными линиями показано квазиоптиче-
ское решение, штриховыми — геометрооптическое реше-
ние, пунктирными — решение в рамках безаберрационного

приближения

поглощения такой среды, оказываются непримени-
мы как геометрооптическое, так и безаберрационное
приближения. Действительно, в рамках геометриче-
ской оптики поглощение приведет к экспоненциаль-
но быстрому уменьшению интенсивности в области
поглощения, но не затронет распределение волново-
го поля в области без диссипации (штриховая ли-
ния на рис. 4). Наоборот, при использовании без-
аберрационного приближения интенсивность будет
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экспоненциально быстро убывать до нуля (пунктир-
ные линии на рис. 4), поскольку безаберрационное
приближение навязывает структуру решения в виде
гауссова пучка без аберраций, фиксированная часть
которого всегда попадает в область диссипации.

Из качественных соображений можно заклю-
чить, что резкая неоднородность диссипации приво-
дит к экспоненциально быстрому уменьшению пол-
ного потока энергии до тех пор, пока не произойдет
полное поглощение части начального пучка, попав-
шей в область диссипации. Эта стадия удовлетвори-
тельно моделируется как геометрооптическим, так
и безаберрационным приближениями. Однако при
дальнейшей эволюции пучка за счет дифракции
должно происходить «затекание» волнового поля в
область поглощения. Этот процесс приводит к даль-
нейшему уменьшению полного потока энергии, бо-
лее медленному по сравнению к предсказанием без-
аберрационного приближения [35]. При этом центр
масс волнового пучка смещается в сторону от обла-
сти диссипации. Эта ситуация хорошо описывается
предложенным выше квазиоптическим уравнением
(7) (сплошные линии на рис. 4).

4.3. Неоднородная среда с дисперсией
поглощения

Продемонстрируем проблему определения по-
глощаемой мощности в неоднородной среде с про-
странственной дисперсией на примере простейше-
го модельного геометрооптического гамильтониана
с положительно-определенной мнимой частью вида

HA = α2x2k2x ≥ 0. (25)

Если мы формально, используя формулу (14), сфор-
мируем оператор Гамильтона Ĥ , то получим

ĤA = −α2
(
x2∂xx + 2x∂x + 1

)
.

Согласно (11) плотность поглощаемой мощности
вдоль оси z есть

P = −α2k0

∫ (
u∗(x2∂xxu+2x∂xu+u)+c.c.

)
dx =

= 2α2k0

∫ (|x∂xu|2 − |u|2) dx.
Полученное выражение не является знакоопреде-
ленным. Например, гауссову волновому пучку u =

= u0 exp(−(x− a)2/w2) соответствует

P =

√
π

8

α2k0u
2
0

w
(4a2 − w2).

В частности, несмещенному пучку (a = 0) незави-
симо от его ширины всегда соответствует отрица-
тельная поглощаемая мощность, а смещенный на
a = w/2 пучок распространяется без поглощения!
Воспользуемся теперь процедурой (18), (19) для по-
строения антиэрмитовой части оператора Гамильто-
на. Операторы Ĝ и ĤA в данном случае равны

Ĝ = iα

(
x∂x+

1

2

)
, ĤA = −α2

(
x2∂xx+2x∂x+

1

4

)
.

Проведя аналогичные вычисления, можно убедить-
ся, что плотность поглощаемой мощности для ново-
го оператора становится знакоопределенной:

P = 2α2k0

∫ (
|x∂xu|2 − 1

4
|u|2
)

dx =

= 2α2k0

∫ ∣∣∣∣x∂xu+
1

2
u

∣∣∣∣
2

dx > 0.

Интересно, что решение без поглощения формально
сохраняется, однако в данном случае оно отвечает
ненормируемому распределению u ∝ 1/

√|x|.
Рассмотрим диссипацию импульса в среде с га-

мильтонианом (25). Точное решение в данном слу-
чае написать затруднительно, но при распростране-
нии волнового пучка в такой среде должны оста-
ваться профили, близкие к бездиссипативному ре-
шению |u|2 ∝ 1/|x|. Именно это и демонстрируют
результаты численного моделирования (рис. 5).

4.4. Однородная среда с резкой дисперсией
поглощения

В заключение этого раздела рассмотрим числен-
но сложный случай, в котором проявляются ар-
тефакты, связанные с использованием дискретной
сетки в поперечном направлении. Очевидно, что сет-
ка должна содержать достаточно точек описания
мелкомасштабных неоднородностей. Менее очевид-
но, что сетка должна иметь еще и достаточно боль-
шой пространственный масштаб для описания неод-
нородностей в импульсном пространстве.

Проиллюстрируем последнее на примере резкой
дисперсии поглощения — все гармоники с kx > 0 за-
тухают с инкрементом γ, а гармоники с kx < 0 не
затухают. Этому соответствует гамильтониан вида
H = iγ step(kx). Такая система имеет аналитическое
решение вида

|u|2 =
A2

4
exp

(
− x2

w2

)[
(1 + exp(−γk0z))

2 −

− (1 − exp(−γk0z))
2 erf

(
ix/

√
2w
)2]

. (26)
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Рис. 5. (В цвете онлайн) Пример диссипации гауссова вол-
нового пучка в среде с гамильтонианом H = ix2k2

x и
k0 = 10. На рис. б и в приведены зависимости |u|2(0, z)
и |u|2(x, 1). Штриховыми линиями показано асимптотиче-

ское решение без диссипации |u|2 ∝ 1/|x|

Однако численное моделирование такой сре-
ды представляет определенную сложность (рис. 6).
Причина в слишком резкой зависимости диссипации
от волнового вектора. Это приводит к недостаточно-
му разрешению пучка в импульсном представлении,
так что вес центральной (kx = 0) гармоники оказы-
вается слишком большим, и включение ее в область
затухания значительно меняет результирующее по-
ле. В качестве примера на рис. 6a,б приведены ре-
шения для почти эквивалентных профилей погло-
щения

Ha =

{
iγ, kx > 0,

0, kx ≤ 0,
Hb =

{
iγ, kx ≥ 0,

0, kx < 0,

0
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Рис. 6. (В цвете онлайн) Пример дифракции гауссова вол-
нового пучка в однородной изотропной среде с дисперсией
поглощения: a) для H = {i, kx > 0; 0, kx ≤ 0}, б) для
H = {i, kx ≥ 0; 0, kx < 0} и k0 = 10. На рис. в и г приве-
дены зависимости |u|2(0, z) и |u|2(x, 1). Штриховой линией
на рис. в показано точное решение (26). Сплошные линии
на рис. в, г соответствуют случаю а, штрихпунктирные —

случаю б

различающихся только в одной точке kx = 0. Чис-
ленные решения при этом различаются значитель-
но. Для увеличения точности решений следует по-
высить разрешение в импульсном пространстве, т. е.
значительно (на порядок для рис. 7) увеличить раз-
мер расчетной области.
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Рис. 7. (В цвете онлайн) Аналогично рис. 6, но с увели-
ченным в 10 раз размером сетки по x

5. КВАЗИОПТИЧЕСКИЙ ОПЕРАТОР,
СООТВЕТСТВУЮЩИЙ ОТКРЫТОЙ

МАГНИТНОЙ ЛОВУШКЕ

В этом разделе на основе развитого выше под-
хода в явном виде определяются ядра квазиопти-
ческих операторов, используемых в численном коде
для моделирования СВЧ-нагрева плазмы в прямой
ловушке.

Прежде всего, нам необходимо определить мо-
дель среды. Дисперсионное уравнение для элект-

ромагнитных волн, распространяющихся в локаль-
но-однородной теплой магнитоактивной плазме в
окрестности первой ЭЦ-гармоники, можно предста-
вить в следующем виде [25]:

n2
⊥
[
(ε+ − ε‖)(ε− − n2) + (ε− − ε‖)(ε+ − n2)

]
=

= 2ε‖(ε+ − n2)(ε− − n2), (27)

где n =
√
n2
⊥ + n2

‖, n‖ и n⊥ — компоненты волново-
го числа вдоль и поперек направления магнитного
поля,

ε− = 1 +
XZ(ζ)

n‖βe
, ε+ = 1− X

1 + Y
, ε‖ = 1−X,

X = ω2
p/ω

2 и Y = ωH/ω — стандартные параметры
Стикса, определяющие плотность плазмы и напря-
женность внешнего магнитного поля соответственно
через ленгмюровскую и циклотронную частоту для
электронов. Все эффекты, связанные с простран-
ственной дисперсией и резонансной диссипацией в
окрестности первой гармоники, определяются «теп-
лой» добавкой в ε−, зависящей от функции Крампа

Z(ζ) = exp(−ζ2)

⎛
⎝i

√
π signRe(n‖)−2

ζ∫
0

exp t2 dt

⎞
⎠

от аргумента ζ = (1− Y )/(n‖βe) и нормированной
тепловой скорости электронов βe =

√
2Te/mc2. При-

веденные формулы получены для слаборелятивист-
ской плазмы βe � 1, малого ларморовского радиуса
n⊥βe � Y и «квазипродольного» распространения
волн n‖ � βe. В современном эксперименте эти усло-
вия выполняются, как правило, с большим запасом.

Как уже отмечалось, при построении квазиопти-
ческого приближения в прямой ловушке удобно вы-
брать опорный луч, совпадающий с осью системы.
В текущей реализации кода магнитное поле в пря-
мой ловушке также считается направленным стро-
го по оси системы, что хорошо подходит, например,
для описания длинной и осесимметричной установ-
ки ГДЛ. Это ограничение непринципиально для на-
шей методики и может быть обойдено при необхо-
димости, однако оно позволяет упростить процеду-
ру восстановления квазиоптического гамильтониана
по дисперсионному уравнению (27).

Действительно, в этом случае квазиоптический
набор переменных (3) проектируется на используе-
мые выше волновые числа как

n‖ = kz/k0, n⊥ = |q|/k0.
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С учетом этой подстановки можно определить ком-
плексное решение kz(x, z,q) дисперсионного уравне-
ния (27), отвечающее действительным поперечным
импульсам q. Вдали от области резонанса это ре-
шение будет близко к корням биквадратного урав-
нения, соответствующего холодной плазме βe → 0.
Это позволяет выбрать «правильный» корень, от-
вечающий заданной электромагнитной моде, и ис-
пользовать его в качестве стартового значения для
итеративного поиска решения трансцендентного от-
носительно kz уравнения (27). Дополнительную по-
мощь оказывает использование значений kz в сосед-
них ячейках сетки, которые позволяют контролиро-
вать правильный выбор моды по плавности измене-
ния найденного решения kz(x, z,q).

В соответствии с изложенной выше методи-
кой эволюционный оператор (8) задается ядром
k0H = kz − κ или в наших обозначениях

HH =
Re kz(x, z,q)− κ(z)

k0
, G =

√
Im kz(x, z,q)

k0
.

В соответствии с (5), несущее волновое число опре-
деляется как решение локального дисперсионного
уравнения

κ = Re kz(x̃, z, q̃),

где x̃ и q̃ соответствуют центрам масс волнового по-
ля и его спектра в заданном поперечном сечении z.

Для решения квазиоптического уравнения (7)
с определенным выше эволюционным оператором,
расчета профиля энерговклада (12) в геометрии от-
крытой магнитной ловушки и визуализации резуль-
татов был разработан новый код QOOT (Quasi-
Optics for Open Traps). Как уже отмечалось во Вве-
дении, при разработке использовался квазиоптиче-
ский код LAQO, созданный для тороидальных маг-
нитных ловушек [21]. Однако поскольку условия
распространения волн в теплой анизотропной плаз-
ме в прямой и тороидальной магнитных конфигу-
рациях имеют существенные различия, в итоге был
создан, по сути, абсолютно новый код.

6. МОДЕЛИРОВАНИЕ ЭЛЕКТРОННОГО
ЦИКЛОТРОННОГО НАГРЕВА ПЛАЗМЫ НА

УСТАНОВКЕ ГДЛ

Основная схема нагрева плазмы на установке
ГДЛ использует режим захвата излучения неодно-
родным плазменным столбом. В основе эффекта ле-
жит зависимость рефракции плазмы от величины
магнитного поля. Излучение вводится через боко-
вую поверхность плазменного столба со стороны
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узкий, ЭЦН
широк.
широк., ЭЦН

узкий
узкий, ЭЦН
широк.
широк., ЭЦН

0

0

100

200

300

400

0.5

1.0

1.5

2.0

5

5

10

10

15

15

20

20

25

25

ne, 10 см13 3–

�,,-

�,,-

Te,эВ

а

б

Рис. 8. (В цвете онлайн) Радиальные распределения плот-
ности плазмы (а) и электронной температуры (б) в ГДЛ в
центральном сечении ловушки до (штриховые линии) и по-
сле (сплошные линии) ЭЦ-нагрева (ЭЦН). При пересчете в
другие сечения z профили масштабировались так, чтобы
обеспечить постоянство магнитного потока через попереч-
ное сечение плазменного столба. Горизонтальной пунктир-
ной линией отмечено значение плотности плазмы, которое
определяет условную границу области плотной плазмы на

рис. 9–11

сильного магнитного поля и распространяется в на-
правлении центра ловушки. Поэтому к точке воз-
можного выхода из плазменного столба излучение
подходит при более низкой величине магнитного по-
ля, чем в точке ввода. Можно показать, что этой
вариации магнитного поля соответствует вариация
продольного показателя преломления необыкновен-
ной волны на первой гармонике [16]

Δn2
‖ ≈ Δε−

n2
‖/n

2 + ε‖
ε+ + ε‖

.

При этом может оказаться, что после прохода через
плазменный столб n‖ > 1, т. е. возникают условия
для полного внутреннего отражения. В результате
плазма формирует своеобразный волновод, неодно-
родный как в поперечном, так и в продольном на-
правлениях, по которому излучение доставляется к
поверхности ЭЦ-резонанса.
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Рис. 9. (В цвете онлайн) Распределения интенсивности поля в пучке (а,б) и профилей поглощаемой мощности (в,г) в
режиме с «узким профилем энерговклада» в состоянии до (а,в) и после (б,г) нагрева. Сплошными линиями на рис. а,б
показаны геометрооптические лучи, штриховыми и штрихпунктирными — соответственно область ЭЦ-резонанса и гра-

ница плотной плазмы. Эффективность поглощения почти 100%

В областях отражения и поглощения волново-
го поля среда перестает быть плавнонеоднородной,
что ставит под сомнение применимость геометро-
оптического приближения. Поэтому в качестве пер-
вой задачи для нового квазиоптического кода была
проведена проверка полученных ранее результатов
геометрооптического моделирования. В частности,
была повторно проанализирована задача об опти-
мизации эффективности ЭЦР-нагрева в ГДЛ. Ра-
нее при оптимизации эффективности ЭЦР-нагрева
плазмы в ГДЛ было установлено, что нагрев может
осуществляться в двух режимах с сильно различа-
ющимися распределениями поглощаемой СВЧ-мощ-
ности [13,14]. При этом управление радиальным рас-
пределением поглощаемой в условиях ЭЦР мощно-
сти осуществляется за счет относительно небольшой
перестройки внешнего магнитного поля в окрестно-
сти резонансной поверхности.

Расчеты проводились для экспериментально из-
меренных профилей плотности плазмы и темпера-
туры электронов до и после ЭЦ-нагрева (рис. 8).
Результаты расчетов приведены на рис. 9–11. Для
двумерной визуализации квазиоптического пучка в
плоскости (y, z) была выбрана интенсивность, т. е.
плотность потока энергии вдоль направления груп-
повой скорости, проинтегрированная вдоль оси x

(перпендикулярно плоскости рисунка)

J(y, z) =

∫ |vgr |
|vgrz0| |u|

2dx,

где

|vgr|
|vgrz0| ≈

√
1+

(
∂Re kz
∂kx

)2

q=q̃

+

(
∂Re kz
∂ky

)2

q=q̃

.

Для улучшения контраста использовалась логариф-
мическая цветовая шкала, отвечающая величине
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Рис. 10. (В цвете онлайн) Распределения интенсивности поля в пучке (а,б) и профилей поглощаемой мощности (в,г)
в режиме с «широким профилем энерговклада» в состоянии до (а,в) и после (б,г) нагрева. Сплошными линиями на
рис. а,б показаны геометрооптические лучи, штриховыми и штрихпунктирными — соответственно область ЭЦ-резонанса

и граница плазмы. Квазиоптические расчеты дают эффективность поглощения более 80%

ln J , что позволило отобразить решения с каустика-
ми. Распределение поглощаемой мощности рассчи-
тывалось по формуле (12), примененной в централь-
ном сечении установки, проходящем через минимум
магнитного поля.

На рис. 9 приведены результаты расчетов рас-
пределения интенсивности поля в пучке и профилей
поглощаемой мощности в «режиме с узким профи-
лем энерговклада». В экспериментах в этом режиме
наблюдались рекордные для открытых магнитных
систем температуры электронов порядка 1 кэВ. Ле-
вые и правые графики отвечают состояниям соот-
ветственно до и после ЭЦ-нагрева. Для сравнения
также приведены результаты геометрооптического
моделирования. В данном случае профили погло-
щаемой мощности достаточно хорошо совпадают.
Некоторое расхождение наблюдается на периферии
плазменного шнура, отвечающей поглощению излу-
чения после внутреннего отражения в окрестности

каустической поверхности, где геометрическая оп-
тика нарушается. Заметим, что ход геометрооптиче-
ских лучей удовлетворительно воспроизводит ква-
зиоптический пучок как до, так и внутри области
каустики.

На рис. 10 те же графики приведены для «ре-
жима с широким профилем энерговклада». В экс-
периментах в этом режиме наблюдалось заметное
увеличение энергосодержания плазмы, связанное с
улучшенным удержанием горячих ионов. В этом ре-
жиме наблюдается лучшее согласие квазиоптиче-
ского и геометрооптического профилей поглощае-
мой мощности, поскольку доля поглощенной мощ-
ности в окрестности каустики в режиме с широ-
ким профилем энерговклада меньше. Как и расчеты
в рамках геометрической оптики, квазиоптическое
моделирование предсказывает неполное поглощение
СВЧ-мощности в этом режиме.
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Рис. 11. (В цвете онлайн) Распределение интенсивности
поля в пучке (a) и профиль поглощаемой мощности (б) в
режиме с «улучшенным широким профилем энерговкла-
да» в состоянии до нагрева. Сплошными линиями на рис. a
показаны геометрооптические лучи, штриховой и штрих-
пунктирными — соответственно область ЭЦ-резонанса и
граница плазмы. Эффективность поглощения почти 100%

На рис. 11 мы привели результаты расчета для
«режима с улучшенным широким профилем энер-
говклада». Этот режим еще не был продемонстриро-
ван в эксперименте, для его реализации в настоящее
время проводится модернизация пробочной катуш-
ки магнитной системы ГДЛ. Графики приведены
только для стадии до СВЧ-нагрева, поскольку экс-
периментальные данные о профилях плазмы после
нагрева отсутствуют (профили до нагрева брались
такими же, как для режима с широким профилем
энерговклада). В этом режиме формируется протя-
женная область каустики, а доля поглощенной за
каустикой мощности выше, чем в предыдущих рас-
смотренных режимах. Поэтому профили поглощен-
ной мощности, рассчитанные в рамках квазиопти-
ческого и геометрооптического подходов, различа-
ются достаточно сильно. Квазиоптическое модели-

рование предсказывает более равномерное распре-
деление поглощаемой мощности, что в целом луч-
ше отвечает конечной цели, ради которой планиру-
ется реализовать данный режим. По мнению авто-
ров квазиоптический метод дает более адекватное
описание, однако подтверждение этого утверждения
требует дополнительных исследований и экспери-
ментов.

В целом можно заключить, что для используе-
мых на установке ГДЛ режимов геометрооптическое
моделирование дает неплохое согласие с более точ-
ным квазиоптическим расчетом. Однако этот вы-
вод не исключает возможного влияния эффектов
пространственной дисперсии в области резонансной
диссипации и потерь за счет дифракции излучения
в окрестности каустик на эффективность нагрева в
более оптимизированных сценариях.

7. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Развитая ранее квазиоптическая теория распро-
странения волновых пучков в высокотемператур-
ной плазме, удерживаемой в тороидальных магнит-
ных ловушках, обобщена на случай открытых маг-
нитных систем. Специфика СВЧ-нагрева в совре-
менных прямых ловушках потребовала существен-
ной модификации квазиоптической теории, связан-
ной с более аккуратным описанием эффектов про-
странственной дисперсии в области резонансной
диссипации волн. В результате разработан универ-
сальный квазиоптический код для моделирования
электронно-циклотронного нагрева плазмы, позво-
ляющий учесть все основные волновые эффекты
(дифракцию, дисперсию и аберрации) при распро-
странении и поглощении электромагнитного волно-
вых пучков в открытых ловушках.

Новый код был использован для верифика-
ции результатов оптимизации эффективности
ЭЦР-нагрева в открытой магнитной ловушке ГДЛ,
полученных ранее с помощью геометрооптического
моделирования. Показана возможность управле-
ния радиальным распределением поглощаемой
СВЧ-мощности за счет локальной модификации
магнитной конфигурации в области ЭЦР и, в част-
ности, возможность эффективного нагрева плазмы
в приосевой области установки. Продемонстри-
ровано влияние каустик на локализацию области
СВЧ-нагрева.

Работа выполнена при поддержке Российского
научного фонда (грант №14-12-01007).
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