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Рассмотрено самовоздействие двумерных и трехмерных волновых пакетов бесселевого типа в системе
связанных световодов на основе дискретного нелинейного уравнения Шредингера. Особенности само-
воздействия таких волновых полей связаны с их начальной сильной пространственной неоднородностью.
С помощью численного моделирования показано, что при амплитуде поля, превышающей критическое
значение, наблюдается развитие неустойчивости, характерной для среды с кубичной нелинейностью. Ис-
следованы различные режимы: самоканалирование волнового пучка в одном световоде при мощности, не
сильно превышающей критическое значение, формирование «калейдоскопической» картины волнового
поля по мере распространения более мощного излучения вдоль стратифицированной среды, формиро-
вание световых пуль при конкуренции самофокусирующей и модуляционной неустойчивостей в случае
трехмерных волновых пакетов и т. д. В приложении к проблеме укорочения лазерных импульсов отдельно
рассмотрена ситуация, когда расслоение волнового поля в поперечном направлении является преобла-
дающим. Этот процесс сопровождается самокомпрессией лазерных импульсов в достаточно удаленных
друг от друга световодах. Эффективность преобразования начального распределения поля бесселевого
типа в две летящие параллельно световые пули составляет около 50%.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Научные и практические применения нелиней-
ной электродинамики фотонных кристаллов и свя-
занной системы диэлектрических световодов непре-
рывно расширяются [1, 2]. Развиваются исследова-
ния преобразования спектра лазерных импульсов в
ультрафиолетовую область [3] и управления струк-
турой волнового поля: формирования световых пуль
[4], локализации излучения в определенном волново-
де [5], укорочения длительности импульсов [6]. Об-
суждается возможность генерации сверхинтенсив-
ных лазерных полей в активной системе волново-
дов [7]. Исследования показывают [1, 2, 8, 9], что
пространственно-периодические структуры демон-
стрируют более богатую волновую динамику. По су-
ти она связана с существованием в таких средах
специфических волновых структур с соответствую-
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щим характерным масштабом. В случае самовоздей-
ствия электромагнитного поля в стратифицирован-
ной среде это приводит, в частности, к заметной мо-
дификации модуляционной неустойчивости и стаби-
лизации коллапса.

Дискретные модели давно и успешно использу-
ются для описания волновых процессов в прост-
ранственно-периодических структурах. Одной из
наиболее простых является решеточная модель. В
электродинамике она соответствует набору волно-
водов, расположенных в узлах решетки. В результа-
те задача исследования процессов самовоздействия
сводится к решению разностного в поперечном на-
правлении неодномерного нелинейного уравнения
Шредингера (дискретного НУШ). В континуаль-
ном пределе это уравнение, естественно, совпадает
с НУШ, для которого получен ряд точных резуль-
татов (солитоны, теорема о вириале и т. д.) и разра-
ботаны методы приближенного исследования про-
цессов: безаберрационное приближение, метод мо-
ментов распределения волнового поля и т. д. Накоп-
ленный опыт исследования НУШ позволяет дать и
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качественную картину динамики самовоздействия в
рамках дискретного НУШ. Довольно очевидными в
случае двумерного НУШ представляются возмож-
ности локализации лазерного излучения в централь-
ном или одном из периферийных волноводов [5]
при использовании самофокусировочной неустойчи-
вости и подходящих начальных условий.

Как правило, на основе НУШ рассматривается
эволюция волновых пакетов гауссовой формы. Спе-
цифические особенности дискретного НУШ в пол-
ной мере проявляются, когда разность фаз в сосед-
них волноводах кратна π/2. В линейном случае для
начального распределения амплитуд поля в сосед-
них точках в виде функций Бесселя Jn (n — номер
волновода) имеется точное решение, которое описы-
вает фокусировку излучения в центральный волно-
вод n = 0 [10]. Представляется интересным иссле-
дование самовоздействия таких волновых пучков в
нелинейном режиме.

Аналогом таких пучков являются пучки с кони-
ческим фазовым фронтом. В континуальном преде-
ле формирование и распространение волновых пуч-
ков с коническим фазовым фронтом представляет
также отдельную проблему [11, 12]. Соответствую-
щие структуры возникают, например, в нелинейном
режиме при самофокусировке трехмерных волно-
вых пакетов [13].

В данной работе предполагается рассмотреть
особенности самовоздействия бесселевых лазерных
импульсов в связанной системе волноводов. Ис-
следование будет проведено на основе дискретно-
го нелинейного уравнения Шредингера, учитываю-
щего квадратичную дисперсию волноводной систе-
мы. Соответствующее уравнение сформулировано в
разд. 2. Далее предполагается провести исследова-
ние особенностей дискретной задачи на основе чис-
ленного моделирования. В разд. 3 рассмотрено само-
воздействие непрерывного излучения в двумерной
системе связанных световодов. В разд. 4 представ-
лены результаты по самокомпрессии лазерных им-
пульсов в системе связанных световодов.

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассмотрим модель, в которой световоды нахо-
дятся в узлах (n,m) прямоугольной решетки. Из-
менение амплитуды огибающей волнового пакета,
распространяющегося вдоль оси z, ψn,m в (n,m)-
ом волноводе, определяется дисперсией волновод-
ной системы, связью с ближайшими соседями вслед-
ствие перекрытия поперечных распределений поля

и кубичной нелинейностью среды. В результате при-
ходим к дискретному НУШ следующего вида:

i
∂ψn,m

∂z
+ α

∂2ψn,m

∂τ2
+ ψn+1,m + ψn−1,m +

+ ψn,m+1 + ψn,m−1 + |ψn,m|2ψn,m = 0. (1)

Нормировка продольной координаты τ = ct − z

позволяет положить коэффициент α, характеризу-
ющий квадратичную дисперсию групповой скорости
волновода, равным±1. При этом его знак качествен-
но меняет закон дисперсии с аномальной (α = 1)
на нормальную (α = −1). Это уравнение имеет,
как и континуальное НУШ, гамильтонову струк-
туру. Кроме того, уравнение (1) сохраняет полную
энергию волнового пакета

P =

∞∫

−∞

∑
n,m

|ψn,m|2dτ = const. (2)

В линейной недиспергирующей среде (α = 0)
уравнение (1) имеет точное решение вида [6, 8]

ψn,m = AJn(2(z0 − z))Jm(2(z0 − z))×
× exp

[
i
π

2
(n+m)

]
, (3)

где A � 1 — амплитуда решения. Оно описывает
фокусировку волнового поля, заданного при z = 0,
в центральный световод (n = 0, m = 0) при z = z0.
При дальнейшем распространении волновой пучок
расфокусируется. В плоскости z = 2z0 его ампли-
тудное распределение совпадает с исходным. Иссле-
дуем особенности эволюции таких волновых пучков
в нелинейном режиме.

3. ПРОСТРАНСТВЕННАЯ ЭВОЛЮЦИЯ
ВОЛНОВЫХ ПУЧКОВ

Рассмотрим сначала особенности самовоздей-
ствия непрерывного излучения. Для распределений
вида (3) сохраняющейся величиной является мощ-
ность волнового пакета

P ≡
∑
n,m

|ψn,m|2 = A2. (4)

Рассматриваемое нами начальное распределение
(выражение (3) при z = 0)

ψn,m = AJn(2z0)Jm(2z0) exp
[
i
π

2
(n+m)

]
, (5)

в отличие от пучков гауссовой формы, имеет
сильнонеоднородную пространственную структуру
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Рис. 1. а–в) Эволюция структуры волнового пучка по ме-
ре распространения для различных значений амплитуды
A. Начальное распределение описывается формулой (3).
Параметр z0 определяет расстояние до линейного фоку-
са. г) Эволюция эффективной ширины волнового пучка на
трассе распространения. Штрихами обозначено значение
критической амплитуды поля для самофокусировки излу-

чения

(рис. 1 и 2 при z = 0). Это создает благопри-
ятные условия для развития филаментационной
неустойчивости. Таким образом, задача сводится
к исследованию особенностей эволюции сильно-
неоднородных распределений поля в дискретной
среде.

Численное моделирование самовоздействия бес-
селевых пучков начальной формы (5) показывает
следующее. Самофокусировка такого сильнонеодно-
родного когерентного излучения имеет место при
мощности, превышающей примерно в число неодно-
родностей раз соответствующую критическую мощ-
ность для гауссова волнового пучка. Из рис. 2 вид-
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Рис. 2. Эволюция структуры волнового пучка по мере
распространения. Начальное распределение описывается
формулой (6). Параметры z1 и z2 определяют расстояние

до линейного фокуса в направлениях x и y

но, что квазилинейная фокусировка излучения при
малых амплитудах (рис. 2a) сменяется режимом са-
моканалирования при A > 7 (рис. 2б ). Этот про-
цесс имеет место при изменении амплитуды в ин-
тервале 7 < A < 12. При дальнейшем увеличении
амплитуды (A > 12) происходит расслоение волно-
вого поля по мере распространения и формирование
«калейдоскопической» структуры пучка (рис. 2в). В
отличие от случая малых амплитуд (рис. 2a) харак-
терный поперечный масштаб такого распределения
поля в нелинейном режиме не возрастает, а остает-
ся равным начальному. Более того, получившиеся
нелинейные структуры, как правило, стационарны
во времени. Только для достаточношироких распре-
делений поля становится возможным перераспреде-
ление энергии внутри структуры.

Появление локализованных структур связано с
дискретностью набега фаз между соседними ячей-
ками распределения поля. Это приводит к нелиней-
ному «сбою» фазы распределения при превышении
разности интенсивностей поля в соседних ячейках
выше некоторого порогового значения |ψcr|2 � 30 и
препятствует дальнейшей плавной фокусировке или
самофокусировке излучения. Именно это является
причиной появления достаточно узкой области па-
раметров 7 < A < 12, в которой возможна лока-
лизация поля в единственном световоде. При боль-
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шей начальной амплитуде поля A интенсивность по-
ля в ячейке достигает порогового значения |ψcr|2
на меньшей трассе и, соответственно, на более ши-
роком текущем распределении поля, которое пере-
ходит в дальнейшем в режим квазистационарной
нелинейной структуры.

Общая картина эволюции эффективной ширины
волнового пучка, измеряемой в расстояниях между
световодами, представлена на рис. 2г. Видно, что
при амплитуде поля, меньшей критической для са-
мофокусировки (A < 7), эффективная ширина сна-
чала убывает из-за «линейной» фокусировки излу-
чения, затем нарастает. При A > 7 имеет место
режим самоканалирования и эффективная ширина
остается постоянной на трассе распространения. За-
висимость конечной ширины от амплитуды A доста-
точно изрезанная, что отражает наличие темных по-
лос на рис. 2г. Это связано с тем, что при больших
амплитудах формируются квазислучайные структу-
ры, заданные на дискретном наборе световодов.

В процессе структурной перестройки наблюдает-
ся сброс волнового поля в фоновую часть, которая
становится все более неоднородной. В результате,
например в режиме самоканалирования (рис. 2б ),
захватывается только около половины начальной
мощности пучка.

Распределения вида (5) обладают высокой сте-
пенью симметрии, приводящей к сужению клас-
са доступных эффектов. Симметрию задачи можно
уменьшить, используя факторизованные волновые
пучки с различными длинами фокусировки z1 и z2
по разным направлениям:

ψn,m = AJn(2z1)Jm(2z2) exp
[
i
π

2
(n+m)

]
. (6)

В линейном режиме распределение вида (6) име-
ет более протяженную область «сильного» поля (от
z1 до z2), чем распределение (5). В результате со-
здаются более подходящие условия для самокана-
лирования излучения и открываются новые возмож-
ности. Они связаны со структурой области сильно-
го поля. Численное моделирование показывает, что
фокусировка излучения протекает так же, как и в
случае эллиптических пучков гауссовой формы в
сплошной среде [13]. В процессе распространения
эффективная ширина волнового пучка в направле-
нии x периодически меняется в «противофазе» с со-
ответствующей величиной в направлении y.

Некоторые характерные этапы поведения систе-
мы при мощности, меньшей критической, приведе-
ны выше на рис. 1a. В этом случае картина рас-
пределения волнового поля качественно такая же,

как и выше в симметричной ситуации. Для мощно-
стей, превышающих критическое значение, самофо-
кусировка излучения протекает на фоне переколе-
баний ширины пучка. Этот процесс сопровождает-
ся захватом излучения в режиме самоканалирова-
ния в нескольких световодах, расстояние между ко-
торыми сравнимо с большим характерным масшта-
бом исходного распределения поля. Формирование
подобных структур представлено выше на рис. 1б и
1в. Следует отметить, что такие режимы самокана-
лирования особенно интересны в случае импульсно-
го излучения. Рассмотрим их в следующем разделе.

Как и выше, численное моделирование показы-
вает, что при структурной перестройке происходит
сброс волнового поля. В данных на рис. 1б и 1в в ре-
жиме самоканалирования захватывается около по-
ловины начальной мощности.

4. ФОРМИРОВАНИЕ СВЕТОВЫХ ПУЛЬ

В сплошной среде аксиконный режим само-
фокусировки реализуется на заключительной ста-
дии аксиально-симметричного трехмерного коллап-
са [13]. Формирование линейного фазового фрон-
та в процессе эволюции системы приводит к кол-
лапсу волнового поля в приосевой области (распре-
деленному коллапсу). В случае импульсного излу-
чения этот процесс сопровождается уменьшением
длительности волнового пакета. Дискретность сре-
ды приводит к локализации поля в некоторой обла-
сти пространства и естественному ограничению ам-
плитуды поля, т. е. к формированию световых пуль.

Рассмотрим эволюцию импульсного излучения
начальной формы

ψn,m =
A
ch τ

Jn(2z1)Jm(2z2) exp
[
i
π

2
(n+m)

]
(7)

в системе волноводов с аномальной дисперсией (α =

= 1). Бесселева структура волнового поля есте-
ственным образом способствует реализации акси-
конного режима самовоздействия в рассматривае-
мом случае.

Типичная эволюция волнового импульса в вы-
рожденном случае z1 = z2 = z0 представлена на
рис. 3. Численное моделирование показывает воз-
можность захвата излучения в центральный свето-
вод, как и в случае волновых пучков. Этот процесс
реализуется при A ∼ 10. По мере самофокусиров-
ки излучения происходит уменьшение длительности
импульса.

С увеличением амплитуды A развивается харак-
терная для кубичной нелинейности неустойчивость.
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Рис. 3. (В цвете онлайн) Эволюция амплитуды волнового пучка при A = 10 и z0 = 2 в среде с аномальной дисперсией
(α = 1). Слева приведены поверхности постоянного уровня для мощности излучения |ψn,m|2 в световодах. На верти-
кальной и горизонтальной проекциях показаны интегральные распределения соответственно

∫ |ψn,m|2dτ и∑
n,m |ψn,m|2.

Справа приведены графики для полной мощности
∑

n,m |ψn,m|2 (черные кривые) и мощности в центральном световоде
|ψ0,0|2 (серые)
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Рис. 4. (В цвете онлайн) Эволюция амплитуды волнового пучка при A = 10, z1 = 1 и z2 = 2 в среде с аномальной
дисперсией (α = 1). Слева то же, что на рис. 3, справа — графики для полной мощности

∑
n,m |ψn,m|2 (черные кривые)

и мощности в световоде с максимальной амплитудой |ψ3,0|2 (серые)

Она приводит, как и выше, к расслоению волнового
пучка в поперечном направлении (см. левую колон-
ку на рис. 3). Однако при этом развивается и мо-
дуляционная неустойчивость. В результате происхо-

дит дробление самоканалируемого излучения на на-
бор волновых пакетов. В правой колонке рис. 3 пока-
зано разбиение начального распределения на оси си-
стемы на три существенно более коротких импульса.
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В целом видно формирование шести световых пуль.
В приложении к проблеме укорочения импульсов
этот процесс является нежелательным. В принципе
его влияние можно уменьшить, например, ослабле-
нием дисперсии в центральном световоде.

Рассмотрим другую возможность, связанную с
преобладанием самофокусировочной неустойчиво-
сти над модуляционной в случае широких волновых
пучков (рис. 4) или достаточно коротких импульсов.
Результаты численного моделирования в невырож-
денном случае (z1 �= z2) показывают, что в процессе
самофокусировки и последующего развития фила-
ментационной неустойчивости в дискретной систе-
ме происходит захват излучения в несколько све-
товодов (их число определяется амплитудой). Рас-
слоение волнового поля происходит таким образом,
что в каждом световоде распространяется один им-
пульс. Более того, оказывается, что они синфазны.
В такой ситуации, используя линейные оптические
элементы на выходе из системы, можно когерентно
сложить излучение и сформировать один интенсив-
ный сверхкороткий импульс. Детальные численные
расчеты показывают, что эффективность самоком-
прессии меняется от 4.5 до 5 раз. На рис. 3 и 4 она со-
ставляет 4.6 раза. Эффективность преобразования
излучения в световые пули достигает 57% по энер-
гии на рис. 3. В случае параллельно летящих све-
товых пуль (рис. 4) эта величина несколько меньше
(20%).

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Рассмотрение самовоздействия недифрагирую-
щих в линейном случае волновых полей показывает,
что в нелинейном режиме фазовые соотношения
между полями в соседних световодах модифициру-
ются и дифракционные эффекты становятся опять
существенными. В результате численного модели-
рования найдено значение критической амплитуды
(мощности), при превышении которой имеет место
захват неоднородного распределения поля в ре-
жиме самоканалирования. Критическая мощность
самофокусировки рассматриваемых сильнонеодно-
родных в поперечном направлении полей примерно
в число неоднородностей раз больше критической
мощности волнового пучка гауссовой формы. В
симметричном случае определен интервал ампли-
туд, при котором излучение локализуется на оси
системы в одном световоде. В несимметричной
ситуации показана возможность локализации поля
в двух световодах, разнесенных на расстояние,

сравнимое с характерным масштабом начального
распределения. Этот режим представляет особый
интерес в случае импульсного излучения. Для
достаточно коротких импульсов модуляционная
неустойчивость оказывается подавленной. Развитие
самофокусировочной неустойчивости приводит к
разделению импульсного излучения по отдельным
световодам. В результате приходим к картине двух
световых пуль, летящих параллельно. В процессе
формирования соответствующего распределения
поля происходит и заметное уменьшение длитель-
ности импульсов (см. правую колонку на рис. 4).
Синфазность выходного излучения дает принци-
пиальную возможность собрать эти импульсы в
один. Это следует отнести к основному результату
работы.

Работа выполнена при поддержке Российского
научного фонда (грант №16-12-10472).
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