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Получены дисперсионные уравнения, проведен анализ и гомогенизация в периодических и квазиперио-
дических плоскослоистых структурах с чередованием диэлектрических слоев, металлических и диэлект-
рических слоев, а также графеновых листов и слоев диэлектрика (SiO2). Рассмотрены случаи, когда ука-
занные структуры приобретают свойства гиперболических метаматериалов, т. е. имеющих разные знаки
реальных частей компонент тензора эффективной диэлектрической проницаемости. Показано, что ис-
пользование только диэлектрических слоев более перспективно в плане снижения потерь.

DOI: 10.7868/S0044451016120026

1. ОБОСНОВАНИЕ И ПОСТАНОВКА
ЗАДАЧИ

При рассмотрении гиперболических метаматери-
алов (ГММ) их свойства обычно связывают с дей-
ствительным тензором эффективной диэлектриче-
ской проницаемости и не учитывают диссипацию.
Идеальный (недиссипативный) ГММ является од-
ноосным фотонным кристаллом и характеризуется
тензором эффективной диэлектрической проницае-
мости

ε̂ =

⎡
⎢⎣
ε⊥ 0 0

0 ε⊥ 0

0 0 ε‖

⎤
⎥⎦ , (1)

при этом ε⊥ε‖ < 0 [1, 2]. Здесь ось фотонного крис-
талла совпадает с осью z. Впервые электромагнит-
ные свойства такой среды рассмотрены в [3]. От-
сутствие диссипации приводит к действительным
значениям компонент тензора (1). Тогда уравнение
Френеля [4]

ε−1
‖ k2⊥ + ε−1

⊥ k2‖ = k20 (2)

демонстрирует (если ε⊥ и ε‖ — константы) гипер-
болический закон дисперсии необыкновенной вол-
ны, поскольку компоненты волновых чисел также
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действительные и неограниченные. Формально воз-
можны условия k2⊥ � k20 и k2‖ � k20 , а получение
неограниченных значений определяет ряд интерес-
ных свойств ГММ [1–3], таких как эффект Парсел-
ла, возможность анизотропного отражения (вклю-
чая сверхмалое отражение), получение неизотроп-
ного теплового излучения и переноса тепла, а также
ряд других, что позволяет использовать их для на-
нолитографии, ближнепольной микроскопии и пере-
дачи изображений с субволновым разрешением, со-
здания линз и маскирующих покрытий. Предпола-
гается, что в ГММ, в частности, возможны неогра-
ниченные значения поперечных компонент волново-
го вектора. Однако временная (частотная) и про-
странственная дисперсии приводят к зависимости
тензора (1) от волнового числа k0 и волнового век-
тора k: ε̂ = ε̂(k0,k), а также к комплексным величи-
нам в левой части уравнения (2). Диссипация огра-
ничивает значения компонент волнового вектора и
связана с дисперсией, включая пространственную;
при этом поверхность изочастот уже не является ги-
перболоидом вращения и замкнута. Например, учет
диссипации может приводить к почти полностью по-
глощающим ГММ. Заметим, что дисперсия и дисси-
пация — явления, связанные в силу принципа при-
чинности (соотношений Крамерса –Кронига) [4].

В работе рассмотрен простейший ГММ в виде
периодической плоскослоистой среды, на примере
которого анализируется возможность получения ги-
перболичности в виде ε′⊥ε

′
‖ < 0 (далее одинарный
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и двойной штрихи везде означают соответственно
действительную и отрицательную мнимую части), а
также влияние потерь, частотной и пространствен-
ной дисперсий на свойства ГММ. Имеется огромное
количество работ по анализу плоскослоистых струк-
тур, начиная с работ Рытова (1955) вплоть до по-
следних лет. Большое число работ в последние годы
(большую часть которых мы не приводим) посвя-
щено гомогенизации плоскослоистых ГММ. Тем не
менее проблемы определения волн в ГММ и гомоге-
низации до конца не решены в силу неоднозначности
последней.

Важно также корректно учитывать простран-
ственную дисперсию. Обозначим

εxx = εyy = ε⊥, εzz = ε‖,

k⊥ =
√
k2x + k2y, kz = k‖.

В плоскослоистой среде (путем поворота вокруг оси
C∞) выбираем поляризацию плоской волны так, что
ky = 0, k⊥ = kx. При диссипации все величины в ле-
вой части уравнения (2) комплексные, что приводит
к двум действительным уравнениям:

(k′x2 − k′′x2)ε′zz + 2k′xk′′xε′′zz
|εzz|2 +

+
(k′z

2 − k′′z
2)ε′xx + 2k′zk

′′
z ε

′′
xx

|εxx|2 = k20 , (3)

(k′x2 − k′′x2)ε′′zz − 2k′xk′′xε′zz
|εzz|2 +

+
(k′z

2 − k′′z
2)ε′′xx − 2k′zk

′′
z ε

′′
xx

|εxx|2 = 0. (4)

Отметим, что уравнение (2) обычно справедливо в
низкочастотном пределе, когда можно считать, что
плоская волна c зависимостью exp(iωt−ik·r) распро-
страняется в однородной анизотропной среде, т. е.
когда характерные размеры d существенно меньше
длины волны λ. Интересен, однако, и резонансный
случай λ ∼ d.

Наиболее простой ГММ можно реализовать как
одномерно-периодический плоскослоистый фотон-
ный кристалл (рис. 1). Он может быть выполнен, на-
пример, в виде тонких металлических или графено-
вых листов между слоями диэлектрика (например,
SiO2). Рассмотрим простейший случай двух слоев с
ε1, d1 и ε2, d2 в периоде d = d1 + d2, d � λ. Гомоге-
низация в нулевом квазистатическом приближении
без пространственной дисперсии дает [5]

ε⊥ = εxx = εyy = ε1d1/d+ ε2d2/d,

εzz = ε‖ = (ε−1
1 d1/d+ ε−1

2 d2/d)
−1.

(5)

321

Рис. 1. Падение плоской волны на границу ГММ, в плос-
кости которой лежит ось вращательной симметрии (1), на
ГММ с границей, к которой ось направлена под углом (2)
и на ГММ 3 с границей, к которой ось перпендикулярна

Соотношения (5) не содержат пространственной
дисперсии, которая появляется в следующих поряд-
ках разложения по малому параметру d/λ [5], од-
нако величины εk могут зависеть от частоты. Для
ГММ слои могут быть как диэлектрическими, так и
чередующимися диэлектрическими и металлически-
ми, скажем ε1 = εm, ε2 = εd. Для диэлектрической
проницаемости металла используем формулу Дру-
де –Лоренца

εm = εL − ω2
p

ω2 − iωωc
, (6)

где εL — лоренцев член, соответствующий диэлект-
рической проницаемости кристаллической решетки
и межзонным переходам (в инфракрасной и тера-
герцевой областях его можно считать действитель-
ным), ωp — плазменная частота, ωc — частота столк-
новений. Условию ε′m < 0 соответствует

ε′L − ω2
pω

2

ω4 + ω2ω2
c

< 0.

Если в выражении (6) пренебречь диссипацией, то
в области частот ω < ωp/

√
εL имеем εm < 0. Со-

отношения (5) приводят к условию ε⊥ = εxx < 0,
если |εm| > εdd2/d1, что легко реализуется для не
слишком тонких пленок металла и не очень больших
εd. Указанный случай реализуется при ωc � ω <

< ωp/
√
εL + εdd2/d1. В этом случае εzz = ε‖ > 0,

если |εm| > εdd1/d2, т. е. имеем ГММ с дополнитель-
ным условием ω < ωp/

√
εL + εdd1/d2. Если d1 < d2,

то ГММ реализуется в области ωc � ω < ω1h, где
ω1h = ωp/

√
εL + εdd1/d2, а если d1 > d2, — то в об-

ласти ωc � ω < ω2h, где ω2h = ωp/
√
εL + εdd2/d1.

Максимальная полоса частот будет при d1 = d2. При
этом на частоте ωp/

√
εL + εd выполнено εxx = εzz =

= 0, а случай с εxx > 0 и εzz < 0 возможен при
εm > −εd. Для хороших металлов при комнатной
температуре ωp ∼ 1016 Гц, ωc ∼ 1014 Гц, εL ∼ 10.
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Для диэлектрической проницаемости εd ∼ 3 и ω ≥
≥ 10ωc отношение верхней и нижней частот облас-
ти гиперболичности порядка 3. Для ее расширения
следует понижать ωc, например, используя сверхчи-
стые материалы и низкие температуры.

2. ВОЛНЫ В ГММ И ПЛОСКОСЛОИСТЫХ
СТРУКТУРАХ

Для бесконечного идеального плоскослоистого
ГММ

k2z = k2x|εxx|/εzz − k20 ,

поэтому распространение волны вдоль оси происхо-
дит, если k2z > 0, что накладывает ограничения на
компоненту kx. Если плоская волна падает из ваку-
ума на ГММ, как в случае 3 (см. рис. 1), то kx < k0
и должно быть

|εxx|
εzz

>
k20
k2x

=
1

sin2 ϕ
.

Такие полубесконечные ГММ и ГММ с большим ко-
нечным числом периодов следует рассматривать как
квазипериодические структуры. Если угол падения
ϕ = 0, то kx = 0, а величина kz мнимая. В та-
ких структурах возможны и поверхностные волны.
В запрещенной зоне идеального фотонного кристал-
ла при нормальном распространении волны как раз
реализуется этот случай, при этом εxx < 0 [6].

В отличие от приведенного выше примера (λ �
� d), это — резонансный случай с условием λ ∼ d.
Для падающего луча на рис. 1 углом падения за-
дается величина kz , и тогда распространение волны
определяется условием k2x ≥ k20εzz/|εxx|. Эти усло-
вия характерны для падения плоской волны из ва-
куума. Однако плоская волна может падать и из
среды с большими материальными параметрами ε

и μ. Правда, для образования такой волны источ-
ник должен быть расположен в среде и на весьма
большом удалении от границы, что трудно реали-
зуемо практически. Случаи kz > k0, kx > k0 могут
реализовываться для затухающих (эванесцентных)
мод. Эти моды возникают вблизи границ раздела
сред (структур), например, вблизи апертуры прямо-
угольного волновода с фланцем [7]. В приведенном
примере им соответствуют затухающие от аперту-
ры плотности поверхностных токов на проводящих
элементах структуры (на фланце).

Для неоднородных диэлектрических структур
эванесцентные моды могут поддерживаться токами
поляризации. Случай kx � k0 реализуется, напри-
мер, в фотонном кристалле при большом замедле-

нии вдоль оси x. Если в таком кристалле возбу-
дить соответствующим образом волну и наложить
его на ГММ, в последнем можно получить условие
kx � k0. Из уравнения (2) видно, что как раз усло-
вие k2x > k20εzz приводит к получению гиперболично-
сти. Однако такое возбуждение, как и возбуждение
источниками с эванесцентными модами, не является
возбуждением плоской волной.

Ясно, что рассмотренные приближения без дис-
сипации дают качественную картину. Для уточне-
ния следует использовать соотношения (3) и (4). Вы-
ражая k′′z из квадратного уравнения (4) и подстав-
ляя в (3), получим уравнение для изочастот в трех-
мерном пространстве k′x, k′′x , k′z. Нетрудно видеть,
что неограниченные значения компонент невозмож-
ны, т. е. поверхность замкнутая и, естественно, не
является гиперболоидом. Более строгая гомогениза-
ция приводит к пространственной дисперсии, кото-
рая совсем усложняет построение такой поверхнос-
ти.

Для металла с законом дисперсии k2 = k2εm и
диэлектрической проницаемостью (6), выбрав дви-
жение волны вдоль оси z, получаем

kx = ky = 0, k′z = k0

√(√
ε′2m + ε′′2m + ε′m

)
/2,

k′′z = k0

√(√
ε′2m + ε′′2m − ε′m

)
/2.

На частоте, где ε′m = 0, имеем k′z = k′′z = k0
√
ε′′m/2,

а ниже нее k′z < k′′z . В системе координат, про-
извольно повернутой относительно исходной (знак
«тильда»), имеются все три комплексные компонен-
ты k̃ (k̃2 = k2z = k20εm). В уравнении для изочастот
только пять независимых действительных величин,
причем три соответствуют углам, образованным на-
правлением распространения k̃′ с осями координат.
Исключая из шести величин одну (например, k̃′′z из
Im(k̃2 − k20εm) = 0), получим уравнение для изо-
частот в пятимерном пространстве, которое уже не
является сферой.

В общем случае уравнения типа (5) могут быть
получены на основе разных методов гомогенизации.
В частности, из решения уравненийМаксвелла мож-
но найти дисперсию в фотонном кристалле, т. е. за-
висимость f(k0,k) = 0 или k0 = ψ(k), а затем вычис-
лить усредненную поляризацию ячейки периодич-
ности. В этом случае условие d � λ уже налагать
не обязательно. При d ∼ λ поля сильно изменяют-
ся на периоде, но эти изменения строго учтены в
эффективных параметрах усреднением по периоду.
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Полученные гомогенизацией два комплексных урав-
нения типа (5) и комплексное дисперсионное урав-
нение для блоховских волн в фотонном кристалле
налагают шесть действительных условий для опре-
деления четырех комплексных величин: kx, kz, εxx,
εzz. Уравнение Флоке –Блоха, которому удовлетво-
ряют такие волны, имеет вид

kzd = Ψ = ±i ln
(
X ±

√
X2 − 1

)
. (7)

Дисперсионное уравнение (7) получено наложением
условий Флоке с использованием матрицы переда-
чи и определяет прямые и обратные волны. Знаки
следует брать независимо, при этом число ветвей в
области −π < Ψ′ < π удваивается в силу много-
значности логарифма. Уравнение (7) также можно
записать в виде

cos(kzd) = ±X,
где X = (a11 + a22)/2, amn — матричные элементы
классической матрицы передачи ячейки периодич-
ности (двух слоев), Ψ — фазовый сдвиг на ячейку.
Величина X зависит от k⊥, а ее вид — от модели
плоскослоистой среды и типа волны. Для волны E

(TM) нормированные импедансы слоев имеют вид
ρEl = klz/(k0εl), а для волны H (TE) — ρHl = k0/klz ,
где klz =

√
k20εl − k2x. Поэтому в нашем простейшем

случае

X = cos(k1zd1) cos(k2zd2)−1

2

(
ρ
(E,H)
1

ρ
(E,H)
2

+
ρ
(E,H)
2

ρ
(E,H)
1

)
×

× sin(k1zd1) sin(k2zd2). (8)

При наличии тонкой проводящей пленки, например,
листа графена, это соотношение следует модифици-
ровать. Такая пленка (двумерный электронный газ)
не может быть описана объемной диэлектрической
проницаемостью, но характеризуется поверхностной
проводимостью σ. В случае графена σ задается фор-
мулой Кубо [8,9], квантуется, имеет сильную зависи-
мость от температуры и электрохимического потен-
циала. Методом транспортного уравнения Больцма-
на в приближении Бхатнагара – Гросса –Крука по-
лучена тензорная проводимость [10].

Пусть индекс «1» соответствует диэлектрику,
ε1 = εd, а индекс «2» — пленке. Тогда

X = cos(k1zd1) +
1

2

(
iσρ

(E,H)
1

)
×

× sin(k1zd1) sin(k2zd2). (9)

Очевидно, выражения (8) и (9) не зависят от по-
рядка расположения слоев. Дисперсионное уравне-
ние (7) приводит к комплексным kz. Однако при

диссипации величина kx — комплексная, посколь-
ку в бесконечной структуре волна в направлении
движения (вдоль k) затухает. Для определения двух
комплексных величин кроме уравнения (7) необхо-
димо еще одно уравнение. Для волны в направле-
нии k с некоторой величиной kx в каждой плоскос-
ти z = const можно определить входной импеданс
Zin(z) как отношение соответствующих компонент
полей, при этом Zin(z + d) = Zin(z), т. е. входной
импеданс — периодическая функция, поскольку по-
ля удовлетворяют условиям Флоке, а входные импе-
дансы есть отношения компонент электрического и
магнитного полей. Для E-волны это Ex/Hy, а для
H-волны соответственно −Ey/Hx, где поля также
периодические функции.

В бесконечном недиссипативном фотонном крис-
талле волны с k и −k неразличимы, но в случае
потерь одна из волн убывает, а вторая возрастает
вдоль заданных направлений осей. Например, пер-
вая волна убывает вдоль положительного направле-
ния оси z, если k образует с ней острый угол. На-
правление убывания и определяет направление дви-
жения энергии в диссипативной структуре, при этом
волна может быть прямой или обратной. Пусть zin
есть нормированный входной импеданс на границе
слоев 2 и 1. Равенство импедансов означает согла-
сование, т. е. волну, идущую слева направо без отра-
жения. Тогда

z′in = ρ
(E,H)
2

zin + iρ
(E,H)
2 tg(k2zd2)

ρ
(E,H)
2 + izin tg(k2zd2)

есть импеданс на границе слоев 1 и 2, смещенной
влево на d2. Второе условие, означающее периодич-
ность импеданса, есть

zin = ρ
(E,H)
1

z′in + iρ
(E,H)
1 tg(k1zd1)

ρ
(E,H)
1 + iz′in tg(k1zd1)

. (10)

Здесь индексы «E,H» у zin опущены. Это опять им-
педанс на границе слоев 2 и 1, только смещенной
влево на d.

Естественно, можно записать условие периодич-
ности при пересчете импедансов справа налево, а
также при сдвиге исходной плоскости на один слой.
Удобно записать условие (10) с помощью матрицы
передачи ячейки периодичности. Связь касатель-
ных компонент полей в плоскостях, разделенных n
периодами, имеет вид

E
(E,H)
⊥ (z + nd) = exp

(
−inΨ(E,H)

)
E

(E,H)
⊥ (z),

H
(E,H)
⊥ (z + nd) = exp

(
−inΨ(E,H)

)
H

(E,H)
⊥ (z).
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Если â — классическая матрица передачи периода
структуры (соответственно â(n) = ân — матрица n
периодов), то условие имеет вид

zin =
a11zin + a12
a21zin + a22

,

или

zin(kx, z) =
a11−a22 ±

√
(a11−a22)2+4a21a12
2a21Z0

=

=
a11 − a22 ±

√
(a11 + a22)2 − 4

2a21Z0
, (11)

поскольку a11a22 − a12a21 = 1. Здесь Z0 =
√
μ0/ε0.

Очевидно, матрица зависит от kx и не зависит от
kz , а периодическая функция (11) явно зависит от
kx и от z, т. е. от расположения референсной плос-
кости. Явная зависимость от kz в (11) исключена,
поскольку был исключен фазовый сдвиг. Дисперси-
онные уравнения (10), (11) определяют зависимость
kx(k0), по которой можно из (7) определить kz.

Кроме формулы (11) можно получить другое вы-
ражение для zin(kx, z). Действительно, пусть для
данного k0 известны kx и kz . Тогда известны им-
педансы ρl слоев и поперечные компоненты полей в
них:

El = A+
l exp(−iklzz) +A−

l exp(iklzz),

HlZ0 =
1

ρl

[
A+

l exp(−iklzz)−A−
l exp(iklzz)

]
.

Сшивание полей проведем при z = d1 и z = d. Во
втором случае накладываем условия Флоке:

E2(d) = E1(0) exp(±ikzd),

H2(d) = H1(0) exp(±ikzd).
Поскольку k′′z > 0, верхний знак определяет пря-
мую волну, а нижний — обратную. Существование
нетривиального решения приводит к дисперсионно-
му уравнению в виде равенства нулю определителя
четвертого порядка.

Ниже будут получены более простые формы это-
го уравнения. Для определения неизвестных коэф-
фициентов в этих однородных уравнениях выкинем
одно из них и положим для простоты A+

1 = 1. Тогда

все остальные коэффициенты численно определены,
т. е. определены и входные импедансы в любой точ-
ке. Введем обозначения

Ã±
2 = A±

2 exp(∓ik2zd1), ψ± = exp(±ikzd).

Пусть неиспользованное уравнение

1−A−
1 = ψ±

ρ1
ρ2

[
Ã+

2 exp(−ik2zd2)−Ã−
2 exp(ik2zd2)

]
.

После подстановки значений коэффициентов оно и
есть дисперсионное уравнение. Можно использовать
и такое уравнение

1 =
1

2

[(
1 +

ρ1
ρ2

)
A+

2 exp (−i(k2z ∓ kz) d) +

+

(
1− ρ1

ρ2

)
A−

2 exp (i(k2z ± kz) d)

]
.

Оно есть сумма двух уравнений при сшивании при
z = d. Для разности уравнений имеем

A−
1 =

1

2

[(
1− ρ1

ρ2

)
A+

2 exp (−i(k2z ∓ kz) d) −

−
(
1 +

ρ1
ρ2

)
A−

2 exp (i(k2z ± kz) d)

]
.

Для первого слоя 0 ≤ z ≤ d1 получаем следующий
вид входного импеданса:

zin(kx, kz , z) = ρ1
exp(−ik1zz) +A−

1z exp(ik1zz)

exp(−ik1zz)−A−
1z exp(ik1zz)

.

Все введенные коэффициенты определены соотно-
шениями

Ã+
2 =

1

2

(
1 +

ρ2
ρ1

)
exp(−ik1zd1)+

+
1

2

(
1− ρ2

ρ1

)
exp(ik1zd1)A

−
1 , (12)

Ã−
2 =

1

2

(
1− ρ2

ρ1

)
exp(−ik1zd1)−

− 1

2

(
1 +

ρ2
ρ1

)
exp(ik1zd1)A

−
1 , (13)

A−
1 =

ψ± exp(−ik1zd1) [ρ1 cos(k2zd2)− iρ2 sin(k2zd2)]− ρ1
ψ± exp(ik1zd1) [ρ2 cos(k2zd2) + iρ1 sin(k2zd2)] + ρ1

. (14)

2 ЖЭТФ, вып. 6 (12)
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Заметим, что можно получить несколько эквива-
лентных форм представления коэффициентов, им-
педанса и дисперсионного уравнения. В приведен-
ных выше соотношениях нельзя осуществить пре-
дельный переход к однородной среде (ρ1 → ρ2), по-
скольку в этом случае волны обоих направлений
становятся несвязанными, а формально построен-
ный с их комбинациями импеданс может быть лю-
бым. Имеем

zin(kx, kz , 0) = ρ1(1 +A−
1z)/(1−A−

1z).

Частный случай zin = ρ1 выполняется, если

ψ± =
exp(ik1zd1)

ρ1 cos(k2zd2)− iρ2 sin(k2zd2)
.

Условия A−
1 = ±1 для диссипативной структу-

ры невозможны. Сдвигая область рассмотрения на
один слой или на любую часть периода, получаем
уравнение (11) с измененными матрицей и импедан-
сом. Очевидно, можно использовать матрицу для
нескольких периодов, т. е. любую степень матрицы
â, при этом, согласно (10), решение не изменяется.
Для двух слоев в периоде всегда матрицу â можно
сделать симметричной, выбрав референсные плос-
кости в центре любого из слоев. Два решения урав-
нения (11) соответствуют тому, что возможен пере-
счет импедансов как справа налево (10), так и слева
направо, что соответствует прямой и обратной вол-
нам.

Предположим, что известен импеданс
zin(kx, kz, z). Тогда по формулам типа (10) по-
лучим импеданс zin(kx, kz, z − d). Метод прямой
итерации позволяет получить итерационное реше-
ние с использованием формулы

kx = kx − αkx

[
zin(kx, kz, z − d)

zin(kx, kz , z)
− 1

]
. (15)

Для начала итераций нужно приближенно задать
kx. Затем следует из выражения (7) вычислить kz и
затем zin(kx, kz , z). Далее импеданс пересчитывает-
ся и определяется уточненное значение kx из (15).
Процесс продолжается до сходимости. Сходимость
сильно зависит не только от начального выбора, но
и от выбора параметра итераций α.

Рассмотрим метод получения дисперсионного
уравнения для полубесконечного фотонного крис-
талла, граничащего со средой с диэлектрической
проницаемостью εh. Пусть ε1 = εd, ε2 = εm. Ес-
ли zin(kx, kz) — периодический импеданс E-волны
на границе металл–диэлектрик, пересчитанный че-
рез n периодов к границе, то отсутствие отражения
соответствует условию

kx = k0

√
εh [1− z2in(kx, kz)].

Аналогичное условие согласования для H-волны
есть

kx = k0

√
εh − z−2

in (kx, kz).

Здесь zin(kx, kz) и все импедансы при пересчете уже
соответствуют H-волне. Если εh = 1, то получаем
дисперсионное уравнение для поверхностных плаз-
монов на границе вакуум–полубесконечный фотон-
ный кристалл. Уравнения удобно решать методом
итераций, при этом при большом n и при сходимости
итераций результат не зависит от начального выбо-
ра zin(kx, kz). Для оценки такого n заметим, что для
получения периодических свойств в фотонном кри-
сталле достаточно учесть несколько десятков пери-
одов [11]. Решение дисперсионного уравнения зави-
сит от порядка расположения слоев у границы. Если
εh = εd, то фактически фотонный кристалл начина-
ется с металлического слоя у границы, т. е. решение
такое же, как при ε1 = εm, ε2 = εd. При всех дру-
гих значениях порядок расположения слоев влияет
на результат. Более хорошей сходимостью обладает
итерационный алгоритм

kx =
1

2

[
kx + k0

√
εh (1− z2in(kx, kz))

]
. (16)

Другой способ получения дисперсионного урав-
нения, основанный на методе сшивания, состоит
в представлении полных полей внутри фотонного
кристалла и в вакууме. В кристалле конечной, но
большой толщины

Ez = A+ exp(−ikxx− ikzz)+A
− exp(−ikxx+ ikzz),

т. е. поле представляется двумя противоположно
распространяющимися волнами. В полубесконеч-
ном фотонном кристалле следует положить A− = 0

(считаем k′′z > 0). В вакууме (z < 0) также нужно
использовать одну волну:

Ez = A exp(−ikxx− ik0zz).

Для нее k0z =
√
k20 − k2x, что приводит к систе-

ме двух однородных алгебраических уравнений и
к приближенному дисперсионному уравнению kx =

=
√
k20 − k2z . Это нулевое приближение, поскольку

оно не зависит от того, каким из слоев фотонный
кристалл контачит с вакуумом, не учитывает воз-
мущения волн у поверхности кристалла, но позво-
ляет сделать выводы о том, когда поверхностная
волна медленная. Очевидно, это так, когда число
k0z мнимое (т. е. в запрещенных зонах фотонного
кристалла), а также когда блоховская волна быст-
рая, что имеет место для высших по частоте ветвей
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(волн). На самом деле следует учесть возмущения в
нескольких прилегающих к границе слоях и дисси-
пацию. Простейший результат получается при учете
их только в одном приповерхностном слое. Записы-
вая в нем

Ez = A+
1 exp(−ikxx− ik1zz)+A

−
1 exp(−ikxx+ ik1zz)

и сшивая поля на двух границах, получаем диспер-
сионное уравнение в следующем приближении:

2 exp(ik1zd1) =
(k1z + k0z)(k1z − kz)

(k1z − k0z)(k1z + kz)
.

Более точные уравнения, учитывающие возмуще-
ния в n слоях, сводятся к равенству нулю опреде-
лителя порядка 2(n + 1) и достаточно громоздки.
Все эти уравнения следует решать совместно с (7),
откуда определяется в общем случае комплексная
величина kx.

Задача дифракции содержит падающую и отра-
женную волны, система уравнений неоднородная,
а kx — действительное число. Без диссипации для
медленной волны k0z = i|k0z| (поверхностная вол-
на), а для быстрой волны k0z = |k0z |, т. е. волна вте-
кающая (см. [12], стр. 219) и может существовать
только при наличии потерь, хотя бы малых. Во вте-
кающей волне энергия движется под углом, но слева
направо. В вытекающей волне энергия идет спра-
ва налево, поэтому такой волны в полубесконечной
структуре быть не может: в противном случае, до-
пуская наличие бесконечно малых потерь, получаем
экспоненциальный рост мощности при z → ∞. Од-
нако для структуры фотонного кристалла конечной
толщины вытекание энергии возможно. Дисперси-
онное уравнение такой структуры получается с уче-
том четырех волн: двух в фотонном кристалле и по
одной в вакууме слева и справа. Оно определяет две
связанные волны. Естественно, следует учесть воз-
мущения вблизи границ, при этом слой кристалла
должен содержать много периодов.

На рис. 2 и 3 приведены результаты итерацион-
ного решения уравнений (15), (16) при εh = 1 для
чередующихся со слоями SiO2 металлических сло-
ев с разными ωp, ωc при использовании матрицы с
ân для большого числа периодов до получения схо-
дящихся результатов. При n = 1 результаты также
сходятся, но при большем числе итераций. Диспер-
сионные кривые имеют узкие полосы разрывов, где
итерации не сходятся. Для диэлектрической прони-
цаемости SiO2 взято значение 3.2−0.001i, а εL = 10.
Дисперсионные кривые на этих рисунках образова-
ны точками, каждая из которых суть сходящееся ре-

шение. Сходимость означает получение невязки ме-
нее 10−6. В существенной части областей решения
почти налагаются друг на друга. В ряде областей
сходимость не наблюдается (во всяком случае, за
максимальное число итераций, которое было равно
900). В областях с хорошей сходимостью число ите-
раций не превышало нескольких десятков.

Наиболее просто получить zin перед бесконечно-
тонкой импедансной пленкой с нормированной про-
водимостью y0 = Z0σ. Входная проводимость за
пленкой равна ỹ = y0 + yin. Трансформируя ее на
период влево, имеем уравнение

y2in + y0yin +
iyy0

tg(k1zd)
− y2 = 0,

в которое введена волновая проводимость. Для каж-
дой из волн полученные уравнения типа (11) необ-
ходимо решать совместно с дисперсионным уравне-
нием (7), из которого kz определено с точностью до
2mπ/d. Ясно, что возможны значения ±kx. При за-
данном k0 оба значения, kz и kx, можно определить
методом одновременных итераций из двух уравне-
ний, например (7) и (11). Тогда получаем много-
значные функции kx = f1(k0) и kz = f2(k0). Век-
тор k определяется с точностью до вектора обрат-
ной решетки 2mπd−1z0, при этом независимо имеют
место корни ±kz и ±kx. Удобно ввести компонен-
ты Kzm = kz + 2mπ/d. Действительные части k/k0
определяют замедления по соответствующим осям.

Для одномерно-периодической структуры урав-
нение (7) уже получено методом сшивания плоских
волн, т. е. нормальные волны близки по структуре
к пространственным гармоникам (плоским волнам
exp[−i(kxx+Kzmz)]). Обычно берут границу зоны в
виде |k′z | ≤ π/d. Уравнение (2) при заданной частоте
уже не определяет поверхность, в том числе и ги-
перболоид вращения, а соответствует только неко-
торым точкам в k-пространстве, зависящим от спо-
соба гомогенизации. Так, если пренебречь диспер-
сией диэлектрической проницаемости в слоях и ис-
пользовать выражения (5), то компоненты тензора
эффективной диэлектрической проницаемости бу-
дут константами. Более точные методы делают их
функциями k0 и k. Само уравнение Френеля также
можно рассматривать как условие гомогенизации,
считая, что на kx никаких условий не наложено и
эта величина действительная [13]. Так, для ГММ с
графеновыми листами в слоях диэлектрика, соглас-
но (5), εzz = εd, ε⊥ = εd − iσ/ε0ωd [13]. Для тон-
кой проводящей пленки малой толщины d2 имеем
ε2 = εh − iσ0/ωε0, где σ0 — объемная проводимость,
а ε1 = εd. Поверхностная проводимость определяет-
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Рис. 3. Дисперсия (а) и нормированные потери (б ) в одномерном фотонном кристалле с металлическими слоями толщи-
ной 20 нм, диэлектрическими слоями с εd = 2 толщиной 180 нм (период d = 200 нм): εL = 9.8−0.001i, ωp = 2.2 ·1016 Гц,

ωc = 1.35 · 1015 Гц
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ся как σ = limd2→0(σ0d2). В этом случае в нулевом
приближении εxx ≈ εd − iσ/ε0ωd, εzz ≈ εd, поэтому

k2z
εd − iσ/ε0ωd

=
k20εd − k2x

εd
. (17)

Обозначая δ = d2/d, имеем первое приближение:

εxx ≈ εd− iσ

ε0ωd
+ δ(εh − εd), εzz ≈ εd(1+δ).

Зависимость εzz от εh появляется в третьем прибли-
жении по δ.

Если k2x > k20εd, то правая часть уравнения (17)
отрицательная, при обратном условии — положи-
тельная. Однако при действительной компоненте kx
величина kz удовлетворяет комплексному дисперси-
онному уравнению (7), а левая часть уравнения (17)
всегда комплексная с комплексной проводимостью,
т. е. для действительного значения kx уравнение (17)
выполняться не может. Если взять только условие
εzz = εd, то (17) приводит к условию ε′⊥ < 0, ес-
ли k2x > k20εd. Последнее соответствует медленным
плазмонам (поляритонам) вдоль слоев с бесконеч-
но малыми потерями. В случае малой диссипации в
зонах пропускания величина kz имеет малую мни-
мую часть, а в запрещенных зонах она практически
мнимая. Возникают вопросы: можно ли считать kx
действительной и когда, а также какими уравнения-
ми следует пользоваться (или лучше пользоваться)
для гомогенизации и определения свойств гипербо-
личности плоскослоистых сред (ГММ), памятуя о
том, что гомогенизация — процедура неоднознач-
ная? Эти вопросы далее затронуты в работе.

3. ДИСПЕРСИОННЫЕ ПОВЕРХНОСТИ В
k-ПРОСТРАНСТВЕ

В однородной изотропной недисперсивной (соот-
ветственно, недиссипативной) среде с диэлектриче-
ской проницаемостью ε дисперсионная поверхность
есть сфера в трехмерном k-пространстве, при этом
нормированный импеданс ρ = ε−1/2. Квадрат любой
компоненты ограничен величиной k20ε. В изотроп-
ных неоднородных (ограниченных) структурах, од-
нако, можно рассматривать эванесцентные волны с
мнимыми компонентами. При дисперсии всегда есть
диссипация: ε(k0) = ε′(k0)− iε′′(k0). Введем единич-
ный вектор в направлении распространения волны:
k0 = k′/|k′|. Тогда k2 = (k′ − ik′′)2 = k20(ε

′ − ε′′),
k = k0k = k0|k|,

k′ = k0

√(√
ε′2 + ε′′2 + ε′

)
/2,

k′′ = k0

√(√
ε′2 + ε′′2 − ε′

)
/2,

(18)

при этом kl = k cosαl, где l = x, y, z, а αl — соответ-
ствующие углы между k0 и осями. Теперь

k
′2
x − k

′′2
x + k

′2
y − k

′′2
y + k

′2
z − k

′′2
z = k20ε

′,

2(k′xk
′′
x + k′yk

′′
y + k′zk

′′
z ) = k20ε

′′.

Две величины с двумя штрихами можно исключить
в силу условий k′′x/k

′
x = k′′y/k

′
y = k′′z /k

′
z = k′′/k′,

поэтому дисперсионную поверхность изочастот сле-
дует рассматривать в четырехмерном пространстве.
Она уже не является сферой. Даже если не учиты-
вать потери, но считать, что имеет место дисперсия,
то сферическая поверхность искажается. В случае
бесконечной периодической плоскослоистой среды
дополнительно имеем два уравнения, что приводит
к тому, что гиперповерхности вращения нет, а име-
ем только набор точек, расположенных на окруж-
ностях вокруг оси kz. Заметим, что если рассматри-
вать трехмерный фотонный кристалл, описываемый
только дисперсионным уравнением f(k0,k) = 0, то
без диссипации имеем поверхность в трехмерном
k-пространстве, а при диссипации пространство ста-
новится уже шестимерным.

В общем случае диссипация различна по различ-
ным направлениям [14]. Разрешая дисперсионное
уравнение в виде k0 = ϕ(k), имеем действительную
трехмерно-периодическую (с периодом действитель-
ного вектора обратной решетки) четную функцию.
Конечно, можно рассмотреть уравнения гомогени-
зации и, в частности, уравнения Френеля. Напри-
мер, для бианизотропного метаматериала [15]

det
[(
k−1
0 k̂ + ξ̂

)
μ̂−1

(
k−1
0 k̂ − ζ̂

)
+ ε̂
]
= 0,

det
[(
k−1
0 k̂ − ζ̂

)
ε̂−1

(
k−1
0 k̂ + ξ̂

)
+ μ̂

]
= 0.

(19)

Усредненные по ячейке поля (с чертой сверху) и по-
ляризации связаны соотношениями

Pe = ε0

(
ε̂− Î

)
E+ c−1ξ̂H =

= ε0

[(
ε̂− Î

)
E+ Z0ξ̂H

]
,

Pm = μ0

(
μ̂− Î

)
H+ c−1ζ̂E =

= μ0

[(
μ̂− Î

)
H+ Z−1

0 ζ̂E
]
,

(20)

где Î — единичный тензор, а k̂ — с точностью до i
есть матрица оператора «ротор», действующего на
плоскую волну A exp(−ik · r) и состоящая из ком-
понент вектора k [15]. Уравнения (19) вторичны по
отношению к первичному уравнению f(k0,k) = 0.
Входящие в них тензоры проницаемостей и кросс-
поляризаций зависят от k0 и k. Эти зависимости
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определяются методами гомогенизации. Они неод-
нозначные, поэтому наилучшим критерием следу-
ет считать наименьшее расхождение закона дис-
персии (19) с основным дисперсионным уравнени-
ем f(k0,k) = 0, полученным электродинамически
строгим методом. Сами уравнения типа (19) зависят
от модели поляризации. Можно, например, не вво-
дить Pm [4] или не учитывать мультипольные мо-
менты [16]. В трехмерном фотонном кристалле в об-
щем случае однозначно ввести импедансы нельзя, но
отношения компонент полей являются трехмерно-
периодическими функциями.

4. ДИФРАКЦИЯ НА КОНЕЧНЫХ И
ПОЛУБЕСКОНЕЧНЫХ

ПЛОСКОСЛОИСТЫХ ФОТОННЫХ
КРИСТАЛЛАХ

Задача дифракции плоской волны на полуплос-
кости (задача Френеля) определяется углом паде-
ния tgϕ = kx/k0z, где величины относятся к вакуу-
му и являются вещественными, даже если полуплос-
кость диссипативная. При этом существенно нали-
чие отраженной волны. Отраженная волна отсут-
ствует при падении E-волны под углом Брюстера на
плоскую границу недиссипативного полупростран-
ства, при этом вдоль нее распространяется волна
[12]. Для волны TE (или H) отсутствие отражения
возможно при наличии у среды магнитных свойств.
При диссипации kx = k′x−ik′′x и угол становятся ком-
плексным, а волна втекающей [12,17]. Это известная
поверхностная втекающая волна Ценнека, которая
может быть как быстрой, так и медленной и явля-
ется плазмон-поляритоном (очень медленную волну
обычно называют плазмоном) [17]. Групповая ско-
рость быстрого поляритона может превышать фазо-
вую скорость и скорость света. Итак, условием по-
лучения дисперсионного уравнения (перехода от за-
дачи дифракции к задаче о волнах) является усло-
вие равенства нулю коэффициента отражения R = 0

[12,17] (или совпадения волнового импеданса падаю-
щей волны с входным импедансом структуры). Вол-
на Ценнека является несобственной.

Если вместо полуплоскости имеет место ограни-
ченный по толщине слой или несколько слоев, то за-
дача Френеля несколько усложняется. Усложняет-
ся и задача об определении волн. Структура может
поддерживать бесконечное число волн, которые мо-
гут быть поверхностными и вытекающими, причем
переходящими друг в друга. Поверхностная волна

существует за счет внутреннего отражения и для
идеального диэлектрика является собственной (для
нее краевая задача самосопряженная). Она может
перейти в вытекающую несобственную волну при
уменьшении частоты. Диссипация приводит к тому,
что поверхностная волна становится слабовтекаю-
щей квазисобственной.

В общем случае на волновое движение оказы-
вают влияние обе поверхности, что для одиночного
слоя приводит к четному и нечетному распределени-
ям полей внутри него. Если толщина слоя растет и
есть диссипация, то связь поверхностей пропадает и
остается один четный плазмон. Если слева и справа
от пластины находятся различные среды (например,
вакуум и диэлектрик), то с одной стороны возмож-
но втекание волны, а в другом — вытекание. Эти
условия надо накладывать при нахождении диспер-
сионного уравнения методом сшивания или методом
матриц передачи.

Выше на рис. 3 приведены результаты решения
дисперсионного уравнения (7) для нормального рас-
пространения волны (kx = 0) в фотонном кристал-
ле с наноразмерными металлическими пленками. На
сверхнизких частотах дисперсия нормальная, пере-
ходящая затем в аномальную. Если величина kx > 0

и фиксирована, то на низких частотах появляется
запрещенная зона, а кривые сдвигаются вверх по
нормированной частоте k0d. Однако всегда kx за-
висит от k0.

При возбуждении плоской волной kx = k0 sinϕ.
Дисперсия для продольного волнового числа при
разных углах падения приведена на рис. 4. Вдали
от границы фотонного кристалла этот угол опреде-
ляет распространение волны, что и объясняет воз-
можность построения дисперсионных кривых. В об-
ласти сверхнизких частот дисперсия аномальна и
связана с большой диссипацией. Затем она перехо-
дит в нормальную вплоть до первой запрещенной
зоны (точнее — до полосы с большим и потерями).
Большие потери приводят к распространению с ма-
лой фазовой скоростью и к аномальной дисперсии.
Далее имеют место несколько узких запрещенных
зон. Почти полное исчезновение запрещенных зон
связано с потерями. В ультрафиолетовой области
металл по свойствам близок к диэлектрику, поте-
ри падают, а запрещенные зоны вновь проявляются
(см. рис. 3, 4).

Рассмотрим влияние пространственной диспер-
сии на гомогенизацию. Для простоты воспользуемся
вторым уравнением (5), а гомогенизацию проведем
на основе уравнения Френеля (2). При одинаковых
толщинах εzz = 2εmεd/(εm + εd) ≈ 2εd, поскольку
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Рис. 4. Дисперсия при ϕ = 0 (1 ) и sinϕ = 0.9 (2 ) при
εL = 10.0 − 0.0001i, εd = 3.9− 0.0001i, ωp = 2.2 · 1016 Гц,
ωc = 0.5 · 1014 Гц, толщины металлических и диэлектри-

ческих слоев d1 = d2 = 50 нм

диэлектрическая проницаемость металла большая.
Первое уравнение (5) дает εxx ≈ εm/2, а из (2) име-
ем εxx = k2z/(k

2
0 − k2x/εzz). Поскольку выражение в

скобках в знаменателе положительное, ГММ возни-
кает, когда k2z имеет отрицательную действительную
часть. Это имеет место во всех запрещенных зонах
(зонах с большими потерями). Результаты приведе-
ны на рис. 5, 6. Хотя значения компоненты εxx в
обеих моделях разнятся на порядки, ее обращение
в нуль происходит на частотах, примерно соответ-
ствующих условию k0d = 2, т. е. условие квазиста-
тики λ� d выполняется. Заметим, что приводящая
к пространственной дисперсии гомогенизация поз-
воляет определить дисперсионное уравнение объем-
ных плазмонных волн, εxx(k0,k) = 0, которое в на-
шем случае сводится к k2zεzz = 0. Очевидно, плаз-
менные колебания (εm = 0) следует исключить из
рассмотрения волн, поэтому имеем дисперсионное
уравнение kz(k0, kx) = 0. При наличии волны в бес-
конечном фотонном кристалле в зоне распростране-
ния величина k2x должна иметь большую действи-
тельную часть, т. е. волна в направлении x долж-
на быть медленной. Такие результаты для действи-
тельной неограниченной компоненты kx и ГММ с
графеновыми листами приведены в работе [13].
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Рис. 5. (В цвете онлайн) Отрицательная действительная
часть диэлектрической проницаемости на основе модели
(5) — результаты 1, 3, 5 с множителем 105, и на основе
уравнения Френеля (2) — 2, 4, 6. Результаты 1, 2 соответ-
ствуют структуре для рис. 3, результаты 3–6 — структуре
для рис. 4, причем sinϕ = 0 для 3 и 4 и sinϕ = 0.9 для 5
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Рис. 6. Эффективные диэлектрические потери для струк-
туры, соответствующей рис. 4, на основе модели (5) —

результаты 1, 2, и модели (2) — 3
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Итак, задача об определении квазисобственных
волн и несобственных волн приводит к комплексным
kx = k′x − ik′′x , тогда как задача о падении плоской
волны — задача Френеля (и вообще задача дифрак-
ции) — решается при действительных kx. Для вы-
полнения граничных условий при этом существенно
наличие отраженной волны. Для толстой диссипа-
тивной структуры отражением от второй границы
можно пренебречь. Реально плоскослоистые струк-
туры (включая квазипериодические) имеют не толь-
ко конечное число слоев или периодов, но и конеч-
ные размеры вдоль оси x. В этом случае рассмотре-
ние квазипериодических структур как бесконечного
фотонного кристалла является приближенным. На-
пример, имеет место пропускание в запрещенных зо-
нах даже для модели без диссипации (что связано с
радиационными потерями). Им можно пренебречь,
если число периодов весьма большое.

Рассматривать волны вдоль слоев также нельзя,
поскольку есть отражения от границы и возбужде-
ние краевых волн. В этом случае удобно считать ве-
личину kx действительной и совпадающей со значе-
нием в плоской возбуждающей волне, а дисперси-
онное уравнение взять для периодического фотон-
ного кристалла, получить эффективную диэлектри-
ческую проницаемость и решение задачи с ее ис-
пользованием. В случае малого числа периодов (по-
рядка десятков) можно использовать точное реше-
ние задачи дифракции на многослойной бесконеч-
ной по x структуре. Это, в частности, позволяет

определить поля в слоях и провести гомогенизацию.
Она важна для получения эффективных парамет-
ров (1), которые в принципе позволят решить за-
дачу для дифракции на плоскослоистой структуре
любой формы. В этом случае как раз следует ис-
пользовать дисперсионное уравнение (2) и уравне-
ния (3), (4) для построения поверхности дисперсии
в k-пространстве.

5. ВОЛНЫ В ПЛОСКОСЛОИСТЫХ
КВАЗИПЕРИОДИЧЕСКИХ КОНЕЧНЫХ И

ПОЛУБЕСКОНЕЧНЫХ ФОТОННЫХ
КРИСТАЛЛАХ

В силу сказанного для получения свойств гипер-
боличности рассматриваем бесконечные по x ква-
зипериодические структуры с большим числом пе-
риодов, считая kx заданным и действительным.
Для простоты ограничимся двумя слоями в пери-
оде, но считаем, что слои могут обладать и маг-
нитными свойствами, т. е. klz =

√
k20εlμl − k2x. Тог-

да ρEl = klz/k0εl, ρHl = k0μl/klz. Исследование
плоскослоистых структур удобно проводить мето-
дом матриц передачи. Рассмотрим вектор-столбец
Fl = (El, Hl). Кроме классической матрицы пере-
дачи, связывающей поля в соседних слоях, Fl =

= âlFl+1, используем еще волновые матрицы. Пред-
ставляя поля через падающие и отраженные волны
в слое с амплитудами A±

l и сшивая их на границе
слоев l и l+ 1, получаем связь

(
A+

l+1

A−
l+1

)
= t̂−1

l

(
A+

l

A−
l

)
=

⎡
⎢⎢⎢⎣

exp(−ikltl)(ρl + ρl+1)

2ρl

exp(ikltl)(ρl − ρl+1)

2ρl

exp(−ikltl)(ρl − ρl+1)

2ρl

exp(ikltl)(ρl + ρl+1)

2ρl

⎤
⎥⎥⎥⎦
(
A+

l

A−
l

)
. (21)

t̂l =

⎡
⎢⎢⎢⎣

exp(ikltl)(ρl + ρl+1)

2ρi+1

exp(ikltl)(ρl+1 − ρl)

2ρl+1

exp(−ikltl)(ρl+1 − ρl)

2ρl+1

exp(−ikltl)(ρl + ρl+1)

2ρl+1

⎤
⎥⎥⎥⎦ . (22)

Здесь индекс моды у импеданса и индекс «z» у постоянной распространения опущены, а tl — толщины сло-
ев. Определитель матрицы â есть единица, тогда как det t̂−1

l = ρl+1/ρl. Эта волновая матрица отличается
от классической волновой матрицы, поскольку последняя связывает волны полей слева и справа от слоя, и
имеет вид [18]

t̂l =

[
exp(iθl)ρ

+
11 + exp(−iθl)ρ−11 exp(iθl)ρ

+
12 + exp(−iθl)ρ−12

exp(iθl)ρ
+
21 + exp(−iθl)ρ−21 exp(iθl)ρ

+
22 + exp(−iθl)ρ−22

]
, (23)

1080



ЖЭТФ, том 150, вып. 6 (12), 2016 Анализ плазмонов и гомогенизация. . .

где θl = kltl и обозначены «импедансы», удовлет-
воряющие следующим соотношениям симметрии:
ρ+11 = ρ−22, ρ

−
11 = ρ+22, ρ

+
12 = ρ−21, ρ

−
12 = ρ+21, причем

ρ+11 =
1

4

(
1 +

ρl
ρl+1

+
ρl−1

ρl
+
ρl−1

ρl+1

)
,

ρ−11 =
1

4

(
1− ρl

ρl+1
− ρl−1

ρl
+
ρl−1

ρl+1

)
,

ρ+12 =
1

4

(
1− ρl

ρl+1
+
ρl−1

ρl
− ρl−1

ρl+1

)
,

ρ−12 =
1

4

(
1 +

ρl
ρl+1

− ρl−1

ρl
− ρl−1

ρl+1

)
.

Имеем det t̂l =
√
ρl−1/ρl+1. Нормированные вол-

новые матрицы для (21) вводятся как T̂l =

=
√
ρl+1/ρl−1 t̂l, т. е. det T̂l = 1. Матрицы передачи

можно использовать для моделирования квазипе-
риодических структур. Используя матрицы T̂l, сле-
дует вводить матрицы скачков волновых сопротив-
лений [18]. Желательно использовать для улучше-
ния устойчивости алгоритмов перемножения мат-
риц рекуррентные итерационные формулы для це-
почки четырехполюсников (см. формулы (2.45)–
(2.48) из [18]).

Бесконечные периодические структуры будем
моделировать как конечные с большим числом пери-
одов. Рассмотрим полубесконечный фотонный кри-
сталл с матрицей передачи ân первых n периодов.
Поле вблизи границы возмущено, однако вглубине
можно наложить условия Флоке. Тогда

[
â−n − exp(iΨ)â−n−1

]( 1 +R

(1−R)/Z0

)
=

= q̂(n)

(
1 +R

(1−R)/Z0

)
= 0. (24)

Коэффициент отражения определяется из уравне-
ний:

q̂
(n)
11 (1 +R) + q̂

(n)
12 (1−R) = 0,

q̂
(n)
21 (1 +R) + q̂

(n)
22 (1−R) = 0.

(25)

Одно из следующих отсюда соотношений имеет вид
det q̂(n) = 1, а второе определяет искомый коэффи-
циент:

y2 =

(
1−R

1 +R

)2

=
q̂
(n)
11 q̂

(n)
21

q̂
(n)
22 q̂

(n)
12

. (26)

Аналогичный результат может быть получен и
с использованием матриц (22). Пусть t̂0 — матрица

скачка волновых сопротивлений от полупростран-
ства слева (скажем, вакуума) к первому слою полу-
бесконечной структуры. Очевидно, имеем

û(n)

(
1

R

)
=
[
t̂−n − exp(iΨ)t̂−(n+1)

]
×

× t̂−1
0

(
1

R

)
= 0, (27)

отсюда R = −u(n)11 /u
(n)
12 = −u(n)22 /u

(n)
21 . Здесь также

detu(n) = 1. Дисперсионное уравнение для плазмо-
нов вдоль границы полубесконечной структуры есть
R = 0. Если использовать входной импеданс zin пе-
риодической структуры на границе n периодов, то
дисперсия также может быть получена путем реше-
ния уравнения

Z0in =
ân11Zin + ân12
ân21Zin + ân22

,

где Z0in — входной импеданс для соответствующей
волны (E или H) в вакууме, Zin = Z0zin.

Еще один метод получения дисперсионного урав-
нения можно описать следующим образом. Попереч-
ные компоненты E1, H1 на границе при z = 0 связа-
ны с соответствующими компонентами En, Hn при
z = nd матрицей ân. Если это граница структуры,
то компоненты на ней связаны неким условием типа
условия излучения. Это относится и к первой гра-
нице. В конечной структуре эти условия могут быть
двух типов: поверхностная втекающая волна и ан-
типоверхностная вытекающая волна [12]. В первом
случае на первой границе имеем

Ex = E0 exp(−ik0zz), Hy = Z−1
0inE0 exp(−ik0zz).

Здесь k0z =
√
k20 − k2x, причем Im k0z > 0 для по-

верхностной волны. Она медленная, а при нали-
чии диссипации втекающая: Re(k0z) > 0. Случай
Im k0z > 0 реализуется для быстрой вытекающей
волны (k′x < k0). Если поверхность z = nd гра-
ничит со средой, описываемой ε и μ, то k(n+1)z =

=
√
k20εμ− k2x и возможны оба случая: вытекания

из среды и втекания в среду.
Таким образом, могут быть реализованы четыре

режима. Моделировать полубесконечный фотонный
кристалл можно, увеличивая n, но при этом следу-
ет рассматривать только втекающие волны. Выте-
кание требует наличия запасенной энергии, что в
бесконечных диссипативных структурах невозмож-
но. Так, невозможна вытекающая волна в вакуум
из диссипативного полупространства, например, за-
полненного плазмой с ε′ < 1. Для него имеется толь-
ко втекающая волна Ценнека, хотя для плазменного
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волновода (слоя) вытекающая волна возможна. Рас-
смотрим E-волну. Для полубесконечного фотонного
кристалла можно записать

E(n+1)x = En exp [−ikz(z − nd)] ,

H(n+1)y = (Z0z
E
in)

−1En exp [−ikz(z − nd)] .

Сшивая поля на границах имеем

E0 = E1, (Z0z
E
0 )

−1E1 = H1, Hn = (Z0z
E
in)

−1En,

E1 = a
(n)
11 En + a

(n)
12 Hn, H1 = a

(n)
21 En + a

(n)
22 Hn,

откуда получаем дисперсионное уравнение

zE0 =
√
1− k2x/k

2
0 =

a
(n)
11 + a

(n)
12 (Z0z

E
in)

−1

Z0a
(n)
21 + a

(n)
22 /z

E
in

. (28)

Оно тем точнее, чем больше n. Для его решения
удобно использовать итерационную формулу kx =

=
√
1− (zE0 )2 совместно с формулой (7) и вычисле-

нием ân и zEin.

6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

На примере простейшей плоскослоистой среды,
состоящей из двух чередующихся слоев, описывае-
мой матричными соотношениями и достаточно про-
стыми и точными дисперсионными уравнениями,
рассмотрен вопрос о ее гиперболичности. Гипербо-
личность может проявляться в бесконечных фотон-
ных кристаллах и конечных образцах ГММ, при-
чем постановки соответствующих задач различны.
В первом случае — это задачи о собственных (квази-
собственных) волнах, а во втором — задачи дифрак-
ции. Волны в плоскослоистых фотонных кристал-
лах с диссипацией комплексные (квазисобственные)
с частотной дисперсией, причем пространственная
дисперсия проявляется как взаимосвязь поперечной
и продольной компонент в виде зависимости зонной
структуры kz(k0) от kx и от номера зоны Бриллю-
эна. При этом kx зависит от kz .

Интересен идеальный случай отсутствия дисси-
пации, когда имеются зависящие от kx запрещенные
зоны, но сам этот параметр является независимым.
В этом случае при падении плоской волны поле в
глубине от границы раздела вакуум–ГММ слабо от-
личается от поля соответствующей собственной вол-
ны фотонного кристалла. Слабо различаются и ре-
зультаты гомогенизации, выполненные путем усред-
нения поляризаций. Но для гомогенизации можно
использовать и результаты решения задач дифрак-
ции, например, определив коэффициент отражения

от полубесконечной структуры [19], в том числе при
разных углах падения.

Гомогенизация как в бесконечном фотонном кри-
сталле, так и в конечном ГММ — процедура неод-
нозначная. Можно использовать уравнения (2), (7),
(10), (12) и с ними прямые уравнения типа (5) [5]. В
частности, вычислив дисперсию и поля, можно най-
ти усредненные поля и поляризации:

〈E〉 = 1

Ld

d∫
0

L∫
0

E(x, z) dx dz,

〈H〉 = 1

Ld

d∫
0

L∫
0

H(x, z) dx dz,

〈Pe〉 = ε0
Ld

d∫
0

L∫
0

[ε(z)− 1]E(x, z) dx dz,

〈Pm〉 = μ0

Ld

d∫
0

L∫
0

[μ(z)− 1]H(x, z) dx dz,

соответственно определив далее

〈Pe〉 = ε0

(
ε̂− Î

)
〈E〉, 〈Pm〉 = μ0

(
μ̂− Î

)
〈H〉.

Результат зависит от выбора длины усреднения L.
Получены дисперсионные уравнения и приведе-

ны результаты их решений для волн в бесконеч-
ной диссипативной плоскослоистой периодической
структуре, а также для поверхностных волн на гра-
нице полубесконечной структуры и на границах
структуры с конечным числом слоев. Дисперсион-
ные уравнения для бесконечной и полубесконечной
структур совпадают, если диэлектрическая прони-
цаемость граничащего с последней полупростран-
ства совпадает с диэлектрической проницаемостью
одного из слоев. Это характерно только для струк-
тур с чередованием двух слоев. Например, полубес-
конечная структура, граничащая с вакуумом, долж-
на иметь слои (например, металлические), разделен-
ные вакуумными промежутками.

При рассмотрении дифракции поперечное волно-
вое число следует брать действительным, при этом
получается другая эффективная диэлектрическая
проницаемость. В этом случае, выполнив гомогени-
зацию, можно с учетом полученной дисперсии по-
строить гиперповерхности (3), (4) с учетом того, что
они зависят от зоны Бриллюэна. В принципе, воз-
можны ГММ только с диэлектрическими слоями,
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если их проницаемости сильно различаются, а по-
тери малы. Возбуждать такой ГММ следует эванес-
центными модами, для которых kx > k0. В прене-
брежении потерями тогда можно получить условия
k20ε1−k2x > 0 и k20ε2−k2x < 0, при которых возможно
распространение блоховских волн [20]. В простей-
шей модели d1 = d2, ε1 � ε2 имеем εzz = ε2, εxx =

= ε1/2. Однако учет пространственной дисперсии
по формуле (2) приводит к ГММ с εxx < 0, если
k2x > 2k20ε2 при k2z > 0. ГММ имеет место и при
условиях k2x < 2k20ε2 и k2z < 0, т. е. в запрещенной
зоне. Пример показывает важность учета простран-
ственной дисперсии.

Гиперболичность — свойство не только среды, но
и волны (ее частоты и волнового вектора) [14], в си-
лу чего это свойство зависит, например, от угла па-
дения и ориентации образца [13]. Для эксперимен-
тального подтверждения или использования свой-
ства гиперболичности можно рассматривать только
дифракцию. В частности, подтверждением гипербо-
личности может служить сильная и несимметрич-
ная экспериментальная зависимость коэффициента
отражения от угла падения и ориентации поляриза-
ции для ГММ со срезом под углом к оси (см. рис. 1
(2 )). В частности, возможно почти полное поглоще-
ние [13]. Волны в диссипативном ГММ важны при
построении теории излучателей внутри больших об-
разцов таких материалов. Возбуждение и исследо-
вание распространения плазмонов вдоль границы
вакуум–ГММ большой толщины также представля-
ет теоретический и экспериментальный интерес, по-
скольку можно связать их параметры с параметра-
ми ГММ. Исследуя свойства плазмонов в ГММ на
основе графена, можно делать выводы об усреднен-
ной проводимости графеновых листов с учетом вли-
яния слоев диэлектрика. Рассмотренные структуры
(см. рис. 1) могут быть использованы как волнове-
дущие для терагерцевого и инфракрасного диапазо-
нов.

Другие конфигурации ГММ (например, прово-
лочные фотонные кристаллы) требуют для анализа
их свойств более сложных подходов, в частности,
использования интегральных уравнений [14]. Для
получения качественных ГММ следует всеми ме-
рами снижать потери. В [14] введен связанный с
потерями коэффициент негиперболичности.

Работа поддержана Министерством образования
и науки РФ в рамках проектной части государ-
ственного задания в сфере научной деятельности
(№3.1155.2014/K) и Российским научным фондом
(проект №16-19-10033).
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