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Показана возможность линейной неустойчивости плоского течения Куэтта уже при числах Рейнольдса
Re > Reth ≈ 139, что согласуется с полученной в эксперименте величиной Reth ≈ 150 ± 5 [16,17]. Этот
новый результат линейной теории гидродинамической устойчивости получен на основе отказа от тра-
диционно используемого предположения о продольной периодичности возмущений вдоль направления
движения жидкости. Установлено, что ранее существовавшее представление о линейной устойчивости
этого течения при любых сколь угодно больших числах Рейнольдса непосредственно связано именно
с использованием в линейной теории предположения о разделении пространственных переменных поля
возмущений и их продольной периодичности. При отказе от указанных предположений также и для плос-
кого течения Пуазейля получена новая величина порогового числа Рейнольдса Reth ≈ 1035, которая с
точностью около 4% согласуется с экспериментом, в отличие от более чем 500-процентного различия для
ранее известной оценки Reth ≈ 5772, полученной также в рамках линейной теории, но при использовании
«нормальной» формы для возмущений [2].
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1. ВВЕДЕНИЕ

До настоящего времени существует проблема по-
нимания механизма потери устойчивости ламинар-
ного режима, в результате которого происходит, в
конечном счете, переход к новому турбулентному
режиму течения среды. Действительно, в линейной
теории гидродинамической устойчивости для тече-
ния Хагена –Пуазейля (ХП) в круглой трубе пере-
ход от ламинарного режима к любому иному ре-
жиму течения не может происходить ни при каком
конечном пороговом числе Рейнольдса Reth, что не
согласуется с экспериментальными данными. Ана-
логичный вывод линейной теории имеется до сих
пор и для плоского течения Куэтта (ПК) [1]. Для
плоского течения Пуазейля (ПП) известная оценка
порогового числа Рейнольдса, сделанная на основе
линейной теории, более чем в пять раз превышает
наблюдаемое в эксперименте значение [1–3].

* E-mail: schefranov@mail.ru
** E-mail: Alexander.chefranov@emu.edu.tr

В результате, указанный переход между лами-
нарным и турбулентным режимами для течений
ХП, ПК и ПП описывают пока лишь на основе
нелинейной теории конечно-амплитудных возмуще-
ний [1]. При этом, однако, до сих пор не является
доказанным сам факт того, что такой переход всег-
да должен соответствовать именно жесткому конеч-
но-амплитудному механизму потери устойчивости
для течений ХП, ПК и ПП, а не мягкому механиз-
му, описываемому линейной теорией для предельно
малых по амплитуде возмущений.

В настоящей работе показано, что линейная
неустойчивость течения ПК для конечных чисел
Рейнольдса Re > Reth все же возможна, но лишь
при условии отказа от использования традиционной
«нормальной» формы возмущений (в которой пред-
полагаются периодические изменения поля возму-
щений вдоль направления основного потока при на-
личии разделения переменных, описывающих про-
странственные изменения). Ранее аналогичный вы-
вод для течения ХП был уже получен именно при
этом условии отказа от предположения о разделе-
нии пространственных переменных [4–6]. В рамках
новой теории линейной гидродинамической устой-
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чивости получено условие линейной неустойчивости
для течения ПП, которое гораздо лучше соответ-
ствует количественно данным экспериментальных
наблюдений, чем известная ранее оценка [2]. Для те-
чения ПК получено условие линейной неустойчивос-
ти, которое также неплохо согласуется с данными
экспериментов [7,8], касающихся именно пороговых
условий перехода от ламинарного к вихревому, но
еще не турбулентному режиму течения.

В развиваемой здесь линейной теории рас-
сматривается возможность квазипериодических
продольных (вдоль направления основного потока)
изменений, когда не разделяются продольные и
поперечные (ортогональные к твердым границам
течения) пространственные переменные в описании
поля возмущений. Использован энергетический
метод, учитывающий существование различных
периодов продольных изменений для различных
поперечных мод, соответствующих эволюции
предельно малых (поперечных и к направлению
потока, и к нормали к твердым границам) возмуще-
ний поля скорости и нулевым граничным условиям
на твердых граничных поверхностях для течений
ПК и ПП.

В настоящей работе, как и в [4–6] для течения
ХП, показано, что для течений ПК и ПП допусти-
мым механизмом линейной неустойчивости этих те-
чений может являться механизм реализации дис-
сипативной неустойчивости. В свою очередь, меха-
низм этой неустойчивости характерен для многих
физических систем, для которых важную роль иг-
рают возмущения с отрицательной энергией [9–11].
Этот механизм ранее связывался с понятием «веко-
вой» неустойчивости [7].

Работа состоит из пяти разделов. В разд. 2 дана
новая постановка задачи о линейной устойчивости
течений ПП и ПК, основанная на использовании но-
вой формы представления пространственной зави-
симости поля возмущений (без привлечения тради-
ционного рассмотрения чисто периодических полей
с разделяющимися переменными). В разд. 3 энер-
гетический метод применен для течения ПП и для
течения ПК. В разд. 4 обсуждается сравнение полу-
ченных теоретических выводов с данными экспери-
ментов, а в разд. 5 приведены выводы и их обсуж-
дение.

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ О ЛИНЕЙНОЙ
УСТОЙЧИВОСТИ

Рассмотрим обычные представления [1] для тече-
ний ПП и ПК вязкой несжимаемой жидкости, огра-

ниченной по оси z двумя плоскими параллельны-
ми твердыми поверхностями, находящимися друг от
друг на расстоянии H .

Для течения ПП (рис. 1а), распространяющего-
ся вдоль положительного направления оси x, начало
координат выбрано в середине слоя (где скорость те-
чения имеет максимум), а неподвижные граничные
поверхности имеют координаты z = H/2, z = −H/2.
Для течения ПК (рис. 1б ) начало координат так-
же выберем в середине слоя и будем считать, что
жидкость в середине слоя при z = 0 имеет нуле-
вую скорость. При этом, как и в работе [3], предпо-
лагаем, что твердая граница, имеющая координату
z = −H/2, движется со скоростью −Vmax, а другая
твердая граница (находящаяся при z = H/2) име-
ет скорость Vmax, ориентированную вдоль положи-
тельного направления оси x.

Линейная устойчивость этих течений исследует-
ся в простейшем случае, когда существуют толь-
ко предельно малые возмущения поперечной (к на-
правлению потока и к нормали к твердым грани-
цам), направленной вдоль оси y компоненты поля
скорости. Пусть при этом поле скорости и давле-
ния возмущения не зависят от координаты y. Будем
вместо «нормальной» формы рассматривать квази-
периодические возмущения, для которых перемен-
ные не разделяются при описании пространствен-
ных изменений поля возмущений в зависимости от
координат x и z (см. рис. 1).

В безразмерном виде имеем для поля возмуще-
ний уравнение

∂Vy

∂τ
+ U(z)Re

∂Vy

∂x
= ΔVy , Δ =

∂2

∂z2
+

∂2

∂x2
, (1)

и граничные условия

Vy(z = ±1) = 0,

U(z) = 1− z2 для ПП,

U(z) = z для ПК.

Здесь Vy — безразмерная скорость при нормировке
размерной величины скорости возмущения на Vmax,
пространственные координаты приведены к безраз-
мерному виду с помощью величины H/2, а времен-
ная переменная τ = 4tν/H2, где t — размерное
время, ν — коэффициент кинематической вязкости,
Re = VmaxH/2ν — число Рейнольдса для течений
ПП и ПК (определение числа Рейнольдса при этом
совпадает с используемым в работах [2, 3]). В дан-
ной постановке задачи отсутствуют остальные ком-
поненты возмущения поля скорости, предполагае-
мые, для простоты, равными нулю. Отметим, что
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Рис. 1. Профили основного потока U(z), нормированного на величину Vmax, для течений ПП, U(z) = 1 − z2 (а) и ПК,
U(z) = z (б ). Показаны твердые границы при z = ±1 (в единицах величины полутолщины слоя H/2)

в работах [2, 3] рассматривается другая поперечная
компонента возмущения — не Vy, как здесь, а Vz .
Это приводит к необходимости вместо относитель-
но простого уравнения (1) решать [2, 3] гораздо бо-
лее сложное уравнение Орра – Зоммерфельда. По-
следнее утверждение очевидно в силу невозможно-
сти исключить зависимость Vz от z (без нарушения
требования нулевого граничного условия) и следу-
ющей из уравнения неразрывности необходимости
рассмотрения ненулевой хотя бы еще одной компо-
ненты поля скорости возмущения.

Представим решение линейного уравнения (1) в
следующей комплексной форме, удовлетворяющей
тождественно нулевому граничному условию по z

на твердых границах:

Vy = eλτV, (2)

где

V =
N∑

n=0

An(x) sin(πzn) +Bn(x) cos
πz(2n− 1)

2
,

λ = λ1+ iλ2, V = V1+ iV2, An(x) = An(x+Tn),

Bn(x) = Bn(x+Tn), Tn = 1/αn, maxTn = 1/α0,

α0 < α1 < . . . < αN .

Здесь определены новые периодические граничные
условия по x, которые устанавливаются индивиду-
ально для каждой моды с номером n (n = 0, 1,
2, . . . , N). Значения величин продольных периодов
Tn могут быть представлены и в более общей фор-
ме, когда Tn = qn/knαn, где qn, kn — произвольные
натуральные числа.

Таким образом, вместо традиционного «нор-
мального» представления возмущений (с единым

для всех мод периодическим граничным условием,
когда Tn = T = const для всех n) мы вводим N

периодических граничных условий вдоль оси x, ко-
торые определяются индивидуально для каждой по-
перечной моды с номером n.

Указанная новая постановка задачи теории ли-
нейной гидродинамической устойчивости в форме
(1), (2) для продольных квазипериодических возму-
щений отличается от ранее использованной и может
лучше соответствовать экспериментальным данным
(где реально наблюдается только квазипериоди-
ческая, а не чисто периодическая пространствен-
ная изменчивость амплитуды возмущений вдоль на-
правления движения жидкости между твердыми
плоскостями [1, 3]).

3. ЭНЕРГЕТИЧЕСКИЙ МЕТОД

Рассмотрим на основе выражений (1), (2) эволю-
цию средней энергии (на единицу массы):

E =
1

2
〈VyV

∗
y 〉 =

e2λ1τ

2
〈V V ∗〉,

I0 = 〈V V ∗〉 = 1

2

1∫
−1

dz
1

Tmax

Tmax∫
0

dxV V ∗,
(3)

где можно, например, положить Tmax = 1/α0.

3.1. Устойчивость течения ПП

Из выражений (1) для течения ПП можно по-
лучить уравнение для показателя экспоненты λ1,
определяющего рост (в случае λ1 > 0) или убывание
(при λ1 < 0) энергии со временем (для простоты в

1070



ЖЭТФ, том 149, вып. 5, 2016 Линейная неустойчивость плоских течений. . .

случае течения ПП можно положить Bn = 0 и про-
водить суммирование по n, начиная с n = 1 во всех
суммах):

2λ1I0 = I1 Re−I2, (4)

где

I1 = −
〈
U(z)

∂(V V ∗)
∂x

〉
= − 1

Tmax

N∑
n=1

N∑
m=1
m �=n

qnm ×

× [An(Tmax)A
∗
m(Tmax)−An(0)A

∗
m(0)] ,

qnm =
1

2

1∫
−1

dz(1− z2) sin(πzn) sin(πzm) =

=
4(−1)n+m+1nm

π2(n2 −m2)2
, если n �= m,

I2 = −〈V ∗ΔV + VΔV ∗〉 > 0.

Для вывода уравнения (4) необходимо, используя
уравнение (1) (и получаемое из него уравнение
для комплексно-сопряженной функции V ∗

y ), запи-
сать эволюционное уравнение для энергии E с уче-
том определения (3) и подставить в него решение в
виде (2).

Рассмотрим, для простоты, случай, когда в
(2)–(4) An(x) = A0n exp(2iπαnx). При этом из (4)
получаем

I2 = 2

N∑
n=1

(n2 + 4α2
n)π

2A2
0n, I0 =

N∑
n=1

A2
0n, (5)

I1 = 2α1

N∑
n=1

N∑
m=1
m �=n

qnmA0nA0m sin2 (π(pn − pm)) , (6)

где pn = αn/α1. Пусть при этом

p1 = 1, p2 = α2/α1 ≡ p, p3 = α3/α1 . . . ,

pN = αN/α1.

В указанном представлении для параметров p и
pn, n ≥ 3 величина параметра α1 считается фикси-
рованной и, для простоты, положим ее равной еди-
нице, что соответствует периоду возмущения моды
с номером 1, совпадающему с базовым продольным
(вдоль оси x) периодом, определяемым величиной
полутолщины H/2 слоя жидкости. При этом, на-
пример, величине p = 2 соответствует продольный
период возмущения H/4, а для параметра p = 0.5

продольный период возмущения имеет уже величи-
ну H . Сходимость суммы в выражении (5) в пределе
N → ∞ выполняется при следующем ограничении
на начальную амплитуду:

A0n ≤ 1/n(3+k)/2, k > 0.

Из (4) можно получить следующий критерий ли-
нейной неустойчивости течения ПП:

Re > Reth = I2/I1. (7)

С учетом выражений (5), (6) проведем минимиза-
цию правой части соотношения (7) по параметру α1

(при этом определенные выше параметры pn, как
уже было отмечено, считаются фиксированными и
не учитывается их зависимость от параметра α1).
Нетрудно показать, что величина правой части вы-
ражения (7) достигает минимума при α1 = α1min =

=
√
a/b. В результате для минимального по α1 по-

рогового числа Рейнольдса получаем

Reth min =
π4

√
ab

2c
, (8)

где

a =

N∑
n=1

1

n1+k
, b = 4

N∑
n=1

p2n
n3+k

,

c = −
N∑

n=1

N∑
m=1
m �=n

(−1)n+m sin2 (π(pn − pm))

(n2 −m2)2(nm)(1+k)/2
.

(9)

Выражение (8) в общем случае нужно минимизиро-
вать по свободным, непрерывно изменяющимся па-
раметрам k, p, p3, . . . , pN .

Для простоты ограничимся здесь случаем, когда
минимизацию в (8) надо проводить только по пер-
вым двум параметрам, k и p, а остальные парамет-
ры будем предполагать фиксированными достаточ-
но медленно возрастающими (для сходимости ряда
в (9) в выражении для b пусть pn = nk/8 при n ≥ 3)
функциями от соответствующего порядкового номе-
ра n = 3, 4, . . . , N .

Результат расчетов на основе выражений (8), (9)
для течения ПП приведен на рис. 2а. Минималь-
ное пороговое число Рейнольдса при этом равно
Reth min = 1035.3, и оно достигается в случае N =

= 100 при k = 0.675 и p = 0.506.

3.2. Устойчивость течения ПК

Рассмотрим теперь уравнение (1) для случая
ПК. При этом важно, чтобы в представлении ре-
шения уравнения (1) в виде (2) были отличными от
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Рис. 2. Кривые нейтральной устойчивости для течений ПП, k = 0.675 (а) и ПК, k = 1.7037 (б ): кривая 1 — N = 2,
Rethmin = 906.35, 1/2p = 1.008; 2 — N = 10, Rethmin = 972.825, 1/2p = 0.988; 3 — N = 100, Reth min = 1035.11,
1/2p = 0.988; 4 — N = 2, Reth min = 124.273, 1/2p = 1.029; 5 — N = 10, Rethmin = 136.475, 1/2p = 1.029; 6 — N = 100,

Reth min = 139.077, 1/2p = 1.029

нуля коэффициенты Bn. Например, в случае An =

= Bn имеем

I0 = 2

N∑
n=0

A2
0n, I2 = 2π2

N∑
n=0

A2
0n ×

×
[
4α2

0p
2
n +

1

2

(
n2 +

(2n− 1)2

4

)]
,

pn =
αn

α0
, p0 = 1, p1 = p,

pn = nk/8, n > 1,

I1 = 8α0×

×
N∑

n=0

N∑
m=0
m �=n

(−1)n+mA0nA0m sin2 (π(pn−pm))

π2
×

×
{

n(m− 1/2)

[n2−(m−1/2)2]
2+

m(n− 1/2)

[m2−(n−1/2)2]
2

}
.

(10)

Используя выражения (10) и (7), можно найти порог
устойчивости для течения ПК.

Так, минимизируя правую часть (7) по парамет-
ру α0, получаем опять формулу (8), но в которой

уже имеем (например, при A0n = A0/(1 + n)(3+k)/2)

a =
1

2

N∑
n=0

n2 + (2n− 1)2/4

(1 + n)3+k
,

b = 4

N∑
n=0

p2n
(1 + n)3+k

,

c =

N∑
n=0

N∑
m=0
m �=n

(−1)n+m

[(1 + n)(1 +m)]
(3+k)/2

×

× sin2(pn − pm)

{
n(m− 1/2)

[n2−(m−1/2)2]2
+

+
m(n− 1/2)

[m2−(n−1/2)2]
2

}
.

(11)

Результат расчета минимального порогового числа
Рейнольдса для течения ПК, проведенный на основе
выражений (8), (11), приведен на рис. 2б. При этом
минимальное пороговое число Reth min ≈ 139.077 по-
лучено при N = 100, k = 1.7037 и p = 0.4859.

Отметим, что, благодаря рассмотрению в (1)
только поперечной компоненты возмущения поля
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скорости, сохраняется поток массы для суперпози-
ции основного течения и поля возмущения. Спон-
танное возникновение таких возмущений, конечно,
не исключено, но становится маловероятным при
увеличении степени гладкости граничной поверхно-
сти. С другой стороны, при лабораторном модели-
ровании течений ПП и ПК такие возмущения могут
быть вполне искусственно созданы [7, 8].

В масштабированном виде фрагменты нейтраль-
ной кривой, соответствующей условиям (7)–(9) (см.
рис. 2a), приведены в форме зависимости величи-
ны 1/2p от Re для течения ПП. На рис. 2б кривые
нейтральной устойчивости приведены для течения
ПК, где использован критерий неустойчивости (7),
(8) при учете (10) и (11).

4. СРАВНЕНИЕ С
ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫМИ ДАННЫМИ

4.1. Течение ПП

Для течения ПП известны, например, результа-
ты экспериментов [12]. В работе [12], в отличие от
настоящей работы и [3], величина числа Рейнольд-
са ReD определена через среднюю по сечению ско-
рость потока Va = 2Vmax/3 и через полную толщину
H слоя. При этом в [12] минимальная пороговая ве-
личина числа Рейнольдса оказывается равной

ReD = VaH/ν = ReD th ≈ 1440.

Связь с определением числа Рейнольдса Re в насто-
ящей работе имеет вид ReD = 4Re /3. С учетом это-
го получаем, что порогу устойчивости течения ПП
в [12] соответствует величина Re > Reth ≈ 1080, что
количественно менее чем на 4% отличается от полу-
ченной в настоящей работе оценки Remin th ≈ 1035.

4.2. Течение ПК

Для течения ПК в работах [7,8] представлены ре-
зультаты экспериментов, в которых анализ устойчи-
вости проводится на основе искусственно создавае-
мых возмущений течения ПК, возникающих за счет
внесения в поток тонкой нити радиуса ρ (0.0036 ≤
≤ ρ/h ≤ 0.1714, h = H/2 [7, 8]). Нить в этих экс-
периментах натягивалась вдоль оси y (см. рис. 1б ),
и создаваемые ею возмущения явно имели ненуле-
вую компоненту Vy поля скорости возмущения, эво-
люция которой рассматривается в настоящей работе
на основе уравнения (1). В работах [7,8] течение ПК
точно соответствует схеме, изображенной на рис. 1б
и очень незначительно модифицируется наличием

R0
R1
R3
R2

Turbulent band

Intermittency

Basic flow

Streamwise vortices

1

100

150

200

250

300

350

400

0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10
�/h

R

Рис. 3. Рисунок 12 из работы [8] с наложенным на него
графиком (кривая 1 ) фрагмента кривой 6 с рис. 2б. При
этом величина 1/2p изменяется вдоль оси абсцисс в пре-
делах от 0.67 (что соответствует ρ/h = 0.005) до 1.029

(что соответствует ρ/h = 0.1)

обтекаемой нити. Точность определения порогово-
го числа Рейнольдса (число Рейнольдса при этом
совпадает с введенным в настоящей работе) в этих
экспериментах составляет от 2.5 до 4%.

В работах [7, рис. 2] и [8, рис. 12] представлены
диаграммы перехода от базового ламинарного те-
чения ПК к вихревому относительно регулярному
(еще не турбулентному) режиму, когда число Рей-
нольдса превышает первое пороговое значение Re >
> R0(ρ/h), зависящее от толщины нити (рис. 3).

Для сравнения результатов настоящей работы с
экспериментом [7,8] на рис. 3 воспроизведен рис. 12
из [8] и на нем приведен фрагмент кривой нейтраль-
ной устойчивости (кривая с номером 6 на рис. 2б ).
При этом область, находящаяся выше кривой 1 на
рис. 3 соответствует линейной (экспоненциальной)
неустойчивости течения ПК. Таким образом, огра-
ниченная кривой 1 область линейной неустойчиво-
сти для течения ПК очень близко (иногда совпадая
в пределах точности эксперимента) подходит к экс-
периментальной кривой, описывающей границу пе-
рехода при Re > R0 от наблюдаемого ламинарного
режима к вихревому режиму, который предшеству-

11 ЖЭТФ, вып. 5
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ет возникновению турбулентных пятен в потоке.
При этом турбулентные пятна в потоке наблюдают-
ся [7, 8] уже при числах Рейнольдса Re > R2 ≈ 325.

Таким образом, из рис. 2б и 3 видно, что поро-
говое число Рейнольдса чувствительно к изменению
параметра p. Например, пороговое число Рейнольд-
са при 1/2p = 0.5 становится бесконечно большим,
но Reth ≈ 305 уже при 1/2p = 0.67 и Reth ≈ 139 при
1/2p = 1.029. Это характеризует важное влияние па-
раметра p, связанного с частотно-волновыми свой-
ствами поля возмущений, не зависящими от их ам-
плитуды. Отметим, что и полученная в эксперимен-
тах [7, 8] чувствительность порогового числа Рей-
нольдса к изменению толщины нити может харак-
теризовать влияние на величину R0 не амплитуды
возмущения, а именно отношения длин волн исход-
ных возмущений. Отметим, что диапазон изменения
параметра 1/2p на рис. 3 соответствует уменьшению
1/2p в 1.536 раз от 1.029 до 0.67. При этом, действи-
тельно, в работе [8, рис. 13а] отмечено (близкое к
1.5) изменение примерно в 1.375 раз длины волны
наблюдаемых вихревых возмущений при изменении
параметра ρ/h от 0.01 до 0.085. Поэтому экспери-
ментальная кривая на рис. 3 (и на рис. 12 в [8]) для
R0 не изменилась бы при замене на оси абсцисс па-
раметра ρ/h на соответствующую длину волны воз-
мущений, выраженную (как и параметр 1/p насто-
ящей работы) в единицах h = H/2. Отметим также
возможность связи величины характерных продоль-
ных периодов исходных возмущений и наблюдаемых
поперечных периодов (вдоль оси y на рис. 1б ) вих-
ревых возмущений при Re > R0 в [7, 8].

При этом из приведенных (см. рис. 3, где R = Re)
данных [7, 8] следует отсутствие зависимости вто-
рого порогового числа Рейнольдса R2 ≈ 325 (ха-
рактеризующего переход к турбулентному режиму
при Re > R2) при изменении параметра ρ/h от
0.02 до 0.1, но имеется возрастание R2 до 375 при
уменьшении ρ/h от 0.02 до 0.005. Очевидно, что пе-
реход от вихревого к турбулентному режиму уже
должен описываться нелинейными процессами, не
рассмотренными в настоящей работе. Отметим, что
после работ [7, 8] экспериментальные исследования,
видимо, не были направлены на уточнение механиз-
ма перехода от ламинарного режима течения ПК к
вихревому (нетурбулентному) режиму течения при
Re ≥ R0. Основной целью экспериментов пока явля-
ется лишь выяснение особенностей сосуществования
турбулентных пятен и ламинарных областей в тече-
нии ПК при числах Рейнольдса, превышающих R2

[13]. В этом смысле результаты настоящей работы
могут стимулировать восполнение пробела в облас-

ти экспериментального исследования именно пере-
хода от ламинарного к неламинарному режиму те-
чения.

5. ОБСУЖДЕНИЕ И ВЫВОДЫ

Полученное в настоящей работе заключение о
возможности линейной неустойчивости течений ПК
и ПП выведено из уравнения (1) для эволюции попе-
речной компоненты возмущения поля скорости при
условии, что правая часть уравнения не равна ну-
лю из-за конечности коэффициента кинематической
вязкости. При этом для возможности реализации
неустойчивости важна не сама по себе правая часть
уравнения (1) (и соответствующий ей интеграл I2
в уравнении (4)), а следующее из нее при любом
значении ν > 0 нулевое граничное условие, кото-
рое уже учитывается в представлении возмущения
в виде (2).

Ранее аналогичный механизм гидродинамичес-
кой диссипативной неустойчивости был рассмотрен
Л. Прандтлем (1921-22) при исследовании устойчи-
вости ламинарного пограничного слоя и В. Гейзен-
бергом (1924), а также С. С. Линем (1944-45) при
установлении линейной неустойчивости плоского те-
чения Пуазейля. В работе [10] приведен пример дис-
сипативной неустойчивости линейного двумерного
осциллятора (также с линейным по скорости тре-
нием) во вращающейся системе координат, который
ранее был рассмотрен как пример вековой неустой-
чивости [9]. В работе [10] при этом еще дополни-
тельно (в [9] на это не обращено внимание) установ-
лена связь указанной диссипативно-центробежной
неустойчивости с нарушением киральной симмет-
рии, определяющей механизм наблюдаемой циклон-
антициклонной асимметрии в атмосферах быстро
вращающихся планет. Понимание феномена дисси-
пативной неустойчивости для течений около твер-
дой граничной поверхности может также быть по-
лучено с помощью метода Ландау [19], примененно-
го им для оценки критической скорости движения
сверхтекучей жидкости в капилляре, на основе рас-
смотрения вихревых возмущений (ротонов), имею-
щих отрицательную энергию.

Полученные здесь и в работах [4–6] (где установ-
лены условия линейной неустойчивости для течения
ХП по трубе с круглым поперечным сечением) выво-
ды позволяют заполнить известный пробел в нели-
нейной теории [1], когда вместо затравочной линей-
ной экспоненциальной неустойчивости до настояще-
го времени в этой теории рассматривают лишь ста-
дию алгебраической неустойчивости.
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Отметим также, что представляет интерес изу-
чить приложения рассмотренной линейной неустой-
чивости к течению ПК, например, в связи с проб-
лемой возникновения в океане волн-убийц, часто
наблюдающихся именно в районах с достаточно
сильными течениями (Куросио, Гольфстрим и т. д.),
характеризуемых относительно большими сдвига-
ми скорости [14]. При этом, действительно, ранее
не рассматривался в качестве возможного механизм
возбуждения таких волн, связанный с гидродинами-
ческой неустойчивостью соответствующих сдвиго-
вых течений именно относительно предельно малых
по амплитуде возмущений. Эти возмущения поля
скорости, согласно рассмотренной выше теории, мо-
гут иметь компоненту, поперечную как горизонталь-
ному направлению скорости течения, так и горизон-
тальному направлению, в котором эта скорость те-
чения изменяется. Ясно, что компонента Vy скорос-
ти возмущения для рассмотренного в (1) течения
ПК при этом может описывать вертикальные дви-
жения жидкости, которые, достигая поверхности во-
ды, могут вызывать возникновение на ней аномаль-
ных по амплитуде волн.

Хотя известный механизм модуляционной неус-
тойчивости [14–16] и основан на линейной теории, он
содержит все же пороговое условие для амплитуды
возмущения, когда неустойчивость реализуется при
выполнении неравенства

A0 > A0 th = ΔΩ/
√
2ω0k0

(в работе [14] это условие записано в ином виде:
εN > 1/

√
2, ε = k0A0, N = ω0/ΔΩ), где A0, k0, ω0,

ΔΩ — соответственно начальная амплитуда, волно-
вое число, частота волнового возмущения и частота
модуляции. При этом важно, что в рассмотренном в
настоящей статье механизме, связанном с линейной
неустойчивостью течения ПК, полностью отсутству-
ют какие-либо условия для амплитуды возмущения.

Представляет интерес в дальнейшем рассмот-
реть применение развитого выше энергетического
подхода в изложенной выше версии к оценке мини-
мального порогового числа Рейнольдса для круго-
вого течения Куэтта, для которого отсутствует про-
блема линейной устойчивости, характерная для те-
чений ПК и ХП. Кроме того, желательны и пря-
мые численные расчеты устойчивости течений ПК
и ПП, аналогичные проведенным в работах [17, 18],
для уточнения границ применимости энергетическо-
го метода.

Работа выполнена при поддержке РНФ (проект
№14-17-00806).
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