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Термодинамический подход использован для описания распределения частиц дисперсной фазы в плос-
ком ламинарном течении. Рассмотрено влияние плотности, формы и скорости движения дисперсных
частиц в потоке. Описаны условия, при которых возникают различные режимы стратификации потока
(пристеночные, центральные, промежуточные и многослойные). Полученные равновесные распределения
автомодельны, что позволяет сопоставлять поведение коллоидных, высокодисперсных, грубодисперсных
и крупнозернистых систем при различных скорости сдвига и ширине потока.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Стратификация многофазных течений наблюда-
ется в системах разных масштабов — от коллоид-
ных до геологических. В настоящее время основным
методом исследования и описания явления страти-
фикации многофазных течений является численное
моделирование. Особенности этого подхода связаны
со сложностью обобщения результатов моделирова-
ния, полученных для разных исследуемых систем.
В настоящей работе для описания процессов

стратификации многофазных течений предложен
термодинамический подход. На его основе воспро-
изведены общие закономерности поведения дисперс-
ных систем в потоке. Эти закономерности позво-
ляют обобщить результаты численного моделирова-
ния и наблюдений для систем разного состава, раз-
меров, конфигурации потока. Обладая более высо-
кой предсказательной способностью, термодинами-
ческий подход дополняет методы численного моде-
лирования, результаты которого, как правило, су-
щественно зависят от выбора исходного приближе-
ния, состава и конфигурации системы.
Из экспериментальных наблюдений многофаз-

ных потоков следует, что тела или частицы дисперс-
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ной фазы смещаются (мигрируют) перпендикуляр-
но направлению потока в различных направлениях,
образуя устойчивые слоистые течения разного ти-
па. Например, в эмульсиях наблюдают пленки и об-
ратные пристеночные течения, пузырьки всплыва-
ют преимущественно по центральной области вер-
тикальных восходящих потоков, крупные частицы
могут двигаться, сталкиваясь со стенками. Части-
цы нейтральной плавучести концентрируются или
осциллируют на удалении от стенок и центра потока
[1, 2]. Исследования приводят к утверждению о су-
ществовании равновесных положений частиц разной
плотности при разных режимах течения [3]. Экспе-
риментальные и численные исследования показыва-
ют, что устойчивое положение отдельных частиц в
потоке зависит от множества факторов. К ним от-
носятся форма, скорость, сжимаемость, плотность
частиц и среды, влияние частиц соседей и др.
Возрастающее количество экспериментальных,

расчетных и обзорных работ свидетельствует о том,
что задачи нахождения перераспределения частиц в
потоке и определения структуры многофазных тече-
ний актуальны в различных областях науки [4–6].
При описании стратификации дисперсных сис-

тем в потоке представляет интерес описание кол-
лективного поведения дисперсных частиц. Оно мо-
жет быть создано на основе одночастичных моде-
лей, рассматривающих поведение отдельных час-
тиц. Коллективные эффекты обычно связывают с
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вязким трением и межчастичным гидродинамиче-
ским взаимодействием частиц [7]. В подобных моде-
лях распределение частиц определяется градиента-
ми давления, вязкости и скорости потока [8]. Вяз-
кость, в свою очередь, зависит от концентрации
(распределения) и свойств частиц [4].
Численные исследования обычно моделируют

эволюцию системы во времени. Эксперименталь-
ные работы чаще посвящены поиску или наблюде-
нию воспроизводимых, установившихся, стационар-
ных состояний. Общей целью численного моделиро-
вания и эксперимента является описание устойчи-
вого распределения частиц дисперсной фазы в по-
токе. Примеры расчета концентрационных профи-
лей для сильно разбавленной дисперсной системы
можно найти в работе [9]. Сопоставление результа-
тов моделирования с экспериментальными наблюде-
ниями поведения суспензий разного типа, состава и
концентрации приводится в [9–12].
Вариантом решения проблемы моделирования

стратификации многофазных систем может быть
поиск равновесных и стационарных состояний ме-
тодами статистической физики и термодинамики
[13,14]. Термодинамические модели позволяют опи-
сать движущие силы, вызывающие массоперенос, и
стационарные состояния, в которых эти силы урав-
новешены [15–17]. Те же оценки показывают, что
при определенных условиях многофазная система
весьма чувствительна к малым флуктуациям пара-
метров. Особенно это важно, когда устойчивость са-
мих ламинарных течений определяется распределе-
нием дисперсной фазы в потоке [18]. При этом вос-
производимость и устойчивость численных решений
гидродинамических уравнений сильно зависит от
начального приближения и точности вычислений.
Здесь термодинамический подход может оказаться
предпочтительнее или удобнее детального численно-
го моделирования поведения отдельных частиц или
их ансамблей.
В настоящей работе термодинамический подход

[15, 17] распространен на описание перераспределе-
ния компонентов дисперсной системы в стационар-
ном гидродинамическом потоке.

2. ТЕРМОДИНАМИЧЕСКОЕ ОПИСАНИЕ
МНОГОФАЗНОГО ЛАМИНАРНОГО

ТЕЧЕНИЯ

Рассмотрим стационарный поток, сечение, сред-
няя скорость и эпюра скоростей которого постоян-
ны. В качестве модели плоского стационарного по-

тока выберем течения Куэтта или Пуазейля. Систе-
му координат свяжем с неподвижной границей по-
тока. Ось x направлена вдоль потока, ось z перпен-
дикулярна стенкам.
Эпюру скоростей опишем выражением

v (z) = az + bz2, (1)

где a и b — параметры. При b = 0 уравнение (1)
описывает течение Куэтта со скоростью сдвига a =

= dv/dz. При b �= 0 уравнение (1) описывает течение
Пуазейля. При ширине потока H = −a/b течение
симметрично относительно центра. Этот вариант те-
чения Пуазейля рассматривается ниже.

2.1. Единичная частица в ламинарном потоке

Тело, имеющее форму прямоугольного паралле-
лепипеда со сторонами Lx, Ly, Lz и основанием, па-
раллельным стенке потока, движется в ламинарном
потоке на расстоянии zb ≥ Lz/2 от неподвижной
стенки.
Скорости движения тела vb(zb) и среды v0(zb) мо-

гут различаться по величине,

vb(zb) = v0(zb) + δv, (2)

где δv ≡ δvx — скорость движения частицы относи-
тельно среды. Скорость миграции частицы поперек
потока принята нулевой (δvz = δvy = 0).
При отсутствии внешних факторов (гравитаци-

онное, вибрационное поля и пр.) в неподвижной
системе координат полная энергия W системы те-
ло + среда определяется положением zb, скоростью
vb(zb) и свойствами тела (объем, геометрическая
форма, плотность) [17]:

W = Aρ0

H∫
0

v20 (z)dz +
LxLy

2
×

×
zb+Lz/2∫

zb−Lz/2

[
ρbv

2
b (zb)− ρ0v

2
0 (z)

]
dz +ΔWloc. (3)

Здесь параметр A по смыслу пропорционален пло-
щади поперечного сечения потока (для определен-
ности можно выбрать квадратное сечение, тогда
A = H2/2), H — расстояние между стенками (ши-
рина потока), ΔWloc — вклад кинетической энер-
гии локальных потоков, возникающих в окрестно-
сти частицы, Vb = LxLyLz — объем частицы, mb =

= ρbVb — масса частицы, ρb и ρ0 — плотность соот-
ветственно частицы и среды.
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Первое слагаемое в выражении (3) соответствует
кинетической энергии среды при отсутствии части-
цы. Для стационарного потока эта величина явля-
ется константой, которая не влияет на стратифика-
цию системы. Второе слагаемое соответствует ки-
нетической энергии частицы с учетом кинетической
энергии той части среды, которую вытеснила части-
ца. При ограничении рассмотрения медленными те-
чениями, малыми градиентами скорости потока и
при небольших отклонениях скорости тела от ско-
рости среды можно пренебречь величиной ΔWloc. В
случае сферических частиц в сдвиговом потоке для
оценки ΔWloc предложены аналитические выраже-
ния [19]. Ниже рассмотрен вклад кинетической энер-
гии вращения частиц (13) и показано, что вращение
тела под действием потока в этих условиях можно
не учитывать.
Согласно уравнению (3), состояние системы

определено положением тела zb, и эта величина
является обобщенной координатой. Ей соответ-
ствует обобщенная («выталкивающая») сила
F (zb) = −dW/dzb. Характер зависимости W (zb)

определяет направление действия этой силы, спо-
собной вызвать миграцию тел в потоке. Условие
F (zb) = 0 определяет устойчивые и неустойчи-
вые состояния равновесия, в которых эта сила
отсутствует. Выталкивающая сила является одной
из основных причин перераспределения частиц
в потоке, в результате которого формируются
устойчивые распределения. В работе [17] приведен
вид зависимости W (zb) для тел разной плотности
и формы в потоках Пуазейля и Куэтта.

2.2. Дисперсная система в ламинарном
потоке

Перейдем от рассмотрения отдельной частицы к
описанию свободнодисперсной системы. Для этого
полную энергию системы в приближении ΔWloc ≈ 0

представим как интеграл, включающий вклады всех
частиц:

W = Aρ0

H∫
0

v20 (z) dz +
ρ0Vb

2Lz
×

×
H∫
0

zb+Lz/2∫
zb−Lz/2

(
ρb
ρ0

v2b (zb)− v20 (z)

)
dz f (zb) dzb, (4)

где f (z) = dnb/dz — функция распределения час-
тиц, nb(z) — концентрация частиц.

Функция распределения добавляет в описание
энтропийный фактор. Это предполагает необходи-
мость перехода к термодинамическому формализ-
му. Равновесному состоянию системы соответствует
распределение частиц, которое минимизирует сво-
бодную энергию системы (энергию Гиббса). Поиск
этого распределения выполняется на основе усло-
вия инвариантности механохимических потенциа-
лов компонентов системы в состоянии термодинами-
ческого равновесия [20, 21]. Механохимическим по-
тенциалом Πk далее названа сумма химического по-
тенциала компонента и его потенциальной энергией
в некотором внешнем потенциальном поле

Πk (z) = μk (z) + uk (z) ,

где

uk (z) =
dW

dnk
, μk (z) = μo

k +Θ lnxk (z) ,

μo
k(z) — химический потенциал компонента, xk —
концентрация компонента [22, 23]. Если в системе
отсутствуют химические и фазовые превращения,
стандартные химические потенциалы компонентов
μo
k при вычислениях сокращаются.
Для низкомолекулярных компонентов Θ = RT

и xk(z) — мольная доля частиц на уровне z. Для
дисперсных компонентов Θ = kT и xk(z) — числен-
ная доля частиц. Варианты различаются множите-
лем, равным числу Авогадро. Выбор Θ определяет-
ся исключительно удобством представления коли-
чественных результатов при вычислениях и, есте-
ственно, не влияет на функцию распределения час-
тиц в потоке.
Условие инвариантности механохимического по-

тенциала компонентов для рассматриваемой систе-
мы имеет вид

Πk = Θ lnxk (z) +
dW

dnk (z)
+ p (z)Vk = const, (5)

где индексы k = 0 и k = b обозначают соответ-
ственно дисперсионную среду и дисперсную фазу,
p(z)— гидростатическое давление, Vk — объем одной
частицы для дисперсных компонентов или мольный
объем для коллоидных и низкомолекулярных ком-
понентов.
Далее ограничимся рассмотрением случая раз-

бавленной дисперсной системы с низкомолекуляр-
ной дисперсионной средой x0 ≈ 1, dn0(z) = Adz/V0.
Для дисперсионной среды

Π0 = RT lnx0 (z)+
ρ0V0v

2
0 (z)

2
+p (z)V0 = const, (6)
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где V0 — мольный объем (низкомолекулярного) ком-
понента, образующего дисперсионную среду.

В соответствии с выражением (6) распределение
давления в потоке имеет вид

Δp (z, z0) = p (z)− p (z0) =

= −RT

V0
ln

x0 (z)

x0 (z0)
− ρ0

2
Δv2 (z, z0) ,

Δv2b (z, z0) = v2b (z)− v2b (z0) ,

Δv2 (z, z0) = v2 (z)− v2 (z0) ,

(7)

где в качестве z0 может быть выбран любой удобный
уровень.

Для разбавленных дисперсных систем с низко-
молекулярной дисперсионной средой выражение (7)
соответствует уравнению Бернулли. Согласно (7),
давление в многокомпонентных системах (в общем
случае x0(z) �= const для смесей компонентов разной
плотности или размера) может отличаться от рас-
пределения давления в однокомпонентных течени-
ях, где x0(z) ≡ 1. Отклонение от уравнения Бернул-
ли может быть существенным в случае высококон-
центрированных дисперсных систем (1 > x0(z) �=
�= const) и при рассмотрении сжимаемых или де-
формируемых компонентов, а также сыпучих сред.

Механохимический потенциал дисперсной фазы,
состоящей из тождественных одинаково ориентиро-
ванных прямоугольных частиц после подстановки
(7) принимает вид

Πb = Θ lnxb (z) +
ρbVbv

2
b (z)

2
+

+
Vb

Lz

z+Lz/2∫
z−Lz/2

p (q) dq = const. (8)

Равновесное распределение дисперсных частиц по-
лучается из (7), (8) в виде

ln
nb (z)

nb (z0)
= − Vb

θLz

z+Lz/2∫
z−Lz/2

Δp (q, z0) dq−

− ρbVb

2kT
Δv2b (z, z0) . (9)

Для разбавленной дисперсной системы с низкомоле-
кулярной однокомпонентной дисперсионной средой
(x0(z) = 1) распределение (9) упрощается до

nb (z, z0) = nb (z0) exp

⎧⎪⎨
⎪⎩− ρbVbΔv2b (z, z0)

2θ
×

×

⎡
⎢⎣1− ρ0

ρbLz

z+Lz/2∫
z−Lz/2

Δv2 (q, z0)

Δv2b (z, z0)
dq

⎤
⎥⎦
⎫⎪⎬
⎪⎭ . (10)

Прежде чем перейти к результатам моделирования,
перечислим использованные ограничения и прибли-
жения:

• свободнодисперсные разбавленные системы;
• малые скорости сдвига и медленные течения
(приближение ΔWloc = 0);

• низкомолекулярная несжимаемая дисперсион-
ная среда;

• дисперсные частицы имеют одинаковые разме-
ры и форму (ниже рассмотрены только куби-
ческие, Lx = Ly = Lz);

• дисперсные частицы несжимаемые и недефор-
мируемые;

• ориентация всех частиц в потоке одинакова;
• дисперсные частицы не вращаются (см.
разд. 2.5);

• направления движения дисперсных частиц и
потока совпадают;

• скорость частиц относительно потока не зави-
сит от положения в потоке, δv(z) = const.

Эти условия позволяют исключить из рассмотрения
силы трения и силы, зависящие от ускорения (Маг-
нуса, Саффмана, Баcсе –Буссинеска, Стокса) [17].
Отказ от перечисленных ограничений может су-

щественно расширить область применимости термо-
динамического описания или круг рассматриваемых
объектов (в частности, сыпучие среды).

2.3. Стратификация дисперсной системы в
течении Куэтта

Уравнения (7)–(10) описывают ряд характерных
состояний дисперсной системы в ламинарном пото-
ке.
Начнем с предельного случая, когда частицы

имеют размеры, сопоставимые с размером молекул
дисперсионной среды, и δv = 0. Тогда

z+Lz/2∫
z−Lz/2

Δv2 (q, z0)

Δv2 (z, z0)
dq ≈ Lz
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Рис. 1. Распределения дисперсной фазы в сдвиговом потоке (скорость сдвига a = 10−5 c−1 или v(100 cм) = 4 см/ч,
частицы кубической формы с Lz = 100 мкм, ρ0 = 1 г/см3, ρb = 2.5 г/см3) при δv [мм/ч] = 0 (а), −4 (б ), −8 (в), −14

(г), −20 (д), −24 (е). Распределения нормированы по максимальному значению. Стрелки справа и слева соответствуют
эпюрам скоростей потока

и интеграл в уравнении (10) сокращается. При этом
соотношения (7)–(10) воспроизводят термодинами-
ческое описание истинных растворов в условиях
внешнего поля [24]. Оно было применено при мо-
делировании не только истинных, но и реальных
растворов с химическими и фазовыми превращени-
ями в центробежном и акустическом поле [25, 26].
Модель реального раствора во внешнем поле мож-
но рекомендовать для описания течения связнодис-
персных систем.
Для более крупных дисперсных частиц подста-

новка выражения (1) в (10) приводит к более гро-
моздким выражениям. В частности, для течения
Куэтта (при b = 0) имеем

Δv2 (q, z0) = a2
(
q2 − z20

)
,

z+Lz/2∫
z−Lz/2

(
q2 − z20

)
dq =

L3
z

12
+ Lz

(
z2 − z20

)
,

Δv2b (z, z0) = a2
(
z2 − z20

)(
1 +

2δv

a (z + z0)

)
=

= Δv2 (z, z0)

(
1 +

2δv

a (z + z0)

)
.

Выбрав за нулевой уровень в течении Куэтта при-
стеночное положение z0 = 0, получим из (10) рас-
пределение

nb (z) = nb,0 exp

{
−ρbVb

2θ
a2L2

z

[
z2

L2
z

(
1 +

2δv

az

)
−

− ρ0
ρb

(
z2

L2
z

+
1

12

)]}
, (11)

где nb,0 — концентрация дисперсных частиц около
неподвижной стенки потока.

Это распределение может иметь экстремум, по-
ложение ze которого определяется скоростью сдви-
га, размером и скоростью частиц, плотностью сре-
ды и частиц. Экстремум находится из условия ра-
венства нулю выражения в квадратных скобках в
уравнении (11), откуда получаем

ze =

δv

a
± Lz

√(
δv

aLz

)2

− d− 1

12

d− 1
,

d =
ρ0
ρb

, ze > 0.5Lz.

(12)

Таким образом, при δv �= 0 и d �= 1 на удалении ze
от неподвижной стенки в сдвиговом потоке следует
ожидать образования прослойки либо с повышенной
концентрацией дисперсных частиц, либо обедненной
дисперсной фазой. Оба варианта показаны на рис. 1
и 2.
Максимум (рис. 1) образуется для частиц с плот-

ностью ρb > ρ0, отстающих от дисперсионной среды
δv < 0. Такая ситуация может возникнуть в гравита-
ционном поле в восходящих потоках. Распределения
нормированы по максимальному значению. Опере-
жающие поток частицы (δv ≥ 0) концентрируются
около неподвижной стенки.
Частицы с высокой плавучестью (ρb < ρ0) ведут

себя иначе. Их концентрация возрастает на большом
удалении от z = 0 (рис. 2). Поэтому распределения
на рис. 2 нормированы условием nb,0 ≡ 1. Частицы,
опережающие дисперсионную среду, δv > 0, образу-
ют на некотором удалении от неподвижной стенки
обедненный дисперсной фазой слой. Ширина это-
го слоя зависит от скорости движения дисперсных
частиц относительно среды, δv. В непосредственной
близости от неподвижной стенки легкие частицы
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Рис. 2. Распределения дисперсной фазы в сдвиговом потоке (скорость сдвига a = 10−5 c−1, частицы кубической формы
с Lz = 100 мкм, ρ0 = 1 г/см3, ρb = 0.1 г/см3) при δv [см/ч] = 0 (а), 4 (б ), 8 (в), 12 (г), 16 (д), 20 (е). Распределение

нормировано условием nb,0 = 1

при δv > 0 могут образовать пристеночный слой с
повышенной концентрацией.
Распределение (11) является автомодельным.

Оно сохраняет вид при изменении скорости сдвига
a, если обратно пропорционально изменить Lz, δv
и масштаб по оси z. Таким образом, распределения
крупных частиц в широком медленном сдвиговом
течении и мелких частиц в быстром узком течении
Куэтта подобны.

2.4. Стратификация дисперсной системы в
течении Пуазейля

Для течения Пуазейля (при b �= 0) подстановка
соотношения (1) в выражения (7) для Δv2 и Δv2b
дает

Δv2 (q, z0) = (q − z0) [a+ b (q + z0)] ×
× [

a (q + z0) + b
(
q2 + z20

)]
,

Δv2b (z, z0) = (z − z0) [a+ b (z + z0)] ×
× [

a (z + z0) + b
(
z2 + z20

)
+ 2δv

]
=

= Δv2 (z, z0)

(
1 +

2δv

a (z + z0) + b (z2 + z20)

)
.

Интегрирование этих величин не приводит к удоб-
ным аналитическим формулам. Поэтому для тече-
ния Пуазейля результаты представлены только в ви-
де численных оценок.
Если ρbVbΔv2b (z, z0) � Θ (массивные или быстро

движущиеся в среде дисперсные частицы), то урав-
нение (10) описывает очень узкие распределения, су-
ществующие только в окрестности максимумов ze.
Для их построения в качестве нулевого уровня z0
следует выбирать ze. Тогда условие Δv2b (ze, z0) = 0

нормирует экспоненциальную часть по максималь-
ному в рассматриваемом потоке значению.

На рис. 3–5 показаны распределения дисперсной
фазы в плоском симметричном течении Пуазейля
(1) шириной 1 м. Дисперсная система имеет следую-
щие характеристики: плотность дисперсионной сре-
ды во всех расчетах равна 1 г/см3; частицы имеют
кубическую форму, различаются по размерам и ско-
рости δv.
На рис. 3 представлены распределения для дис-

персной фазы, плотность которой превышает плот-
ность дисперсионной среды.
При δv = 0 распределение (10) моделирует слои с

повышенной концентрацией частиц около стенок. С
увеличением скорости отставания частиц от среды
(δv < 0) эти слои отрываются от стенок и смеща-
ются к центру потока. Выше некоторого значения
δv эти слои сливаются, образуя центральный слой
с унимодальным распределением. Подобные коль-
цевые течения с разным удалением от центра по-
тока и стенок (рис. 3) известны достаточно давно
[1, 27]. Радиальные распределения очень похожего
вида для эритроцитов и тромбоцитов приведены в
работе [28].
Для частиц с нейтральной плавучестью (ρ0 = ρb)

характерны два типа распределения (рис. 4). Опе-
режающие поток частицы концентрируются у сте-
нок, отстающие — в центре. Распределения перехо-
дят одно в другое в очень малой окрестности δv =

= 0. Таким образом, малейшая флуктуация скорос-
ти частиц способна изменить направление действия
выталкивающей силы.
Следствием малой величины выталкивающей си-

лы может быть осциллирующее или блуждающее
поведение тел с нейтральной плавучестью [1,2,5,29,
30]. Распределение этих частиц при малых δv мо-
жет определяться влиянием сил трения и инерции
(Стокса, Саффмана, Магнуса). Эти взаимодействия
тоже могут быть учтены в термодинамической мо-
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Рис. 3. Распределения дисперсной фазы в потоке Пуазейля (при a = 10−5 c−1, b = −a [м−1], ρ0 = 1 г/см3, ρb = 2.5 г/см3

для частиц кубической формы с Lz = 1 см, 1 мм, 0.1 мм) при δv [мм/ч] = 0 (а), −0.4 (б ), −4 (в), −5.6 (г), −5.8 (д),
−6 (е) и скорости течения в центре потока 1 см/ч. Распределения нормированы по максимальному значению
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Рис. 4. Распределения дисперсной фазы с нейтральной плавучестью (ρ0 = ρb = 1 г/см3) в потоке Пуазейля (a = 10−3 c−1,
b = −a [м−1], скорость потока в центре 1 м/ч), при δv [мм/ч] − 40 (а), −0.04 (б ), −0.0004 (в), −0.00025 (г), 0 (д),

0.0004 (е). Распределения нормированы по максимальному значению

дели, если отказаться от приближения ΔWloc = 0 и
допустить вращение частиц.

Для частиц с высокой плавучестью (ρ0 > ρb) тер-
модинамическая модель описывает режим, при ко-
тором сосуществуют пристеночный и центральный
слои (рис. 5). Как и в случае частиц с большей плот-

ностью (см. рис. 3), изменение размера частиц и ско-
рости потока сопровождается изменением ширины
распределений.

Рисунки 2–5 демонстрируют, что устойчивые
пристеночные и центральные течения дисперсной
фазы могут образовать частицы любой плотности.
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Рис. 5. Распределения дисперсной фазы в потоке Пуазейля (a = 10−5 c−1, b = −a [м−1], ρb = 0.5 г/см3, ρ0 = 1 г/см3,
скорость потока в центре 1 см/ч), при δv [мм/ч]− 4 (а), 0 (б ), 4 (в), 5.6 (г), 6.4 (д), 7.2 (е). Распределения нормированы

по максимальному значению

Однако лишь для легких частиц устойчивое присте-
ночное и центральное течения могут существовать
одновременно. Подобный эффект стенки описан еще
Пуазейлем и продолжает оставаться предметом ис-
следований [31, 32].
Автомодельность уравнения (10) проявляется и

для течения Пуазейля. Поведение мелких частиц
в быстрых узких потоках воспроизводит поведе-
ние крупных частиц в медленных широких потоках.
Практически одинаковые распределения получают-
ся (при ρ0 �= ρb), если изменить скоростные парамет-
ры (a, b, δv) в n раз, а размер частиц в n−2/3 раз.
Подобные распределения для частиц разного разме-
ра могут быть получены и при изменении ширины
(H = −a/b) потока.
Скорость движения частиц относительно дис-

персионной среды, δv, существенно влияет на фор-
му распределения дисперсной фазы в потоке. Мож-
но назвать некоторые причины отклонения скорости
частиц от скорости дисперсионной среды (δv �= 0) во
всех рассмотренных случаях.
Прежде всего — это наличие внешних полей, вза-

имодействующих с компонентами системы (грави-
тационного, центробежного, акустического и др.).
В этом случае возможны существенные различия
между скоростью частиц и среды. Наиболее акту-
альны восходящие или нисходящие потоки при ρb �=
�= ρ0 [32–34]. Влияние поля вибраций обсуждается в
работах [25, 35, 36].
Другая причина возникновения δv — это мигра-

ция частиц поперек потока. Поперечная миграция
переносит частицу в область потока с другой ско-
ростью среды. Под действием сил трения, частица
выравнивает свою скорость со скоростью среды, но
эта релаксация сопровождается изменением вытал-
кивающей силы, которая способна вызвать мигра-
цию частицы в другую часть потока. В результате

двигавшиеся по разным траекториям частицы будут
иметь разные по величине и направлению скорости
δv. В этом случае δv(z) �= const и скорость частиц
становится функцией z, скорости поперечной мигра-
ции частиц и распределения частиц в потоке. Кине-
тическое описание такого процесса для отдельных
частиц может оказаться неоднозначным и малопо-
лезным.

2.5. Влияние геометрических характеристик
частиц на их распределение в потоке

Согласно уравнению (10), стратификация дис-
персной системы в потоке зависит, по крайней ме-
ре, от двух геометрических характеристик частиц —
объема Vb частиц и размера Lz.
Показатель экспоненты пропорционален Vb; это

определяет толщину слоев. Чем меньше объем час-
тиц, тем более широкие распределения они образу-
ют. Это демонстрирует рис. 3 для кубических час-
тиц. Этот же результат подтвержден численным мо-
делированием в работе [37], где также обсуждаются
экспериментальные наблюдения.
Размер частиц Lz влияет на положение экстре-

мума. Уравнение (12) явно описывает эту зависи-
мость для частного случая. Кроме того, из (10) сле-
дует, что чувствительность к размеру Lz повышает-
ся с ростом плавучести частиц. Ориентация нерав-
ноосных частиц меняет величину Lz и влияет на по-
ложение экстремумов распределения. Для отдель-
ных частиц одинакового объема, имеющих форму
параллелепипеда, эта закономерность обсуждается
в работе [17]. Зависимость равновесного положе-
ния от ориентации частиц является дополнитель-
ным фактором, влияющим на устойчивость лами-
нарных потоков дисперсных систем [18].
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Кинетические модели тоже не дают однозначных
результатов при описании движения одиночной ци-
линдрической частицы в сдвиговом потоке [38]. Тер-
модинамическая интерпретация позволяет предпо-
ложить, что одной из причин этой неоднозначно-
сти является зависимость положения равновесия от
ориентации частиц.

2.6. Влияние вращения частиц на их
распределение в потоке

Выражения для полной энергии (3) и механохи-
мического потенциала частицы (8) позволяют оце-
нить влияние вращения частиц на их распределе-
ние.
Вклад вращения отдельной частицы вокруг

главной оси инерции в полную энергию системы или
в механохимический потенциал определяется цен-
тральным моментом инерции Ib частицы и угловой
скоростью ω:

Wω =
1

2
Ibω

2. (13)

Рассмотрим простой случай, когда ось вращения
совпадает с координатой y и частица имеет форму
куба,

Ib =
1

6
mbL

2
z, mb = ρbVb.

Вращение частицы связано с разностью скоростей
потока около ее разных граней. Верхнюю оценку уг-
ловой скорости можно представить как

ω =
v(z + 0.5Lz)− v(z + 0.5Lz)

Lz
.

С учетом соотношения (1) получим

Wω =
1

12
mbL

2
z

(
a2 + 4abz + 4b2z2

)
.

Прежде всего отметим, что в потоке Куэтта (b =
= 0) величина Wω практически не зависит от z и
не влияет на распределения (11), приведенные на
рис. 1, 2.
В потоке Пуазейля величина Wω максимальна

у стенки и монотонно убывает до нуля к центру.
С ней можно связать дополнительную выталкива-
ющую силу, направленную к центру потока.
Сопоставим вкладWω с вкладом поступательно-

го движения частицы,

1

2
mbv

2
b =

1

2
mb

(
az + bz2 +Δv

)2
.

Для частиц, двигающихся с опережением пото-
ка, поступательная энергия существенно превыша-
ет вклад Wω, особенно в центральной части потока.

Для них вращение практически не оказывает влия-
ния на распределения частиц в потоке.
Минимальное расстояние, на котором может

находиться вращающаяся кубическая частица без
столкновения со стенкой, равно z =

√
2Lz/2 или z =

=
√
3Lz/2 при вращении вокруг диагонали. На этом

расстоянии вклад Wω максимален и в тонком при-
стеночном слое достигает 30%. С удалением от стен-
ки этот вклад очень быстро убывает. Учет вращения
частиц, двигающихся вместе с потоком, может про-
явиться в незначительном уширении пристеночных
слоев дисперсной фазы.
Для отстающих от потока частиц (Δv < 0) мо-

гут существовать узкие слои, в которых az + bz2 +

+ Δv ≈ 0. В таких областях вклад Wω доминирует
и учет вращения частиц должен вызвать сдвиг слоя
дисперсной фазы к центру потока. Однако вклады
поступательного и вращательного движений частиц
зависят от z соответственно как z4 и z2. Поэтому и
в этом случае учет вращения не вызовет заметных
изменений распределений, показанных на рис. 3–5.
В оценке рассмотрена максимальная угловая

скорость частиц, создаваемая потоком. Более высо-
кие скорости могут возникать под действием внеш-
них факторов или при быстрой поперечной мигра-
ции частиц. Силы трения, возникающие в вязкой
среде, снижают угловую скорость и влияние враща-
тельного движения частиц при стратификации дис-
персной системы в потоке.
Также следует отметить, что вращение частиц

влияет и на величину ΔWloc, которая в использо-
ванном приближении не рассматривается. Аспекты,
связанные с вязкостью дисперсионной среды, вы-
ходят за рамки предложенной термодинамической
модели. Однако они могут быть актуальны при рас-
смотрении быстрых многофазных течений.

3. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Переход от рассмотрения поведения отдельных
частиц в потоке к изучению описанного в этой ра-
боте течения дисперсных систем является перехо-
дом от формализма механики к термодинамическо-
му формализму.
Предложенный термодинамический подход обоб-

щает множество экспериментальных наблюдений и
результатов численного моделирования.
Общие закономерности процесса стратификации

многофазных течений получены в работе на основе
принципа минимума свободной энергии. Закономер-
ности представлены распределениями (10) для дис-
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персной фазы в потоке, которые воспроизводят все
типы стратификации многофазных течений (коль-
цевые, осевые, пристеночные), см. рис. 1–5. Описан-
ные распределения можно интерпретировать как со-
стояния термодинамического равновесия многофаз-
ной системы в стационарном потоке. Такие состо-
яния при численном моделировании могут выпол-
нить роль аттрактора. Это упрощает выбор исход-
ных приближений и интерпретацию результатов мо-
делирования.
Автомодельные свойства приведенных уравне-

ний позволяют моделировать образование слоистых
структур в системах разного фазового состава и
масштаба.
Термодинамическая модель, в которой единич-

ная частица двигается прямолинейно и равномерно
вместе с потоком среды [17], практически не выхо-
дит за рамки классической механики. При описании
дисперсных систем необходимо введение функций
распределения частиц. Это предполагает появление
энтропийного фактора и использование термодина-
мических функций. Энтропийный вклад мал, но ак-
туален в окрестностях экстремумов полной энер-
гии системы (4). С ним можно связать появление
дополнительной обобщенной (термодинамической)
силы, которая зависит от градиента концентрации
дисперсной фазы. В свободнодисперсной разбавлен-
ной системе эта сила направлена противоположно
выталкивающей силе в сторону уменьшения кон-
центрации дисперсных частиц. В связнодисперсных
системах она может вызвать уплотнение слоя дис-
персной фазы.
С учетом использованных при моделировании

ограничений и приближений можно выделить ос-
новные факторы, определяющие структуру двух-
фазного потока разбавленной свободнодисперсной
системы. Ими являются плотность компонентов
дисперсной системы, размеры, форма, объем, ско-
рость движения дисперсной фазы и характеристики
сдвигового потока.
Для грубодисперсных и крупнозернистых систем

термодинамически равновесное распределение в об-
щем случае существует только в окрестности ми-
нимумов энергии. Мелкодисперсные фракции рас-
пределяются в потоке более равномерно, чем круп-
нозернистые. Для полидисперсных смесей следует
ожидать реализации многослойных распределений.
Следует обратить внимание на то, что получен-

ные равновесные распределения (10), (11) не зави-
сят от вязкости среды. Они описывают состояние
системы с минимальной свободной энергией и не
рассматривают путь, которым система приходит

в это состояние. Вязкость определяет время пере-
хода системы из некоторого исходного состояния
(например, однородного) в равновесное стратифи-
цированное состояние. Это делает термодинамиче-
ский подход полезным и при рассмотрении очень
медленных вязкопластических течений твердых ма-
териалов [39].

Работа выполнена при финансовой поддерж-
ке Российского научного фонда (соглашение
15-13-00137).
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