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Излагается теория, позволяющая описывать волновые процессы, происходящие в волноведущих сре-
дах, обладающих несколькими типами нелинейностей, — мультинелинейных средах. Показано, что для
описания единого волнового процесса, происходящего в таких средах, можно использовать нелинейное
уравнение Шредингера. Обнаружено, что конкуренция между электрической и магнитной волновыми
нелинейностями слоистой феррит-сегнетоэлектрической мультинелинейной структуры приводит к пере-
ходу от общей отталкивающей к общей притягивающей нелинейности.
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1. ВВЕДЕНИЕ

В последние несколько десятилетий активно изу-
чаются нелинейные волновые эффекты [1–4]. Одним
из важных нелинейных эффектов является само-
воздействие [1, 4]. По сути, оно заключается в из-
менении свойств волноведущей среды при распро-
странении в ней волны. В свою очередь, изменен-
ные свойства среды влияют на волну. При этом мо-
гут возникать устойчивые состояния, т. е. начинать-
ся процессы формирования и распространения со-
литонов [1, 5].
Солитоны исследуются в различных средах. В

последнее время были достигнуты определенные
успехи в исследовании солитонов в оптических во-
локнах [6,7], оптических микрорезонаторах [8], кон-
денсате Бозе –Эйнштейна [9, 10], ферромагнетиках
[11] и мультиферроиках [12–14]. Кроме солитонов в
нелинейных средах также могут возникать динами-
ческий хаос [3,15–18], собственная [19–22] и наведен-
ная [23] модуляционная неустойчивости, бистабиль-
ность [24] и другие явления.
Различные волноведущие среды обладают раз-

личными типами нелинейностей, т. е. характерной
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«обратной связью» между амплитудой волны и
свойствами среды. Отметим, что ранее преимуще-
ственно исследовались среды, обладающие только
одним типом нелинейности. Однако очевидно, что
как фундаментальный, так и прикладной интерес
представляют также среды, в которых могут од-
новременно проявляться нелинейности нескольких
типов. Целесообразно ввести новое название для
такого явления — мультинелинейность. Как было
показано ранее в работах [13, 14], мультиферроид-
ные среды, включающие ферромагнитную и сегне-
тоэлектрическую подсистемы, демонстрируют двой-
ную волновую нелинейность, обусловленную сов-
местным действием нелинейностей каждой из под-
систем.
Данная работа посвящена изучению мульти-

нелинейности и ее влиянию на солитонные про-
цессы. Отдельное внимание уделяется искусствен-
ным мультиферроикам — слоистым феррит-сегне-
тоэлектрическим структурам, в которых мультине-
линейность проявляется как взаимодействие нели-
нейностей двух слоев структуры.

2. ТЕОРИЯ МУЛЬТИНЕЛИНЕЙНОСТИ

Наиболее простой способ создать мультинели-
нейную среду — это скомбинировать несколько вол-
новедущих сред, обладающих различными типами

839

http://dx.doi.org/10.7868/S004445101604012X


М. А. Черкасский, А. А. Никитин, Б. А. Калиникос ЖЭТФ, том 149, вып. 4, 2016

нелинейностей. Если в подобной гибридной среде
происходит единый волновой процесс, то можно
найти его дисперсионную характеристику. Затем мы
можем выбрать одну компоненту волны, для удоб-
ства назвав ее «основной», а остальные компоненты
выразить через нее. Тогда, с помощью варьирова-
ния основной компоненты, становится возможным
исследовать нелинейное изменение свойств среды,
вызванное процессом распространения интенсивных
волн. При этом мы можем записать нелинейное
дифференциальное уравнение относительной основ-
ной компоненты, которое позволит изучать процес-
сы распространения волновых пакетов в мультине-
линейной среде. Для этого можно использовать ме-
тод огибающих или другие методы [25]. Перейдем к
подробному изложению результатов исследований.
Пусть в мультинелинейной среде несколько ее

свойств связаны с m амплитудами волн:

σ = S(a),

где σ — вектор свойств среды, a — вектор ампли-
туд волн, S — вектор-функция, отражающая нели-
нейные свойства среды. Также предположим, что
между амплитудами волн возможно найти линей-
ную связь. Тогда можно выразить все компоненты
вектора амплитуд волн через основную компонен-
ту a1: ai = Cia1, где C — коэффициент связи, а
индекс i принимает значения от 1 до m. Очевидно,
что C1 = 1, а выбор основной компоненты произво-
лен. Таким образом мы можем перейти к соотноше-
нию, связывающему амплитуду волны a1 с вектором
свойств σ:

σ = S(C1a1, C2a1, . . . , Cma1).

Ограничиваясь рассмотрением слабо нелинейных
сред, которые, тем не менее, широко распростране-
ны, мы можем разложить каждое свойство σi в ряд
Тейлора:

σi = σi0 +
∂Si

∂a1
δa1 +

1

2

∂2Si

∂a21
δa21 + . . . , (1)

где член σi0 характеризует линейное свойство сре-
ды, а остальные члены соответствуют различным
степеням нелинейностей. Подстановка данного раз-
ложения в общую дисперсионную характеристику
позволит исследовать влияние мультинелинейности.
С другой стороны, используя понятие едино-

го волнового процесса, в котором выделяется од-
на основная компонента волн, а другие выража-
ются через нее, можно записать нелинейное диф-
ференциальное уравнение, описывающие эволюцию

спектрально-узкого волнового пакета в мультинели-
нейной среде. В качестве такого уравнения может
быть использовано нелинейное уравнение Шредин-
гера (НУШ) или его обобщенная форма. Отметим,
что это уравнение ранее применялось для исследо-
вания нелинейной волновой динамики и солитон-
ных процессов в мультиферроиках, ферромагнети-
ках, оптических волокнах и в других средах [1]. По-
пулярность названного уравнения объясняется тем,
что оно выводится исходя из общих физических
представлений.
Для того чтобы получить НУШ, необходимо ис-

пользовать разложение закона дисперсии в ряд Тей-
лора. Обозначим неявный закон дисперсии с учетом
затухания Γ как D(ωk,σ,k, iΓ) = 0. При этом мы
ограничимся типами нелинейности, в которых игра-
ет роль только модуль волны, но не ее фаза; тогда
удобно ввести новое обозначение |bi|2 = ai. Следо-
вательно, разложение закона дисперсии будет иметь
вид

ωk(σ,k) + iΓ(σ) = ω0 +
∂ωk

∂k
δk+

1

2

∂2ωk

∂k2
δk2 +

+
∂ωk

∂|b1|2 |b1|2 + ∂2ωk

∂|b1|4 |b1|4 +

+ i

(
Γ0 +

∂Γ

∂|b1|2 |b1|2 + ∂2Γ

∂|b1|4 |b1|4
)
+ . . . (2)

Обратим внимание, что члены, содержащие коэф-
фициенты вида ∂iωk/∂|b1|2i, описывают нелинейные
явления и именно они могут быть использованы для
исследования влияния мультинелинейности на вол-
новые процессы.
Подстановка выражения (1) в (2) и использова-

ние обратного преобразования Фурье позволяют по-
лучить НУШ с учетом различных волновых эффек-
тов. В данной работе мы не будем подробно рассмат-
ривать все многообразие эффектов, а сосредоточим-
ся на учете влияния мультинелинейности. Для это-
го запишем НУШ в системе координат, движущейся
вместе с волновым пакетом, следующим образом:

i
∂u

∂t
− d

2
∇2b1 + Λ|b1|2b1 + Γ0 = 0,

где общий мультинелинейный коэффициент обозна-
чен как Λ = ∂ωk/∂|b1|2, дисперсионный коэффици-
ент — d = ∂2ωk/∂k

2, а Γ0 — линейное затухание.
Учет мультинелинейности дает следующий вид фор-
мулы для расчета коэффициента Λ:

Λ =
∂ω

∂|b1|2 = − 1

∂D

∂ω

m∑
i=1

Ci
∂D

∂|bi|2 =

m∑
i=1

Cini,
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где

ni = −∂D/∂|bi|2
∂D/∂ω

.

Из данной формулы видно, что линейная связь меж-
ду амплитудами волн |b1|2, |b2|2, . . . , |bm|2 приводит
к линейной связи между нелинейными коэффици-
ентами ni, каждый из которых отражает влияние
одной из нелинейностей на волновой процесс.
Забегая вперед, отметим, что для феррит-сегне-

тоэлектрической слоистой структуры коэффициен-
ты связи Ci зависят от частоты, волнового векто-
ра, поперечной координаты и параметров среды, что
приводит к неравномерному нелинейному измене-
нию дисперсионной характеристики на различных
ее участках при увеличении амплитуды волны. Бо-
лее того, как будет показано ниже, различные типы
нелинейностей могут конкурировать между собой и,
следовательно, возможен переход от общей отталки-
вающей нелинейности к притягивающей.

3. НЕЛИНЕЙНОСТЬ ФЕРРИТОВЫХ И
СЕГНЕТОЭЛЕКТРИЧЕСКИХ СЛОЕВ

Перейдем к применению изложенной выше тео-
рии для изучения мультинелинейности в двухслой-
ной структуре, состоящей из слоев феррита и се-
гнетоэлектрика. В процессе изучения было сделано
несколько шагов. Вначале был задан вид нелинейно-
сти в каждом слое, а затем найдены коэффициенты
связи Ci между волнами в разных слоях, т. е. меж-
ду переменной намагниченностью в феррите и на-
пряженностью электрического поля в сегнетоэлек-
трике. Далее, с помощью численного решения НУШ
был выполнен анализ влияния мультинелинейности
на волновые процессы, при этом особое внимание
уделялось процессам формирования и распростра-
нения солитонов огибающей.
Хорошо известно, что в феррит-сегнетоэлект-

рической структуре распространяются гибридные
электромагнитно-спиновые волны (ЭСВ), причем
оба слоя структуры обладают нелинейными волно-
выми свойствами. Ферритовому слою присуща маг-
нитная волновая нелинейность, которая проявляет-
ся как изменение частоты ЭСВ при увеличении ее
амплитуды. Физический механизм этой нелинейно-
сти на языке уравнения движения намагниченности
Ландау –Лифшица может быть представлен следу-
ющим образом. Рост амплитуды волны приводит к
изменению статического свойства феррита — намаг-
ниченности насыщения, что влечет за собой измене-
ние частоты прецессии, которое и приводит к из-

менению частоты ЭСВ. Обычно при теоретическом
анализе учитывается первая степень магнитной вол-
новой нелинейности [26]. Для учета используется
разложение (1), причем в законе дисперсии ЭСВ вы-
полняется замена ωM0 = 2π|γ|M0 на

ωM = 2π|γ|M0

(
1− |u|2) , (3)

где M0 — намагниченность насыщения, |u|2 — квад-
рат нормированной амплитуды волны переменной
намагниченности, которая распространяется в фер-
ритовом слое, а γ — гиромагнитное отношение для
электрона. При этом

|u|2 =
(|mx|2 + |my|2

)
/2M2

0 ,

где mx и my суть проекции вектора переменной на-
магниченности

m ∝ exp [i(ωt− kxx)] .

В сегнетоэлектрическом слое изменение частоты
волны возникает из-за уменьшения диэлектричес-
кой проницаемости при увеличении напряженности
электрического поля волны. Подобное явление на-
зывается электрической волновой нелинейностью.
Оно также учитывается до первой степени разложе-
ния (1) с помощью подстановки в соответствующий
закон дисперсии выражения [27, 28]:

εe = εL +Nε|E|2, (4)

где εe — относительная диэлектрическая проница-
емость сегнетоэлектрика, εL — линейная часть от-
носительной диэлектрической проницаемости, Nε —
коэффициент диэлектрической нелинейности, а E —
напряженность электрического поля волны, кото-
рая распространяется в сегнетоэлектрическом слое.
Таким образом, двухслойная феррит-сегнетоэлект-
рическая слоистая структура обладает мультинели-
нейностью, которая включает магнитную волновую
и электрическую волновую нелинейности каждого
слоя. Заметим, что с помощью внешних электричес-
ких и магнитных полей смещения возможно управ-
лять как линейными, так и нелинейными волновыми
процессами, происходящими в ферритовых и сегне-
тоэлектрических слоях.

4. ВЛИЯНИЕ МУЛЬТИНЕЛИНЕЙНОСТИ НА
ЗАКОН ДИСПЕРСИИ

ФЕРРИТ-СЕГНЕТОЭЛЕКТРИЧЕСКОЙ
СТРУКТУРЫ

Пусть исследуемая двухслойная ферррит-сегне-
тоэлектрическая структура находится в свободном
пространстве и имеет бесконечную протяженность
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Рис. 1. Двухслойная феррит-сегнетоэлектрическая струк-
тура. Через a обозначена толщина сегнетоэлектрика, L —
толщина феррита, H — вектор постоянного магнитного

поля, kx — направление распространения ЭСВ

в плоскости xz. Конфигурация структуры и распо-
ложение осей декартовой системы координат пока-
заны на рис. 1. Структура помещена во внешнее по-
стоянное магнитное поле, направленное по касатель-
ной к плоскости структуры. При этом ферритовый
слой намагничен до насыщения, а сегнетоэлектри-
ческий слой находится в параэлектрической фазе.
Названные условия соответствуют обычной экспе-
риментальной ситуации, в которой исследуется, на-
пример, структура, состоящая из железо-иттриевого
граната и титаната бария стронция [29, 30].
В данной конфигурации волноведущей структу-

ры уравнения Максвелла распадаются на две неза-
висимые системы уравнений: для TE-мод, содержа-
щих компоненты полей Ez, Hx, Hy, и для TM-мод,
имеющих компоненты Hz , Ex, Ey. В данной ра-
боте мы ограничимся рассмотрением TE-мод, так
как именно они демонстрируют наиболее сильную
гибридизацию между поверхностными спиновыми
волнами, распространяющимися в ферритовом слое,
и электромагнитными волнами, распространяющи-
мися в сегнетоэлектрическом слое [31].
Задача поиска коэффициента связи между вол-

нами в разных слоях решается исходя из уравнений
Максвелла и граничных условий электродинамики.
При этом из уравнений Максвелла выводятся урав-
нения Гельмгольца для каждого слоя и записывают-
ся их решения. Поскольку граничные условия позво-
ляют записать связь между коэффициентами в ре-
шениях уравнений Гельмгольца для каждого слоя,
мы можем найти выражение, связывающее компо-
ненты Hx и Hy в ферритовом слое с напряженно-
стью электрического поля Ez в сегнетоэлектриче-
ском слое. Затем, используя тензор магнитной про-
ницаемости, мы можем выразить амплитуду волны
переменной намагниченности через Hx и Hy и, в ко-

нечном итоге, получить формулу, связывающую Ez

в сегнетоэлектрике с |u|2 в феррите:
|Ez |2 = C2|u|2, (5)

где коэффициент связи имеет вид

C2 = 2(T1 + T2)
2/

{
B1 ch

2(κhy) +

+ B3 sh(κhy) ch(κhy) +B2 sh
2(κhy)

}
, (6)

причем

T1 = ch(κhL)×
× [A1 cos(κe(L− y)) +A2 sin(κe(L − y))] , (7)

T2 = sh(κhL)×
× [A3 cos(κe(L− y)) +A4 sin(κe(L − y))] . (8)

В выражениях (6)–(8) использованы следующие
обозначения для поперечных волновых чисел соот-
ветственно в ферритовом слое, в сегнетоэлектриче-
ском слое и в свободном пространстве:
κh =

√
k2x − ε0εhμ0ω2μ⊥, κe =

√
ε0εeμ0ω2 − k2x,

κs =
√
k2x − ε0μ0ω2.

В последних формулах εh — относительная диэлек-
трическая проницаемость феррита,
μ⊥ = (μ2 − μ2

a)/μ, μ = 1 + ωHωM0/(ω
2
H − ω2),

μa = ωωM0/(ω
2
H − ω2), ωH = 2π|γ|H0.

Формулы для расчета Ai, Bi приведены в Приложе-
нии.
Отметим, что в коэффициент связи между Ez и

|u|2 входят величины ωM0 и εe, поэтому существует
возможность включить нелинейность и в C2. Одна-
ко, рассматривая установившееся состояние, при ко-
тором наблюдается равновесие между воздействием
волны на среду и обратным воздействием среды на
волну, мы будем полагать коэффициент связи ли-
нейным.
Из выражения (6) следует, что нелинейный сдвиг

волнового числа зависит от поперечной координа-
ты. Строгий учет этой зависимости приводит к за-
даче, решение которой может быть получено только
численными методами, например, с помощью моде-
лирования пространственного распределения полей.
Вследствие этого становится оправданным прибли-
жение замены зависящего от поперечной координа-
ты коэффициента связи C2 его средним значением

C̃2 =
1

L

L∫
0

C2(y) dy. (9)

Соотношения (3)–(9) связывают два типа волно-
вой нелинейности — электрическую и магнитную.
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Благодаря этому становится возможным, варьируя
|u|2, исследовать влияние амплитуды ЭСВ на за-
кон дисперсии исследуемой структуры. Для выво-
да нелинейного закона дисперсии воспользуемся ли-
нейным законом дисперсии TE-моды ЭСВ и подста-
вим в него выражения (3)–(9), которые описывают
нелинейные свойства среды.

Анализ найденного таким образом нелинейно-
го закона дисперсии был выполнен для следующих
случаев: для случая учета только электрической
нелинейности, для случая учета только магнитной
нелинейности и для случая учета мультинелиней-
ности. Параметры, которые были использованы для
анализа и построения графиков, соответствовали
типичным параметрам пленки железо-иттриевого
граната и твердого раствора титаната бария строн-
ция, а именно: Hz = 1500 Э, M0 = 1750 Гс, a =

= 500 мкм, L = 20 мкм, εe = 865, εh = 14, Nε =

= −7.6963 · 10−8, tg δ = 0.04 и ΔH = 0.3 Э.

На рис. 2 изображены дисперсионные характе-
ристики ЭСВ в исследуемой структуре и влияния
различных типов нелинейностей на характеристики.
Как следует из графиков линейных законов диспер-
сии, в точке фазового синхронизма (k0 = 25 рад/см,
f0 = 6 ГГц) происходит гибридизация волн, что
приводит к образованию дисперсионной щели. В хо-
де исследования было установлено, что весь диапа-
зон волновых чисел в области гибридизации можно
условно разделить на несколько областей. Область
до дисперсионной щели k < 23 рад/см соответству-
ет такому распределению энергии волны, при кото-
ром она, в основном, сосредоточена в сегнетоэлект-
рическом слое. Область после дисперсионной щели
k > 27 рад/см соответствует сосредоточению энер-
гии в ферритовом слое. Заметим, что положение
границ названных областей не является четким и
зависит от параметров структуры.

Нелинейный закон дисперсии, изображенный на
рис. 2, для наглядности построен при сравнительно
большом значении |u|2 = 10−1. На рис. 2а видно, что
волновая магнитная нелинейность сдвигает кривые
закона дисперсии вниз по частоте. При этом наклон
кривых остается постоянным. Рисунок 2б показыва-
ет, что волновая электрическая нелинейность при-
водит к уменьшению диэлектрической проницаемо-
сти сегнетоэлектрика, что проявляется как умень-
шение наклона дисперсионных кривых. Рисунок 2в
демонстрирует, что мультинелинейность проявляет-
ся в виде суммарного эффекта — дисперсионные
кривые сдвигаются вниз по частоте и одновремен-
но изменяется их наклон.
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Рис. 2. Дисперсионные характеристики ЭСВ: а — с уче-
том влияния только магнитной нелинейности, б — только
электрической нелинейности, в — мультинелинейности. На
всех графиках пунктирными линиями обозначены линей-
ные законы дисперсии, а сплошными линиями — нелиней-
ные законы дисперсии с учетом различных типов нелиней-

ностей

5. МУЛЬТИНЕЛИНЕЙНЫЙ КОЭФФИЦИЕНТ
НУШ

Как было показано выше, для исследования со-
литонов огибающей ЭСВ, распространяющихся в
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Рис. 3. Зависимость мультинелинейного коэффициента от
волнового числа (сплошная линия) и зависимость маг-
нитного нелинейного коэффициента от волнового числа
(пунктирная линия). Вертикальные линии показывают гра-
ницы дисперсионной щели. Символами показаны те зна-
чения Λ, которые были использованы при моделировании

солитонных процессов

среде с мультинелинейностью, можно использовать
нелинейное уравнение Шредингера. Для наглядной
демонстрации мультинелинейности в данной работе
мы использовали одномерное распространение волн,
тогда НУШ записывается следующим образом:

i

(
∂u

∂t
+ Γ0u

)
− d

2

∂2u

∂x2
+ Λ|u|2u = 0.

Ключевым моментом в данном случае является
расчет мультинелинейного коэффициента Λ = nM +

+ C2(ω, k)nE , в котором nM и nE суть коэффици-
енты магнитной волновой и электрической волно-
вой нелинейностей. Отметим, что поведение коэф-
фициента Λ определяется не только нелинейными,
но и дисперсионными свойствами каждой подсисте-
мы. Так, было установлено, что в различных ин-
тервалах волновых чисел степень влияния электри-
ческой и магнитной нелинейностей различна. При
этом магнитная нелинейность сдвигает дисперсион-
ную кривую ЭСВ вниз по частоте, т. е. Λ делает от-
рицательной, а электрическая нелинейность, изме-
няя наклон дисперсионных кривых, действует про-
тивоположным образом. Таким образом, волновые
магнитная и электрическая нелинейности конкури-
руют между собой.
С целью анализа влияния различных типов

нелинейности на солитонные процессы Λ рассчиты-
валась для двух случаев: для случая учета только
магнитной нелинейности и для случая учета обо-

их типов нелинейности. Результаты расчета Λ по-
казаны на рис. 3. На рисунке видно, что магнит-
ная нелинейность стремится к нулю в области до
дисперсионной щели k < 23 рад/см. Этот эффект
связан с перераспределением энергии ЭСВ из фер-
ритовой пленки в сегнетоэлектрический слой. В об-
ласти щели 23 < k < 27 рад/см влияние магнитной
нелинейности возрастает и она плавно насыщается
при k > 27 рад/см. Следует отметить, что при этом
значение мультинелинейного коэффициента Λ стре-
мится к значению нелинейного коэффициента для
ЭСВ, распространяющихся в одиночной феррито-
вой пленке.
Электрическая нелинейность при выбранном

значении Nε не способна существенно повлиять на
значение мультинелинейного коэффициента после
дисперсионной щели. Однако в области до щели,
когда энергия ЭСВ сосредоточена, в основном, в
сегнетоэлектрическом слое, электрическая нели-
нейность начинает играть существенную роль, что
проявляется как возрастание величины Λ.
Следует отметить также, что из-за конкурен-

ции нелинейностей различных подсистем слоистой
структуры при переходе через дисперсионную щель
происходит смена знака Λ. Поскольку произведение
Λd в данном случае является критерием Лайтхил-
ла, показывающим, какой тип солитонов огибающей
возможно возбудить в структуре [25], смена знака
означает изменение типа солитонов. Таким образом,
мультинелинейный эффект в исследуемой структу-
ре приводит к переходу от общей отталкивающей
нелинейности к притягивающей.

6. МОДЕЛИРОВАНИЕ СОЛИТОННЫХ
ПРОЦЕССОВ

Перейдем к обсуждению результатов численно-
го исследования процессов формирования солито-
нов в мультинелинейной среде. Согласно критерию
Лайтхилла при Λd < 0 могут формироваться свет-
лые солитоны огибающей. Благодаря электрической
нелинейности в области до дисперсионной щели при
k < 23 рад/см мультинелинейный коэффициент яв-
ляется положительным и критерий Лайтхилла для
светлых солитонов выполняется. В области после
дисперсионной щели при k > 27 рад/см влияние
электрической нелинейности уменьшается, а маг-
нитной начинает возрастать, поэтому Λ изменяет
знак. Численное моделирование было выполнено
для этих двух типичных случаев.
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В первом случае использовался входной гауссов-
ский импульс на частоте f = 4.435 ГГц с несущим
волновым числом k1 = 14 рад/см. Огибающая им-
пульса задавалась как

u = u0 exp
(−2(t/τ0)

2
)
,

где τ0 = ln(2)−1/2T0, а T0 — длительность импуль-
са на половине максимальной амплитуды. Были
использованы следующие параметры: u0 = 0.5373

и T0 = 1.2 нс. Указанные значения амплитуды
и длительности являются пороговыми для фор-
мирования солитона первого порядка на выбран-
ной частоте для указанных ранее параметров фер-
рит-сегнетоэлектрической структуры. При этом d =

= −1868 м2/(рад·с), Λ = 3.08 · 109 рад/с и Γ0 =

= 90 рад·кГц. Значение мультинелинейного коэф-
фициента показано на рис. 3 кружком. Следует от-
метить, что вносимые сегнетоэлектриком потери на
данном значении несущего волнового числа приво-
дят к высокому значению частоты релаксации и,
как следствие, к необходимости использовать срав-
нительно большое значение u0 для превышения со-
литонного порога.
Результаты моделирования представлены на

рис. 4а, на котором видно, что при t = 7.5 нс
формируется светлый солитон огибающей. О
солитонной природе полученного волнового образо-
вания говорит постоянство фазы огибающей внутри
импульса.
Во втором случае, т. е. в случае отталкивающей

нелинейности Λd > 0, несущее волновое число зада-
валось в области после дисперсионной щели и было
равно k2 = 34 рад/см, а частота f = 6.235 ГГц. При
этом использовался входной сигнал в виде гипербо-
лического тангенса. Коэффициенты НУШ в данном
случае равны: d = −145 м2/(рад·с), Λ = −1.09 ×
× 1010 рад/с и Γ0 = 1.8 рад·кГц. Значение коэффи-
циента Λ отмечено на рис. 3 квадратом.
Результаты моделирования приведены на

рис. 4б. На рисунке видно, что при t = 15 нс фор-
мируется черный солитон, имеющий скачок фазы
на π в точке минимума амплитуды. Также в про-
цессе распространения наблюдалось формирование
боковых серых солитонов.
Таким образом, в результате численных экспе-

риментов было установлено, что в феррит-сегнето-
электрической структуре могут формироваться как
светлые, так и темные солитоны огибающей ЭСВ.
При этом тип солитонов зависит от несущей часто-
ты и волнового числа. Частотная зависимость типа
солитонов обусловлена тем, что мультинелинейный
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Рис. 4. а) Профиль светлого солитона огибающей ЭСВ при
t = 7.5 нс. Левая ось, показывающая квадрат амплитуды,
нормирована на |u|2 = 0.431; б ) профиль темного солито-
на при t = 15 нс. Левая ось нормирована на |u|2 = 10−4.
Сплошными линиями обозначена амплитуда огибающей в

квадрате, а пунктиром — фаза огибающей

коэффициент включает в себя коэффициент связи,
зависящий от частоты и волнового числа.

7. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Предложенный нами подход заключается в «ин-
тегральной» оценке сред, обладающих нескольки-
ми типами нелинейностей, т. е. мультинелинейных
сред. Для исследования волновых процессов, про-
исходящих в подобных средах, предлагается исполь-
зовать нелинейное уравнениеШредингера, содержа-
щее мультинелинейный коэффициент. Последний, в
свою очередь, представляет собой сумму различных
нелинейностей, взятых с соответствующими коэф-
фициентами связи. Следует отметить, что коэффи-
циенты связи могут обладать частотной зависимо-
стью, которая приводит к частотной зависимости
мультинелинейности.
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Продемонстрировано, что в феррит-сегнето-
электрической структуре нелинейности могут кон-
курировать между собой. Причина конкуренции
заключается в том, что электрическая волновая и
магнитная волновая нелинейности по-разному вли-
яют на закон дисперсии волн, а их коэффициенты
связи зависят от частоты. В результате конкурен-
ции в мультинелинейных средах можно наблюдать
переход от общей отталкивающей к общей притяги-
вающей нелинейности.

Разработка теоретической модели мульти-
нелинейных сред проводилась при частичной
поддержке РФФИ (гранты №№14-02-00496 А,
15-32-20357 мол_а_вед) и Министерства образо-
вания и науки Российской Федерации (проект
«Госзадание» и грант 074-U01). Теоретическое
исследование солитонных процессов в феррит-
сегнетоэлектрических структурах проводилось при
поддержке РНФ (грант №14-12-01296).

8. ПРИЛОЖЕНИЕ

В формулах (6)–(8) использованы следующие
обозначения:

A1 = −μμ0M0ω(μ
2 − μ2

a)κeκh,

A2 = κ0μμ0M0ω(μ
2 − μ2

a)κh,

A3 = −μ0M0ω(μ
2 − μ2

a)κe

(
κ0(μ

2 − μ2
a)− μakx

)
,

A4 = μ0M0ω
(
μ2κ2

h − μakx
(
κ0(μ

2
a − μ2) + μakx

))
,

B1 = (μ2−μ2
a)

2κ2
eκ

2
h

((
κ0(μ

2
a−μ2+μ)+μakx

)2
+

+ ((μ− 1)kx − κ0μa)
2
)
,

B2 = κ2
e

{ [
κ2
hμ

(
(μ− 1)μ− μ2

a

)
+

+ μakx
(
κ0(μ

2
a − μ2) + μakx

)]2
+

+
[
μa

(
(μ2

a − μ2 + μ)k2x − μκ2
h

)
+

+ κ0kx
(
(μ− 2μ2)μ2

a + μ4
a + (μ− 1)μ3

)]2}
,

B3 = 2(μ2−μ2
a)κ

2
eκh

{[
κ0

(
(μ−1)μ−μ2

a

)−μakx
] ×

× [
μ
(
(μ−1)μ−μ2

a

)
κ2
h+μakx

(
κ0(μ

2
a−μ2)+μakx

)]
+

+ ((μ−1)kx−κ0μa)
[
μa

(
(μ2

a−μ2+μ)k2x−μκ2
h

)
+

+ κ0

(
(μ− 2μ2)μ2

a + μ4
a + (μ− 1)μ3

)
kx

]}
.
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