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Исследован процесс рассеяния вихревых пар, являющихся частным случаем двумерных темных соли-
тонов, на одиночном квантовом вихре в бозе-эйнштейновском конденсате с отталкивающим взаимодей-
ствием между атомами. Для этого была развита асимптотическая теория, описывающая динамику таких
двумерных солитоноподобных образований в произвольном плавно неоднородном потоке ультрахолод-
ного бозе-газа. В пренебрежении радиационными потерями, связанными с излучением звуковых волн,
показано, что парам вихрь–антивихрь можно поставить в соответствие квазичистицы и описать их по-
ведение каноническими уравнениями Гамильтона. Для данных уравнений найдены интегралы движения,
используя которые можно классифицировать различные режимы рассеяния вихревых пар на одиноч-
ном квантовом вихре. Теоретические построения подтверждены численными расчетами, выполненными
непосредственно в рамках уравнения Гросса –Питаевского. Предложен способ, позволяющий оценить
радиационные потери при столкновении солитоноподобного образования с фазовой сингулярностью. С
помощью прямого численного моделирования показано, что при определенных условиях взаимодействие
вихревых пар с ядром одиночного квантового вихря сопровождается достаточно интенсивным излуче-
нием звуковых волн, из-за чего нарушаются условия применимости развитой асимптотической теории.
В частности, на конкретном примере наглядно продемонстрировано, как радиационные потери приводят
к трансформации пары вихрь–антивихрь в безвихревой двумерный темный солитон, т. е. к аннигиляции
фазовых сингулярностей.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Динамика вихревых структур и их взаимодей-
ствие друг с другом во многом определяют клю-
чевые аспекты эволюции облака ультрахолодного
вырожденного бозе-газа с отталкивающим взаимо-
действием между атомами. С квантовыми вихрями
(топологическими дефектами или фазовыми сингу-
лярностями) связаны нарушение режима сверхте-
кучести и переход бозе-эйнштейновского конденса-
та (БЭК) в турбулентное состояние [1–10]. Для опи-
сания такого перехода важно максимально продви-
нуться в решении эталонных задач взаимодействия
различного рода вихревых образований [1, 11–13].
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Причины рождения квантовых вихрей в ульт-
рахолодном вырожденном бозе-газе весьма разно-
образны. Они образуются в потоках БЭК за пре-
пятствиями, роль которых обычно играют лазер-
ные пучки [5–9, 14], из-за развития модуляцион-
ной неустойчивости вытянутых (квазиодномерных)
неоднородностей [7, 8, 15], на фронте ударных волн
[16–19] и т. д. При этом квантовые вихри возника-
ют, как правило, парами вихрь–антивихрь. Такие
окончательно сформировавшиеся пары в однород-
ном БЭК являются частным случаем двумерных
темных солитонов [20–25], движущихся вдоль пря-
мых линий с постоянными скоростями. В отсутствии
внешнего потенциала эти солитоны представляют
собой уединенные локализованные решения уравне-
ния Гросса –Питаевского (ГП), совпадающего в без-
размерных переменных с нелинейным уравнением
Шредингера (НУШ) с дефокусирующей нелиней-
ностью [26–29].
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Как показано нами в работах [24], в плавно неод-
нородном конденсате, когда расстояние между вих-
рем и антивихрем существенно меньше характерно-
го масштаба неоднородности среды, вихревые пары
также близки по своей структуре к соответствую-
щим двумерным темным солитонам. Однако в этом
случае в процессе распространения форма солито-
ноподобных образований медленно перестраивается
(в частности, изменяется дистанция между противо-
положными по знаку топологическими дефектами),
и движутся они ускоренно и, вообще говоря, не по
прямым, а по искривленным траекториям.

В предлагаемой статье мы рассмотрим особен-
ности динамики таких квазисолитонных структур в
неоднородном потоке ультрахолодного вырожденно-
го бозе-газа, уделив особое внимание их рассеянию
на одиночном квантовом вихре. При больших харак-
терных расстояниях между фазовыми сингулярно-
стями для описания их взаимодействия в ряде слу-
чаев можно использовать приближение несжимае-
мой жидкости и модель точечных вихрей, динамика
которых активно изучается в гидродинамике и ма-
тематической физике с начала прошлого века. Как
показал еще Пуанкаре [30,31], нелинейная гамильто-
нова система уравнений, которой подчиняется дви-
жение трех точечных вихрей, всегда интегрируема.
Ее многочисленные решения были детально иссле-
дованы Гребли [32, 33]. В частности, им рассматри-
валась и задача рассеяния вихревой пары на вихре.
Однако применительно к БЭК развитая Гребли тео-
рия, не учитывающая сжимаемость ультрахолодно-
го вырожденного бозе-газа, имеет лишь очень огра-
ниченную область применения.

Отметим также, что в ряде работ изучались
процессы рассеяния на одиночном квантовом вих-
ре звуковых волн [34] и одномерных темных солито-
нов [35,36]. Наши исследования являются естествен-
ным продолжением этих публикаций.

Кратко анонсируем содержание предлагаемой
статьи. Она разделена на две основные части:
разд. 2 и 3. В разд. 2 развивается вариационный под-
ход к задаче о поведении двумерного темного соли-
тона в плавно неоднородном облаке конденсата при
наличии в нем стационарных потоков. В разд. 3 с
использованием результатов развитой асимптотиче-
ской теории и с помощью прямого численного мо-
делирования, выполненного непосредственно в рам-
ках уравнения ГП, анализируется задача о рассея-
нии пары вихрь–антивихрь на одиночном квантовом
вихре. Здесь же мы уделили особое внимание чис-
ленному исследованию радиационных потерь, обу-
словленных излучением звуковых волн при столкно-

вении вихревой пары с исходно изолированной фа-
зовой сингулярностью. В Заключении (разд. 4) под-
водятся итоги работы и формулируются ее основные
результаты.

2. ВАРИАЦИОННЫЙ ПОДХОД К ЗАДАЧЕ О
ДИНАМИКЕ ВИХРЕВЫХ ПАР В ПЛАВНО

НЕОДНОРОДНОМ БЭК С ПОТОКОМ

2.1. Стационарные квантовые вихри и
двумерные темные солитоны

Бозе-эйнштейновский конденсат будем описы-
вать в приближении среднего поля, согласно которо-
му система из макроскопического числа идентичных
бозе-частиц, находящихся в конденсированном со-
стоянии, характеризуется единой классической вол-
новой функцией Ψ(r, t), удовлетворяющей уравне-
нию ГП [26–29]. Это уравнение для ультрахолодно-
го вырожденного бозе-газа с отталкивающим взаи-
модействием между атомами в безразмерных пере-
менных имеет следующий вид [24, 26–28]:

i
∂Ψ

∂t
+

1

2
ΔΨ+

(
1− |Ψ|2

)
Ψ = Vext (r)Ψ. (1)

Здесь время t, координаты r, функция Ψ(r, t) и
потенциал Vext (r) воздействующих на конденсат
внешних сил нормированы таким образом, что без-
размерный химический потенциал основного состо-
яния равен единице [24,26–28]. От уравнения (1) все-
гда можно перейти с помощью преобразования Ма-
делунга Ψ(r, t) = ψ (r, t) exp

[
iθ (r, t)

]
к уравнениям

гидродинамики сжимаемой невязкой жидкости:
∂ψ2

∂t
+ div

(
ψ2∇θ) = 0, (2)

∂θ

∂t
+

1

2

(∇θ)2 = 1− ψ2 +
Δψ

2ψ
− Vext (r) , (3)

где ψ (r, t) и θ (r, t) — действительные функции ко-
ординат и времени, имеющие четкий физический
смысл, а именно, n (r, t) = ψ2 (r, t) — концентра-
ция атомов БЭК, v (r, t) = ∇θ (r, t) — их скорость.
Со слагаемымΔψ

/
2ψ связывают специфическое так

называемое квантовомеханическое давление.
В данной работе речь пойдет о двумерной зада-

че, к которой сводится анализ поведения ультрахо-
лодного вырожденного бозе-газа, удерживаемого в
дискообразной ловушке [24,26–28]. Потенциал такой
ловушки достаточно сильно локализован по коорди-
нате z и плавно изменяется по двум другим коорди-
натам x и y. Этот факт позволяет считать структуру
облака БЭК по оси z фиксированной, а в уравнени-
ях (1)–(3) после процедуры факторизации [24,26–28]
рассматривать только зависимость функций от дву-
мерного вектора r = (x, y). Не будем в дальнейшем
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учитывать воздействие внешних сил на конденсат в
плоскости x, y, т. е. положим Vext (r) = 0, и сконцен-
трируемся на особенностях, связанных прежде все-
го с взаимодействием нелинейных волновых струк-
тур. Отметим, что подобное пренебрежение внешни-
ми силами оправдано для очень плавных ловушек.
Кроме того, данное предположение заведомо выпол-
няется в тех случаях, когда используются техноло-
гии и методы, предложенные и продемонстрирован-
ные в экспериментах [37], в которых удалось создать
квазиоднородное распределение концентрации БЭК
в достаточно большой области пространства.

В исходно однородном БЭК, когда Vext (r) = 0,
существуют покоящиеся и движущиеся c постоян-
ной скоростью нелинейные волновые структуры со-
ответственно в виде одиночных квантовых вихрей
[1, 26–29] и двумерных темных солитонов [20–24].
Данные структуры описываются уединенными ре-
шениями уравнения ГП (1) и во многом определяют
долговременную эволюцию облака ультрахолодного
бозе-газа.

Наличие квантовых вихрей (топологических де-
фектов или фазовых сингулярностей) является од-
ной из наиболее характерных особенностей сверх-
текучих систем [1, 26–29], к которым, в частности,
относится БЭК разреженных ультрахолодных газов
с отталкивающим взаимодействием между атомами.
Циркуляция скорости по замкнутому контуру, охва-
тывающему центр вихря, равна 2πκ, где κ — це-
лое число, часто называемое азимутальным индек-
сом или топологическим зарядом. Соответственно,
при обходе вокруг этих линий фаза макроскопиче-
ской волновой функции сверхтекучей системы ме-
няется на 2πκ.

Вихри с азимутальными индексами |κ| > 1 рас-
падаются на |κ| вихрей, устойчивых в классе дву-
мерных решений, с единичными по модулю тополо-
гическими зарядами [38, 39]. Поэтому далее будем
считать, что κ = ±1. Отметим также, что кванто-
вые вихри с κ = −1, в которых конденсат вращается
по часовой стрелке, принято называть антивихрями.

В связанной с центральной точкой полярной си-
стеме координат r, ϕ стационарные волновые функ-
ции Ψ±

v (r) соответственно вихря и антивихря име-
ют достаточно простой вид, а именно, Ψ±

v (r) =

= ψv (r) exp (±iϕ), где фаза ±ϕ определяет наличие
сингулярного (при r = 0) вихревого потока v±

v (r) =

= ±ϕ0

/
r (ϕ0 — орт угловой переменной ϕ), а ам-

плитуда ψv (r) и в том, и в другом случаях удовле-
творяет обыкновенному дифференциальному урав-
нению [1,26–29]

1

2

(
d2ψv

dr2
+
1

r

dψv

dr
− 1

r2
ψv

)
+
(
1−ψ2

v

)
ψv = 0 (4)

с граничными условиями ψv (0) = 0 и ψv (∞) = 1,
обеспечивающими непрерывность ψv (r) в точке r =
= 0 и выход концентрации конденсата на единицу
при r → ∞.

Окрестность точки r = 0, где концентрация
nv (r) = ψ2

v (r) бозе-частиц в вихревом решении за-
метно отличается от плотности однородного фоно-
вого конденсата, т. е. nv (r) � 1, и существенно
квантовомеханическое давление, называется серд-
цевиной или ядром квантового вихря. На границе
этой области скорость потока БЭК становится по-
рядка скорости звука. Характерный размер серд-
цевины близок к корреляционному радиусу (равно-
му единице в используемых безразмерных перемен-
ных), который в случае разреженного ультрахолод-
ного бозе-газа велик по сравнению с межатомным
расстоянием. Поэтому структура вихря (антивихря)
может быть описана макроскопическим образом.

Функцию ψv (r), удовлетворяющую уравнению
(4) и соответствующим граничным условиям, мож-
но найти только численно. Однако несложно уста-
новить асимптотическое поведение ψv (r) при r → 0

и при r → ∞ [22, 40]. В первом случае, когда r � 1,

ψv (r � 1) = α1r−α1

4
r3+

α1

(
4α2

1+1
)

48
r5+o

(
r7
)
, (5)

где α1 = 0.824177059. Вне ядра квантового вих-
ря (антивихря) на достаточно больших расстояниях
r � 1 от него амплитуда ψv (r) волновой функции
БЭК определяется следующим выражением:

ψv (r � 1) = 1−1

4
r−2− 9

32
r−4−161

128
r−6+o

(
r−8
)
. (6)

Используя асимптотики (5) и (6), для стационарно-
го распределения концентрации nv (r) конденсата с
вихрем (антивихрем) можно подобрать аппроксима-
цию Паде [40]

n[2/2]
v (r) =

a1r
2 + a2r

4

1 + b1r2 + b2r4
, (7)

a1 = α2
1, b1 =

3α2
1√

2 (2− α2
1)
,

a2 = b2 =
α2
1

(
2α2

1 − 1
)

4 (2− α2
1)

,

которая воспроизводит коэффициенты в разложе-
нии (5) до слагаемых порядка r3, а в разложении (6)
до членов порядка r−2, т. е. дает правильное поведе-
ние nv (r) одновременно при r → 0 и r → ∞.
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Несложно показать, что энергия БЭК, сосредо-
точенная внутри области радиусом R, при нали-
чии в ее центре фазовой сингулярности логариф-
мически растет с увеличением R [26, 27, 40]. Одна-
ко в однородном конденсате существуют устойчи-
вые стационарные вихревые образования, обладаю-
щие конечной энергией. Простейшие из них — па-
ры вихрь–антивихрь, которые являются частным
случаем двумерных темных солитонов уравнения
ГП (1) с Vext (r) = 0.

Двумерные темные солитоны представляют со-
бой локализованные провалы концентрации, движу-
щиеся с постоянной дозвуковой скоростью v̄ на фоне
конденсата единичной плотности [20–24]. Их волно-
вые функции Ψ̄s

(
ξ, y, v̄

)
удовлетворяют стационар-

ному НУШ

−iv̄ ∂Ψ̄s

∂ξ
+
1

2

∂2Ψ̄s

∂ξ2
+
1

2

∂2Ψ̄s

∂y2
+
(
1− ∣∣Ψ̄s

∣∣2)Ψ̄s = 0 (8)

с граничным условием Ψ̄s

(
ξ2 + y2 → ∞) → 1. Эти

уединенные образования можно также рассматри-
вать как однопараметрическое семейство решений
вариационной задачи δ

(H− v̄Px

)
= 0, где

H =
1

2

∞∫
−∞

dy

∞∫
−∞

dξ

(
|∇Ψ|2 +

(
1− |Ψ|2

)2)
, (9)

P =
i

2

∞∫
−∞

dy

∞∫
−∞

dξ
(
Ψ∇Ψ∗ −Ψ∗∇Ψ

)
(10)

— соответственно гамильтониан и импульс БЭК. Из
данной вариационной формулировки вытекают сле-
дующие соотношения [20, 21, 24]:

Ē =

∞∫
−∞

dy

∞∫
−∞

dξ

∣∣∣∣∂Ψ̄s

∂ξ

∣∣∣∣
2

,

Ē − v̄P̄ =

∞∫
−∞

dy

∞∫
−∞

dξ

∣∣∣∣∂Ψ̄s

∂y

∣∣∣∣
2

,

v̄P̄ =

∞∫
−∞

dy

∞∫
−∞

dξ
(
1− ∣∣Ψ̄s

∣∣2)2 ,
v̄ =

dĒ
dP̄ <

Ē
P̄ .

(11)

Здесь Ē = Hs — энергия солитона, а P̄ = Psx —
его импульс. При этом v̄, P̄ и Ē однозначно связаны
друг с другом.

В работах [20–24] в рамках уравнения (8) были
подробно исследованы свойства двумерных темных

солитонов и, в частности, детально проанализиро-
ваны особенности их внутренней структуры в зави-
симости от величины v̄, играющей роль параметра
задачи. Когда 0 < v̄ < 0.61, солитоны являются вих-
ревыми, а при 0.61 ≤ v̄ < 1 — безвихревыми. В пер-
вом случае они представляют так называемые пары
вихрь–антивихрь, в которых концентрация конден-
сата в двух точках, расположенных на линии, пер-
пендикулярной направлению движения, обращает-
ся в нуль. Фаза волновой функции Ψ̄s (ξ, y, v̄) БЭК
при обходе вокруг этих точек изменяется на ±2π. С
увеличением скорости распространения v̄ энергия Ē
двумерного темного солитона уменьшается, а фазо-
вые сингулярности в нем сближаются. При крити-
ческом значении энергии Ē∗ = 7.59, соответствую-
щем v̄∗ = 0.61, топологические дефекты сливаются
и вместо вихревой пары образуется безвихревой со-
литон, в котором плотность конденсата уже нигде
не обращается в нуль и отсутствуют скачки на ±2π

в распределении фазы. В слабонелинейном пределе,
когда скорость v̄ стремится к звуковой, т. е. когда
1 − |v̄| � 1, безвихревые солитоны близки по своей
структуре к уединенным решениям уравнения Ка-
домцева –Петвиашвили (КП) [23, 41–43].

Отметим, что для рассчитанной путем числен-
ного решения стационарного уравнения (8) зависи-
мости импульса P̄ двумерного темного солитона от
его энергии Ē нами была найдена достаточно про-
стая аналитическая аппроксимация [24]:

P̄ (Ē) = ℘
(Ē) sh[Ē/℘ (Ē)], (12)

℘
(Ē) = 2π +

2π

3
exp

[
−
( Ē
9.8

)2
]
, (13)

обладающая высокой точностью, или, другими сло-
вами, построено нелинейное дисперсионное соотно-
шение для рассматриваемых солитонных возбужде-
ний в однородном конденсате.

2.2. Гамильтонова динамика двумерных
темных солитонов в вихревом потоке

Для построения теории турбулентности в БЭК
важно знать, как вихревые пары взаимодейству-
ют друг с другом и с одиночными квантовыми
вихрями [2–10]. Исходя из того, что пара вихрь–
антивихрь является частным случаем двумерного
темного солитона в однородном конденсате, проана-
лизируем задачу рассеяния такого солитоноподоб-
ного образования на топологическом дефекте. При
этом воспользуемся вариационным методом, кото-
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рый неоднократно продемонстрировал свою высо-
кую эффективность и целесообразность при изуче-
нии динамики и взаимодействия уединенных волн в
разнообразных физических моделях, описываемых
нелинейными уравнениями, близких к интегрируе-
мым [29, 43, 44]. Идеология данного метода анало-
гична подходу, предложенному Уиземом и исполь-
зованному им для изучения поведения цугов перио-
дических бегущих волн [45].

Итак, пусть двумерный темный солитон (в част-
ности, вихревая пара), движущийся в общем слу-
чае на фоне плавно неоднородного БЭК, налетает на
одиночный квантовый вихрь, имеющий топологиче-
ский заряд κ = +1. Заметим, что все полученные
ниже результаты из соображений симметрии легко
переносятся и на случай фазовой сингулярности с
противоположным по знаку азимутальным индек-
сом κ = −1, т. е. антивихря. В области простран-
ства, где характерный размер Λs двумерного тем-
ного солитона мал по сравнению с расстоянием rs
до центра вихря, т. е. Λs � rs, можно ввести ма-
лый параметр μ = Λs /rs � 1, характеризующий
плавность изменения вихревого поля скоростей на
масштабе Λs. При этом волновую функцию Ψ(r, t)

конденсата удобно представить в виде произведения

Ψ(r, t) = Ψv (r) Φ (r, t) , (14)

где Φ (r, t) — комплексная функция координат r и
времени t, Ψv (r) — стационарная волновая функ-
ция одиночного квантового вихря (верхний индекс
«+» здесь опущен, чтобы не загромождать запись
в дальнейшем). Выделение в качестве одного из со-
множителей функции Ψv (r) отражает тот факт, что
двумерный темный солитон, пролетая на больших
расстояниях rs (rs � Λs) от центра фазовой сингу-
лярности, очень слабо возмущает структуру кванто-
вого вихря и созданного им течения и, следователь-
но, обратным влиянием такого возмущения на дина-
мику рассматриваемого солитоноподобного образо-
вания можно пренебречь. После подстановки выра-
жения (14) в уравнение ГП (1) для второго сомно-
жителя Φ (r, t), описывающего поведение двумерно-
го темного солитона в плавно неоднородном вихре-
вом потоке БЭК, получим следующее нелинейное
динамическое уравнение:

i
∂Φ

∂t
+

1

2
ΔΦ + nv (r)

(
1− |Φ|2

)
Φ+

+

(
ivv (r) +

1

2
∇[lnnv (r)

]) · ∇Φ = 0. (15)

Здесь vv (r) представляет собой поле скоростей,
созданное в ультрахолодном бозе-газе изолирован-

ным топологическим дефектом, а nv (r) определя-
ет неоднородное распределение концентрации фо-
нового конденсата с одиночным квантовым вихрем.
Уравнение (15) по сути является НУШ с плав-
но неоднородными коэффициентами. Соответству-
ющая ему (и его комплексно сопряженному анало-
гу) плотность функции Лагранжа имеет следующий
вид:

L (Φ,Φ∗) =
i

2
nv (r)×

×
[
Φ

(
∂

∂t
+ vv (r) · ∇

)
Φ∗ − c.c.

]
+

+
nv (r)

2
|∇Φ|2 + n2

v (r)

2

(
1− |Φ|2

)2
. (16)

Теперь для описания динамики двумерных темных
солитонов в плавно неоднородном вихревом потоке
можно воспользоваться вариационным методом, в
основе которого лежит усреднение выражения (16)
по так называемым быстрым переменным.

Будем считать, что солитоноподобное образова-
ние движется на неоднородном фоне вдоль плав-
но изогнутой траектории rs (t) с медленно изменя-
ющейся скоростью vs (t) = ṙs (t). При этом в силу
условия Λs � rs в любой произвольный момент вре-
мени t такое квазисолитонное возбуждение близко
по своей структуре к соответствующему уединен-
ному решению Φs (r− rs,vs) уравнения (15), в ко-
тором вместо скалярной функции nv (r) простран-
ственных переменных r и векторного поля vv (r)

подставлены для каждого t не зависящие от r ло-
кальные значения соответствующих величин в точ-
ке с радиус-вектором rs (t), т. е. nv (rs) и vv (rs). С
учетом сказанного выше в качестве аппроксимации,
корректно описывающей форму двумерного темно-
го солитона в рассматриваемом случае, естественно
выбрать функцию Φs (r− rs (t) , ṙs (t)) с зависящи-
ми от времени t параметрами. С помощью неслож-
ных преобразований Φs (r− rs (t) , ṙs (t)) можно вы-
разить через введенную ранее волновую функцию
Ψ̄s

(
ξ̄, η̄, v̄

)
:

Φs (r− rs (t) , ṙs (t)) = Ψ̄s

(
ξ̄, η̄, v̄ (t)

)
, (17)

где

ξ̄ =
1

v̄

(
r− rs

) · (ṙs − vv (rs)
)
, (18)

η̄ =
1

v̄

(
r− rs

) · [z0 × (ṙs − vv (rs)
)]

(19)

являются нормированными ортогональными криво-
линейными координатами, сопровождающими ква-
зисолитон вдоль трассы его распространения, z0 —
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единичный вектор, перпендикулярный плоскости
x, y и направленный вдоль оси z, а величина

v̄ (t) = v̄ (rs (t) , ṙs (t)) =

∣∣ṙs (t)− vv (rs (t))
∣∣√

nv (rs (t))
(20)

имеет смысл нормированной скорости двумерного
темного солитона в системе координат ξ̄, η̄.

Подставим в плотность функции Лагран-
жа (16) вместо Φ (r, t) ее аппроксимацию
Φs (r−rs (t) , ṙs (t)). Принимая во внимание плав-
ную зависимость векторного поля vv (r) и фоновой
плотности nv (r) конденсата от координат r на
характерных масштабах Λs рассматриваемого ква-
зисолитонного образования, а также предполагая,
что скорость ṙs (t) двумерного темного солитона
медленно изменяется во времени, перейдем соглас-
но (18) и (19) с помощью преобразования поворота и
дополнительной нормировки к новым переменным
ξ̄ и η̄ и проинтегрируем по ним L (Φs,Φ

∗
s). Если

воспользоваться зеркальной симметрией функции
Ψ̄s

(
ξ̄, η̄, v̄

)
относительно η̄ = 0, т. е. Ψ̄s

(
ξ̄, η̄, v̄

)
=

= Ψ̄s

(
ξ̄,−η̄, v̄), асимптотиками ее поведения на

бесконечности [20, 24] и соотношениями (11),
придем к следующему выражению:

L̄ (rs, ṙs) =

= −
∫∫
Ds

L(Φs (r̃, ṙs (t)),Φ
∗
s (r̃, ṙs (t))

)
d2r̃ =

= nv (rs)
[
v̄ (rs, ṙs) P̄ (v̄ (rs, ṙs))−

− Ē (v̄ (rs, ṙs))
]
. (21)

Здесь r̃ = r − rs (t), Ds — область локализации
солитона, а величины P̄ (v̄ (rs, ṙs)) и Ē (v̄ (rs, ṙs)) в
каждый фиксированный момент времени t пред-
ставляют собой соответствующие интегральные ха-
рактеристики двумерного темного солитона, кото-
рый в беспотоковом однородном конденсате единич-
ной концентрации распространялся бы вдоль пря-
мой линии с постоянной скоростью, равной значе-
нию v̄ (rs, ṙs), рассчитанному при заданном t по фор-
муле (20). По аналогии с работами [24] в дальнейшем
P̄ (v̄ (rs, ṙs)) и Ē (v̄ (rs, ṙs)) назовем соответственно
нормированным импульсом и нормированной энер-
гией рассматриваемого квазисолитонного образова-
ния. Определенные таким способом P̄ (v̄ (rs, ṙs)) и
Ē (v̄ (rs, ṙs)) связаны между собой нелинейным дис-
персионным соотношением (12), (13).

Теперь двумерный темный солитон (в том чис-
ле пару вихрь–антивихрь) можно интерпретировать

как композитную квазичастицу с функцией Лагран-
жа (21). Используя развитый в классической меха-
нике гамильтонов формализм [46], путем введения
вместо ṙs в качестве вектора независимых перемен-
ных обобщенного импульса

ps (rs, ṙs) =
∂L̄ (rs, ṙs)

∂ṙs
=

=
P̄ (v̄ (rs, ṙs))

v̄ (rs, ṙs)

(
ṙs − vv (rs)

)
(22)

можно прийти к достаточно удобным для анализа и
численного решения так называемым каноническим
уравнениям:

drs
dt

=
∂H̄ (rs,ps)

∂ps
=

=
√
nv (rs) v̄

(Ē (rs,ps)
) ps

|ps| + vv (rs) , (23)

dps

dt
= −∂H̄ (rs,ps)

∂rs
= −

(
ps · ∂

∂rs

)
vv (rs)+

+

(
|ps| v̄

(Ē (rs,ps)
)

2
√
nv (rs)

− Ē (rs,ps)

)
∂nv (rs)

∂rs
, (24)

где

H̄ (rs,ps) = ps · ṙs (rs,ps)− L̄ (rs, ṙs (rs,ps)) =

= nv (rs) Ē (rs,ps) + ps · vv (rs) (25)

является функцией Гамильтона квазичастицы, соот-
ветствующей рассматриваемому солитоноподобно-
му образованию. Поскольку гамильтониан (25) не
зависит явным образом от времени, будет выпол-
няться закон сохранения

nv (rs) Ē (rs,ps) + ps · vv (rs) = H = const, (26)

согласно которому нормированная энергия двумер-
ного темного солитона должна изменяться вдоль его
трассы распространения следующим образом:

Ē (rs,ps) =
H − ps · vv (rs)

nv (rs)
, (27)

где постоянная H определяется начальными усло-
виями. Зная Ē , можно найти и функцию v̄ (rs,ps),
используя подобранную нами аппроксимацию (12),
(13) для зависимости P̄ (Ē):

v̄
(Ē (rs,ps)

)
=

[
dP̄
dĒ

]−1∣∣∣∣∣
Ē(rs,ps)

. (28)
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В данной работе обсуждается процесс рассеяния
вихревых пар на неоднородностях созданного оди-
ночным квантовым вихрем сингулярного поля ско-
ростей vv (r) = ϕ0

/
r, направленного вдоль угло-

вой переменной ϕ полярной системы координат r, ϕ,
и аксиально-симметричного распределения концен-
трации nv (r) БЭК, зависящего только от радиаль-
ной координаты r. Учитывая эти особенности, пере-
пишем выражение (20) для нормированной скорости
v̄ (t) двумерного темного солитона следующим обра-
зом:

v̄ (t) = v̄ (rs, ṙs, ϕ̇s) =

√
r2s ṙ

2
s + (r2s ϕ̇s − 1)2

r2snv (rs)
, (29)

где rs = rs (t) и ϕs = ϕs (t) — положение центра
солитоноподобного образования в полярной систе-
ме координат r, ϕ, связанной с одиночным кван-
товым вихрем, а точки над переменными обознача-
ют производные по времени t. Из соотношения (29)
и равенства nv (rs) = nv (rs) непосредственно сле-
дует, что лагранжиан (16) не зависит явным об-
разом от угловой переменной ϕs, т. е. для квази-
частицы, ассоциируемой с рассматриваемым уеди-
ненным провалом концентрации, ϕs является цик-
лической обобщенной координатой. В силу уравне-
ний Лагранжа соответствующий ϕs обобщенный им-
пульс �s = ∂L̄/∂ϕ̇s представляет собой интеграл
движения:

P̄(v̄ (rs, ṙs, ϕ̇s)
)

v̄ (rs, ṙs, ϕ̇s)

(
r2s ϕ̇s − 1

)
=M = const. (30)

Это обстоятельство совместно с законом сохране-
ния (26), переписанным в виде

nv (rs) Ē
(
v̄ (rs, ṙs, ϕ̇s)

)
+
M

r2s
= H = const, (31)

существенно упрощает анализ решений системы ка-
нонических уравнений (23), (24). При наличии ана-
литической аппроксимации (12), (13) для зависимо-
сти нормированного импульса P̄ солитоноподобного
образования от его нормированной энергии Ē соот-
ношений (30) и (31) достаточно, чтобы свести за-
дачу о динамике двумерного темного солитона к
квадратурам. В частности, они позволяют получить
трансцендентное алгебраическое уравнение для ми-
нимального расстояния rsmin , на которое, соглас-
но развитым выше представлениям, квазичастица
приближается к топологическому дефекту, распо-
ложенному в точке с r = 0. Подставляя выраже-
ние (29) для v̄ (rs, ṙs, ϕ̇s) в формулы (30), (31) и по-
лагая ṙs = 0, находим, что

r2sminnv (rsmin) P̄2
(Ē (rsmin)

)
=M2, (32)

Ē (rsmin) =
Hr2smin

−M

r2smin
nv (rsmin)

. (33)

Из данных соотношений с учетом (12), (13) неслож-
но с помощью стандартных численных методов (на-
пример, метода Ньютона –Рафсона) [47] найти зна-
чение rsmin .

3. ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ
ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ ВИХРЕВОЙ ПАРЫ С

ОДИНОЧНЫМ КВАНТОВЫМ ВИХРЕМ

3.1. Пролетный и обменный режимы
рассеяния вихревой пары на одиночном

квантовом вихре

Численное моделирование динамики вихревых
пар, взаимодействующих с вихревым потоком, про-
водилось как в рамках развитой в разд. 2.2 асимпто-
тической теории, так и непосредственно с помощью
уравнения ГП (1) для волновой функции Ψ(r, t)

БЭК. Во втором случае применялся созданный на-
ми высокопроизводительный пакет программ чис-
ленного решения уравнения ГП (1), в основе ко-
торых лежит схема расщепления с использовани-
ем быстрого преобразования Фурье, адаптирован-
ная под современные графические процессоры от
компании NVIDIA [48].

Будем считать, что в исходно однородном кон-
денсате возбужден одиночный квантовый вихрь с
топологическим зарядом κ = +1 и с центром в на-
чале декартовой системы координат xy. Пусть в мо-
мент времени t = 0 из точки x0 < 0, y0 в положи-
тельном направлении оси x стартует вихревая пара,
изначально ориентированная вдоль оси y и характе-
ризующаяся нормированной скоростью v̄0, которой
соответствуют нормированные энергии Ē0 = Ē0 (v̄0)
и импульс P̄0 = P̄0 (v̄0). Далее по аналогии с клас-
сической задачей рассеяния [46] будем выбирать та-
кие x0, что при любых y0 рассматриваемое солито-
ноподобное образование изначально сильно дистан-
цировано от квантового вихря. Это возможно, когда
|x0| существенно превышает характерный размер Λs

двумерного темного солитона, т. е. |x0| � Λs, где для
вихревой пары Λs определяется расстоянием меж-
ду входящими в нее вихрем и антивихрем. Однако
отметим, что из-за пространственной ограниченно-
сти любого реального облака вырожденного ультра-
холодного бозе-газа не следует выбирать слишком
большие по модулю x0.

Для определенности ниже приводятся результа-
ты численных расчетов, выполненных при фиксиро-
ванных значениях абсциссы x0 = −20 точки старта
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и начальной нормированной скорости v̄0 = 0.54 дву-
мерного темного солитона, исходно заданного в ви-
де пары вихрь–антивихрь. Рассмотренные в предла-
гаемой работе примеры отражают основные харак-
терные особенности взаимодействия вихревых пар с
изолированным топологическим дефектом.

Основываясь на используемом в разд. 2.2 фак-
торизованном представлении (14), при прямом чис-
ленном моделировании в рамках уравнения ГП (1)
волновая функция Ψ(r, t) в начальный момент вре-
мени t = 0 задавалась в виде произведения

Ψ(x, y, t = 0) = Ψv (x, y) Ψ̄s (x−x0, y−y0, v̄0) . (34)

Здесь первый сомножитель Ψv (x, y) — отвечаю-
щая одиночному квантовому вихрю стационарная
волновая функция, амплитуда ψv (x, y) которой
(а значит, и неоднородное распределение кон-
центрации nv (x, y) фонового БЭК) в каждом
узле пространственной сетки вычислялась на ос-
нове решения уравнения (4) без использования
каких-либо аппроксимаций. Второй множитель
Ψ̄s (x− x0, y − y0, v̄0) в (34) при выбранном значе-
нии x0 = −20 корректно описывает форму вихревой
пары, которая изначально ориентирована вдоль
оси y, характеризуется нормированной скоростью
v̄0 = 0.54 и стартует из точки x0 = −20, y0 в
положительном направлении оси x. При фиксиро-
ванных v̄0 и x0 ордината y0 точки старта играет
роль параметра задачи.

Согласно развитому в разд. 2.2 вариационному
подходу налетающему на исходно изолированную
фазовую сингулярность двумерному темному соли-
тону можно поставить в соответствие квазичастицу,
движение которой подчиняется каноническим урав-
нениям (23), (24), имеющим два первых интегра-
ла (30) и (31). В рассматриваемой ситуации при
t = 0 обобщенный импульс ps (t) квазичастицы на-
правлен вдоль оси x и равен по модулю √

nv0 P̄0, т. е.
ps (t = 0) =

√
nv0 P̄0x0, а присутствующие в соотно-

шениях (30) и (31) постоянныеM и H определяются
следующими выражениями:

M = −√
nv0 P̄0y0, H = nv0Ē0 +

M

x20 + y20
, (35)

где nv0 = nv

(√
x20 + y20

)
— концентрация фоново-

го БЭК в точке с координатами x0, y0, для вычис-
ления которой можно воспользоваться аппроксима-
цией Паде (7). Данная аппроксимация применялась
нами при решении системы гамильтоновых уравне-
ний (23), (24), а также при анализе и интерпретации
полученных результатов.

На рис. 1 и 2 приведены результаты прямого чис-
ленного моделирования в рамках уравнения ГП (1)
динамики в плавно неоднородном вихревом пото-
ке БЭК двумерного темного солитона, который ха-
рактеризуется начальной нормированной скоростью
v̄0 = 0.54, т. е. представляет собой пару, ориенти-
рованную вдоль оси y вихрь–антивихрь, и стартует
из точки x0 = −20, y0, где координата y0 прини-
мает соответственно значения y0 = −10 (рис. 1) и
y0 = 15 (рис. 2). Фрагменты а–д на данных рисун-
ках представляют собой следующие друг за другом
через равные промежутки времени Δt (для каж-
дого примера временной интервал Δt свой) мгно-
венные снимки пространственного распределения
концентрации вырожденного ультрахолодного бозе-
газа. Здесь же для сравнения сплошными линия-
ми показаны рассчитанные с помощью системы га-
мильтоновых уравнений (23), (24) траектории дви-
жения квазичастиц, отвечающих рассматриваемым
солитоноподобным образованиям. Несложно заме-
тить, что и в той, и в другой ситуации, вне зави-
симости от знака y0, ядро одиночного квантового
вихря практически не смещается относительно сво-
его исходного положения и все время локализовано
вблизи начала декартовой системы координат x, y,
а вихревая пара в процессе рассеяния распростра-
няется вдоль трассы, найденной с использованием
развитой в разд. 2.2 асимптотической теории. Та-
ким образом, при выбранных значениях v̄0, x0 и y0
предложенный нами вариационный подход адекват-
но описывает поведение двумерного темного соли-
тона в плавно неоднородном вихревом потоке, со-
зданном в БЭК изолированным топологическим де-
фектом. Однако заметим, что в этих двух случаях
абсолютная величина ординаты y0 точки старта бы-
ла достаточно большой.

Численные расчеты, выполненные непосред-
ственно в рамках уравнения ГП (1), показывают,
что если уменьшать модуль параметра |y0| при
фиксированных значениях x0 и начальной норми-
рованной скорости v̄0, то рано или поздно наступит
ситуация, когда двумерный темный солитон (в
частности, вихревая пара) двигается строго вдоль
линии, полученной с помощью канонических урав-
нений (23), (24), лишь на начальном этапе (в
течение конечного времени), а затем отклоняется
от данной траектории. Данное обстоятельство
демонстрируют рис. 3, 4, иллюстрирующие, как на
одиночном квантовом вихре рассеивается налета-
ющее из двух разных точек x0 = −20, y0 = −2.5

и x0 = −20, y0 = 5 солитоноподобное образование,
исходно заданное в виде ориентированной вдоль

30



ЖЭТФ, том 149, вып. 1, 2016 Рассеяние вихревой пары на одиночном квантовом вихре. . .

y

x

–33

–22

–11

0

t = 5 t = 20 t = 35 t = 50 t = 65

n
0 0.5 1.0

а б в г д

–22 –22 –22 –22 –22–11 –11 –11 –11 –110 0 0 0 011 11 11 11 11

Рис. 1. Мгновенные снимки при t = 5 (а), t = 20 (б ), t = 35 (в), t = 50 (г) и t = 65 (д) плотности БЭК, иллюстрирующие
процесс рассеяния двумерного темного солитона на одиночном квантовом вихре (с топологическим зарядом κ = +1),
возбужденном в исходно однородном ультрахолодном бозе-газе и расположенном в центре декартовой системы коорди-
нат xy (маркер в виде крестика). В момент времени t = 0 ориентированное вдоль оси y солитоноподобное образование
стартует из точки x0 = −20, y0 = −10 (маркер в виде крестика) и имеет нормированную скорость v̄0 = 0.54, т. е. изна-
чально представляет собой вихревую пару. Распределения концентрации конденсата получены путем прямого численного
моделирования, выполненного непосредственно в рамках уравнения ГП (1). Сплошной кривой черного цвета изображена

рассчитанная с помощью канонических уравнений (23), (24) траектория движения композитной квазичастицы
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Рис. 2. То же, что и на рис. 1, но в моменты времени t = 5 (а), t = 25 (б ), t = 45 (в), t = 65 (г) и t = 85 (д) для
вихревой пары, налетающей на одиночный квантовый вихрь из точки x0 = −20, y0 = 15. Координата y0 = 15 точ-
ки старта существенно больше бифуркационного значения y0b ≈ 9.8, что соответствует режиму пролетного рассеяния

солитоноподобного образования на одиночном квантовом вихре

оси y вихревой пары с v̄0 = 0.54. Такое поведение
связано с тем, что пара вихрь–антивихрь подходит
к точке x = 0, y = 0, где исходно располагался
изолированный топологический дефект, на рассто-
яние rs, сравнимое со своим характерным размером
Λs. В результате условия применимости развитой
в разд. 2.2 асимптотической теории нарушаются, и
на динамику двумерного темного солитона начи-
нает оказывать влияние целый ряд эффектов, не
учитываемых при выводе системы гамильтоновых
уравнений (23), (24). В частности, нами не принима-
лись во внимание ни движение центра одиночного
квантового вихря, ни его итоговое смещение отно-
сительно начала декартовой системы координат xy,
а также излучение звуковых волн. Однако даже
в тех случаях, когда предложенный в разд. 2.2
вариационный подход формально перестает быть
справедливым, канонические уравнения (23), (24)

продолжают сохранять свою информативность.
В первую очередь, это проявляется в том, что
смена пролетного режима движения на режим
захвата рассеивающим центром для квазичастиц,
соответствующих солитоноподобному образованию,
всегда свидетельствует о качественном изменении
характера взаимодействия двумерных темных со-
литонов с одиночным квантовым вихрем. Поясним
подробнее, о чем идет речь.

С учетом нелинейного дисперсионного соотноше-
ния (12), (13) и аппроксимации Паде (7) для концен-
трации фонового конденсата nv (r) выражения (32),
(33) совместно с (35) представляют собой не что
иное, как трансцендентное алгебраическое уравне-
ние относительно rsmin . Из него численно можно
найти минимальное расстояние rsmin , на которое
рассматриваемая квазичастица приближается к на-
чалу декартовой системы координат x, y, как функ-
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Рис. 3. Мгновенные снимки плотности БЭК (а–д) и фазы его волновой функции (е–к) при t = 7.5 (а,е), t = 20 (б,ж),
t = 32.5 (в,з), t = 45 (г,и) и t = 57.5 (д,к) для случая, когда на изначально изолированный топологический дефект (с
азимутальным индексом κ = +1), расположенный в центре декартовой системы координат xy (маркер в виде крестика),
налетает двумерный темный солитон, который стартует из точки x0 = −20, y0 = −2.5 (маркер в виде крестика) и в
момент времени t = 0 имеет нормированную скорость v̄0 = 0.54, т. е. изначально представляет собой ориентированную
вдоль оси y вихревую пару. Пространственные распределения концентрации и фазы получены путем прямого численного
моделирования, выполненного непосредственно в рамках уравнения ГП (1). Сплошной кривой черного цвета изображена
рассчитанная с помощью канонических уравнений (23), (24) траектория движения композитной квазичастицы, соответ-
ствующей солитоноподобному образованию. В области активного взаимодействия (фрагменты в,з) c одиночной фазовой
сингулярностью пара вихрь–антивихрь трансформируется в безвихревой солитон. Помимо этого рассматриваемый про-
цесс рассеяния сопровождается достаточно интенсивным излучением звуковых волн, что можно заметить на фрагментах
г,д. Радиационные потери приводят к существенному уменьшению нормированной энергии двумерного темного солито-
на, в результате чего он остается безвихревым даже после того, как уйдет на большое расстояние от центра одиночного
квантового вихря (см. фрагменты и,к, на которых, в отличие от фрагментов е,ж, отсутствуют скачки фазы на 2π в

области локализации солитоноподобного образования)

цию параметра y0 при фиксированных v̄0 и x0. На
фрагменте а рис. 5 приведен график зависимости
rsmin (y0) для значений v̄0 = 0.54 и x0 = −20 соот-
ветственно начальной нормированной скорости вих-
ревой пары и абсциссы ее точки старта. Здесь же на
фрагменте б изображены рассчитанные с помощью
канонических уравнений (23), (24) предполагаемые
траектории движения данного двумерного темного
солитона при y0 = −5.5 (штриховая линия), y0 = 4.5

(сплошная линия) и y0 = 14.5 (пунктирная линия).

Трансцендентное алгебраическое уравнение, свя-
зывающее минимальное расстояние rsmin между
квазичастицей и рассеивающим центром с парамет-
ром y0, не имеет решений в некотором, вообще го-
воря, зависящем от v̄0 и x0 интервале y0a (v̄0, x0) <
< y0 < y0b (v̄0, x0), причем при любых v̄0 и x0 всегда
выполняется неравенство y0b (v̄0) > |y0a (v̄0)|. Дан-
ный факт наглядно отражает фрагмент а рис. 5, на

котором видно, как при v̄0 = 0.54 и x0 = −20 гра-
фик функции rsmin (y0) области отрицательных y0
монотонно убывает, обрывается в точке с y0 = y0a ≈
≈ −0.34, а затем вновь появляется при y0 = y0b ≈
≈ 9.8 и непрерывно нарастает с ростом y0. Отсут-
ствие решений y трансцендентного алгебраическо-
го уравнения для rsmin , когда y0a (v̄0, x0) < y0 <

< y0b (v̄0, x0), свидетельствует о бифуркационном
изменении в характере динамического поведения
квазичастицы при y0 = y0a (v̄0, x0) и y0 = y0b (v̄0, x0).
Когда y0 ≤ y0a (v̄0, x0) и y0 ≥ y0b (v̄0, x0), квазича-
стицы можно назвать пролетными, так как в ко-
нечном итоге они уходят на бесконечность. Если же
ордината y0 стартовой точки попадает в интервал
от y0a (v̄0, x0) до y0b (v̄0, x0), то квазичастица захва-
тывается рассеивающим центром, расположенным в
начале декартовой системы координат x, y, и падает
на него, совершая вращательное движение по скру-
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Рис. 4. Мгновенные снимки плотности БЭК (а–д) и фазы его волновой функции (е–к) в моменты времени t = 5 (а,е),
t = 22.5 (б,ж), t = 40 (в,з), t = 57.5 (г,и) и t = 75 (д,к) для изначально вихревой пары, налетающей на исходно изоли-
рованный топологический дефект из точки x0 = −20, y0 = 5. Значение y0 = 5 попадает в интервал от y0a ≈ −0.34 до
y0b ≈ 9.8, поэтому солитоноподобное образование обменным образом взаимодействует с одиночным квантовым вихрем,
что демонстрируют фрагменты б–г и ж–и. В данном случае радиационные потери, обусловленные излучением звуковых

волн, малы

чивающейся спирали. На фрагменте б рис. 5 перво-
му случаю соответствуют трассы распространения,
отмеченные штриховыми и пунктирными кривыми,
а второму — траектория, изображенная линией и
начинающаяся из точки, лежащей внутри области
серого цвета.

Численные расчеты, выполненные непосред-
ственно в рамках уравнения ГП (1), показывают,
что при y0 � y0a (v̄0, x0) и y0 � y0b (v̄0, x0) дву-
мерные темные солитоны (в частности, пары
вихрь–антивихрь), по существу представляющие
собой составные (композитные) квазичастицы, в
результате рассеяния на одиночном квантовом
вихре сохраняются как единое целое и действи-
тельно уходят на бесконечность, т. е. являются
пролетными (например, см. рис. 1, 2 и 3). Когда
же y0a (v̄0, x0) < y0 < y0b (v̄0, x0), то из-за столк-
новения с сердцевиной фазовой сингулярности
исходный (как вихревой, так и безвихревой) дву-
мерный темный солитон разрушается. Одна его
часть образует ядро нового одиночного квантового
вихря, а другая часть объединяется с изначаль-
но изолированным топологическим дефектом и
покидает область взаимодействия в виде вновь
сформировавшегося солитоноподобного образова-
ния (например, см. рис. 4). Можно сказать, что

рассеяние сопровождается своеобразным обменом,
при котором происходит перезамыкание линий тока
в БЭК [49, 50]. Похожие эффекты имеют место и
в аналогичной задаче для трех точечных вихрей
в гидродинамике несжимаемой жидкости [31–33].
Однако спецификой вырожденного ультрахо-
лодного бозе-газа является его принципиальная
сжимаемость, благодаря которой рассматривае-
мые процессы сопровождаются радиационными
потерями, обусловленными излучением звуковых
волн [49, 50].

Используя предложенную в работах [49, 50] тер-
минологию, первый режим, при котором рассеяние
не сопровождается разрушением (в указанном выше
смысле) налетающего на фазовую сингулярность со-
литоноподобного образования, будем называть про-
летным, а второй режим — обменным. Такая терми-
нология отчасти перекликается с принятой в ядер-
ной физике классификацией возможных вариантов
взаимодействия сталкивающихся частиц [51].

Фактически, примеры пролетного рассеяния
вихревой пары при относительно больших по
модулю значениях параметра y0 были приведены
на рис. 1 и 2. При этом, как уже отмечалось,
одиночный квантовый вихрь остается практически
неподвижным, а поведение солитоноподобного обра-
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Рис. 5. a) Вычисленная с использованием развитой в разд. 2.2 асимптотической теории зависимость от y0 минимально
возможного расстояния rsmin (y0) между рассеивающим центром и квазичастицей, соответствующей двумерному тем-
ному солитону, который стартует из точки x0 = −20, y0 и имеет начальную нормированную скорость v̄0 = 0.54, т. е. в
момент времени t = 0 представляет собой ориентированную вдоль оси y вихревую пару. б ) Рассчитанные с помощью
канонических уравнений (23), (24) траектории движения рассматриваемой квазичастицы при трех различных значениях
y0: y0 = −5.5 (длинные штрихи), y0 = 4.5 (сплошная линия) и y0 = 14.5 (короткие штрихи). Внутри интервала от
y0a ≈ −0.34 до y0b ≈ 9.8 у трансцендентного алгебраического уравнения, связывающего между собой rsmin и y0, нет
действительных решений. Данному интервалу соответствуют заштрихованные области на фрагментах а и б. Если ор-
дината y0 точки старта попадает в интервал y0a < y0 < y0b, то квазичастица захватывается расположенным в начале

декартовой системы координат рассеивающим центром и приближается к нему по скручивающейся спирали

зования с хорошей степенью точности описывается
в рамках предложенного в разд. 2.2 вариационного
подхода.

Рисунок 3 демонстрирует процесс пролетного
столкновения с исходно изолированным топологи-
ческим дефектом вихревой пары, которая, как и
в предыдущих случаях, изначально ориентирована
вдоль оси y и характеризует нормированную ско-
рость v̄0 = 0.54, однако стартует из точки x0 =

= −20, y0 = −2.5, имеющей достаточно близкую к
бифуркационному значению y0a ≈ −0.34 ординату
y0 = −2.5. Сначала (см. фрагменты а,б,в) такая па-
ра движется ускоренно вдоль траектории, рассчи-
танной с помощью канонических уравнений (23),
(24). Согласно развитым теоретическим представ-
лениям, при y0 < y0a (v̄0, x0) скорость двумерного
темного солитона тем больше, чем меньше расстоя-
ние между ним и центром фазовой сингулярности.
Главным образом это обусловлено двумя фактора-
ми: во-первых, неоднородный вихревой поток ори-
ентирован под острым углом к направлению движе-
ния солитоноподобного образования в каждой точ-
ке трассы его распространения, во-вторых, при со-
кращении дистанции между изолированным топо-
логическим дефектом и налетающей на него компо-
зитной квазичастицей ее нормированная энергия Ē
уменьшается (см. соотношение (31), где 2M > H ,

H > 0), что неизбежно влечет за собой рост норми-
рованной скорости v̄ и, как следствие, изменение ха-
рактерных пространственных размеров двумерного
темного солитона. В данном случае при подлете к
началу декартовой системы координат x, y вихрь
и антивихрь (нули концентрации конденсата) в па-
ре сближаются друг с другом (см. фрагменты а,е и
б,ж на рис. 3).

В рассматриваемом примере у налетающего на
фазовую сингулярность солитоноподобного образо-
вания начальная нормированная скорость v̄0 ≈ 0.54

близка к критическому значению v̄∗ ≈ 0.61, при пре-
вышении которого вихревая пара сбрасывает цир-
куляцию и превращается в безвихревой двумерный
темный солитон (см. разд. 2.1 и работы [20–22,24]).
На рис. 3 наряду с мгновенными снимками распре-
деления концентрации БЭК (фрагменты (а–д) для
наглядности приведена еще и соответствующая раз-
личным моментам времени фазовая структура вол-
новой функции конденсата (фрагменты е–к). Это
позволяет достоверно установить, что в области ак-
тивного взаимодействия с исходно изолированным
топологическим дефектом вихревая пара преобра-
зуется в безвихревой двумерный темный солитон
(см. фрагменты б,з на рис. 3). Об этом, в част-
ности, свидетельствует исчезновение скачков фазы
волновой функции конденсата на 2π в области ло-
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кализации солитона на фрагменте з. Как уже отме-
чалось выше, такое поведение связано с уменьше-
нием нормированной энергии Ē квазичастицы при
сближении с одиночным квантовым вихрем, когда
y0 < y0a ≈ −0.34. На фрагментах г и и рис. 3 лег-
ко заметить, что рассеяние сопровождается излу-
чением звуковой волны. Радиационные потери так-
же приводят к уменьшению нормированной энер-
гии Ē у покидающего область активного взаимодей-
ствия двумерного темного солитона. Из-за них без-
вихревое солитоноподобное образование, в которое
трансформировалась налетающая на исходно изоли-
рованный топологический дефект вихревая пара, не
может вновь превратиться в пару вихрь–антивихрь,
а так и остается безвихревым даже после того, как
уйдет на большое расстояние от центра фазовой
сингулярности (см. фрагменты д,к на рис. 3). Други-
ми словами, в результате столкновения с одиночным
квантовым вихрем происходит аннигиляция (кол-
лапс) топологических дефектов, составляющих вих-
ревую пару.

Отметим, что когда двумерный темный соли-
тон подходит к ядру одиночного квантового вихря
на расстояние, при котором создаваемые им потоки
БЭК в области локализации сердцевины топологи-
ческого дефекта становятся существенными, центр
фазовой сингулярности приходит в движение и на-
чинает смещаться из точки с координатами x = 0,
y = 0 (см. фрагменты в и г на рис. 3). После окон-
чания этапа активного взаимодействия одиночный
квантовый вихрь чаще всего так и остается сдви-
нутым относительно своего первоначального поло-
жения. Из-за перечисленных выше эффектов дву-
мерный темный солитон отклоняется от траектории
движения, предсказанной каноническими уравнени-
ями (23), (24), при выводе которых не учитывались
динамика центра одиночного квантового вихря и из-
лучение звуковых волн.

Характерные черты обменных столкновений
вихревой пары с одиночным квантовым вихрем
иллюстрирует рис. 4. На нем изображены соот-
ветствующие различным моментам времени мгно-
венные снимки концентрации (фрагменты а–д) и
фазы (фрагменты е–к) волновой функции БЭК для
случая рассеяния на исходно изолированном топо-
логическом дефекте двумерного темного солитона,
который изначально представляет собой ориен-
тированную вдоль оси y пару вихрь–антивихрь
с нормированной скоростью v̄0 = 0.54 и стартует
из точки x0 = −20, y0 = 5. Значение параметра
y0 лежит внутри интервала от y0a = −0.34 до
y0b = 9.8. Фрагменты а и б на рис. 4 наглядно

демонстрируют, что на начальном этапе вихревая
пара приближается к фазовой сингулярности,
распространяясь вдоль трассы, рассчитанной с
помощью системы гамильтоновых уравнений (23),
(24). В процессе сближения с одиночным кванто-
вым вихрем двумерный темный солитон в отличие
от ситуации, когда y0 = −2.5, не ускоряется, а
замедляется. Из-за этого увеличивается расстояние
между центрами вихря и антивихря, составляющих
пару. Рассматриваемая композитная квазичастица
тормозится, во-первых, за счет возрастания ее
нормированной энергии Ē при подлете к началу де-
картовой системы координат (см. соотношение (31),
где 2M < H , H > 0), а во-вторых, вихревым
потоком, ориентированным под тупым углом к
направлению движения солитона в каждой точке
его траектории.

Когда характерный размер Λs двумерного тем-
ного солитона становится сравним с расстоянием rs
до начала декартовой системы координат x, y, на-
ступает стадия активного взаимодействия солитоно-
подобного образования с одиночной фазовой сингу-
лярностью. Вихревая пара перестает существовать
как нечто целое и, объединяясь с исходно изолиро-
ванным топологическим дефектом, образует систе-
му из трех равноправных, контактирующих меж-
ду собой объектов, а именно, двух вихрей и од-
ного антивихря (см. фрагменты в,з) на рис. 4). В
течение этого взаимодействия наблюдается доста-
точно сложное движение фазовых сингулярностей
(трех нулей концентрации БЭК). В некоторый мо-
мент времени дистанция между центрами антивих-
ря и исходно покоящегося вихря оказывается мень-
ше, чем расстояние между топологическими дефек-
тами, входящими в состав двумерного темного со-
литона при t = 0. Поскольку связь между двумя
топологическими дефектами с противоположными
по знаку азимутальными индексами определяется
их взаимным расположением (чем ближе они распо-
ложены, тем сильнее связаны), ядро вихря, исходно
принадлежавшего налетающей вихревой паре, по-
степенно останавливается и превращается в сердце-
вину стационарного изолированного топологическо-
го дефекта, сдвинутого относительно начала коор-
динат. При этом антивихрь и изначально одиноч-
ный квантовый вихрь формируют новый двумерный
темный солитон, который с течением времени уда-
ляется от точки x = 0, y = 0 (см. фрагменты г,и
и д,к на рис. 4). Можно сказать, что возникает но-
вая квазичастица, покидающая область активного
взаимодействия под тупым углом к оси x, т. е. ре-
ализуется типичное для лобовых столкновений так
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называемое обратное рассеяние.
Мгновенные снимки распределения фазы волно-

вой функции БЭК позволяют более подробно про-
следить и получить дополнительную информацию о
том, как протекают разрушение и образование дву-
мерных темных солитонов. В частности, из фраг-
ментов ж–и на рис. 4 можно сделать вывод о том,
что в момент образования новой вихревой пары про-
исходит перезамыкание линий тока. Как и в случае
пролетного рассеяния, когда y0 = −2.5, описанные
здесь обменные процессы сопровождаются излуче-
нием звуковых волн. Однако стоит отметить, что
в данной ситуации уровень радиационных потерь
сравнительно низкий.

3.2. Радиационные потери при рассеянии
вихревой пары на одиночном квантовом

вихре

Как уже отмечалось выше, при взаимодействии
двумерного темного солитона с одиночным кванто-
вым вихрем часть запасенной в солитоноподобном
образовании энергии излучается в виде звуковых
волн в окружающее пространство. Согласно разви-
тым в разд. 2.2 теоретическим представлениям, ве-
личина нормированной энергии Ēth∞ двумерного тем-
ного солитона при rs → ∞ совпадает с постоянной
H (см. выражение (31)), которую, в свою очередь,
можно определить из начальных условий в точке
старта x0, y0 по формулам (35). Это утверждение
справедливо не только для пролетного, но и для об-
менного режима рассеяния. Если пренебрегать из-
лучением звуковых волн, то по аналогии с зада-
чей о поведении трех точечных вихрей c зарядами
κ1 = −κ2 = κ3 = +1 в идеальной несжимаемой
жидкости [31–33] новое солитоноподобное образова-
ние (в частности, вихревая пара) вне зависимости
от динамики топологических дефектов в процессе
обменного столкновения должно также иметь при
rs → ∞ равную H нормированную энергию Ēth

∞ .
Поэтому в качестве количественной характеристики
радиационных потерь нами была выбрана разность
между Ēth

∞ = H и рассчитанной с помощью непо-
средственного численного моделирования уравне-
ния ГП (1) нормированной энергией Ēnum

∞ , которую
имеет двумерный темный солитон на очень больших
расстояниях rs � rs0 =

√
x20 + y20 от начала декар-

товой системы координат x, y после акта рассея-
ния на одиночном квантовом вихре. Величину Ēnum∞
можно найти двумя способами: во-первых, опреде-
лить установившуюся скорость v̄num∞ уединенного

провала плотности конденсата, а затем, воспользо-
вавшись аналитической аппроксимацией (12), (13)
для P̄ (Ē), решить трансцендентное алгебраическое
уравнение, во-вторых, вычислить непосредственно
по распределению концентрации n (r, t) БЭК в обла-
сти локализации двумерного темного солитона (по-
дробности см. в работе [24]).

Описанный выше способ расчета радиационных
потерь, обусловленных излучением звуковых волн
при рассеянии вихревой пары на одиночном кванто-
вом вихре, является по существу дальнейшим разви-
тием предложенной в работах [49,50] оценки интен-
сивности этого излучения для случая пары вихрь–
антивихрь с большим расстоянием � между форми-
рующими ее фазовыми сингулярностями, т. е. при
�� 1. Такие вихревые пары обладают малыми нор-
мированными скоростями движения v̄ (v̄ � 1) и
большими нормированными энергиями Ē (Ē � 1),
которые приближенно связаны с � такими же соот-
ношениями (см. работы [24, 49] и указанные в них
ссылки):

v̄ = 1
/
�, Ē = 2π ln �, (36)

как в случае вихревых диполей в идеальной несжи-
маемой жидкости. Отметим, что выражения (36)
непосредственно вытекают из аппроксимации (12),
(13) для зависимости нормированного импульса P̄
двумерного темного солитона от его нормирован-
ной энергии Ē . Авторы работ [49, 50] контролирова-
ли изменение расстояния � в процессе рассеяния и
использовали приближение (36) для вычисления из-
менения энергии вихревой пары, и, следовательно,
потерь на излучение. Однако в случае, когда � ∼ 1,
данное приближение не работает. Используемый на-
ми подход к расчету радиационных потерь является
более общим и не требуется никаких ограничений на
размер вихревой пары, т. е. справедлив для двумер-
ных темных солитонов с произвольной запасенной
энергией.

На рис. 6 приведены графики зависимости ΔĒ =

= Ēth
∞ − Ēnum

∞ от параметра y0 при фиксированных
значениях начальной нормированной скорости v̄0 =

= 0.54 вихревой пары и абсциссы x0 = −20 точ-
ки старта. Видно, что функция ΔĒ (y0) имеет ярко
выраженные максимумы вблизи границ y0 = y0a ≈
≈ −0.34 и y0 = y0b ≈ 9.8, разделяющих между собой
области пролетного и обменного взаимодействия.
Другими словами, наиболее интенсивным излучени-
ем звуковых волн сопровождается рассеяние дву-
мерных темных солитонов, налетающих на одиноч-
ный квантовый вихрь под близкими к критическим
значениям y0a и y0b параметрами y0, причем это из-
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Рис. 6. График зависимости от y0 радиационных потерь
ΔĒ (y0), которые сопровождают рассеяние на исходно оди-
ночном квантовом вихре двумерного темного солитона,
стартующего из точек с координатами x0 = −20, y0 и из-
начально представляющего собой ориентированную вдоль
оси y вихревую пару, обладающую при t = 0 нормирован-
ной скоростью v̄0 = 0.54. Функция ΔĒ (y0) имеет локаль-
ные максимумы вблизи границ y0a ≈ −0.34 и y0b ≈ 9.8 ин-
тервала параметров y0, внутри которого солитоноподобное
образование обменным образом взаимодействует с изоли-
рованным топологическим дефектом. Этому интервалу со-

ответствует заштрихованная область

лучение при y0 ≈ y0b меньше, чем при y0 ≈ y0a.
Вместе с тем, внутри интервала y0a < y0 < y0b ра-
диационные потери заметно ослабевают, а при боль-
ших по модулю y0, когда |y0| > yb, они становятся
настолько малыми, что ими можно пренебречь.

Описанные выше особенности представленной на
рис. 6 зависимости ΔĒ (y0) можно объяснить, ана-
лизируя ускоренное движение солитоноподобного
образования вдоль искривленной траектории при
столкновении с топологическим дефектом. Действи-
тельно, именно с ускоренным движением локали-
зованных провалов концентрации ультрахолодно-
го бозе-газа напрямую связано излучение звуко-
вых волн: чем больше ускорение ямок плотности
БЭК, тем выше интенсивность излучаемого ими
звука [49, 50]. Значительное увеличение радиацион-
ных потерь в окрестности отрицательного бифурка-
ционного параметра y0a обусловлено тем, что при
таких y0 основные изменения скорости двумерного
темного солитона происходят достаточно быстро в
течение небольшого промежутка времени, пока со-
литон находится на сравнимых с его собственным
характерным размером Λs расстояниях от исходно
изолированной фазовой сингулярности, т. е. в непо-

средственной близости от ядра одиночного кванто-
вого вихря. Чем дальше мы уходим от левой гра-
ницы y0a в глубь интервала y0a < y0 < y0b, тем
существеннее становится влияние обменных процес-
сов на динамику вихревой пары. Эти процессы, по-
существу, обрывают трассу распространения дву-
мерного темного солитона, и он не успевает достиг-
нуть тех ее участков, где должен согласно уравнени-
ям (23), (24) испытывать максимальные ускорения.
В результате интенсивность излучаемых звуковых
волн уменьшается. Однако, когда прицельное рас-
стояние y0 приближается к своему положительно-
му критическому значению y0b, вновь наблюдает-
ся рост радиационных потерь. В окрестности точ-
ки y0 = y0b функция ΔĒ (y0) достигает еще одного
локального максимума, появление которого напря-
мую коррелирует с тем, что при сближении с топо-
логическим дефектом солитон тормозится, его про-
странственные размеры увеличиваются, и, как след-
ствие, возрастают масштабы области обменного вза-
имодействия, из которой излучаются звуковые вол-
ны. Вдали от границ интервала y0a < y0 < y0b, в
областях больших по модулю параметров y0, излу-
чение звуковых волн становится очень слабым, так
как трассы распространения плавные и испытывае-
мые вихревыми парами ускорения малы.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Таким образом, в рамках приближения средне-
го поля для БЭК с отталкивающим взаимодействи-
ем между атомами мы провели подробное исследо-
вание процесса рассеяния на одиночном квантовом
вихре вихревых пар, являющихся частным случаем
двумерных темных солитонов в исходно однородном
конденсате. При анализе данной проблемы исполь-
зовались как аналитические методы, так и непосред-
ственное численное моделирование с помощью урав-
нения ГП (1) для волновой функции БЭК. Рассмот-
ренная задача является важной и весьма актуаль-
ной для теории когерентных волн материи и нели-
нейных волновых процессов в вырожденных ультра-
холодных квантовых газах. Подводя итоги, перечис-
лим основные полученные результаты.

Во-первых, развит вариационный подход для
описания динамики двумерных темных солитонов в
плавно неоднородном БЭК при наличии в нем ста-
ционарных потоков. Показано, что солитоноподоб-
ным образованиям в таком конденсате можно поста-
вить в соответствие композитные квазичастицы, по-
ведение которых подчиняется каноническим уравне-
ниям (23), (24) гамильтоновой механики.
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Во-вторых, применительно к рассеянию двумер-
ного темного солитона на одиночном квантовом вих-
ре при наличии аксиальной симметрии у распре-
деления плотности фонового конденсата найдены
два первых интеграла движения (30), (31) системы
уравнений (23), (24). Это позволило предложить ме-
тод поиска минимального расстояния rsmin , на ко-
торое квазичастица приближается к стационарному
рассеивающему центру, и получить для rsmin транс-
цендентное алгебраическое уравнение. Данное урав-
нение не имеет действительных решений в завися-
щем от начальной нормированной скорости v̄0 дву-
мерного темного солитона и абсциссы x0 его точ-
ки старта интервале y0a (v̄0, x0) < y0 < y0b (v̄0, x0)

значений ординаты y0. Границы этого интерва-
ла разделяют между собой два возможных ре-
жима движения квазичастиц: пролетный (когда
y0 ≤ y0a (v̄0, x0) и y0 ≥ y0b (v̄0, x0)) и захваченный
(когда y0a (v̄0, x0) < y0 < y0b (v̄0, x0)).

В-третьих, непосредственно в рамках уравнения
ГП (1) проведено детальное численное моделирова-
ние динамики волновой функции БЭК, позволившее
подробно проанализировать рассеяние вихревой па-
ры на одиночном квантовом вихре и объяснить, ис-
пользуя развитые теоретические представления, все
ключевые особенности и тонкости данного процес-
са. В частности, наглядно продемонстрировано, что
траектории движения и структурные изменения па-
ры вихрь–антивихрь с хорошей степенью точности
описываются с помощью предложенного вариацион-
ного подхода при параметрах y0, значительно пре-
вышающих по модулю характерные пространствен-
ные размеры солитоноподобного образования. Од-
нако даже в тех случаях, когда нарушаются усло-
вия применимости используемых аналитических ме-
тодов и асимптотическая теория формально пере-
стает быть справедливой, ее результаты продолжа-
ют сохранять свою информативность. Как показы-
вают прямые численные расчеты, выполненные с
использованием уравнения ГП (1), при фиксиро-
ванных значениях начальной нормированной ско-
рости v̄0 двумерного темного солитона и абсциссы
x0 его точки старта смена пролетного режима дви-
жения на режим захвата рассеивающим центром
для квазичастицы, ассоциируемой с рассматривае-
мым уединенным провалом концентрации конден-
сата, всегда свидетельствует о качественном изме-
нении характера взаимодействия солитона с исход-
но изолированным топологическим дефектом. Би-
фуркационные значения y0 = y0a (v̄0, x0) и y0 =

= y0b (v̄0, x0) фактически разделяют области прин-
ципиально отличающихся друг от друга пролетных

и обменных столкновений вихревой пары с фазовой
сингулярностью. При пролетном рассеянии (когда
y0 � y0a (v̄0, x0) и y0 � y0b (v̄0, x0)) пара вихрь–
антивихрь на протяжении всей трассы своего рас-
пространения сохраняется как единое целое, пре-
терпевая вдоль нее лишь внутренние структурные
трансформации. В случае же обменного взаимодей-
ствия, когда y0a (v̄0, x0) < y0 < y0b (v̄0, x0), исходно
вихревой пары (v̄0 < v̄∗ ≈ 0.61) с одиночным кван-
товым вихрем все три топологических дефекта до-
статочно близко подходят друг к другу и образуют
систему из трех равноправных активно контакти-
рующих объектов. При этом наблюдается сложное
движение фазовых сингулярностей (нулей концен-
трации БЭК), в результате которого топологические
дефекты с одинаковыми по знаку азимутальными
индексами меняются между собой ролями: ядро из-
начально движущегося вихря постепенно останав-
ливается и превращается в сердцевину стационар-
ной фазовой сингулярности, а антивихрь и исходно
покоящийся вихрь формируют новую пару, улетаю-
щую из области сильного взаимодействия на беско-
нечность.

В-четвертых, проанализировано излучение зву-
ковых волн в процессе рассеяния вихревой пары
на одиночном квантовом вихре. Для этого в ходе
прямого численного моделирования, выполненного
непосредственно в рамках уравнения ГП, опреде-
лялась нормированная энергия солитоноподобного
образования после того, как оно уйдет на значитель-
ное расстояние от центра изолированного вихря.
Затем вычислялось отличие этой энергии от значе-
ния, рассчитанного с помощью развитой асимпто-
тической теории. В результате было показано, что
радиационные потери зависят немонотонным обра-
зом от ординаты y0 точки, из которой пара вихрь–
антивихрь налетает на топологический дефект. Ин-
тенсивность излучения достигает своих максималь-
ных значений вблизи границ y0 = y0a (v̄0, x0) и
y0 = y0b (v̄0, x0), где происходит смена режимов
пролетных и обменных соударений.

Работа выполнена при финансовой поддержке
РНФ (проект №14-12-00811).
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