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ÂËÈßÍÈÅ Î�ÁÈÒÀËÜÍÎ�Î ÄÂÈÆÅÍÈß ÍÀ ÊÎËËÀÏÑÊÎËÜÖÅÂÛÕ ÂÈÕ�ÅÉ Â ÀÊÊ�ÅÖÈÎÍÍÎÌ ÏÎÒÎÊÅÅ. Þ. Áàííèêîâà a;b, Â. Ì. Êîíòîðîâè÷ a;b*, Ñ. À. Ïîñëàâñêèé ba�àäèîàñòðîíîìè÷åñêèé èíñòèòóò Íàöèîíàëüíîé àêàäåìèè íàóê Óêðàèíû61002, Õàðüêîâ, ÓêðàèíàbÕàðüêîâñêèé íàöèîíàëüíûé óíèâåðñèòåò èì. Â. Í. Êàðàçèíà61022, Õàðüêîâ, ÓêðàèíàÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 8 àïðåëÿ 2014 ã.Îðáèòàëüíîå äâèæåíèå âäîëü íàïðàâëÿþùåé êîëüöåâûõ âèõðåé (çàêðóòêà âèõðÿ), ðåãóëèðóåìîå ñïèðàëü-íîñòüþ, ìîæåò îêàçûâàòü ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå íà êîëëàïñ âèõðÿ è åãî äâèæåíèå â ñõîäÿùåìñÿ (àêêðå-öèîííîì) ïîòîêå. Ïîëó÷åíû ðåøåíèÿ êàê äëÿ îäèíî÷íîãî, òàê è äëÿ äèïîëüíîãî òîðîèäàëüíîãî âèõðÿ âãàìèëüòîíîâîì ïðåäñòàâëåíèè. �àññìîòðåííîå ÿâëåíèå ìîæåò èìåòü ïðèëîæåíèÿ â àñòðî�èçèêå àêòèâ-íûõ ÿäåð ãàëàêòèê è äèíàìèêå àòìîñ�åðíûõ âèõðåé.DOI: 10.7868/S00444510140902721. ÂÂÅÄÅÍÈÅÂ íàñòîÿùåå âðåìÿ âíîâü âîçðîñ èíòåðåñ ê êîëü�öåâûì âèõðÿì, â òîì ÷èñëå ê èõ ïîâåäåíèþ â ðàçëè÷�íûõ òå÷åíèÿõ (ñì. þáèëåéíûé âûïóñê æóðíàëà [1℄,ïîñâÿùåííûé 150-ëåòèþ ðàáîòû �åëüìãîëüöà [2℄, èïðèâåäåííóþ òàì áèáëèîãðà�èþ, à òàêæå îáçîðû èñòàòüè [3�11℄).Â äàííîé ðàáîòå ìû ðàññìàòðèâàåì âëèÿíèå îð�áèòàëüíîãî äâèæåíèÿ íà äâèæåíèå âèõðåé â àêêðå�öèîííûõ ïîòîêàõ. Ïîäîáíûå óñëîâèÿ ðåàëèçóþòñÿ, â÷àñòíîñòè, â àòìîñ�åðàõ ïëàíåò, ìîëîäûõ çâåçäíûõñèñòåìàõ è â àêòèâíûõ ÿäðàõ ãàëàêòèê. Íàëè÷èå çà�êðóòêè (è ñâÿçàííîãî ñ íåé äîïîëíèòåëüíîãî òîïî�ëîãè÷åñêîãî èíòåãðàëà äâèæåíèÿ [12℄), êàê ìû ïîêà�æåì, ïðèâîäèò ê íåòðèâèàëüíîé, íî �èçè÷åñêè ïðî�çðà÷íîé äèíàìèêå âèõðåé, ÷òî ìîæåò îêàçàòüñÿ ïî�ëåçíûì ïðè èññëåäîâàíèè àòìîñ�åðíûõ âèõðåé [13℄.Â ñâîþ î÷åðåäü, ýòî ìîæåò ïðîÿñíèòü íàëè÷èå íà�áëþäàåìûõ âîçâðàòíûõ äâèæåíèé â äæåòàõ àêòèâ�íûõ ÿäåð ãàëàêòèê. Âìåñòå ñ òåì íàëè÷èå äîïîëíè�òåëüíûõ èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ äîëæíî ñïîñîáñòâî�âàòü óñòîé÷èâîñòè âèõðåé.Â îòñóòñòâèå ïîòîêà äâèæåíèå êîëüöà ïðîèñõî�äèò ðàâíîìåðíî è ïðÿìîëèíåéíî âäîëü åãî îñè ñèì�ìåòðèè [14℄. Ó÷åò ðàäèàëüíîãî ïîòîêà, ò. å. íàëè÷èå*E-mail: vkont�rian.kharkov.ua

èñòî÷íèêà èëè ñòîêà, ñóùåñòâåííîãî êàê â àñòðî�è�çè÷åñêèõ, òàê è â ãåî�èçè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ, ïðè�âîäèò ê ñóùåñòâåííûì ðàçëè÷èÿì [15; 16℄: â ðàñõî�äÿùåìñÿ ïîòîêå ðàäèóñ êîëüöà óâåëè÷èâàåòñÿ è ñêî�ðîñòü äâèæåíèÿ çàìåäëÿåòñÿ, à â ñõîäÿùåìñÿ ïîòîêåñèòóàöèÿ ìåíÿåòñÿ íà ïðîòèâîïîëîæíóþ � óìåíü�øåíèå ðàäèóñà êîëüöà ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ åãîñêîðîñòè.Â äàííîé ðàáîòå ó÷èòûâàåòñÿ äâèæåíèå âäîëü îá�ðàçóþùåé êîëüöåâîãî âèõðÿ (çàêðóòêà âèõðÿ), èìè�òèðóþùåå îðáèòàëüíîå äâèæåíèå. Äîïîëíèòåëüíûéèíòåãðàë äâèæåíèÿ ïî îòíîøåíèþ ê öèðêóëÿöèè �ïî ìàëîé îêðóæíîñòè, âíîñèìûé çàêðóòêîé, åñòå�ñòâåííî âûðàçèòü ÷åðåç öèðêóëÿöèþ ñêîðîñòè ïîáîëüøîé îêðóæíîñòè òîðà �1 = 2�Rv', ãäå v' �îðáèòàëüíàÿ ñêîðîñòü. Ñîîòâåòñòâóþùåå ñëàãàåìîåâ ýíåðãèè v2'=2, êàê èçâåñòíî [12℄, âëèÿåò íà ñêî�ðîñòü äâèæåíèÿ êîëüöåâîãî âèõðÿ âäîëü åãî îñè ñèì�ìåòðèè, ïðè÷åì çíàê ïðîòèâîïîëîæåí çíàêó èíäó�öèðîâàííîé ñêîðîñòè. Ôèçèêà òàêîãî âëèÿíèÿ ìî�æåò áûòü ïîíÿòà èç ñëåäóþùèõ ñîîáðàæåíèé. Îð�áèòàëüíîå äâèæåíèå ïîðîæäàåò öåíòðîáåæíûå ñè�ëû â âèõðåâîì êîëüöå, êîòîðûå íàïðàâëåíû îðòîãî�íàëüíî åãî çàâèõðåííîñòè. Â ýòîì ñëó÷àå âîçíèêàåòàíàëîã ïîäúåìíîé ñèëû Êóòòà �Æóêîâñêîãî, îðòî�ãîíàëüíîé îáîèì óêàçàííûì âåêòîðàì (ñì. [12℄).Òàê æå êàê è â [16℄, çàäà÷à äîïóñêàåò ãàìèëüòî�íîâó �îðìóëèðîâêó (ñì. îáçîðû [4; 17℄), è â ðàìêàõïðåäñòàâëåíèÿ î òîíêèõ òîðîèäàëüíûõ âèõðÿõ [2℄663



Å. Þ. Áàííèêîâà, Â. Ì. Êîíòîðîâè÷, Ñ. À. Ïîñëàâñêèé ÆÝÒÔ, òîì 146, âûï. 3 (9), 2014èìååò òî÷íîå ðåøåíèå. Ñóùåñòâåííî, ÷òî â ñõîäÿ�ùåìñÿ ïîòîêå, â êîòîðîì áîëüøîé ðàäèóñ òîðà ìîíî�òîííî óìåíüøàåòñÿ ïîä âîçäåéñòâèåì ïîòîêà, ðîëüîðáèòàëüíîãî ñëàãàåìîãî ïî ìåðå ïðèáëèæåíèÿ êñòîêó âîçðàñòàåò è ìîæåò êà÷åñòâåííî èçìåíèòü õà�ðàêòåð äâèæåíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, âèõðü ìîæåò ïîìå�íÿòü íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ íà îáðàòíîå � îòðà�çèòüñÿ îò ñòîêà è óéòè íà áåñêîíå÷íîñòü.Îòìåòèì, ÷òî ý��åêòû ñæèìàåìîñòè ñòàíîâÿòñÿñóùåñòâåííûìè ïðè ñêîðîñòÿõ, ïðèáëèæàþùèõñÿ êñêîðîñòè çâóêà íà ìàëûõ ðàññòîÿíèÿõ îò öåíòðà. Ìûðàññìàòðèâàåì äâèæåíèÿ âíå ýòîé îáëàñòè.2. ÎÄÈÍÎ×ÍÛÉ ÒÎ�ÎÈÄÀËÜÍÛÉ ÂÈÕ�ÜÑ ÇÀÊ�ÓÒÊÎÉ (Ñ Î�ÁÈÒÀËÜÍÛÌÄÂÈÆÅÍÈÅÌ)�àññìîòðèì äâèæåíèå âèõðåâîãî êîëüöà ñ öèð�êóëÿöèåé � < 0 â ñõîäÿùåìñÿ ðàäèàëüíîì ïîòîêå(òå÷åíèå ñî ñòîêîì â íà÷àëå êîîðäèíàò) ñ �óíêöèåéòîêà  = P4� zpr2 + z2 ;ãäå P = onst > 0 � ìîùíîñòü ñòîêà (â ñëó÷àå èñ�òî÷íèêà � ðàñõîäÿùåãîñÿ ïîòîêà � åãî ìîùíîñòüQ = �P > 0). Âäàëè îò ñòîêà ïðè ïîëîæèòåëüíûõz êîëüöî ñ � < 0 äâèæåòñÿ â ñòîðîíó óáûâàþùèõçíà÷åíèé z. Â ñõîäÿùåìñÿ ïîòîêå â òå÷åíèå âñåãîâðåìåíè äâèæåíèÿ ðàäèóñ âèõðåâîãî êîëüöà óìåíü�øàåòñÿ [16℄. Óðàâíåíèå òðàåêòîðèè âèõðåâîãî êîëü�öà íàõîäèì èç óñëîâèÿ ïîñòîÿíñòâà ãàìèëüòîíèàíàâäîëü òðàåêòîðèè H = onst.Ñîáñòâåííàÿ ñêîðîñòü êîëüöåâîãî âèõðÿ ñ çàêðóò�êîé [12℄ ðàâíàV = _Z = �4�R  ln 8Re1=4a(R) � 4�2v2'�2 ! ; (1)ãäå R è a(R) � áîëüøîé è ìàëûé ðàäèóñû âèõðåâîãîêîëüöà, v' � îðáèòàëüíàÿ ñêîðîñòü (÷åðòà îçíà÷àåòóñðåäíåíèå). Óñëîâèå ñîõðàíåíèÿ îáúåìà êîëüöåâîãîâèõðÿ îïðåäåëÿåò a(R):Ra2 = �2 = onst; (2)ãäå âåëè÷èíà � = a0pR0 îïðåäåëÿåòñÿ íà÷àëüíûìèóñëîâèÿìè. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî öèðêóëÿöèÿ (ñðåä�íÿÿ) ïî íàïðàâëÿþùåé òîðà (ïî îêðóæíîñòè áîëü�øîãî ðàäèóñà) òàêæå ñîõðàíÿåòñÿ:�21 = (2�R)2v2' = (2�Rv')2 = onst: (3)Ýòî íàõîäèòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ñîõðàíåíèåì ñïè�ðàëüíîñòè S = R dV v �! = 2��1.
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Z�èñ. 1. Òðàåêòîðèè îäèíî÷íîãî êîëüöåâîãî âèõðÿñ ïàðàìåòðàìè: � = �0:2�, � = 0:1 è ìîùíîñòüþñòîêà P = 4�. Ïîêàçàíû òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ âè-õðåâîãî êîëüöà, ïîëó÷åííûå èç óñëîâèÿ H = onst.Âèäíû òðàåêòîðèè, íà êîòîðûõ âèõðü èçìåíÿåò íà-ïðàâëåíèå äâèæåíèÿ (¾îòðàæàåòñÿ¿ îò ñòîêà). Âû-äåëåíû òî÷êè ïîâîðîòà. Îòìåòèì, ÷òî çíàê öèðêó-ëÿöèè �1 = 10p2� íåñóùåñòâåí, ïîñêîëüêó â âûðà-æåíèå (5) âõîäèò åå êâàäðàòÊàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ îäèíî÷íîãîêîëüöåâîãî âèõðÿ ñ çàêðóòêîé â ïîëå òî÷å÷íîãî ñòî�êà ìîùíîñòè P > 0 â íà÷àëå êîîðäèíàò èìåþò âèä_Z = 1R �H�R ; _R = � 1R �H�Z ; (4)ñ �óíêöèåé �àìèëüòîíàH = �R4� ln 8R3=2e7=4� + �2�218��R2 + PZ4�pR2 + Z2 ; (5)ïîäñòàâëÿÿ êîòîðóþ â âûðàæåíèå (4), ïîëó÷àåì ñè�ñòåìó óðàâíåíèé äâèæåíèÿ îäèíî÷íîãî êîëüöåâîãîâèõðÿ ñ çàêðóòêîé â ïîëå òî÷å÷íîãî ñòîêà:_Z = �4�R "ln 8R3=2e1=4� � �2R3 ��1� �2#�� P4� Z(R2 + Z2)3=2 ;_R = � P4� R(R2 + Z2)3=2 : (6)Âëèÿíèå çàêðóòêè â ñõîäÿùåìñÿ ïîòîêå ïðèâîäèòê òîìó, ÷òî íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ öåíòðà êîëüöà664



ÆÝÒÔ, òîì 146, âûï. 3 (9), 2014 Âëèÿíèå îðáèòàëüíîãî äâèæåíèÿ íà êîëëàïñ : : :ìîæåò ìåíÿòüñÿ íà ïðîòèâîïîëîæíîå (ðèñ. 1). Äåé�ñòâèòåëüíî, ïðè äâèæåíèè âèõðåâîãî êîëüöà â àêêðå�öèîííîì (ñõîäÿùåìñÿ) ïîòîêå ðàäèóñ êîëüöà óìåíü�øàåòñÿ è, ñîîòâåòñòâåííî, âîçðàñòàåò ðîëü çàêðóò�êè. Ôîðìàëüíî ýòî âèäíî èç (6). Ôèçè÷åñêè ýòî ëåã�êî ïîíÿòü, òàê êàê âîçðàñòàíèå öåíòðîáåæíîé ñèëû,ïîðîæäàåìîé îðáèòàëüíûì äâèæåíèåì, êîòîðàÿ îð�òîãîíàëüíà çàâèõðåííîñòè, ïðè óâåëè÷åíèè êðèâèç�íû êîëüöà ïðèâîäèò ê èçìåíåíèþ ñêîðîñòè êîëüöàçà ñ÷åò ¾ïîäúåìíîé ñèëû¿ Êóòòà �Æóêîâñêîãî [12℄.Åå âêëàä ìîæåò ïðèâåñòè ê èçìåíåíèþ íàïðàâëåíèÿäâèæåíèÿ êîëüöà.Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â âûðàæåíèè äëÿ ñêîðîñòè_Z èíåðöèîííîå ñëàãàåìîå ìíîãî ìåíüøå ñëàãàåìîãî,îïèñûâàþùåãî âêëàä çàêðóòêè:ln 8R3=2e1=4� � �2R3 ��1� �2 : (7)Òîãäà êîîðäèíàòû òî÷åê ïîâîðîòà _Z = 0 îïðåäåëÿ�þòñÿ èç óðàâíåíèÿ��2R4 ��1� �2 = � PZ(R2 + Z2)3=2 : (8)Ïóñòü âèõðü äâèæåòñÿ â îòðèöàòåëüíîì íàïðàâëå�íèè îñè z, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò � < 0. Åñëè ââåñòè îáî�çíà÷åíèå �3 = �2�21Q� > 0 (9)äëÿ êîìáèíàöèè ïàðàìåòðîâ, òî óðàâíåíèå (8) äëÿòî÷åê ïîâîðîòà ïðèâîäèòñÿ ê âèäóx(y � �2) = �2; (10)ãäå x = �RZ�2 ; y = (RZ)2=3: (11)�åøåíèå óðàâíåíèÿ (10) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãè�ïåðáîëó x = �2=(y � �2), ðèñ. 2. Íåòðóäíî íàéòèàñèìïòîòèêè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ äëÿ òî÷åê ïîâîðî�òà â èíòåðåñóþùèõ íàñ êîîðäèíàòàõ R è Z. Ïðèy ! �2, x ! 1 � ýòî ãèïåðáîëà R = �3=Z, àïðè y ! 1, x ! 0 � ýòî êîðíåâàÿ çàâèñèìîñòüR = a3=4pZ. Ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ñîîòâåòñòâó�åò Rmin � �3=2 (ðèñ. 3). �àññìîòðåíèå ñïðàâåäëè�âî, åñëè âûïîëíÿåòñÿ äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå òîíêî�ãî êîëüöà. Ïðè �2 � �9=2 ýòî óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿâïëîòü äî çíà÷åíèÿ Rmin. Îäíîâðåìåííî äîëæíî âû�ïîëíÿòüñÿ óñëîâèå ïðåîáëàäàíèÿ çàêðóòêè (7). ×èñ�ëåííîå ðåøåíèå äëÿ òî÷åê ïîâîðîòà ïðèâåäåíî íàðèñ. 3.
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�èñ. 2. �åøåíèå óðàâíåíèÿ äëÿ òî÷åê ïîâîðîòàêîëüöåâîãî âèõðÿ â àêêðåöèîííîì ïîòîêå ïðè íà-ëè÷èè îðáèòàëüíîãî äâèæåíèÿ â ïåðåìåííûõ (11).Øòðèõàìè ïîêàçàíà àñèìïòîòà y = �2 = 0:5 ãèïåð-áîëû
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Z�èñ. 3. Ëèíèÿ òî÷åê ïîâîðîòà îäèíî÷íîãî âèõðÿ,ñîîòâåòñòâóþùàÿ åãî îòðàæåíèþ, êàê �óíêöèÿ ðàñ-ñòîÿíèÿ âèõðÿ îò ñòîêà, íàõîäÿùåãîñÿ â íà÷àëå êî-îðäèíàò. Ìèíèìóì äîñòèãàåòñÿ ïðè Rmin � �3=2.Ïðè ìåíüøèõ ðàäèóñàõ îòðàæåíèå îò ñòîêà îòñóò-ñòâóåò. Òî÷êå íà ãðà�èêå ñîîòâåòñòâóþò êîîðäèíà-òû (�3=2; �3=2)Íà ðèñ. 4 ïîêàçàíà ñõåìà äèíàìèêè êîëüöåâîãîâèõðÿ ñ çàêðóòêîé, êîòîðûé äâèæåòñÿ ê ñòîêó. Ïðè� < 0 âèõðü äâèæåòñÿ ñïðàâà íàëåâî âäîëü îñè z(ëåâîå êîëüöî). Ñæàòèå ïî áîëüøîìó ðàäèóñó àêêðå�öèîííûì ïîòîêîì óñèëèâàåò ðîëü îðáèòàëüíîãî âðà�ùåíèÿ, ÷òî ìåíÿåò íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ êîëüöà íàîáðàòíîå (ïðàâîå êîëüöî). Ñîîòâåòñòâóþùèå òðàåê�òîðèè ïîêàçàíû íà ðèñ. 1. Âûäåëåííûå òî÷êè ïîâî�665
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�èñ. 4. Ñõåìà îòðàæåíèÿ îäèíî÷íîãî êîëüöåâîãîâèõðÿ ñ çàêðóòêîé â �îíîâîì ðàäèàëüíîì ïîòîêåîò ñòîêà, öåíòð êîòîðîãî íàõîäèòñÿ â íà÷àëå êîîð-äèíàòðîòà íà òðàåêòîðèÿõ ñîîòâåòñòâóþò êîðíåâîé çàâè�ñèìîñòè R / pZ.3. ÄÈÏÎËÜÍÛÉ ÒÎ�ÎÈÄÀËÜÍÛÉ ÂÈÕ�ÜÑ ÇÀÊ�ÓÒÊÎÉÂ ñâÿçè ñ àñòðî�èçè÷åñêèìè ïðèëîæåíèÿìè[18; 19℄ ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ðàññìîòðåòü ñèñòåìóèç äâóõ çåðêàëüíî-ñèììåòðè÷íûõ êîëüöåâûõ âèõðåé(äèïîëüíûé òîðîèäàëüíûé âèõðü). Â ðàáîòå [20℄èññëåäîâàëàñü äèíàìèêà äèïîëüíîãî òîðîèäàëü�íîãî âèõðÿ â ðàäèàëüíîì ïîòîêå â ïëîñêîì (2D)îïèñàíèè, êîãäà êîëüöåâûå âèõðè ìîäåëèðóþòñÿïàðàìè òî÷å÷íûõ âèõðåé. Â îòñóòñòâèå ïîòîêà,êàê äàâíî èçâåñòíî, íà÷èíàÿ ñ ðàáîòû �ð�åáëè [21℄,â ðåçóëüòàòå ëîáîâîãî ñòîëêíîâåíèÿ êîìïîíåíòûïàð ìåíÿþòñÿ ìåñòàìè, à íîâûå ïàðû ðàçëåòàþòñÿïîä ïðÿìûì óãëîì ê íàïðàâëåíèþ äâèæåíèÿ ñèñõîäíûìè ïî âåëè÷èíå ñêîðîñòÿìè. Ïðèñóòñòâèåöåíòðàëüíîãî ðàäèàëüíîãî ïîòîêà ïðèâîäèò êý��åêòó ëèáî çàìåäëåíèÿ (ðàñõîäÿùèéñÿ ïîòîê),ëèáî óñêîðåíèÿ (ñõîäÿùèéñÿ ïîòîê) ðàçëåòàþùèõñÿâ ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû ïàð [20℄. Ïðè ýòîìñêîðîñòü âûáðàñûâàåìîé ïàðû â ñõîäÿùåìñÿ (àêêðå�öèîííîì) ïîòîêå çàâèñèò îò îòíîøåíèÿ ìîùíîñòèïîòîêà ê èíòåíñèâíîñòè âèõðÿ è ìîæåò äîñòèãàòüáîëüøèõ çíà÷åíèé. Â ðàáîòå [19℄ áûëî ïîêàçàíî,÷òî ý��åêò óñêîðåííîãî âûáðîñà âèõðåâîé ïàðûâ îïðåäåëåííîì ñìûñëå ñîõðàíÿåòñÿ è äëÿ áîëååñëîæíîãî àêêðåöèîííîãî òå÷åíèÿ: ïðîèçâåäåíèåñêîðîñòåé âûáðîøåííûõ ïàð îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêîìîíîïîëüíîé ñîñòàâëÿþùåé ïîòîêà.

Ýòè ðåøåíèÿ ìîãóò èíòåðïðåòèðîâàòüñÿ êàê äâè�æåíèå è ðàñïàä íà ñîñòàâëÿþùèå äèïîëüíîãî òîðî�èäàëüíîãî âèõðÿ. Ñ ýòîé òî÷êè çðåíèÿ â ðàáîòàõ[15; 16℄ â 2D-îïèñàíèè ïîêàçàíî, ÷òî äèïîëüíûé òî�ðîèäàëüíûé âèõðü â àêêðåöèîííîì ïîòîêå ñæèìàåò�ñÿ ïî áîëüøîìó ðàäèóñó è, ðàñïàäàÿñü, ïîðîæäàåòäâóñòîðîííèé âûáðîñ ñîñòàâëÿþùèõ åãî êîëüöåâûõâèõðåé ïî îñè ñèììåòðèè ñèñòåìû. Âûáðîøåííûåâèõðè ïðèîáðåòàþò äîïîëíèòåëüíóþ ñêîðîñòü, ¾÷åð�ïàÿ ýíåðãèþ¿ îò ïîòîêà. Ñóùåñòâåííî, ÷òî â îïðå�äåëåííîé îáëàñòè ïàðàìåòðîâ ïîâåäåíèå 3D-âèõðåéñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò èõ ïîâåäåíèÿ â ïëîñêîé2D-ìîäåëè [16℄. À èìåííî, â ìîùíîì ñõîäÿùåìñÿïîòîêå âîçíèêàåò êîëëàïñ ñ çàòÿãèâàíèåì âèõðåé âîáëàñòü ñòîêà. Ïðè ïàðàìåòðàõ, áëèçêèõ ê óñëîâè�ÿì êîëëàïñà, âîçìîæíî ïîïÿòíîå äâèæåíèå âèõðåéìåæäó òî÷êàìè ïîâîðîòà. Ìû ðàññìîòðèì ýòó çàäà�÷ó ñ ó÷åòîì çàêðóòêè, âëèÿíèå êîòîðîé â àêêðåöè�îííîì ïîòîêå, òàê æå êàê è äëÿ îäèíî÷íîãî âèõðÿ,ñóùåñòâåííî.3.1. �àìèëüòîíîâà �îðìóëèðîâêà çàäà÷èÓðàâíåíèÿ äëÿ áîëüøîãî ðàäèóñà R(t) òîíêîãîêîëüöåâîãî âèõðÿ è åãî ïîëîæåíèÿ Z(t) îòíîñèòåëü�íî îñè ñèììåòðèè ïðè íàëè÷èè ñîîñíûõ åìó âèõðåéáûëè ïîëó÷åíû åùå �åëüìãîëüöåì [2℄. Äàéñîí [22℄ ïî�êàçàë, ÷òî ýòèì óðàâíåíèÿì ñîîòâåòñòâóåò èíòåãðàëýíåðãèè, áëàãîäàðÿ ÷åìó â ïîñëåäóþùèõ ðàáîòàõ èìáûëà ïðèäàíà ãàìèëüòîíîâà �îðìà [4℄.Ïðè íàëè÷èè ïîòîêà óðàâíåíèÿ ïî-ïðåæíåìóîñòàþòñÿ ãàìèëüòîíîâûìè. Â ñèëó ñèììåòðèè çàäà�÷è äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (4)â ïîëóïðîñòðàíñòâå äëÿ îäíîãî êîëüöåâîãî âèõðÿ èçïàðû ñ �óíêöèåé �àìèëüòîíàH = �R4� ln� 8Re7=4a(R)�� �R4� C(k) ++ P4� ZpZ2 +R2 + �2�218��R2 : (12)Çäåñü �óíêöèÿ C(k) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ââåäåííóþåùå �åëüìãîëüöåì êîìáèíàöèþ ýëëèïòè÷åñêèõ èíòå�ãðàëîâ: C(k) = � 2k � k�K(k)� 2k E(k); (13)ãäåK(k) è E(k) � ïîëíûå ýëëèïòè÷åñêèå èíòåãðàëûñîîòâåòñòâåííî ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà, k � ìîäóëü:666



ÆÝÒÔ, òîì 146, âûï. 3 (9), 2014 Âëèÿíèå îðáèòàëüíîãî äâèæåíèÿ íà êîëëàïñ : : :K(k) = �=2Z0 d�p1� k2 sin2 � ;E(k) = �=2Z0 p1� k2 sin2 � d�;k2 = R2R2 + Z2 : (14)
Êàê è â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, èñïîëüçóåì ýòèóðàâíåíèÿ ñ äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèåì ñîõðàíåíèÿîáúåìà (2). Ìû ó÷ëè òàêæå, ÷òî ñîîñíûå êîëüöåâûåâèõðè èìåþò â äèïîëüíîì òîðîèäàëüíîì âèõðå ïðî�òèâîïîëîæíûå íàïðàâëåíèÿ âðàùåíèÿ, ðàâíûå ðà�äèóñû è ïðîòèâîïîëîæíûå, íî ðàâíûå ïî ìîäóëþöèðêóëÿöèè �. Ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå â ãàìèëüòîíè�àíå (12) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âêëàä îðáèòàëüíîãî äâè�æåíèÿ (çàêðóòêè âèõðÿ).3.2. Âëèÿíèå çàêðóòêè íà ïàðàìåòðûâûáðîñàÄâèæåíèþ âèõðÿ ïî òðàåêòîðèè ñîîòâåòñòâóåòïîñòîÿíñòâî �óíêöèè �àìèëüòîíà H = onst, êîòî�ðàÿ �èêñèðóåò âûáðàííóþ òðàåêòîðèþ. Èñõîäíûìñîñòîÿíèåì áóäåì ñ÷èòàòü òîíêèé âèõðü ñ ðàäèóñîìR0 � a0. Êîëüöåâûå âèõðè ïðè ýòîì íàõîäÿòñÿ äðóãîò äðóãà íà ìàëîì ðàññòîÿíèè 2Z0, óäîâëåòâîðÿþ�ùåì óñëîâèþ R0 � Z0 > a0. Ýòîìó ñîîòâåòñòâóþòàñèìïòîòèêè ýëëèïòè÷åñêèõ èíòåãðàëîâ â ãàìèëüòî�íèàíå (12) ïðè k ! 1 [23℄:K(k ! 1)! 12 ln 161� k2 ; E(1) = 1: (15)Êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû ñîîòâåòñòâóåò âûáðîñóêîìïîíåíòû âèõðÿ â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèèîñè ñèììåòðèè z. Òàêèì îáðàçîì, íà áîëüøèõ ðàñ�ñòîÿíèÿõ Z � R àñèìïòîòèêè èíòåãðàëîâ â (12) ïðèk ! 0 èìåþò âèäK(0) = E(0) = �2 ; K(k)�E(k)k ! k�4 ! 0: (16)Çàêðóòêà âíîñèò ñóùåñòâåííûé âêëàä, âëèÿÿ íàóñëîâèÿ êîëëàïñà, ÷òî âèäíî èç ïðèâîäèìûõ íèæå�àçîâûõ ïîðòðåòîâ � òðàåêòîðèé â ïëîñêîñòè R�Z.Ìîæíî ïîëàãàòü, ÷òî â îïðåäåëåííîé îáëàñòè ïàðà�ìåòðîâ çàêðóòêà âëèÿåò íà ïîëîæåíèå òî÷åê ïîâîðî�òà è ñäâèãàåò ïîëîæåíèå êîëëàïñà. Çàìåòèì, ÷òî ââûáðîñàõ àêòèâíûõ ÿäåð ãàëàêòèê íàáëþäàþòñÿ èâîçâðàòíûå äâèæåíèÿ [24℄, êîòîðûå îáû÷íî èíòåð�ïðåòèðóþòñÿ êàê ðåçóëüòàò ïðîåêöèè. Ìû âèäèì,÷òî ïðè âûáðîñå òîðîèäàëüíûõ âèõðåé òàêèå äâè�æåíèÿ ìîãóò áûòü âïîëíå ðåàëüíûìè.

Îïèñàíèå âîçâðàòíîãî äâèæåíèÿ â ñëó÷àå äè�ïîëüíîãî òîðîèäàëüíîãî âèõðÿ ìîæåò áûòü ïðîâåäå�íî àíàëèòè÷åñêè. Ïî ñðàâíåíèþ ñ óðàâíåíèÿìè äâè�æåíèÿ (6) äëÿ îäèíî÷íîãî âèõðÿ â ñëó÷àå äèïîëüíî�ãî âèõðÿ äîáàâëÿåòñÿ ñëàãàåìîå, îïèñûâàþùåå âçàè�ìîäåéñòâèå ìåæäó êîëüöàìè. Ñ ó÷åòîì âûðàæåíèÿäëÿ ãàìèëüòîíèàíà (12) äîïîëíèòåëüíîå ñëàãàåìîå âîäíîì èç óðàâíåíèé äâèæåíèÿ èìååò âèä_Z = : : :� �4� �C(k) + Rz2(R2 + Z2)3=2 �C(k)�k � : (17)Ïðîèçâîäíûå îò ýëëèïòè÷åñêèõ èíòåãðàëîâ ìîæ�íî âûðàçèòü ÷åðåç ñàìè èíòåãðàëû (ñì., íàïðè�ìåð, [25℄):dKdk = E(k)k(1� k2)�K(k)k ; dEdk = E(k)k �K(k)k : (18)Ïîñëå ðÿäà íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé óðàâíåíèÿäâèæåíèÿ äëÿ äèïîëüíîãî òîðîèäàëüíîãî âèõðÿ âïîòîêå îò ñòîêà ïðèíèìàþò âèä_Z = �4�R "ln 8R3=2e1=4� � �2R3 ��1� �2#++ �k4�R [E(k)�K(k)℄� P4� Z(R2 + Z2)3=2 ;_R = �k4�R2Z �2Z2K(k)� (R2 + 2Z2)E(k)��� P4� Z(R2 + Z2)3=2 : (19)
Íà ðèñ. 5 ïîêàçàíû òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ îä�íîé èç êîìïîíåíò äèïîëüíîãî òîðîèäàëüíîãî âèõðÿñ ó÷åòîì îðáèòàëüíîãî äâèæåíèÿ (ðèñ. 5à) è áåç çà�êðóòêè (ðèñ. 5á ). Ïîñëåäíèé ñëó÷àé ïîäðîáíî ðàñ�ñìàòðèâàëñÿ â ðàáîòå [16℄, ãäå ïðåäñòàâëåíû ïîäîá�íûå òðàåêòîðèè äëÿ äðóãèõ ïàðàìåòðîâ âèõðÿ è ïî�òîêà. Õîðîøî âèäíî âëèÿíèå çàêðóòêè íà êîëëàïñâèõðÿ. Â ÷àñòíîñòè, ïîÿâëÿþòñÿ òðàåêòîðèè ñ âîç�âðàòíûì äâèæåíèåì ïî îñè z.Êîîðäèíàòó Z òî÷êè ïîâîðîòà äëÿ äàííîé òðà�åêòîðèè, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò ïîñòîÿííîìó çíà÷å�íèþ ãàìèëüòîíèàíà (12), íàõîäèì èç óðàâíåíèÿ (19)ïðè óñëîâèè _Z = 0. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì ñèñòå�ìó óðàâíåíèé _Z = 0; H = onst:Ïðè ýòîì ìû ó÷èòûâàåì, ÷òî äëÿ áîëüøèõ çíà÷åíèéZ âçàèìîäåéñòâèå ìàëî è ñîîòâåòñòâóþùèì ñëàãàå�ìûì â (19) ïðåíåáðåãàåì:667
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�èñ. 5. Òðàåêòîðèè êîìïîíåíòû äèïîëüíîãî òîðîèäàëüíîãî âèõðÿ (ëèíèè ïîñòîÿííîãî ãàìèëüòîíèàíà) äëÿ � = 4�,P = �2, � = 0:01: à � ñ ó÷åòîì îðáèòàëüíîãî äâèæåíèÿ �1 = 10p2 �; á � â îòñóòñòâèå çàêðóòêè �1 = 0 (ñïðàâà,æèðíîé ëèíèåé âûäåëåíà ñåïàðàòðèñà)_Z = : : : �k4�R [E(k)�K(k)℄ ==)k!0 : : :� �16Rk3 �� : : :� �16 R2(Z2 +R2)3=2 ! 0: (20)Äëÿ êîîðäèíàòû Z òî÷êè ïîâîðîòà ïîëó÷àåì âûðà�æåíèåZ2 � QR28� � Q4� + 3�2�218��R2 ��H + 3�R8� ���1 �� QR28� � 3�2�218��R2 ��H + 3�R8� ���1 : (21)Ïðè 3�2�218��R2 ! H + 3�R8� (22)òî÷êà ïîâîðîòà ïî z óõîäèò íà áåñêîíå÷íîñòü. Ïîäðàäèóñîì R â òî÷êå ïîâîðîòà çäåñü ñëåäóåò ïîíè�ìàòü çíà÷åíèå êîðíÿ óðàâíåíèÿln 8R3=2e1=4� = �2R3 ��1� �2 :Äëÿ áîëåå äåòàëüíîãî ðàññìîòðåíèÿ òî÷åê ïîâîðîòàè äèíàìèêè êîìïîíåíò íåîáõîäèìû äîïîëíèòåëüíûåèññëåäîâàíèÿ. 4. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅÂ äàííîé ðàáîòå ðàññìîòðåíà äèíàìèêà îäè�íî÷íîãî è äèïîëüíîãî êîëüöåâûõ âèõðåé ñ ó÷åòîì

çàêðóòêè, äâèæóùèõñÿ â ïîòîêå ñî ñòîêîì (àêêðå�öèîííîì ïîòîêå). Ïîêàçàíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå âîç�ìîæíû âîçâðàòíûå äâèæåíèÿ (ý��åêò áóìåðàíãà).Ôèçè÷åñêîé ïðè÷èíîé òàêèõ äâèæåíèé ñòàíîâèòñÿñèëà, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì ¾ïîäúåìíîé¿ ñèëûÆóêîâñêîãî. Ýòà ñèëà âîçíèêàåò â óñëîâèÿõ, êîãäàíà çàâèõðåííîñòü êîëüöà, íàïðàâëåííóþ âäîëü åãîîáðàçóþùåé, äåéñòâóåò öåíòðîáåæíàÿ ñèëà îò îð�áèòàëüíîãî ïîòîêà, îðòîãîíàëüíàÿ çàâèõðåííîñòè.Íàïðàâëåíèå ýòîé ¾ïîäúåìíîé¿ ñèëû îðòîãîíàëüíîïëîñêîñòè âèõðåâîãî êîëüöà è îáðàòíî íàïðàâëå�íèþ åãî èíåðöèîííîãî äâèæåíèÿ. Áëàãîäàðÿ ýòîìó,âûáðîñ, íàïðàâëÿåìûé èíåðöèîííûì äâèæåíèåìêîëüöà, ìåíÿåò ñâîå äâèæåíèå íà îáðàòíîå ñ óìåíü�øåíèåì ðàäèóñà êîëüöà, êîãäà öåíòðîáåæíàÿ ñèëàñòàíîâèòñÿ äîñòàòî÷íî âåëèêà.Àâòîðû áëàãîäàðíû ó÷àñòíèêàì XXII ñåññèè Ñî�âåòà ïî íåëèíåéíîé äèíàìèêå �ÀÍ çà ïîëåçíîå îá�ñóæäåíèå, à òàêæå Ê. Àíîõèíîé, Ì. Áóòóçîâîé èÀ. Äîíåö çà ïîìîùü.ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. Theor. Comput. Fluid Dyn. 24, � 1�4 (2010).2. H. Helmholtz, J. Reine Angew. Math. 55, 25 (1858);�. �åëüìãîëüö, Îñíîâû âèõðåâîé òåîðèè, ÈÊÈ,Ìîñêâà�Èæåâñê (2002).668
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