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Î Ï�È�ÎÄÅ ÊÎËÅÁÀÍÈÉ Ô�ÎÍÒÀ Ê�ÈÑÒÀËËÈÇÀÖÈÈ�ÀÇÁÀÂËÅÍÍÎ�Î ÁÈÍÀ�ÍÎ�Î �ÀÑÏËÀÂÀÂ ÍÀ×ÀËÜÍÎÌ ÏÅ�ÅÕÎÄÍÎÌ Ï�ÎÖÅÑÑÅÂ. Í. Êàíèùåâ *Èíñòèòóò ìîíîêðèñòàëëîâ Íàöèîíàëüíîé àêàäåìèè íàóê Óêðàèíû61001, Õàðüêîâ, ÓêðàèíàÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 17 èþíÿ 2013 ã.Òåîðåòè÷åñêè èññëåäîâàíà ïðè÷èíà êîëåáàíèé ñêîðîñòè êðèñòàëëèçàöèè áèíàðíîãî ðàñïëàâà, âîçíèêàþ-ùèõ â íà÷àëüíîì ïåðåõîäíîì ïðîöåññå, êîòîðûå áûëè îáíàðóæåíû ðàíåå â ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòàõ. Âðàìêàõ ïðîñòåéøåé íåñòàöèîíàðíîé ìîäåëè íàïðàâëåííîé êðèñòàëëèçàöèè â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè ðå-øåíà çàäà÷à î äè��óçèè ïðèìåñè â ðàñïëàâå, èç êîòîðîãî âûòÿãèâàþò êðèñòàëë ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ.Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ ðåøåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóïåðïîçèöèþ äâóõ êîíöåíòðàöè-îííûõ âîëí: áåãóùåé è ñòîÿ÷åé. Ââåäåíî ïîíÿòèå õàðàêòåðíîãî ðàññòîÿíèÿ íàïðàâëåííîé êðèñòàëëèçàöèèáèíàðíîãî ðàñïëàâà. Óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðè÷èíîé íåìîíîòîííîãî ïîâåäåíèÿ ñêîðîñòè êðèñòàëëèçàöèè âíà÷àëüíîì ïåðåõîäíîì ïðîöåññå, â ÷àñòíîñòè åå çàòóõàþùèõ êîëåáàíèé, ÿâëÿåòñÿ íàêîïëåíèå â ðàñïëàâåïðèìåñè, èçáûòî÷íîé ïî îòíîøåíèþ ê åå ðàñïðåäåëåíèþ â ñòàöèîíàðíîì ðåæèìå. Ïðèìåñü â ðàñïëàâåíàêàïëèâàåòñÿ â èçáûòêå, êîãäà õàðàêòåðíîå ðàññòîÿíèå íàïðàâëåííîé êðèñòàëëèçàöèè íà÷èíàåò ïðåâû-øàòü õàðàêòåðíîå ðàññòîÿíèå äè��óçèè ïðèìåñè â ðàñïëàâå.DOI: 10.7868/S0044451013120055Êàê èçâåñòíî [1℄, ïðè íàïðàâëåííîé êðèñòàëëè�çàöèè áèíàðíîãî ðàñïëàâà ïðåâûøåíèå òàê íàçûâà�åìîé êðèòè÷åñêîé ñêîðîñòè ðîñòà êðèñòàëëà, Vr,ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ïåðâîíà÷àëüíî ãëàäêàÿ ãðàíè�öà ðàçäåëà æèäêîé è òâåðäîé �àç ïðåâðàùàåòñÿ âÿ÷åèñòóþ ïîâåðõíîñòü. Òàêîå ïðåâðàùåíèå ìåæ�àç�íîé ãðàíèöû ñâÿçûâàþò ñ êîíöåíòðàöèîííûì ïåðå-îõëàæäåíèåì (ÊÏ) ðàñïëàâà, â ðåçóëüòàòå êîòîðî�ãî ïëîñêàÿ ïîâåðõíîñòü ðàçäåëà ñòàíîâèòñÿ íåóñòîé�÷èâîé. Èñõîäÿ èç ïðîñòûõ ñîîáðàæåíèé, íåòðóäíîâûâåñòè �îðìóëó äëÿ ñêîðîñòè êðèñòàëëèçàöèè V,ïðè êîòîðîé â ðàñïëàâå ïîÿâëÿåòñÿ çîíà ÊÏ [2℄:V = kGD(k � 1)mC1 : (1)Çäåñü k � ðàâíîâåñíûé êîý��èöèåíò ðàñïðåäåëå�íèÿ ïðèìåñè, G � ãðàäèåíò òåìïåðàòóðû âáëèçèãðàíèöû ðàçäåëà �àç, D � êîý��èöèåíò äè��óçèèïðèìåñè â ðàñïëàâå, m � íàêëîí ëèíèè ëèêâèäóñàíà äèàãðàììå ñîñòîÿíèÿ äàííîé áèíàðíîé ñèñòåìû,*E-mail: kanishhev�is.kharkov.ua

C1 � êîíöåíòðàöèÿ ïðèìåñè â ðàñïëàâå íà çíà÷è�òåëüíîì óäàëåíèè îò ìåæ�àçíîé ãðàíèöû.Îäíî âðåìÿ âåëè÷èíû Vr è V îòîæäåñòâëÿëèäðóã äðóãó. Îäíàêî àíàëèç óñòîé÷èâîñòè ïëîñêîãî�ðîíòà ñ ó÷åòîì ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ ðàñïëà�âà íà ãðàíèöå ñ ñîáñòâåííûì êðèñòàëëîì ïîêàçàë [3℄,÷òî ñóùåñòâóåò èíòåðâàë ñêîðîñòåé çàòâåðäåâàíèÿ,V � V � Vr, êîãäà è ÊÏ ïðèñóòñòâóåò, è ïëîñêèé�ðîíò óñòîé÷èâ. Ïðè÷åì, êàê ñâèäåòåëüñòâóþò îöåí�êè [4℄, ýòîò èíòåðâàë ìîæåò áûòü äîâîëüíî çíà÷è�òåëüíûì. Îòëè÷èòåëüíîé ÷åðòîé âûòÿãèâàíèÿ êðè�ñòàëëà èç ðàñïëàâà ñî ñêîðîñòüþ â óêàçàííûõ ïðåäå�ëàõ ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî â íà÷àëüíîì ïåðåõîäíîì ïðî�öåññå ñêîðîñòü ðîñòà êðèñòàëëà âåäåò ñåáÿ íåìîíî�òîííî è, â ÷àñòíîñòè, ìîæåò ñîâåðøàòü çàòóõàþùèåêîëåáàíèÿ. Âîïðîñ î ïðè÷èíå, ïî êîòîðîé ýòè êîëå�áàíèÿ âîçíèêàþò, ïîñëóæèë ïðåäìåòîì íàñòîÿùåãîèññëåäîâàíèÿ.Âîñïîëüçóåìñÿ îäíîìåðíîé íåñòàöèîíàðíîé ìî�äåëüþ çàòâåðäåâàíèÿ [4℄, îòëè÷àþùåéñÿ îò ïðîñòåé�øåé ìîäåëè [2℄ òîëüêî òåì, ÷òî â íåé îòñóòñòâóåò äî�ïóùåíèå î ñòàöèîíàðíîñòè. Åñëè êðèñòàëë, íàõîäÿ�ùèéñÿ â ðàâíîâåñèè ñî ñâîèì ðàñïëàâîì, ïîòÿíóòü âõîëîäíóþ çîíó ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþW , òî ïðèëå�1165



Â. Í. Êàíèùåâ ÆÝÒÔ, òîì 144, âûï. 6 (12), 2013ãàþùèé ê êðèñòàëëó ñëîé ðàñïëàâà íà÷íåò çàòâåðäå�âàòü èëè, êàê ãîâîðÿò, êðèñòàëë íà÷íåò ðàñòè. Íàäîñêàçàòü, ÷òî òåðìèí ¾âûòÿãèâàíèå êðèñòàëëà¿ óïî�òðåáëåí çäåñü ëèøü äëÿ ïðîñòîòû; ïîä íèì ïîíèìà�åòñÿ ëþáîé ñïîñîá äîñòèæåíèÿ íàïðàâëåííîé êðè�ñòàëëèçàöèè. Ýòî ìîæåò áûòü, íàïðèìåð, ïîñëåäîâà�òåëüíîå çàïèòûâàíèå ýëåêòðè÷åñêèì òîêîì îòäåëü�íûõ ñåêöèé íàãðåâàòåëÿ, â ðåçóëüòàòå ÷åãî êðèñòàëëáóäåò ðàñòè áåç êàêèõ-ëèáî ìåõàíè÷åñêèõ ïåðåìåùå�íèé.Âñëåäñòâèå ïîñòåïåííîãî íàêîïëåíèÿ ïðèìåñè íàãðàíèöå ðàçäåëà �àç (k < 1) ñêîðîñòü çàòâåðäåâà�íèÿ íå ñðàçó äîñòèãíåò ñâîåãî ñòàöèîíàðíîãî çíà÷å�íèÿ W , à â òå÷åíèå íåêîåãî ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà.Ïîñêîëüêó òåïëî îò �ðîíòà îòâîäèòñÿ ãîðàçäî áû�ñòðåå, íåæåëè ïðèìåñü, à äè��óçèÿ â òâåðäîé �à�çå ïðîòåêàåò ãîðàçäî ìåäëåííåå, ÷åì â æèäêîé, âîòñóòñòâèå êîíâåêöèè çàâèñèìîñòü ñêîðîñòè ðîñòàêðèñòàëëà îò âðåìåíè, V (t), â ïåðåõîäíîì ïðîöåññåïðàêòè÷åñêè áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ çàâèñèìîñòüþ êîí�öåíòðàöèè ïðèìåñè â ðàñïëàâå îò êîîðäèíàòû è âðå�ìåíè, C(x; t). Òàêèì îáðàçîì, â ðàìêàõ ïðîñòåéøåéìîäåëè çàäà÷à î çàòâåðäåâàíèè áèíàðíîãî ðàñïëàâàñâîäèòñÿ ê ÷èñòî äè��óçèîííîé ïðîáëåìå.Èñïîëüçóÿ ñèñòåìó êîîðäèíàò, ñâÿçàííóþ ñ ãðà�íèöåé ðàçäåëà, è ïåðåõîäÿ ê áåçðàçìåðíûì ïåðåìåí�íûìx! Dx=W; t! Dt=W 2; V (t)!WV (t);C(x; t)! (C1=k)[k + (1� k)C(x; t)℄; (2)çàäà÷ó î äè��óçèè ïðèìåñè â êðèñòàëëèçóþùåìñÿðàñïëàâå ìîæíî ñ�îðìóëèðîâàòü â âèäå [4℄Cxx(x; t) + V (t)Cx(x; t) = Ct(x; t); (3)Cx(0; t) + V (t)[(1� k)C(0; t) + k℄ = 0; (4)V (t) = 1� Ct(0; t)=B; (5)C(1; t) = 0; C(x; 0) = 0; (6)ãäå B = kGD(k � 1)mWC1 : (7)Çäåñü èíäåêñû ¾x¿ è ¾t¿ îáîçíà÷àþò ÷àñòíûå ïðîèç�âîäíûå êîíöåíòðàöèè ñîîòâåòñòâåííî ïî êîîðäèíà�òå è âðåìåíè. Óðàâíåíèå (3) îïèñûâàåò äè��óçèþïðèìåñè â ðàñïëàâå, êîòîðûé íàäâèãàåòñÿ íà íåïî�äâèæíóþ ãðàíèöó ñî ñêîðîñòüþ V (t). Ñîîòíîøåíèå(4) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óñëîâèå áàëàíñà ïðèìåñè íà�ðîíòå êðèñòàëëèçàöèè. Âûðàæåíèå (5) îçíà÷àåò,÷òî ñêîðîñòü ïåðåìåùåíèÿ �ðîíòà çàâèñèò êàê îòñêîðîñòè âûòÿãèâàíèÿ êðèñòàëëà, òàê è îò ñêîðîñòè

èçìåíåíèÿ êîíöåíòðàöèè ïðèìåñè íà ãðàíèöå ðàçäå�ëà. Ñðàâíèâàÿ �îðìóëû (1) è (7), ìîæíî çàìåòèòü,÷òî B = V=W . Ñëåäîâàòåëüíî, êîý��èöèåíò Bìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê âåëè÷èíó, õàðàêòåðèçóþ�ùóþ ñòåïåíü ÊÏ ðàñïëàâà. Êñòàòè, óñëîâèå B < 1 �íå ÷òî èíîå, êàê èçâåñòíûé â òåîðèè è ïðàêòèêå âû�ðàùèâàíèÿ êðèñòàëëîâ èç ðàñïëàâà êðèòåðèé ÊÏ.Çàäà÷à (3)�(6) íå ëèíåéíà, íî äëÿ ïðàêòè÷åñêèâàæíîãî ñëó÷àÿ áîëüøèõ çíà÷åíèé âðåìåíè åå ìîæ�íî ëèíåàðèçîâàòü, ïîëîæèâC(x; t) = e�x + C1(x; t); (8)ãäå e�x � ðàñïðåäåëåíèå ïðèìåñè, êîòîðîå óñòàíàâ�ëèâàåòñÿ â ðàñïëàâå ïðè äîñòèæåíèè ñòàöèîíàðíî�ãî ðåæèìà êðèñòàëëèçàöèè, à jC1(x; t)j � e�x. Ïîä�ñòàâèâ âûðàæåíèå (8) â ñèñòåìó óðàâíåíèé (3)�(6)è îñòàâèâ ÷ëåíû òîëüêî ïåðâîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè,ïðèäåì ê çàäà÷åC1xx(x; t) + C1x(x; t)� e�xV1(t) = C1t(x; t); (9)C1x(0; t) + (1� k)C1(0; t) + V1(t) = 0; (10)V1(t) = �C1t(0; t)=B; (11)C1(1; t) = 0; C1(x; 0) = �e�x; (12)êîòîðàÿ ñðàâíèòåëüíî ïðîñòî ðåøàåòñÿ ìåòîäîìïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà. Ñîîòâåòñòâèå îðèãèíà�ëà è îáðàçà åå ðåøåíèÿ ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàêF (x; t)! f(x; p), ãäåF (x; t) = 1k et=4 �e�x + C1(x; t)� ; (13)f(x; p) = g(x; p)(p� 1=4) �p+ 2�pp+ �� ; (14)p � ïàðàìåòð ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà,g(x; p) = (B � 1)e�x=2e�xpp + e�x;� = 12(B � 1); � = B�k � 12�+ 14 :�àñêëàäûâàÿ �óíêöèþ f(x; p) íà ïðîñòåéøèå äðî�áè è ïåðåõîäÿ ê îðèãèíàëó ïî òàáëèöàì [5℄, ïîëó÷èìòî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è (9)�(12) â âèäå ñóììû, ñîñòî�ÿùåé èç ñåìíàäöàòè ñëàãàåìûõ è âêëþ÷àþùåé íà�áîð äîïîëíèòåëüíûõ �óíêöèé îøèáîê îò âîñüìè ðàç�ëè÷íûõ àðãóìåíòîâ. Ââèäó ïîëíîãî îòñóòñòâèÿ íà�ãëÿäíîñòè ýòî âûðàæåíèå ïðèãîäíî ðàçâå ÷òî òîëüêîäëÿ ïîñòðîåíèÿ ãðà�èêîâ.1166



ÆÝÒÔ, òîì 144, âûï. 6 (12), 2013 Î ïðèðîäå êîëåáàíèé �ðîíòà êðèñòàëëèçàöèè : : :Â òî÷êå x = 0 ðåøåíèå óïðîùàåòñÿ, à çà ñ÷åòäè��åðåíöèðîâàíèÿ ïî âðåìåíè äîâîëüíî êîìïàêò�íî âûãëÿäèò äîáàâêà ê ñêîðîñòè êðèñòàëëèçàöèè [6℄:V1(t) = � ke�t=4z1 � z2 �� hz1ez21t erf��z1pt��z2ez22t erf��z2pt�i ; (15)ãäå z1;2 = ���p�2 � � . Êðàéíå ïðîñòîé âèä ðåøå�íèå çàäà÷è (9)�(12) ïðèîáðåòàåò â ñëó÷àå B = 1:C1(x; t)jB=1 = �e�x�kt; (16)÷òî ëèøíèé ðàç ïîä÷åðêèâàåò íåêóþ ïîðîãîâîñòüçíà÷åíèÿ B = 1.Ìåæäó òåì, ïðèìåíèâ ëèíåéíûé ïîäõîä ê çàäà�÷å, ðàçóìíî ïðèáåãíóòü ê åùå îäíîìó óïðîùåíèþ �àñèìïòîòè÷åñêîìó ðàçëîæåíèþ åå ðåøåíèÿ. Âåñüìàïîäõîäÿùèì äëÿ íàøèõ öåëåé ÿâëÿåòñÿ ïðèìåð òà�êîãî óïðîùåíèÿ â ñëó÷àå êîëåáàíèé �ðîíòà êðèñòàë�ëèçàöèè.×òîáû óçíàòü, êàê âåäåò ñåáÿ �óíêöèÿ C1(x; t)ïðè t!1, îáðàòèìñÿ ê èçâåñòíîé òåîðåìå î âçàèì�íîì ñîîòâåòñòâèè àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé îá�ðàçà è îðèãèíàëà [7℄. Ôóíêöèÿ f(x; p) èìååò ÷åòûðåîñîáåííîñòè: p1 = z21 , p2 = z22 , p3 = 0 è p4 = 1=4.Èç íèõ íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè òî÷êà p = 1=4îêàçûâàåòñÿ ñàìîé ïðàâîé, ò. å. ïîâåäåíèåì �óíêöèèf(x; p) â îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè áóäåò îïðåäåëÿòü�ñÿ ïîâåäåíèå �óíêöèè F (x; t) ïðè t ! 1. Ëåãêîóáåäèòüñÿ, ÷òî ïðè p ! 1=4 �óíêöèÿ f(x; p) âåäåòñåáÿ êàê e�x[k(p� 1=4)℄�1. Ñðàâíèâàÿ îðèãèíàë ýòî�ãî èçîáðàæåíèÿ ñ F (x; t), ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òîíà �îíå îñîáåííîñòè p = 1=4 èíòåðåñóþùàÿ íàñ äî�áàâêà ê ñòàöèîíàðíîìó ðåøåíèþ íå ðàçëè÷èìà. Ïî�ýòîìó âûäåëèì ýòó îñîáåííîñòü, ïðåäñòàâèâ f(x; p)â âèäå ñóììû:f(x; p) = f0(x; p) + f1(x; p): (17)Ìîæíî òàê æå óñòàíîâèòü, ÷òî â îêðåñòíîñòè òî÷êèp = 1=4 ïîâåäåíèå �óíêöèè f0(x; p) íè÷åì íå îòëè÷à�åòñÿ îò ïîâåäåíèÿ f(x; p). Òîãäà åñòåñòâåííî çàêëþ�÷èòü, ÷òî àñèìïòîòè÷åñêîìó ïîâåäåíèþ C1(x; t) ïðèt ! 1 îòâå÷àåò àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå f1(x; p)ïðè ñòðåìëåíèè p ê íóëþ, p1 èëè p2 â çàâèñèìîñòèîò òîãî, êàêàÿ èç ýòèõ òî÷åê îêàæåòñÿ ïðàâåå îñòàëü�íûõ, ÷òî, â ñâîþ î÷åðåäü, çàâèñèò îò êîíêðåòíûõçíà÷åíèé k è B.Äëÿ òèïè÷íîãî çíà÷åíèÿ k = 0:5 òî÷êè p1 è p2îäèíàêîâî îòñòîÿò îò íóëÿ âïðàâî, åñëè B < Bs [6℄,ãäå Bs = k + 0:5�p(k + 0:5)2 � 0:5 : (18)

2 1
0 5 10 15�1:0�0:8�0:6�0:4�0:200:2C1; îòí. åä.

t; îòí. åä.�èñ. 1. Âðåìåííûå çàâèñèìîñòè êîíöåíòðàöèè ïðè-ìåñè C1 íà �ðîíòå êðèñòàëëèçàöèè (x = 0) (êðè-âûå 1 ) è íà ðàññòîÿíèè îò �ðîíòà x = 1 (2 ) äëÿk = 0:5, B = 0:2. Ñïëîøíûå ëèíèè � òî÷íûå ðå-øåíèÿ ëèíåàðèçîâàííîé çàäà÷è, øòðèõîâûå � èõàñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿÑëåäóÿ óïîìÿíóòîé âûøå òåîðåìå, ðàçëîæèì �óíê�öèþ f1(x; p) â îêðåñòíîñòè êàæäîé èç òî÷åê p1, p2 èðàçëîæåíèÿ ñëîæèì. Ïåðåõîäÿ çàòåì ê îðèãèíàëó èèçáàâëÿÿñü îò ìíèìûõ ÷àñòåé, ïîëó÷èì ïðèáëèæåí�íîå âûðàæåíèå äëÿ C1(x; t), ïðèãîäíîå äëÿ t� 1:C1a(x; t) = A0e�t h(B � 1)e�(1�B=2)x �� sin(sx+ !t+ '0) + e�x sin(!t+ '0)i : (19)ÇäåñüA0 = 2(1 + 4�) [B(4�� 4� � 1) sin'0℄�1 ; = B(k � �); s =p� � �2; ! = 2�s;'0 = artg s(1 + 4�)�(1� 4�) :Ñðàâíåíèå ãðà�èêîâ �óíêöèé C1(x; t) è C1a(x; t) ïî�êàçûâàåò (ðèñ. 1), ÷òî îíè ïðàêòè÷åñêè ñëèâàþòñÿïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ t� 1.Èç �îðìóëû (19) âèäíî, ÷òî â ïðåäåëå ïðè t!1äëÿ íåêîòîðûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ðåøåíèå çàäà�÷è î äè��óçèè ïðèìåñè â ðàñïëàâå, èç êîòîðîãî âû�òÿãèâàþò êðèñòàëë ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ, ïðåä�ñòàâëÿåò ñîáîé ñóïåðïîçèöèþ äâóõ êîíöåíòðàöèîí�íûõ âîëí. Îáå îíè çàòóõàþùèå êàê ïî âðåìåíè, òàêè ïî ðàññòîÿíèþ. Ïåðâàÿ èç íèõ áåãóùàÿ � åå äëèíà� = 2�=s, ïåðèîäTs = 2�(1�B)pB(k �B=4) ; (20)1167



Â. Í. Êàíèùåâ ÆÝÒÔ, òîì 144, âûï. 6 (12), 2013ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ v = 1�B. Âòîðàÿ âîëíà �ñòîÿ÷àÿ ñ óçëîì íà áåñêîíå÷íîñòè è ïó÷íîñòüþ â íó�ëå. Çàìåòèì, ÷òî ïðåäñòàâëåííûå çäåñü ðåçóëüòàòûïîëó÷åíû â ñèñòåìå êîîðäèíàò, äâèæóùåéñÿ âìåñòåñ �ðîíòîì êðèñòàëëèçàöèè. Ïîýòîìó ïðî�èëü òîéæå ¾ñòîÿ÷åé¿ âîëíû ïåðåìåùàåòñÿ âäîëü íåïîäâèæ�íîãî ðàñïëàâà ñ ïåðåìåííîé ñêîðîñòüþ V (t).Ïîäñòàâëÿÿ ñîîòíîøåíèå (19) â (11), ïîëó÷èìïðèáëèæåííîå âûðàæåíèå äëÿ äîáàâêè ê ñêîðîñòèêðèñòàëëèçàöèè [6℄:V1a(t) = � 2ksin'v e�t sin(!t+ 'v); (21)ãäå 'v = artg(s=�). Âèäíî, ÷òî ïðè îïðåäåëåííûõóñëîâèÿõ �ðîíò êðèñòàëëèçàöèè âåäåò ñåáÿ ïîäîá�íî çàòóõàþùåìó ãàðìîíè÷åñêîìó îñöèëëÿòîðó. Íà�ñêîëüêî äàëåêè äðóã îò äðóãà â îáùåì ñëó÷àå äâè�æåíèÿ �ðîíòà êðèñòàëëèçàöèè è îáû÷íîãî îñöèë�ëÿòîðà, ìîæíî ïîíÿòü èç ïðèâåäåííûõ íèæå �àçî�âûõ òðàåêòîðèé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ¾íàïðàâëåí�íî êðèñòàëëèçóþùèéñÿ áèíàðíûé ðàñïëàâ¿.Õîòÿ íàøà ñèñòåìà ðàñïðåäåëåííàÿ è íå àâòî�ìîäåëüíàÿ, çíàÿ ðåøåíèå çàäà÷è, òàêèå òðàåêòîðèèìîæíî ïîñòðîèòü äëÿ ëþáîé òî÷êè ñèñòåìû, â òîì÷èñëå è äëÿ ñàìîé õàðàêòåðíîé åå òî÷êè x = 0.�ðàíè÷íîå óñëîâèå (10) ñâÿçûâàåò òðè âåëè÷èíû,C1(0; t), C1x(0; t) è V1(t). Îòêëàäûâàÿ íà äèàãðàì�ìå äâå èç íèõ, ïîëó÷èì òî÷êó, èçîáðàæàþùóþ íåêîåñîñòîÿíèå âñåé ñèñòåìû. Ïðè ïåðâîì ðàññìîòðåíèèíàèáîëåå ïîäõîäÿùèìè äëÿ íàøèõ öåëåé ÿâëÿþòñÿâåëè÷èíû C1(0; t) è �C1x(0; t), êîòîðûå äëÿ óäîá�ñòâà îáîçíà÷èì êàê C10 è �C1x0. Ïåðâàÿ èç íèõïðîïîðöèîíàëüíà ïîòîêó ïðèìåñíûõ ÷àñòèö, îòòåñ�íÿåìûõ â ðàñïëàâ �ðîíòîì êðèñòàëëèçàöèè. Âòîðàÿïðîïîðöèîíàëüíà ïîòîêó ÷àñòèö, êîòîðûå îòâîäÿòñÿîò �ðîíòà â ðàñïëàâ çà ñ÷åò äè��óçèè. Î÷åâèäíî,ñîîòíîøåíèåì ýòèõ ïîòîêîâ è áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ õà�ðàêòåð çàâèñèìîñòè C10(�C1x0).Âñå òðàåêòîðèè C10(�C1x0) çàêàí÷èâàþòñÿ â òî÷�êå óñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ (0,0). È õîòÿ íà÷èíàþòñÿîíè â òî÷êå (�1;�1), ñ ó÷åòîì âûðàæåíèÿ (8) ïîíÿò�íî, ÷òî äîâåðèÿ çàñëóæèâàþò ëèøü òå èõ ó÷àñòêè,êîòîðûå ïðîõîäÿò íåäàëåêî îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâå�ñèÿ (0,0). Çàäà÷à îáëåã÷àåòñÿ òåì, ÷òî íåîáû÷íîåïîâåäåíèå ñèñòåìû êðèñòàëë�ðàñïëàâ íàáëþäàåòñÿêàê ðàç âáëèçè ñòàöèîíàðíîãî ðåæèìà êðèñòàëëè�çàöèè. Ïðèìåì äëÿ ïðîñòîòû k = 0:5, à ïàðàìåòðB áóäåì ïîñëåäîâàòåëüíî óìåíüøàòü îò íåñêîëüêèõåäèíèö äî íåñêîëüêèõ äåñÿòûõ, ÷òî â ðåàëüíîì ýêñ�ïåðèìåíòå áóäåò îçíà÷àòü óâåëè÷åíèå ñêîðîñòè âû�òÿãèâàíèÿ îò çíà÷åíèé W < V äî çíà÷åíèé, ïðåâû�øàþùèõ âåëè÷èíó V â íåñêîëüêî ðàç.
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5�èñ. 2. Çàâèñèìîñòè êîíöåíòðàöèè ïðèìåñè â ðàñ-ïëàâå íà ãðàíèöå ðàçäåëà, C10, îò ãðàäèåíòà êîí-öåíòðàöèè ïðèìåñè â ðàñïëàâå íà ãðàíèöå ðàçäåëà,C1x0, çàäàííûå â ïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå (�àçîâûåòðàåêòîðèè) äëÿ k = 0:5 è B = 1:2 (1 ), 1 (2 ), 0:96(3 ), 0:94 (4 ), 0:65 (5 )Íà ðèñ. 2 ïîêàçàíû ãðà�èêè çàâèñèìîñòèC10(�C1x0), äåìîíñòðèðóþùèå ïåðåõîä îò ñëó÷àÿB > 1 (êðèâàÿ 1 ) ê ñëó÷àþ B < 1 (êðèâàÿ 3 ).Ôàçîâûå òðàåêòîðèè â ýòèõ ñëó÷àÿõ ñòðåìÿòñÿ êóñòîé÷èâîìó óçëó (0,0) ñ ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí.Ñîãëàñíî âûðàæåíèþ (16), òðàåêòîðèÿ C10(�C1x0)ïðè B = 1 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðÿìóþ ëèíèþ 2,ñîâïàäàþùóþ ïî íàïðàâëåíèþ ñ áèññåêòðèñîéïåðâîãî êâàäðàíòà �àçîâîé ïëîñêîñòè (øòðèõè),è ÿâëÿåòñÿ, òàêèì îáðàçîì, ðàçäåëÿþùåé äâèæå�íèÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû íà ìîíîòîííûå èíåìîíîòîííûå.Ñ óìåíüøåíèåì ïàðàìåòðà B àìïëèòóäà êðèâûõC10(�C1x0) áûñòðî ðàñòåò (ëèíèÿ 4 íà ðèñ. 2). Ïðèçíà÷åíèÿõ B � 0:7 ãðà�èê çàõîäèò â îáëàñòü, ðàñïî�ëîæåííóþ íèæå áèññåêòðèñû (êðèâàÿ 5 íà ðèñ. 2), íîîêîíå÷íûé åãî ó÷àñòîê ïî-ïðåæíåìó îñòàåòñÿ âûøåáèññåêòðèñû. Ïðè äàëüíåéøåì óìåíüøåíèè B îêî�íå÷íàÿ ÷àñòü òðàåêòîðèè èçãèáàåòñÿ òàêèì îáðàçîì,÷òî íà íåé îáðàçóåòñÿ òî÷êà âîçâðàòà (òî÷êà P1 íàêðèâîé 1 ðèñ. 3). Ïàðàìåòðû B1; t1 ýòîé òî÷êè óäî�âëåòâîðÿþò ñèñòåìå óðàâíåíèé(1� k)C10 = �C1x0; (1� k)C10t = �C1x0t; (22)à ñ ó÷åòîì âûðàæåíèÿ (10) óäîâëåòâîðÿþò òàêæåñèñòåìå1168
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�èñ. 3. Îáðàçîâàíèå ïåòëè �àçîâîé òðàåêòîðèåéïðè k = 0:5 è ïîñëåäîâàòåëüíîì óìåíüøåíèè âå-ëè÷èíû ïàðàìåòðà B: B = 0:5665 (1 ); 0:5643 (2 );0:5571 (3 ); 0:5532 (4 ). P1 � ïåðâàÿ òî÷êà âîçâðàòà(t1 = 31:06)V1 = 0; V1t = 0: (23)�èñóíîê 3 ñëóæèò èëëþñòðàöèåé òîãî, êàê ïðèïîñëåäîâàòåëüíîì óìåíüøåíèè âåëè÷èíû B îáðàçó�åòñÿ �àçîâàÿ òðàåêòîðèÿ ñ äîïîëíèòåëüíûì âèòêîìâîêðóã óçëà (0,0). Ñíà÷àëà òî÷êà âîçâðàòà ïðåâðàùà�åòñÿ â ïåòëþ (êðèâàÿ 2 ). �àçðàñòàÿñü è îäíîâðåìåí�íî ïðèáëèæàÿñü ê íà÷àëó êîîðäèíàò, ïåòëÿ êàñàåòñÿåãî ñâîèì íèæíèì êðàåì (êðèâàÿ 3 ). Çàòåì íèæíèéêðàé ïåòëè îïóñêàåòñÿ íèæå òî÷êè (0,0), â ðåçóëüòà�òå ÷åãî ïåòëÿ ðàçðûâàåòñÿ. Îíà âñå áîëüøå îõâàòû�âàåò íà÷àëî êîîðäèíàò (êðèâàÿ 4 ), à åå îêîíå÷íûéó÷àñòîê èçâèâàåòñÿ íàñòîëüêî, ÷òî óæå äâàæäû çà�õîäèò â îáëàñòü íèæå áèññåêòðèñû. Íàêîíåö, îáðàçó�åòñÿ òðàåêòîðèÿ, íà ïîñëåäíåì ó÷àñòêå êîòîðîé ïî�ÿâëÿåòñÿ òî÷êà âîçâðàòà P2 ñ ïàðàìåòðàìè (B2; t2).Çàìåòèì, ÷òî âî âñåé ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè �àçî�âàÿ êðèâàÿ îñòàåòñÿ êàê áû çàêðåïëåííîé â òî÷êàõ(�1;�1) è (0,0). Âèòîê æå ðîæäàåòñÿ âíóòðè íåå ïó�òåì îáðàçîâàíèÿ ïåòëè, åå ðàçðàñòàíèÿ è ðàçðûâà.Äàëüíåéøåå óìåíüøåíèå âåëè÷èíû B ïðèâîäèòê àíàëîãè÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè �àçîâûõ êàðòèí:âîçíèêàåò ïåòëÿ, îíà ðàñøèðÿåòñÿ è ðàçðûâàåòñÿ,íà îêîíå÷íîì åå ó÷àñòêå ïîÿâëÿåòñÿ äîïîëíèòåëü�íàÿ èçâèëèíà, îáðàçóåòñÿ î÷åðåäíàÿ òî÷êà âîçâðàòà.Ïàðàìåòðû òî÷åê âîçâðàòà (Bn; tn), ãäå n = 1; 2; : : :(ñì. òàáëèöó), óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå óðàâíåíèé
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�èñ. 4. �àñïðåäåëåíèÿ ïðèìåñè C1 â ðàñïëàâå ïîèñòå÷åíèè âðåìåíè t ïîñëå íà÷àëà âûòÿãèâàíèÿ êðè-ñòàëëà ïðè k = 0:5 è B = 0:95: t = 9 (1 ), 14 (2 ), 18(3 ), 21 (4 ), 26 (5 )(23) è, áëàãîäàðÿ ñðàâíèòåëüíîé ïðîñòîòå âûðàæå�íèÿ (15), ëåãêî íàõîäÿòñÿ ãðà�è÷åñêèì ìåòîäîì.Ïðåäñòàâëåííûå â òàáëèöå äàííûå ãîâîðÿò î òîì,÷òî ñ óâåëè÷åíèåì íîìåðà n ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíà�÷åíèé Bn ñòðåìèòñÿ ê âåëè÷èíå Bs, îïðåäåëÿåìîéâûðàæåíèåì (18). Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ k = 0:5 èìå�åì Bs � 0:293, ÷òî áëèçêî ê çíà÷åíèþ B109 = 0:299.Ñàì çà ñåáÿ ãîâîðèò è ðåçóëüòàò ñðàâíåíèÿ âåëè�÷èíû TsjB=Bs = 25:1327, ðàññ÷èòàííîé ïî �îðìóëå(20), ñ ïðîìåæóòêîì ìåæäó 110-é è 109-é òî÷êàìèâîçâðàòà �t109 = 25:1304.Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå íàïðàâëåííîé êðèñòàë�ëèçàöèè áèíàðíîãî ðàñïëàâà âåëè÷èíà Bs èãðàåò òà�êóþ æå ðîëü, êàêóþ èãðàåò êðèòè÷åñêîå çàòóõàíèåâ ñëó÷àå ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà. Ïðè ïåðåõîäåèç îáëàñòè ïàðàìåòðîâB > Bs â îáëàñòüB < Bs àïå�ðèîäè÷åñêîå äâèæåíèå �ðîíòà êðèñòàëëèçàöèè ñìå�íÿåòñÿ íà êîëåáàòåëüíîå, ò. å. óñòîé÷èâûé óçåë íà�àçîâîé ïëîñêîñòè ïðåâðàùàåòñÿ â óñòîé÷èâûé �î�êóñ. Íàëèöî è ïðèíöèïèàëüíîå ðàçëè÷èå â äèíàìèêåäâóõ ñèñòåì. Êàê èçâåñòíî [8℄, äî ïåðåõîäà â êîëåáà�òåëüíûé ðåæèì îñöèëëÿòîð íå ñîâåðøàåò íè îäíîãîïîëíîãî êîëåáàíèÿ. Â ñëó÷àå æå íàïðàâëåííîé êðè�ñòàëëèçàöèè èçîáðàæàþùàÿ òî÷êà íà �àçîâîé ïëîñ�êîñòè, ïðåæäå ÷åì óñòðåìèòüñÿ ê óñòîé÷èâîìó óçëóïðè B > Bs, ìîæåò îáåðíóòüñÿ âîêðóã íåãî ëþáîå÷èñëî ðàç, è ñòîëüêî æå êîëåáàíèé ñîâåðøèò �ðîíòêðèñòàëëèçàöèè.Î÷åâèäíî, ÷òîáû ðàçîáðàòüñÿ, êàê â ÷èñòî äè���óçèîííîé, ëèíåéíîé è ïîëóáåñêîíå÷íîé ñðåäå ìî�ãóò âîçíèêàòü êîíöåíòðàöèîííûå âîëíû, îäíèõ íà�áëþäåíèé çà åå ãðàíèöåé íåäîñòàòî÷íî. Ïîýòîìóïðîñëåäèì çà èçìåíåíèÿìè, êîòîðûå â ïåðåõîäíîì1169



Â. Í. Êàíèùåâ ÆÝÒÔ, òîì 144, âûï. 6 (12), 2013Òàáëèöà. Ïàðàìåòðû íåêîòîðûõ òî÷åê âîçâðàòà íà �àçîâûõ òðàåêòîðèÿõ C10(�C1x0) äëÿ k = 0:5n1 2 3 8 33 109Bn 0.567 0.461 0.416 0.349 0.310 0.299�Bn 0.106 0.0444 0.0248 0.00520 0.000432 0.0000485tn 31.1 56.4 81.1 206 833 2743�tn 24.45 24.71 24.84 25.034 25.119 25.1304Ïðèìå÷àíèå: n � íîìåð òî÷êè; Bn è tn � ñîîòâåòñòâåííî çíà÷åíèÿ êîý��èöèåíòà B è âðåìåíè t, ïðèêîòîðûõ ïîÿâëÿåòñÿ n-ÿ òî÷êà âîçâðàòà; �Bn = Bn �Bn+1; �tn = tn+1 � tn.ïðîöåññå íàïðàâëåííîé êðèñòàëëèçàöèè ïðåòåðïåâà�þò êðèâûå ðàñïðåäåëåíèÿ ïðèìåñè â ðàñïëàâå. Ïðè�ìåì, êàê è ïðåæäå, k = 0:5 è îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àÿìèB = 1 � ", ãäå 0 < " � 1, è B � 1 (ñîîòâåòñòâåííîðèñ. 4 è 5). Äëÿ îáëàñòè çíà÷åíèé B < 1 ýòè ñëó÷àèÿâëÿþòñÿ íå òîëüêî ïðåäåëüíûìè, íî è äîñòàòî÷íîòèïè÷íûìè.Ëåãêî óñòàíîâèòü, ÷òî ïðè B > 1 çíà÷åíèÿ �óíê�öèè C1(x) âñåãäà îòðèöàòåëüíû. Ïðè B < 1, íà÷èíàÿñ íåêîòîðîãî ìîìåíòà, êðèâàÿ C1(x) ïåðåñåêàåò îñüàáñöèññ, è ñî âðåìåíåì òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðèáëè�æàåòñÿ ê ãðàíèöå ðàçäåëà (êðèâûå 1, 2 íà ðèñ. 4).Ïðîèñõîäèò íàêîïëåíèå ïðèìåñè â ðàñïëàâå, èçáû�òî÷íîé ïî îòíîøåíèþ ê ðàñïðåäåëåíèþ ïðèìåñè âñòàöèîíàðíîì ðåæèìå. Êîëè÷åñòâî èçáûòî÷íîé ïðè�ìåñè â ðàñïëàâå ìàêñèìàëüíî, êîãäà òî÷êà ïåðåñå÷å�íèÿ ëèíèé C1(x) è x = 0 äîñòèãàåò íà÷àëà êîîðäèíàò(êðèâàÿ 3 íà ðèñ. 4 è êðèâàÿ 1 íà ðèñ. 5). Áëàãîäà�ðÿ äîáàâêå ê ñòàöèîíàðíîìó ðàñïðåäåëåíèþ ñèñòåìàïðîñêàêèâàåò ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ.Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ìîìåíò ïîÿâëåíèÿ âðàñïëàâå çîíû êîíöåíòðàöèîííîãî ïåðåîõëàæäåíèÿ,t = t, îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîìC1x(0; t) = 1�B:Äëÿ êîíå÷íîãî çíà÷åíèÿ t ýòî ðàâåíñòâî âûïîëíÿåò�ñÿ ïðè B < 1. Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ÊÏ ðàñïëàâà è íåìî�íîòîííîå ïîâåäåíèå ñêîðîñòè êðèñòàëëèçàöèè â ïå�ðåõîäíîì ïðîöåññå ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé òîëüêî òåì,÷òî âîçíèêàþò ïðè îäíîì è òîì æå óñëîâèè B < 1.Íà÷àëî íàêîïëåíèÿ èçáûòî÷íîé ïðèìåñè âñåãäà îïå�ðåæàåò ìîìåíò âîçíèêíîâåíèÿ â ðàñïëàâå çîíû ÊÏ,ïðè÷åì îïåðåæåíèå òåì çíà÷èòåëüíåå, ÷åì ìåíüøåâåëè÷èíà B.Åñëè ìåæäó óêàçàííûìè ÿâëåíèÿìè íåò íèêàêîéñâÿçè, êðèòåðèé ïåðåõîäà ê íåìîíîòîííîìó ïîâåäå�íèþ ñêîðîñòè êðèñòàëëèçàöèè äîëæåí èìåòü èíîé

âèä, íåæåëè W > V. Èñïîëüçóÿ âõîäÿùèå â �îð�ìóëó (7) êîý��èöèåíòû, àíàëîãè÷íîå íåðàâåíñòâîìîæíî ñîñòàâèòü èç âåëè÷èí RC è RD , ãäå RD == D=W � õàðàêòåðíîå ðàññòîÿíèå äè��óçèè, àRC = (k � 1)mC1kG (24)� íåêîå ðàññòîÿíèå, �èçè÷åñêèé ñìûñë êîòîðîãîíåòðóäíî âûÿñíèòü.Åñëè ïîòÿíóòü êðèñòàëë èç ðàñïëàâà, òî âñëåä�ñòâèå ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ ïðèìåñè ãðàíèöà ðàçäåëàèç ïîëîæåíèÿ, îòâå÷àþùåãî èçîòåðìå T1 = T0 ++mC1, â òå÷åíèå ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà ïåðåìåñòèò�ñÿ â ïîëîæåíèå, îòâå÷àþùåå èçîòåðìå T2 = T0 ++ mC1=k. Çäåñü T0 � òî÷êà ïëàâëåíèÿ ÷èñòîãîâåùåñòâà, C1 è C1=k � çíà÷åíèÿ êîíöåíòðàöèèïðèìåñè íà ãðàíèöå ñîîòâåòñòâåííî â íà÷àëüíîìè ñòàöèîíàðíîì ðåæèìàõ êðèñòàëëèçàöèè. �àññòî�ÿíèå ìåæäó èçîòåðìàìè T1 è T2 â òåìïåðàòóðíîìïîëå T = T0 + Gx è åñòü âåëè÷èíà RC . Ïî àíàëî�ãèè ñ äè��óçèåé ýòó âåëè÷èíó åñòåñòâåííî íàçâàòüõàðàêòåðíûì ðàññòîÿíèåì íàïðàâëåííîé êðèñòàëëè�çàöèè áèíàðíîãî ðàñïëàâà. Çäåñü íåò äàæå íåîáõîäè�ìîñòè óòî÷íÿòü, êàêîé ýòî ïðîöåññ, íà÷àëüíûé èëèêîíå÷íûé, ïîñêîëüêó ïîñëå ïðåêðàùåíèÿ âûòÿãèâà�íèÿ êðèñòàëëà ãðàíèöà ðàçäåëà âîçâðàòèòñÿ â èñõîä�íîå ïîëîæåíèå, ïðîéäÿ ïðè ýòîì òî æå ñàìîå ðàññòî�ÿíèå.Êàê è êîíöåíòðàöèÿ ïðèìåñè íà ãðàíèöå ðàçäå�ëà, õàðàêòåðíîå ðàññòîÿíèå äè��óçèè è õàðàêòåð�íîå ðàññòîÿíèå íàïðàâëåííîé êðèñòàëëèçàöèè â íà�÷àëüíîì ïåðåõîäíîì ïðîöåññå çàâèñÿò îò âðåìåíè.Â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè è áåçðàçìåðíûõ âåëè÷è�íàõ ýòè âåëè÷èíû ñîîòâåòñòâåííî âûðàæàþòñÿ êàêrD = 1� V1 è rC = 1 + C10B : (25)1170
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−0.1�èñ. 5. Ïîëîæåíèÿ ãðàíèöû ðàçäåëà (øòðèõè) èðàñïðåäåëåíèÿ ïðèìåñè C1 â ðàñïëàâå ïî èñòå÷å-íèè âðåìåíè t ïîñëå íà÷àëà âûòÿãèâàíèÿ êðèñòàëëàïðè k = 0:5 è B = 0:1: t = 8 (1 ), 13:7 (2 ), 17(3 ), 24 (4 ), 29:7 (5 ). x = 0 � ïîëîæåíèå ãðàíèöûðàçäåëà äî íà÷àëà âûòÿãèâàíèÿÂ òåðìèíàõ óêàçàííûõ âåëè÷èí �îðìóëèðîâêàêðèòåðèÿ ïåðåõîäà ê íåìîíîòîííîìó ïîâåäåíèþ ñêî�ðîñòè êðèñòàëëèçàöèè ïðèîáðåòàåò íàãëÿäíîå ñîäåð�æàíèå. Ïîêà õàðàêòåðíîå ðàññòîÿíèå íàïðàâëåííîéêðèñòàëëèçàöèè íå ïðåâûøàåò õàðàêòåðíîãî ðàññòî�ÿíèÿ äè��óçèè, ïðèìåñü â ðàñïëàâå óñïåâàåò ïåðå�ðàñïðåäåëèòüñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òî íàêàïëèâàåòñÿáåç èçáûòêà. Òîãäà ñêîðîñòü êðèñòàëëèçàöèè â íà�÷àëüíîì ïåðåõîäíîì ïðîöåññå ìîíîòîííî ïðèáëèæà�åòñÿ ê ñâîåìó ñòàöèîíàðíîìó çíà÷åíèþ. Êàê òîëü�êî õàðàêòåðíîå ðàññòîÿíèå êðèñòàëëèçàöèè íà÷èíà�
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�èñ. 6. Çàâèñèìîñòè êîíöåíòðàöèè ïðèìåñè â ðàñ-ïëàâå íà ãðàíèöå ðàçäåëà C10 îò ñêîðîñòè êðèñòàë-ëèçàöèè V1 (�àçîâûå òðàåêòîðèè) ïðè k = 0:5 èB = 0:95 (à), 0:1 (á ). Òî÷êè íà êðèâûõ ñîîòâåòñòâó-þò ñëåäóþùèì ìîìåíòàì âðåìåíè t: à � t = 18 (3 ),21 (4 ), 26 (5 ); á � t = 13:7 (2 ), 17 (3 ), 24 (4 ),29:7 (5 )åò ïðåâûøàòü õàðàêòåðíîå ðàññòîÿíèå äè��óçèè,ïîÿâëÿåòñÿ èçáûòîê ïðèìåñè â ðàñïëàâå è ñêîðîñòüêðèñòàëëèçàöèè ñòàíîâèòñÿ íåìîíîòîííîé �óíêöè�åé âðåìåíè.Âåñîìûì ïîäñïîðüåì ïðè àíàëèçå êðèâûõ C1(x)ñëóæàò �àçîâûå òðàåêòîðèè C10(V1) (ðèñ. 6). Äåëîâ òîì, ÷òî ñêîðîñòü V1 â ñîñòàâå èñòî÷íèêà ïðèìåñè�e�xV1(t) âõîäèò â óðàâíåíèå äè��óçèè (9). Ó÷åòðàçëè÷íûõ �àêòîðîâ, âëèÿþùèõ íà õàðàêòåð ðàñ�ïðåäåëåíèÿ ïðèìåñè â ðàñïëàâå, ïîêàçûâàåò, ÷òî åñ�ëè âáëèçè ãðàíèöû ðàçäåëà ïðåîáëàäàåò ý��åêò îò�òåñíåíèÿ ïðèìåñè �ðîíòîì êðèñòàëëèçàöèè, òî íàðàññòîÿíèÿõ, ñðàâíèìûõ ñ õàðàêòåðíûì ðàññòîÿíè�åì äè��óçèè, îïðåäåëÿþùèì ñòàíîâèòñÿ äåéñòâèåóêàçàííîãî èñòî÷íèêà.Ïðè äâèæåíèè èçîáðàæàþùåé òî÷êè ïî �àçîâîéêðèâîé ðèñ. 6a èç ïîëîæåíèÿ 3 â ïîëîæåíèå 4, à åñ�ëè êðàòêî, òî íà ó÷àñòêå 3�4, èíòåíñèâíîñòü èñòî÷�íèêà �e�xV1(t) óáûâàåò äî íóëÿ. Â òî æå âðåìÿ êî�ëè÷åñòâî îòòåñíåííîé �ðîíòîì ïðèìåñè âîçðàñòàåòäî ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì1171



Â. Í. Êàíèùåâ ÆÝÒÔ, òîì 144, âûï. 6 (12), 2013ìåíÿåòñÿ è õàðàêòåð ðàñïðåäåëåíèÿ ïðèìåñè â ðàñ�ïëàâå (êðèâûå 3, 4 íà ðèñ. 4). Ïåðåõîä òàêîãî òèïàïðèñóù ñèñòåìå íåçàâèñèìî îò çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðàB, ìåíüøåãî åäèíèöû. Ýòî âèäíî, íàïðèìåð, èç êðè�âûõ 1, 2 íà ðèñ. 5 è îòâå÷àþùåãî èì ó÷àñòêà 1�2�àçîâîé òðàåêòîðèè íà ðèñ. 6á. Òî÷êà 1 íà ðèñ. 6áíå ïîêàçàíà, íî åå ðàñïîëîæåíèå ëåãêî ïðåäñòàâèòüïî ñîïðÿæåííîé åé òî÷êå 4 òîãî æå ðèñóíêà.Äîñòèãíóâ ìàêñèìóìà, êîíöåíòðàöèÿ ïðèìåñè íàãðàíèöå íà÷èíàåò ñíèæàòüñÿ, òàê êàê îòòîê ïðèìåñèîò ãðàíèöû íà÷èíàåò ïðåîáëàäàòü íàä åå ïîñòóïëå�íèåì â ðàñïëàâ. Õàðàêòåð ïîñëåäóþùåé çà ýòèì ñòà�äèè ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò âåëè÷èíû ïàðàìåòðà B.Ïðè B � 1 (êðèâàÿ 5 íà ðèñ. 4) êîíöåíòðàöèÿ èçáû�òî÷íîé ïðèìåñè ñòðåìèòñÿ ê ñâîåìó ðàâíîâåñíîìóðàñïðåäåëåíèþ C1 = 0 ïðàêòè÷åñêè ïî ýêñïîíåíöè�àëüíîìó çàêîíó, òàê êàê âëèÿíèå èñòî÷íèêà çäåñü(òî÷êà 5 íà ðèñ. 6à) íåçíà÷èòåëüíî. Èíàÿ êàðòèíàíàáëþäàåòñÿ ïðè B � 1 (ðèñ. 5).Â îòëè÷èå îò ðèñ. 4, ãäå íà÷àëî êîîðäèíàò ñîâ�ïàäàåò ñ ãðàíèöåé ðàçäåëà, êðèâûå íà ðèñ. 5 äëÿáîëüøåé íàãëÿäíîñòè èçîáðàæåíû â ñèñòåìå êîîð�äèíàò, ñâÿçàííîé ñ òåìïåðàòóðíûì ïîëåì ðîñòîâîéïå÷è. Íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå ãðàíèöû ðàçäåëà, x = 0,íà ðèñ. 5 îòíåñåíî ê èçîòåðìå T1 = T0 +mC1, à ïî�ëîæåíèå ãðàíèöû â ìîìåíò âðåìåíè t ðàññ÷èòàíî ñó÷åòîì �îðìóëû (25).Äåéñòâèå îòðèöàòåëüíîãî èñòî÷íèêà ïðèìåñè íàó÷àñòêå 2�4�àçîâîé òðàåêòîðèè íà ðèñ. 6á ïðèâîäèòê òîìó, ÷òî íà ãðà�èêå C1(x) îáðàçóåòñÿ ëîêàëüíûéìèíèìóì (êðèâàÿ 3 íà ðèñ. 5), êîòîðûé ïîñòåïåí�íî ïðèîáðåòàåò �îðìó ãëóáîêîé âïàäèíû (êðèâàÿ 4íà ðèñ. 5). Âçàèìíîå ïðåâðàùåíèå ãðà�èêîâ 4, 5 íàðèñ. 5 ñ òî÷íîñòüþ äî íàîáîðîò àíàëîãè÷íî âçàèìî�ïðåâðàùåíèþ ãðà�èêîâ 1, 2 òîãî æå ðèñóíêà çà èñ�êëþ÷åíèåì ìàëîé, íî â òî æå âðåìÿ ñóùåñòâåííîé,äåòàëè.Îáðàçîâàâøèéñÿ íåçàäîëãî äî ìîìåíòà äîñòèæå�íèÿ ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ V1 ëîêàëüíûé ìàêñè�ìóì íà êðèâîé ðàñïðåäåëåíèÿ ïðèìåñè (ãðà�èê 3íà ðèñ. 5) îêàçûâàåòñÿ âåñüìà óñòîé÷èâûì îáðàçîâà�íèåì. Åãî àìïëèòóäà çàòóõàåò, íî îñòàåòñÿ íåîòðèöà�òåëüíîé íà ïðîòÿæåíèè âñåãî ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà.Ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ìàêñèìóì ïåðåìåùàåòñÿ â ñòî�ðîíó ðàñïëàâà, ïðåäñòàâëÿÿ ñîáîé, òàêèì îáðàçîì,ãðåáåíü êîíöåíòðàöèîííîé âîëíû. Äëÿ êðèâûõ 4 è5 íà ðèñ. 5, íàïðèìåð, åãî ìåñòîïîëîæåíèå ñîîòâåò�ñòâóåò êîîðäèíàòàì 15.1 è 21.3.Íà âòîðîì âèòêå ñïèðàëè ïîÿâëÿåòñÿ âòîðîé ãðå�áåíü êîíöåíòðàöèîííîé âîëíû è ò. ä. Ïîñêîëüêó ïðèB � 1 óñëîâèå B < Bs âûïîëíÿåòñÿ, ïðåäñòàâëåí�íûå íà ðèñ. 5 êðèâûå õîðîøî îïèñûâàþòñÿ àñèì�

ïòîòè÷åñêîé �îðìóëîé (19). Â çàâèñèìîñòè îò çíà�÷åíèÿ B, ëåæàùåãî â èíòåðâàëå Bs < B < 1, íàêðèâîé C1(x) ìîæåò ïîÿâèòüñÿ ëþáîå êîëè÷åñòâî ëî�êàëüíûõ ìàêñèìóìîâ. Åñëè B íåìíîãî áîëüøåB1, òîýòî ÷èñëî ðàâíî íóëþ, à ïðè B < B1 îíî ïðèìåðíîðàâíî íîìåðó òî÷êè âîçâðàòà (ñì. òàáëèöó).Ïî ïîâîäó ýêñïåðèìåíòàëüíîãî îáíàðóæåíèÿ ðàñ�ñìîòðåííûõ â íàñòîÿùåì èññëåäîâàíèè êîëåáàíèéìîæíî ñêàçàòü ñëåäóþùåå. Èñïîëüçóÿ òèïè÷íûå çíà�÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ [2℄ k = 0:5, m = �3 K/àò.%,C1 = 1%, G = 10 K/ñì, D = 10�5 ñì2/ñ, ïî �îðìó�ëàì (1) è (24) ñîîòâåòñòâåííî ïîëó÷èì V = 1:2 ìì/÷è RC = 3 ìì. Òîãäà, ñîãëàñíî ðèñ. 5, ïðè ñêîðîñòèâûòÿãèâàíèÿ êðèñòàëëà èç ðàñïëàâà W = 12 ìì/÷àìïëèòóäà ïåðâûõ êîëåáàíèé ãðàíèöû ðàçäåëà ñî�ñòàâèò íåñêîëüêî äåñÿòûõ ìèëëèìåòðà, ÷òî âïîëíåíàáëþäàåìî ïðè ñîâðåìåííîì óðîâíå âèäåîòåõíèêè.Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîáëåìà ñîñòîèò ëèøü â òîì, óäàñò�ñÿ ëè äîñòè÷ü ñòîëü áîëüøèõ êîíöåíòðàöèîííûõ ïå�ðåîõëàæäåíèé áåç íàðóøåíèÿ ãëàäêîñòè ãðàíèöûðàçäåëà. ×òîáû îòâåòèòü íà ýòîò âîïðîñ, èìåþùèõ�ñÿ çíàíèé î ÿâëåíèè ÊÏ ïîêà íåäîñòàòî÷íî. Ìîæ�íî îæèäàòü, ÷òî ñóùåñòâåííóþ ðîëü â ïîïîëíåíèèýòèõ çíàíèé êàê ðàç ñûãðàþò íàáëþäåíèÿ çà �ðîí�òîì êðèñòàëëèçàöèè â ïåðåõîäíûõ ïðîöåññàõ.Âûâîäû1. Íåìîíîòîííîå ïîâåäåíèå ñêîðîñòè êðèñòàëëè�çàöèè â íà÷àëüíîì ïåðåõîäíîì ïðîöåññå ïðè âûòÿ�ãèâàíèè êðèñòàëëà èç ðàñïëàâà ñ ïîñòîÿííîé ñêîðî�ñòüþ îáóñëîâëåíî íàêîïëåíèåì â ðàñïëàâå ïðèìåñè,èçáûòî÷íîé ïî îòíîøåíèþ ê åå ðàñïðåäåëåíèþ â ñòà�öèîíàðíîì ðåæèìå. Èçáûòîê ïðèìåñè â ðàñïëàâå ïî�ÿâëÿåòñÿ, êîãäà õàðàêòåðíîå ðàññòîÿíèå íàïðàâëåí�íîé êðèñòàëëèçàöèè íà÷èíàåò ïðåâûøàòü õàðàêòåð�íîå ðàññòîÿíèå äè��óçèè ïðèìåñè â ðàñïëàâå.2. Àïåðèîäè÷åñêîå äâèæåíèå �ðîíòà êðèñòàëëè�çàöèè ñìåíÿåòñÿ åãî çàòóõàþùèìè êîëåáàíèÿìè, êî�ãäà õàðàêòåðíîå ðàññòîÿíèå íàïðàâëåííîé êðèñòàë�ëèçàöèè ïðåâûøàåò õàðàêòåðíîå ðàññòîÿíèå äè��ó�çèè â íåñêîëüêî ðàç.3. Âîçíèêíîâåíèå çàòóõàþùèõ êîëåáàíèé ñêî�ðîñòè êðèñòàëëèçàöèè â íà÷àëüíîì ïåðåõîäíîìïðîöåññå ñîïðîâîæäàåòñÿ ïîÿâëåíèåì â ðàñïëàâåáåãóùåé è ñòîÿ÷åé çàòóõàþùèõ êîíöåíòðàöèîííûõâîëí.Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü Â. Â. ßíîâñêîìóçà ïîëåçíûå ñîâåòû è îáñóæäåíèå ïîëó÷åííûõ â íà�ñòîÿùåì èññëåäîâàíèè ðåçóëüòàòîâ.1172
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Поправка К статье В. Н. Канищева «О природе колебаний фронта
кристаллизации разбавленного бинарного расплава в начальном

переходном процессе» (ЖЭТФ 144, 1165 (2013))

В статье допущена ошибка, состоящая в том, что графики зависи-
мостей величины C1(0, t) от −C1x(0, t) и от V1(t) (для краткости обо-
значенные соответственно как C10(−C1x0) и C10(V1)) названы фазовыми
траекториями динамической системы «направленно кристаллизующийся
бинарный расплав». На самом деле параметрические кривые C10(−C1x0)
и C10(V1) представляют собой лишь некоторые проекции бесконечномер-
ной линии (истинной фазовой траектории упомянутой системы) на дву-
мерную плоскость. Поэтому под использованными в статье терминами
«фазовая траектория», «фазовая плоскость» и «фазовая картина» сле-
дует понимать проекции соответственно фазовой траектории, фазовой
плоскости и фазовой картины на плоскости (C10, C1x0) или (C10, V1).
Аналогичное замечание относится к изображенным на рисунках точкам
возврата, петлям, узлам и фокусам. Это особенности не фазовых кривых,
а их проекций. Тем не менее указанная ошибка нисколько не влияет на
полученные в работе результаты и сделанные в ней выводы.


