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ÂÇÀÈÌÎÄÅÉÑÒÂÈÅ ÄÂÓÕ ÄÈÝËÅÊÒ�È×ÅÑÊÈÕÌÀÊ�Î×ÀÑÒÈÖÂ. �. Ìóíèðîâ a;b, À. Â. Ôèëèïïîâ a*a�ÍÖ �Ô Òðîèöêèé èíñòèòóò èííîâàöèîííûõ è òåðìîÿäåðíûõ èññëåäîâàíèé142190, Ìîñêâà, Òðîèöê, �îññèÿbÌîñêîâñêèé �èçèêî-òåõíè÷åñêèé èíñòèòóò (ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò)141700, Äîëãîïðóäíûé, Ìîñêîâñêàÿ îáë., �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 15 ìàÿ 2013 ã.�àññìîòðåíî ýëåêòðîñòàòè÷åñêîå âçàèìîäåéñòâèå äâóõ çàðÿæåííûõ äèýëåêòðè÷åñêèõ ñ�åðè÷åñêèõ ÷àñòèöñ íåîäíîðîäíûì ðàñïðåäåëåíèåì ñâîáîäíîãî çàðÿäà ïî èõ ïîâåðõíîñòÿì âî âíåøíåì îäíîðîäíîì ýëåê-òðè÷åñêîì ïîëå. Ïîëó÷åíî òî÷íîå ðåøåíèå äëÿ ïîòåíöèàëà ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, íàéäåíî àíàëèòè÷åñêîåâûðàæåíèå äëÿ ñèëû âçàèìîäåéñòâèÿ äâóõ ÷àñòèö. Ïîäðîáíî ðàññìîòðåí ñëó÷àé îäíîðîäíîãî ðàñïðåäåëå-íèÿ ñâîáîäíîãî çàðÿäà è óñòàíîâëåíà îáëàñòü ïàðàìåòðîâ íà ïëîñêîñòè îòíîøåíèå ðàäèóñîâ�îòíîøåíèåçàðÿäîâ, â êîòîðîé ïî ìåðå óìåíüøåíèÿ ìåæ÷àñòè÷íîãî ðàññòîÿíèÿ îòòàëêèâàíèå ìåæäó îäíîèìåííî-çàðÿæåííûìè ÷àñòèöàìè ïåðåõîäèò â ïðèòÿæåíèå.DOI: 10.7868/S00444510131100591. ÂÂÅÄÅÍÈÅÇàäà÷à î âçàèìîäåéñòâèè äâóõ ñ�åðè÷åñêèõ ÷àñ�òèö èìååò äàâíþþ èñòîðèþ. Ïóàññîí â 1811 ã. ìå�òîäîì ðàçëîæåíèÿ ïî ïîëèíîìàì Ëåæàíäðà ðåøàëçàäà÷ó î âçàèìîäåéñòâèè äâóõ ñ�åðè÷åñêèõ ÷àñòèöèç ïðîâîäÿùåãî ìàòåðèàëà (ñì. ðàáîòû [1; 2℄). Äàëååýòó çàäà÷ó ðåøàë Êåëüâèí ìåòîäîì èçîáðàæåíèé èìåòîäîì ðàçëîæåíèÿ ïî ïîëèíîìàì Ëåæàíäðà â áè�ñ�åðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò [3℄. Ìàêñâåëë íàøåëðåøåíèå äëÿ ïîòåíöèàëà âçàèìîäåéñòâèÿ ìåòîäîìðàçëîæåíèÿ ïî ïîëèíîìàì Ëåæàíäðà â ñ�åðè÷åñêîéñèñòåìå êîîðäèíàò ñ òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâ R�22 [4℄,ãäå R � ðàññòîÿíèå ìåæäó öåíòðàìè ÷àñòèö. Â ýòîéðàáîòå ïîëó÷åíî ðàçëîæåíèå ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà ñïîëþñîì â öåíòðå îäíîé ÷àñòèöû ïî ïîëèíîìàì Ëå�æàíäðà ñ ïîëþñîì â öåíòðå äðóãîé ÷àñòèöû ìåòî�äîì äè��åðåíöèðîâàíèÿ (ïîäðîáíåå ñì. ðàáîòó [5℄).Â ðàáîòå [6℄ ïîëó÷åíû âûðàæåíèÿ äëÿ åìêîñòíûõêîý��èöèåíòîâ ïðè ìàëûõ ðàññòîÿíèÿõ ìåæäó ïî�âåðõíîñòÿìè ÷àñòèö L = (R� a1 � a2). Ýòè âûðà�æåíèÿ òàêæå áûëè ïîëó÷åíû â ðàáîòàõ [7, 8℄ è èñ�ïîëüçîâàíû àâòîðîì äëÿ îòâåòà íà âîïðîñ: åñòü ëè*E-mail: fav�triniti.ru

ïðèòÿæåíèÿ ìåæäó ÷àñòèöàìè íà ìàëûõ ðàññòîÿíè�ÿõ.Ââèäó òîãî, ÷òî çàäà÷à î âçàèìîäåéñòâèè äâóõñ�åðè÷åñêèõ ÷àñòèö äàæå èç ïðîâîäÿùåãî ìàòåðèà�ëà èìååò ðåøåíèå òîëüêî â âèäå ñóììû áåñêîíå÷íîãîðÿäà, êîòîðûé âåñüìà ìåäëåííî ñõîäèòñÿ ïðè ìàëûõìåæ÷àñòè÷íûõ ðàññòîÿíèÿõ, òðåáóåòñÿ ïðèâëå÷åíèå÷èñëåííûõ ìåòîäîâ, è ðåøåíèå ìîæåò áûòü ïîëó÷å�íî òîëüêî äëÿ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ. Ìíîãî÷èñëåííûå àñ�ïåêòû äàííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ è ñïîñîáû íàõîæäå�íèÿ ðåøåíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ ïðîâîäÿùèõ øàðîâ îòðàæå�íû â ðàáîòàõ [7�26℄; èññëåäîâàëîñü òàêæå âëèÿíèåâíåøíåãî îäíîðîäíîãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ íà âçàè�ìîäåéñòâèå äâóõ íåçàðÿæåííûõ è çàðÿæåííûõ ñ�å�ðè÷åñêèõ ÷àñòèö èç ïðîâîäÿùåãî ìàòåðèàëà [27, 28℄.Èññëåäîâàíèå âçàèìîäåéñòâèÿ äèýëåêòðè÷åñêèõ÷àñòèö ÿâëÿåòñÿ áîëåå ñëîæíîé çàäà÷åé, ïîýòîìó ðå�øåíèå äàííîé çàäà÷è èìååò áîëåå êîðîòêóþ èñòî�ðèþ è åé ïîñâÿùåíî çàìåòíî ìåíüøå ðàáîò [29�40℄. Âðàáîòàõ [29, 30℄ èññëåäîâàëîñü âçàèìîäåéñòâèå äâóõîäèíàêîâûõ íåçàðÿæåííûõ äèýëåêòðè÷åñêèõ ÷àñòèöâî âíåøíåì ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå, ïðè÷åì â ðàáî�òå [29℄ ðåøåíèå ïîëó÷åíî äëÿ ëþáîãî óãëà ìåæäóíàïðàâëåíèåì âíåøíåãî ïîëÿ è îñüþ ñèììåòðèè çà�äà÷è, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòðû ÷àñòèö, à â ðàáî�òå [30℄ � òîëüêî äëÿ ïàðàëëåëüíîãî è ïåðïåíäèêó�ëÿðíîãî íàïðàâëåíèé. Â ðàáîòàõ [31, 32℄ ðàññìàòðè�931



Â. �. Ìóíèðîâ, À. Â. Ôèëèïïîâ ÆÝÒÔ, òîì 144, âûï. 5 (11), 2013âàëèñü ÷àñòèöû ðàçíîãî ðàçìåðà è èìåþùèå ðàçíûåçíà÷åíèÿ äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè âî âíåø�íåì ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå, íàïðàâëåííîì âäîëü ëè�íèè, ñîåäèíÿþùåé öåíòðû ÷àñòèö [31℄, è ïåðïåíäè�êóëÿðíî åé [32℄. Â ðàáîòå [33℄ èññëåäîâàëñÿ ñëó÷àéîäèíàêîâûõ ÷àñòèö, íî ïðè ïðîèçâîëüíîì íàïðàâëå�íèè âíåøíåãî ïîëÿ, à â [34℄ � ñëó÷àé ðàçíûõ ÷àñòèö.Â ðàáîòàõ [29�34℄ çàäà÷à ðåøàëàñü â áèñ�åðè÷åñêîéñèñòåìå êîîðäèíàò.Â ðàáîòå [35℄ âçàèìîäåéñòâèå äâóõ çàðÿæåííûõäèýëåêòðè÷åñêèõ ÷àñòèö, íàõîäÿùèõñÿ â êîíòàêòå,èññëåäîâàëîñü ÷èñëåííî ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåí�òîâ �àëåðêèíà. Â ðàáîòå [36℄ çàäà÷à äëÿ äâóõ çà�ðÿæåííûõ ñ�åðè÷åñêèõ ÷àñòèö ðåøàëàñü â ñ�åðè�÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ìåòîäîì ïåðåðàçëîæåíèÿïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà ñ ïîëþñîì â öåíòðå îäíîé èç÷àñòèö ïî ïîëèíîìàì Ëåæàíäðà ñ ïîëþñîì â öåí�òðå äðóãîé ÷àñòèöû1). Â ðàáîòå [37℄ äëÿ èññëåäîâà�íèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ äâóõ ðàâíîìåðíî-çàðÿæåííûõäèýëåêòðè÷åñêèõ øàðîâ èñïîëüçîâàëñÿ ýòîò æå ìå�òîä è áûëà îïðåäåëåíà îáëàñòü ïàðàìåòðîâ, â êîòî�ðîé íà ìàëûõ ðàññòîÿíèÿõ èìååòñÿ ïðèòÿæåíèå ìåæ�äó îäíîèìåííî-çàðÿæåííûìè äèýëåêòðè÷åñêèìè øà�ðàìè. Äàëåå â ðàáîòàõ [38�40℄ èñïîëüçîâàëàñü ñî�çäàííàÿ â ðàáîòå [37℄ àíàëèòè÷åñêàÿ ìîäåëü äëÿ èñ�ñëåäîâàíèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ êëàñòåðîâ óãëåðîäà è�óëëåðåíîâ [38, 39℄ è äèýëåêòðè÷åñêèõ ÷àñòèö â äè�ýëåêòðè÷åñêîì ðàñòâîðèòåëå [40℄.Îòìåòèì, ÷òî â ðàáîòàõ [18, 19℄ ïðîâåäåíî èññëå�äîâàíèå âçàèìîäåéñòâèÿ òî÷å÷íîãî çàðÿäà ñî ñ�åðè�÷åñêîé ïðîâîäÿùåé ìàêðî÷àñòèöåé â ïëàçìå, à â ðà�áîòå [43℄ � ñ äèýëåêòðè÷åñêîé ìàêðî÷àñòèöåé â ïëàç�ìå ñ îäíîðîäíûì âíåøíèì ýëåêòðè÷åñêèì ïîëåì.Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà ðåøåíèþ çàäà÷èýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ äâóõ íåðàâíî�ìåðíî-çàðÿæåííûõ äèýëåêòðè÷åñêèõ ñ�åðè÷åñêèõ÷àñòèö ðàçíîãî ðàäèóñà, ïîìåùåííûõ â îäíîðîäíûéäèýëåêòðèê è â îäíîðîäíîå âíåøíåå ýëåêòðè÷åñêîåïîëå.2. ÂÛ×ÈÑËÅÍÈÅ ÊÎÝÔÔÈÖÈÅÍÒÎÂ�ÀÇËÎÆÅÍÈß ÏÎÒÅÍÖÈÀËÀ�àññìîòðèì äâå ñ�åðè÷åñêèå ÷àñòèöû ñ ðàäèóñà�ìè a1, a2, ñ çàðÿäàìè q1, q2, êîòîðûå â îáùåì ñëó÷àåíåðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíû ïî èõ ïîâåðõíîñòÿì, è ñäèýëåêòðè÷åñêèìè ïîñòîÿííûìè "1, "2, ïîìåùåííûå1) Â ðàáîòå [36℄ äàííûé ìåòîä ðåøåíèÿ áûë íàçâàí ìåòîäîìWashizu [41, 42℄. Âûøå óæå îòìå÷àëîñü, ÷òî ýòîò ìåòîä óæåèñïîëüçîâàë Ìàêñâåëë [4℄, à ÿâíûå âûðàæåíèÿ ïåðåðàçëîæå�íèÿ ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà ñì. â ðàáîòå [5℄.

� = �=4 � = �=4� = ��2=2E0 a z
x

a z1 a1 '� = �=4 � = �=4� = 3�=4z2a2 � = �1� = ��2 II IIII�0 � = �1=2
� = 2�1� = �2�2� = �=2�èñ. 1. �åîìåòðèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ äâóõ ìàêðî÷à-ñòèö ðàäèóñàìè a1 è a2 â áèñ�åðè÷åñêîé ñèñòåìåêîîðäèíàò (�; �; ')â îäíîðîäíûé äèýëåêòðèê (ïðîíèöàåìîñòüþ ") è îä�íîðîäíîå äî ââåäåíèÿ ÷àñòèö âíåøíåå ýëåêòðè÷åñêîåïîëå E0. Ââåäåì äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò, òàê÷òîáû âåêòîð íàïðÿæåííîñòè âíåøíåãî ïîëÿ ëåæàëâ ïëîñêîñòè xz, à îñü z áûëà íàïðàâëåíà âäîëü ëè�íèè, ñîåäèíÿþùåé öåíòðû ÷àñòèö (ñì. ðèñ. 1).Äàëåå ââåäåì áèñ�åðè÷åñêèå êîîðäèíàòû (ñì.[44, 45℄), êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 1:x = a sin � os'h � � os � ; y = a sin � sin'h � � os � ;z = a sh �h � � os � ;ãäå h �1 = R2 + a21 � a222Ra1 ; h �2 = R2 + a22 � a212Ra2 ;R = z1 � z2 = a (th �1 + th �2) == a1 h �1 + a2 h �2;a = a1 sh �1 = a2 sh �2; z1 = a th �1 = a1 h �1;z2 = �a th �2 = �a2 h �2:Ýëåêòðîñòàòè÷åñêîå âçàèìîäåéñòâèå ÷àñòèö â îä�íîðîäíîì äèýëåêòðèêå îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì Ëà�ïëàñà �� = 0, êîòîðîå â áèñ�åðè÷åñêèõ êîîðäèíà�òàõ ìîæåò áûòü ðåøåíî ìåòîäîì ðàçäåëåíèÿ ïåðå�ìåííûõ ââåäåíèåì íîâîé âåëè÷èíû�(�; �; ') =  (�; �; ')ph � � os �:Çäåñü � � ïîòåíöèàë ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ.Îãðàíè÷åííûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà â áèñ�å�ðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ â îáëàñòÿõ âíóòðè ÷àñòèö è932



ÆÝÒÔ, òîì 144, âûï. 5 (11), 2013 Âçàèìîäåéñòâèå äâóõ äèýëåêòðè÷åñêèõ ìàêðî÷àñòèöâî âíåøíåé îáëàñòè ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñëåäóþùèìîáðàçîì: I(�; �; ') == 1Xl=0 lXm=0 �Aml os (m') +A�ml sin (m')��� e�(l+1=2)�Pml (os �); (1) II(�; �; ') == 1Xl=0 lXm=0 �Bml os (m') +B�ml sin (m')��� e(l+1=2)�Pml (os �); (2) III(�; �; ') == 1Xl=0 lXm=0��Cml os (m')+C�ml sin (m')� e�(l+1=2)�++ �Dml os (m') +D�ml sin (m')� e(l+1=2)���� Pml (os �): (3)Ïîòåíöèàë îäíîðîäíîãî âíåøíåãî ýëåêòðè÷åñêî�ãî ïîëÿ èìååò âèä:�0 = �E0x a sin � os'h � � os � �E0z a sh �h � � os � ; (4)ãäå E0x = E0 sin �0, E0z = E0 os �0. Åãî ðàçëîæåíèåïî ïîëèíîìàì Ëåæàíäðà â íàøåé áèñ�åðè÷åñêîé ñè�ñòåìå êîîðäèíàò îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì�0 = �p2aE0z sign �ph � � os � �� 1Xl=0 (2l + 1) e�(l+1=2)j�jPl(os �)�� 2p2aE0xph � � os � �� 1Xl=1 e�(l+1=2)j�jP 1l (os �) os': (5)Â ñèëó ïðèíöèïà ñóïåðïîçèöèè ðåçóëüòèðóþùèé ïî�òåíöèàë â îáëàñòè III áóäåò ñóììîé âûðàæåíèé (3)è (5).Èç íåïðåðûâíîñòè ïîòåíöèàëà è ðàçðûâà íîð�ìàëüíûõ ñîñòàâëÿþùèõ âåêòîðà ýëåêòðè÷åñêîéèíäóêöèè âûòåêàþò ñëåäóþùèå ãðàíè÷íûå óñëî�âèÿ [46℄:�j�=�1�0 = �j�=�1+0; �j�=��2�0 = �j�=��2+0; (6)

" 1h� ���� j�=�1�0 � "1 1h� ���� j�=�1+0 = 4��1;"2 1h� ���� j�=��2�0 � " 1h� ���� j�=��2+0 = 4��2; (7)ãäå �1, �2 � ïîâåðõíîñòíàÿ ïëîòíîñòü ñâîáîäíûõ çà�ðÿäîâ ñîîòâåòñòâåííî ïåðâîé è âòîðîé ìàêðî÷àñòèö,êîòîðûå â îáùåì ñëó÷àå ÿâëÿþòñÿ �óíêöèÿìè � è'; h� � êîý��èöèåíò Ëàìý (ñì. íèæå).�àñïðåäåëåíèå ñâîáîäíûõ ïîâåðõíîñòíûõ çàðÿ�äîâ ëåã÷å âñåãî íàéòè â ñ�åðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîð�äèíàò ñ íà÷àëîì â öåíòðå êàæäîé èç ÷àñòèö:�i(�i; ') = 1Xn=0 nXm=0 ��mi;n osm'+ ��mi;n sinm'��� Pmn (os �i); i = 1; 2: (8)Çäåñü �i � øèðîòà òî÷êè ïîâåðõíîñòè i-é ÷àñòèöû âñ�åðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ñ ïîëþñîì â åå öåí�òðå, ' � äîëãîòà ýòîé òî÷êè. Â Ïðèëîæåíèè ïîêàçà�íî, ÷òî ðàçëîæåíèå ðàñïðåäåëåíèÿ (8) ïî ïîëèíîìàìËåæàíäðà â áèñ�åðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò èìå�åò âèä�i(�i; ') =ph �i � os � �� 1Xl=0 lXm=0�e�mi;l osm'+ e��mi;l sinm'��� e�(l+1=2)j�ijPml (os �); i = 1; 2; (9)ãäå e��mi;l = 1Xn=m bnmi;l ��mi;n ; (10)bnmi;l = 2m+1=2e�(n�m)�i shm �i (l �m)!(l +m)! �� min(l;n)�mX�=0 (�1)n�m+� e2��i �� (l+ n� �)!�! (n�m� �)! (l �m� �)! : (11)Èç óñëîâèé íåïðåðûâíîñòè ïîòåíöèàëà (6) âûðà�çèì êîý��èöèåíòû A�ml è B�ml ÷åðåç C�ml è D�ml .Çàòåì, èñïîëüçóÿ óñëîâèÿ (7) è ñâîéñòâà ïðèñîåäè�íåííûõ �óíêöèé Ëåæàíäðà [5℄, ïîñëå íåñëîæíûõ, íîäëèííûõ âûêëàäîê ïîëó÷èì ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿäëÿ îïðåäåëåíèÿ êîý��èöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ ïîòåí�öèàëà:A �ml yl�1 + C�ml yl + B�ml yl+1 = F�ml ;l = 0; 1; : : :1; m = 0; 1; : : : l; (12)933



Â. �. Ìóíèðîâ, À. Â. Ôèëèïïîâ ÆÝÒÔ, òîì 144, âûï. 5 (11), 2013ãäå yl =  C�mlD�ml ! ;A �ml = (l �m)�� ("�"1) e�(l�1=2)�1 � ("+"1) e(l�1=2)�1� ("+"2) e(l�1=2)�2 ("� "2) e�(l�1=2)�2! ; (13)�C�ml �11 = ("� "1) [sh �1 � (2l+ 1) h �1℄�� e�(l+1=2)�1 ;�C�ml �12 = [("�"1) sh �1+(2l+1) ("+"1) h �1℄�� e(l+1=2)�1 ;�C�ml �21 = [("�"2) sh �2+(2l+1) ("+"2) h �2℄�� e(l+1=2)�2 ;�C�ml �22 = ("� "2) [sh �2 � (2l+ 1) h �2℄�� e�(l+1=2)�2 ; (14)
B�ml = (l +m+ 1)�� ("�"1) e�(l+3=2)�1 � ("+"1) e(l+3=2)�1� ("+ "2) e(l+3=2)�2 ("�"2) e�(l+3=2)�2 ! ;(15)F1l = 2an4�e�1;l + ("� "1)p2E0z �� [h �1 � (2l + 1) sh �1℄o e�(l+1=2)�1 ;F2l = 2an4�e�2;l � ("� "2)p2E0z �� [h �2 � (2l + 1) sh �2℄o e�(l+1=2)�2 ; (16)
F1;2l == 0� 2a h4�e�11;l� ("�"1) 2p2E0x sh �1i e�(l+1=2)�12a h4�e�12;l� ("�"2) 2p2E0x sh �2i e�(l+1=2)�2 1A ;(17)F�ml =  8�ae��m1;l e�(l+1=2)�18�ae��m2;l e�(l+1=2)�2 ! : (18)Äàííàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîéñèñòåìó ñ áëî÷íîé òðåõäèàãîíàëüíîé ìàòðèöåé. Äëÿðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷ ðàçðàáîòàí ðÿä ÷èñëåííûõ ìå�òîäîâ, â äàííîé ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû ìàò�ðè÷íîé ïðîãîíêè è ðåäóêöèè [47℄. (Â ðàáîòå [34℄ ðå�øåíèå òàêîé ñèñòåìû äëÿ ñëó÷àÿ íåçàðÿæåííûõ ÷àñ�òèö ïîëó÷åíî â âèäå áåñêîíå÷íîé äðîáè.)

1
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10−7 10−6 10−5 10−4 10−3 10−2 10−1 100

L, см

0.12

0.16

0.20

0.24

φ1,2, B

�èñ. 2. Ïîòåíöèàëû ïîâåðõíîñòåé ìàêðî÷àñòèö êàê�óíêöèè íàèìåíüøåãî ðàññòîÿíèÿ ìåæäó èõ ïî-âåðõíîñòÿìè: 1 � ïðè a1 = a2 = 10 ìêì, q1 == q2 = 103e; 2, 3 � ïðè a1 = 10 ìêì, a2 = 1 ìêì,q1 = 103e, q2 = 102e (2 � ïîòåíöèàë ïîâåðõíî-ñòè áîëüøåé ÷àñòèöû, 3 � ìåíüøåé). Ñïëîøíûå ëè-íèè � ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðè"1 = "2 = 105 äëÿ � = 0, ñèìâîëû � äëÿ ìàêðî-÷àñòèö èç ïðîâîäÿùåãî ìàòåðèàëà ñ "1 = "2 = 1ñîãëàñíî [18, 19℄Íà ðèñ. 2 ïðèâåäåíû çàâèñèìîñòè ïîòåíöèàëà ïî�âåðõíîñòè ìàêðî÷àñòèö â ñëó÷àå áîëüøîé äèýëåê�òðè÷åñêîé ïîñòîÿííîé "1 = "2 = 105 äëÿ ÷àñòèö îäè�íàêîâîãî è ðàçíîãî ðàäèóñîâ îò íàèìåíüøåãî ðàññòî�ÿíèÿ ìåæäó èõ ïîâåðõíîñòÿìè: L = (R� a1 � a2).Ïðè òàêîé áîëüøîé äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìî�ñòè ÷àñòèöû âåäóò ñåáÿ ïðàêòè÷åñêè êàê ìåòàëëè�÷åñêèå, ïîýòîìó ïîòåíöèàë ïî÷òè íå ìåíÿåòñÿ íàâñåé ïîâåðõíîñòè ìàêðî÷àñòèöû (äàííûå äëÿ � = 0è �, ãäå ïîòåíöèàë ïðèíèìàåò ñâîè ýêñòðåìàëüíûåçíà÷åíèÿ, ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàþò. Íàïðèìåð, ïðèL = 10�7 ñì îòíîøåíèå ïîòåíöèàëîâ ó ïîâåðõíîñòèâ ñëó÷àå ÷àñòèö îäèíàêîâîãî ðàçìåðà ïðè � = 0 è� = � îòëè÷àåòñÿ îò åäèíèöû íà 8:4�10�6). Íàáëþäà�åòñÿ ïîëíîå ñîãëàñèå ñ àíàëîãè÷íûì ãðà�èêîì äëÿìåòàëëè÷åñêèõ ìàêðî÷àñòèö èç ðàáîò [18, 19℄. Äàëååïåðåéäåì ê âû÷èñëåíèþ ñèëû âçàèìîäåéñòâèÿ ÷àñ�òèö. 3. ÂÛ×ÈÑËÅÍÈÅ ÑÈËÛÂÇÀÈÌÎÄÅÉÑÒÂÈßÏðè âû÷èñëåíèè ðàâíîäåéñòâóþùåé ñèë, ïðèëî�æåííûõ ê äèýëåêòðè÷åñêîìó òåëó ìîæíî èñïîëüçî�âàòü ìàêñâåëëîâñêèé òåíçîð íàòÿæåíèé [46℄ (âû÷èñ�ëåíèÿ áóäåì ïðîâîäèòü äëÿ ïåðâîé ìàêðî÷àñòèöû,934



ÆÝÒÔ, òîì 144, âûï. 5 (11), 2013 Âçàèìîäåéñòâèå äâóõ äèýëåêòðè÷åñêèõ ìàêðî÷àñòèöêîòîðàÿ íàõîäèòñÿ ñî ñòîðîíû ïîëîæèòåëüíûõ çíà�÷åíèé îñè z, ïîýòîìó ñèëà îòòàëêèâàíèÿ ñî ñòîðîíûâòîðîé ìàêðî÷àñòèöû äëÿ íåå áóäåò ïîëîæèòåëüíîé,à ïðèòÿæåíèÿ � îòðèöàòåëüíîé):F = IS T1ndS; (19)ãäåT1n = "4� �EnE� 12nE2������=�1 �� "4� �12 �E2n �E2� �n+EnE��������=�1 ; (20)En = 1h� ���� �����=�1 ; n = �e�;E� = � 1h� ���� �����=�1 ; � = e�;e � îðòîíîðìèðîâàííûå áàçèñíûå âåêòîðû. Îòìå�òèì, ÷òî(e� � ez) = � os �; (e� � ez) = � sin �:Èç �îðìóë (19), (20) äëÿ ñèëû, äåéñòâóþùåé íàïåðâóþ ÷àñòèöó, íàõîäèì (â ýòèõ �îðìóëàõ ïîäðà�çóìåâàåòñÿ, ÷òî âñå âåëè÷èíû áåðóòñÿ ïðè � = �1)F1x = "4� Z �12 �E2� �E2� �E2'� sh � sin � os'h � � os � ++E�E� (1� h � os �) os'h � � os � +E�E' sin'��� h�h'd� d'; (21)F1y = "4� Z �12 �E2� �E2� �E2'� sh � sin � sin'h � � os � ++E�E� (1� h � os �) sin'h � � os � �E�E' os'��� h�h'd� d'; (22)F1z = "4� Z �12 �E2� �E2� �E2'� h � os � � 1h � � os � ++E�E� sh � sin �h � � os ��h�h'd� d'; (23)ãäå h�, h� è h' � êîý��èöèåíòû Ëàìý, êîòîðûå âáèñ�åðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ îïðåäåëÿþòñÿ âûðàæå�íèÿìè [45℄h� = h� = ah � � os � ; h' = a sin �h � � os � : (24)

Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà ïðèñîåäèíåííûõ ïîëèíîìîâËåæàíäðà [5; 44; 45; 48; 49℄, ïîñëå äëèííûõ âûêëàäîêäëÿ ñèëû âçàèìîäåéñòâèÿ íåîäíîðîäíî-çàðÿæåííûõäèýëåêòðè÷åñêèõ ñ�åð â îäíîðîäíîì äèýëåêòðèêå âïðèñóòñòâèè îäíîðîäíîãî âíåøíåãî ýëåêòðè÷åñêîãîïîëÿ íàõîäèìF1x = "4 1Xl=1 l (l + 1)�D1l � eCl�1 + eCl+1 � 2 eCl��� eC1l (Dl�1 +Dl+1 � 2Dl)�++ "8 1Xl=2 l�1Xm=1 (l +m+ 1)!(l �m� 1)! �� �Dm+1l � eCml�1 + eCml+1 � 2 eCml �++D�(m+1)l � eC�ml�1 + eC�ml+1 � 2 eC�ml ��� eCm+1l �Dml�1 +Dml+1 � 2Dml ��� eC�(m+1)l �D�ml�1 +D�ml+1 � 2D�ml ��; (25)F1y = "4 1Xl=1 l (l + 1)�D�1l � eCl�1 + eCl+1 � 2 eCl��� eC�1l (Dl�1 +Dl+1 � 2Dl)�++ "8 1Xl=2 l�1Xm=1 (l +m+ 1)!(l �m� 1)! �� �D�(m+1)l � eCml�1 + eCml+1 � 2 eCml ���Dm+1l � eC�ml�1 + eC�ml+1 � 2 eC�ml ��� eC�(m+1)l �Dml�1 +Dml+1 � 2Dml �++ eCm+1l �D�ml�1 +D�ml+1 � 2D�ml ��; (26)F1z = "4 1Xl=0 lXm=0 (2l+ 1) (l +m)!(l �m)! �� � eCml Dml + eC�ml D�ml ��� "4 1Xl=0 lXm=0 (l +m+ 1)!(l �m)! �� eCml Dml+1 + eC�ml D�ml+1�++ � eCml+1Dml + eC�ml+1D�ml ��: (27)Çäåñü eCl = Cl�(2l+ 1)p2aE0z , eC1l = C1l �2p2aE0x,eC�1l = C�1l , eC�ml = C�ml , m > 1 è ïðèíÿòî, ÷òîC�ml = Cml è D�ml = Dml ïðè m = 0.935



Â. �. Ìóíèðîâ, À. Â. Ôèëèïïîâ ÆÝÒÔ, òîì 144, âûï. 5 (11), 2013Â ñëó÷àå îäíîðîäíî-çàðÿæåííûõ ÷àñòèö è ïðè îò�ñóòñòâèè âíåøíåãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ èç âûðàæå�íèé (25)�(27) ñëåäóåò, ÷òî îòëè÷íà îò íóëÿ òîëüêîz-ñîñòàâëÿþùàÿ ñèëû:F1z = "2 1Xn=0Cn �� �(2n+ 1)Dn � (n+ 1)Dn+1 � nDn�1� �� "2 1Xn=0Dn�(2n+1)Cn� (n+1)Cn+1�nCn�1�: (28)4. Ï�ÈÒßÆÅÍÈÅ ÎÄÍÎÈÌÅÍÍÎ- ÈÎÄÍÎ�ÎÄÍÎ-ÇÀ�ßÆÅÍÍÛÕ ×ÀÑÒÈÖÎòòàëêèâàíèå ìåæäó îäíîèìåííî-çàðÿæåííûìè÷àñòèöàìè ìîæåò ïåðåéòè â ïðèòÿæåíèå íà ìà�ëûõ ðàññòîÿíèÿõ èç-çà âçàèìíî íàâåäåííûõ çàðÿ�äîâ íà èõ ïîâåðõíîñòÿõ. Íàïðèìåð, èçâåñòíî, ÷òîâ ñëó÷àå âçàèìîäåéñòâèÿ òî÷å÷íîãî çàðÿäà ñ îäíî�èìåííî-çàðÿæåííîé ïðîâîäÿùåé èëè äèýëåêòðè÷å�ñêîé ñ�åðîé îíè íà÷èíàþò ïðèòÿãèâàòüñÿ äðóã êäðóãó íà ìàëûõ ðàññòîÿíèÿõ [45℄. Äàëåå èññëåäó�åì âçàèìîäåéñòâèå äâóõ äèýëåêòðè÷åñêèõ ñ�åðè÷å�ñêèõ ÷àñòèö, íåñóùèõ îäíîèìåííûå çàðÿäû, îäíî�ðîäíî ðàñïðåäåëåííûå ïî èõ ïîâåðõíîñòÿì. Òàêæåäëÿ îïðåäåëåííîñòè ïîëàãàåì, ÷òî " = 1.
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�èñ. 3. Ñèëà âçàèìîäåéñòâèÿ îäíîðîäíî-çàðÿæåííûõ äèýëåêòðè÷åñêèõ ñ�åð â âàêóóìå(" = 1) êàê �óíêöèÿ íàèìåíüøåãî ðàññòîÿíèÿ ìåæ-äó èõ ïîâåðõíîñòÿìè L = (R� a1 � a2) äëÿ ðàç-ëè÷íûõ îòíîøåíèé çàðÿäîâ ïðè a1 = a2 = 10�3 ñì,q1 = 103e; "1 = "2 = 25. Êðèâàÿ 1 � q1=q2 = 1:0,2 � 1:5, 3 � 2:0, 4 � 2:5, 5 � 3

10�110�6 10�5 10�4 10�3 10�2 L; ñì
65432

1F; 10�7 äèí
�1:0�0:500:51:01:5

�èñ. 4. Ñèëà âçàèìîäåéñòâèÿ îäíîðîäíî-çàðÿæåííûõ äèýëåêòðè÷åñêèõ ñ�åð â âàêóóìåäëÿ ðàçëè÷íûõ äèýëåêòðè÷åñêèõ ïîñòîÿííûõ îòíàèìåíüøåãî ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ïîâåðõíîñòÿìèìàêðî÷àñòèö ïðè a1 = a2 = 10 ìêì, q2 = 103e,q1 = 3q2. Êðèâàÿ 1 � "1 = "2 = 2, 2 � 5, 3 � 10,4 � 25, 5 � 103, 6 � ðàñ÷åòû äëÿ ìåòàëëè÷åñêèõ÷àñòèö "1 = "2 =1 ñîãëàñíî ðàáîòàì [18, 19℄Íà ðèñ. 3 èçîáðàæåíà çàâèñèìîñòü ñèëû âçàè�ìîäåéñòâèÿ îäèíàêîâûõ ÷àñòèö ñ "1 = "2 = 25 îòíàèìåíüøåãî ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ïîâåðõíîñòÿìè ìà�êðî÷àñòèö äëÿ ðàçëè÷íûõ îòíîøåíèé çàðÿäîâ. Îò�ðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ ñèëû ñîîòâåòñòâóþò ïðèòÿ�æåíèþ, à ïîëîæèòåëüíûå � îòòàëêèâàíèþ. Âèäíî,÷òî ñ ðîñòîì îòíîøåíèÿ çàðÿäîâ îòòàëêèâàíèå îäíî�èìåííî-çàðÿæåííûõ ìàêðî÷àñòèö ïåðåõîäèò â ïðè�òÿæåíèå. Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé äèýëåêòðè÷åñêîé ïî�ñòîÿííîé ýòî ïðîèñõîäèò ïðè çíà÷åíèè îòíîøåíèÿq1=q2 ìåæäó 1.5 è 2 (òî÷íåå ïðè q1=q2 � 1:556, à ïðèóìåíüøåíèè îòíîøåíèÿ çàðÿäîâ ýòî ïðîèñõîäèò ïðèq1=q2 � 0:6426, ÷òî ÿâëÿåòñÿ ÷èñëîì, îáðàòíûì ïðå�äûäóùåìó, ñì. íèæå).�èñóíîê 4 ïîêàçûâàåò, êàê ìåíÿåòñÿ õàðàêòåðâçàèìîäåéñòâèÿ äâóõ ñ�åð îäèíàêîâîãî ðàäèóñà ñîòíîøåíèåì çàðÿäîâ q1=q2 = 3 ïðè èçìåíåíèè èõäèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè. ßñíî âèäíî, ÷òîóâåëè÷åíèå äèýëåêòðè÷åñêîé ïîñòîÿííîé ïðèâîäèò êóìåíüøåíèþ ñèëû îòòàëêèâàíèÿ íà áîëüøèõ ðàññòî�ÿíèÿõ è ïðèâîäèò ê ïåðåõîäó îòòàëêèâàíèÿ â ïðèòÿ�æåíèå íà ìàëûõ ðàññòîÿíèÿõ (ýòî ïðîèñõîäèò ïðèçíà÷åíèè äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè ìåæäó 5è 10), ïðè÷åì ñèëà ïðèòÿæåíèÿ îêàçûâàåòñÿ òåìáîëüøå, ÷åì áîëüøå çíà÷åíèå äèýëåêòðè÷åñêîé ïðî�íèöàåìîñòè. Òàêæå âèäíî, ÷òî ïðè áîëüøèõ çíà÷å�íèÿõ äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè ñèëà ïðàêòè�936
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�èñ. 5. Ñèëà âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ñ�åðè÷åñêè-ìè ÷àñòèöàìè â âàêóóìå äëÿ ðàçíûõ îòíîøåíèéðàäèóñîâ ìàêðî÷àñòèö a1=a2 îò íàèìåíüøåãî ðàñ-ñòîÿíèÿ ìåæäó ïîâåðõíîñòÿìè ìàêðî÷àñòèö ïðèa2 = 10 ìêì, q1 = 3q2, q2 = 103e, "1 = "2 = 25.Êðèâàÿ 1 � a1=a2 = 1, 2 � 1:3, 3 � 1:425, 4 �1:828, 5 � 2:345, 6 � 2:6, 7 � 3:0÷åñêè ñîâïàäàåò ñ ñèëîé âçàèìîäåéñòâèÿ ìåòàëëè÷å�ñêèõ ÷àñòèö.Íà ðèñ. 5 ïðèâåäåíû çàâèñèìîñòè ñèëû âçàèìî�äåéñòâèÿ äëÿ äèýëåêòðè÷åñêèõ ÷àñòèö ñ "1 = "2 = 25è ñ çàðÿäàìè q1 = 3q2 äëÿ ðàçíûõ îòíîøåíèé èõ ðà�äèóñîâ. Âèäíî, êàê ïî ìåðå óâåëè÷åíèÿ îòíîøåíèÿðàäèóñîâ a1=a2 èñ÷åçàåò è ñíîâà ïîÿâëÿåòñÿ ý��åêòïðèòÿæåíèÿ. Òàêîå ïîâåäåíèå ïîíÿòíî èç ðèñ. 6, íàêîòîðîì ïðèâåäåíû êðèâûå äëÿ íåñêîëüêèõ çíà÷å�íèé äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè ÷àñòèö, êîòî�ðûå îãðàíè÷èâàþò îáëàñòü ïàðàìåòðîâ íà ïëîñêî�ñòè (a1=a2; q1=q2), â êîòîðîé ý��åêò ïðèòÿæåíèÿ îä�íîèìåííî-çàðÿæåííûõ äèýëåêòðè÷åñêèõ ÷àñòèö íåïðîÿâëÿåòñÿ (ýòà îáëàñòü ëåæèò ìåæäó êðèâûìè,ðàçëè÷àþùèìèñÿ èíäåêñàìè 1 è 2 ïðè îäíîé è òîéæå áóêâå äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ äèýëåêòðè÷åñêîéïðîíèöàåìîñòè). Êðèâàÿ 3 íà ðèñ. 5 ñîîòâåòñòâóåòòî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ êðèâîé C2 ñ ïðÿìîé q1=q2 = 3 íàðèñ. 6, à êðèâàÿ 5 � òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ òîé æå ïðÿ�ìîé ñ êðèâîé C1.Äàëåå ïîêàæåì, ÷òî ãðàíèöû îáëàñòè, â êîòî�ðîé îòñóòñòâóåò ý��åêò ïðèòÿæåíèÿ, îïðåäåëÿþòñÿòîëüêî îòíîøåíèåì ðàäèóñîâ è çàðÿäîâ ðàâíîìåðíîçàðÿæåííûõ ÷àñòèö. Äëÿ ýòîãî âûïèøåì óðàâíåíèÿäëÿ îïðåäåëåíèÿ êîý��èöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ ïîòåí�öèàëà äëÿ ñëó÷àÿ ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñâî�áîäíîãî çàðÿäà ïî ïîâåðõíîñòÿì ÷àñòèö â ñðåäå áåçâíåøíåãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ. �àçäåëèâ ïîëó÷èâ�
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�èñ. 6. Êðèâûå, ðàçäåëÿþùèå îáëàñòè ïðèòÿæå-íèÿ è îòòàëêèâàíèÿ îäíîèìåííî- è îäíîðîäíî-çàðÿæåííûõ ìàêðî÷àñòèö íà ïëîñêîñòè (a1=a2,q1=q2) äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé èõ äèýëåêòðè÷åñêîéïðîíèöàåìîñòè. Â îáëàñòè ìåæäó êðèâûìè A1 è A2,B1 è B2 è ò. ä. ïðèòÿæåíèÿ íåò íè ïðè êàêèõ ðàññòî-ÿíèÿõ. Êðèâûå (A1; A2) äëÿ �1 = �2 = 5, (B1; B2)�10, (C1; C2) � 25, (D1; D2) � 81, øòðèõïóíêòèðíûåêðèâûå � 1000, êðèâàÿ E ñîãëàñíî (35) äëÿ ïðîâî-äÿùèõ ìàêðî÷àñòèö,(F1; F2) îöè�ðîâàííûå äàííûåèç [37℄ äëÿ �1 = �2 = 25øèåñÿ óðàâíåíèÿ íà 2p2"pq1q2=a1a2, äëÿ ðàññìàò�ðèâàåìîãî ñëó÷àÿ èç �îðìóë (12)�(16) íàõîäèì:(1� �1) le�1 �C l�1 � (1 + �1) le2l�1 �Dl�1 ++ (1� �1) [sh �1 � (2l + 1) h �1℄ �C l ++[(1��1) sh �1+(2l+1) (1+�1) h �1℄ e(2l+1)�1 �Dl ++ (l + 1) (1� �1) e��1 �Cl+1 � (l + 1)�� (1 + �1) e2(l+1)�1 �Dl+1==rq1q2 a2a1 sh �1; (29)� (1 + �2) le2l�2 �C l�1 +(1� �2) le�2 �Dl�1 ++[(1��2) sh �2+(2l+1) (1+�2) h �2℄ e(2l+1)�2 �Cl ++ (1� �2) [sh �2 � (2l + 1) h �2℄ �Dl �� (l + 1) (1 + �2) e2(l+1)�2 �Cl+1 +(l + 1) (1� �2)�� e��2 �Dl+1=rq2q1 a1a2 sh �2; (30)4 ÆÝÒÔ, âûï. 5 (11) 937



Â. �. Ìóíèðîâ, À. Â. Ôèëèïïîâ ÆÝÒÔ, òîì 144, âûï. 5 (11), 2013ãäå ââåäåíû íîâûå êîý��èöèåíòû è îòíîñèòåëüíûåäèýëåêòðè÷åñêèå ïðîíèöàåìîñòè:�Cl= Cl2p2ra1a2q1q2 ; �Dl= Dl2p2ra1a2q1q2 ;�1 = "1" ; �2 = "2" : (31)Òåïåðü, ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî�1 = �1 �a1a2 ; L2a1a2� ; �2 = �2�a1a2 ; L2a1a2� ;èç �îðìóë (29), (30) ñëåäóåò, ÷òî�Cl=�Cl �q1q2 ; a1a2 ; L2a1a2 ; �1; �2� ;�Dl=�Dl �q1q2 ; a1a2 ; L2a1a2 ; �1; �2� : (32)Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ïîäñòàíîâêå (31), (32) â (28) íà�õîäèì, ÷òîF1z = " q1q2a1a2 f �q1q2 ; a1a2 ; L2a1a2 ; �1; �2� ; (33)ãäå f � íåèçâåñòíàÿ �óíêöèÿ óêàçàííûõ àðãóìåí�òîâ. Èç âûðàæåíèÿ (33) ñëåäóåò, ÷òî íàëè÷èå èëè îò�ñóòñòâèå ý��åêòà ïðèòÿæåíèÿ íà ìàëûõ ðàññòîÿíè�ÿõ çàâèñèò òîëüêî îò îòíîñèòåëüíûõ âåëè÷èí q1=q2,a1=a2, �1 è �2, à íå îò àáñîëþòíûõ èõ çíà÷åíèé (âå�ëè÷èíà ñàìîé ñèëû êîíå÷íî çàâèñèò). Òàê êàê òî÷�íàÿ ãðàíèöà îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì F1z = 0 ïðèL = 0, òî åå ïîëîæåíèå ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé òîëüêîq1=q2 è a1=a2, à òàêæå �1 è �2.Íà ðèñ. 6 âèäíî, ÷òî ñ ðîñòîì äèýëåêòðè÷åñêîéïðîíèöàåìîñòè ÷àñòèö îáëàñòü, ãäå îòñóòñòâóåò ý���åêò ïðèòÿæåíèÿ, ïîñòåïåííî ñóæàåòñÿ è äëÿ ïðî�âîäÿùèõ ÷àñòèö ("1;2 ! 1) ýòà îáëàñòü ïðåâðàùà�åòñÿ â êðèâóþ ñ íóëåâîé ïëîùàäüþ. Ïîäðîáíîå èñ�ñëåäîâàíèå äàííîãî âîïðîñà äëÿ ïðîâîäÿùèõ ÷àñòèöïðîâåäåíî â ðàáîòå [8℄ ñ èñïîëüçîâàíèåì àñèìïòîòè�÷åñêèõ âûðàæåíèé äëÿ åìêîñòíûõ êîý��èöèåíòîâïðè L! 0 [6, 7℄:C11 = a1a2a1 + a2 ���12 ln 2a1a2(a1+a2)L� � a2a1+a2�+O (L)� ;C22 = a1a2a1 + a2 ���12 ln 2a1a2(a1+a2)L� � a1a1 + a2�+O (L)� ;C12 = � a1a2a1+a2 �12 ln 2a1a2(a1+a2)L++O (L)� ; (34)

ãäå  (z) = d ln � (z)=dz � ëîãàðè�ìè÷åñêàÿ ïðîèç�âîäíàÿ ãàììà �óíêöèè èëè äèãàììà �óíêöèÿ,  �ïîñòîÿííàÿ Ýéëåðà:  = 0:5772156649 : : :Â ðàáîòå [8℄ ïîêàçàíî, ÷òî ý��åêò ïðèòÿæåíèÿíå ïðîÿâèòñÿ, òîëüêî åñëè ñ�åðè÷åñêèå ïðîâîäíèêèèìåþò çàðÿäû â òàêîì îòíîøåíèè, êîòîðîå íàáëþ�äàëîñü áû â ñëó÷àå ïðèâåäåíèÿ èõ â ýëåêòðè÷åñêèéêîíòàêò, êîãäà ïîòåíöèàëû èõ ïîâåðõíîñòåé ñòàíóòòî÷íî ðàâíûìè äðóã äðóãó. Èñïîëüçóÿ ïðèâåäåííûåâûøå åìêîñòíûå êîý��èöèåíòû, ìîæíî íàéòè ýíåð�ãèþ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, äè��åðåíöèðóÿ êîòîðóþìîæíî óâèäåòü, ÷òî ñèëà âçàèìîäåéñòâèÿ ñòàíåò îò�ðèöàòåëüíîé òîëüêî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ [8℄q1q2 =  +  � a2a1 + a2� +  � a1a1 + a2� : (35)Â ðàáîòå [21℄ òàêæå áûë ñäåëàí ñëåäóþùèé âûâîä:êîãäà îòíîøåíèå çàðÿäîâ ïðîâîäÿùèõ ñ�åð îòëè÷à�åòñÿ îò îòíîøåíèÿ èõ çàðÿäîâ ïîñëå ïðèâåäåíèÿ âýëåêòðè÷åñêèé êîíòàêò, òî ïðèòÿæåíèå ïðîÿâèòñÿâñåãäà. Â ýòîé ðàáîòå áûëî íàéäåíî óñëîâèå ðàâåí�ñòâà ïîòåíöèàëîâ ïîâåðõíîñòåé â âèäåq1q2 = C11 + C12C12 + C22 ; (36)êîòîðîå ïîñëå ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèé (34) òî÷íî ïå�ðåõîäèò â (35).Íà ðèñ. 6 âèäíî, ÷òî îáëàñòè, ãäå íà ìàëûõ ðàñ�ñòîÿíèÿõ ïîÿâëÿåòñÿ ïðèòÿæåíèå, è îáëàñòü, ãäå íàâñåõ ðàññòîÿíèÿõ íàáëþäàåòñÿ òîëüêî îòòàëêèâàíèåîäíîèìåííî-çàðÿæåííûõ ÷àñòèö, ðàçäåëåíû äâóìÿêðèâûìè. Ââåäåì âåëè÷èíó y = a1=a2 è îáîçíà÷èìýòè êðèâûå êàê y1(x) è y2(x), ãäå x = q1=q2. Âñëåä�ñòâèå ðàâåíñòâà ñèë, äåéñòâóþùèõ íà ïåðâóþ è âòî�ðóþ ÷àñòèöû, ïðè �1 = �2 ïîëîæåíèå òî÷êè íóëÿ íåäîëæíî ìåíÿòüñÿ ïðè ïåðåñòàíîâêå ÷àñòèö. Ïîýòî�ìó ìåæäó ýòèìè �óíêöèÿìè äîëæíû ñóùåñòâîâàòüñîîòíîøåíèÿ:y1 (x) = y�12 �x�1� ; y2(x) = y�11 �x�1� :Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ïðè íåêîòîðîì q1=q2 = x ãðàíè�öà ìåæäó îáëàñòÿìè ëåæèò ñîîòâåòñòâåííî â òî÷êàõa1=a2 = y1 (x) è a1=a2 = y2(x), òî ïðè ïåðåñòàíîâêå÷àñòèö äëÿ q2=q1 = x�1 â òî÷êàõ a2=a1 = y�11 (x) èa2=a1 = y�12 (x). Íà ðèñ. 7 ïðèâåäåíû ãðà�èêè y1 (x)è y�12 �x�1�, êîòîðûå äåéñòâèòåëüíî ñîâïàäàþò (âñëó÷àå ïðîâîäíèêîâ ýòî ñîâïàäåíèå õîðîøî âèäíîèç �îðìóëû (35)). Òàêæå âèäíî, ÷òî ïîâåäåíèå êðè�âûõ ïðè èçìåíåíèè îòíîøåíèÿ çàðÿäîâ ÷àñòèö äëÿ938
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�èñ. 7. �ðàíèöû îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ è îòòàëêè-âàíèÿ îäíîèìåííî- è îäíîðîäíî-çàðÿæåííûõ ìà-êðî÷àñòèö â ëîãàðè�ìè÷åñêîì ìàñøòàáå. Êðèâûå(1�4 ) ãðà�èêè y1 (x), ñèìâîëû � y�12 �x�1�. Êðè-âàÿ 1 è Æ äëÿ "1 = "2 = 5; 2, M � 10; 3, � � 25; 4,O � 81; 5 � êðèâàÿ ñîãëàñíî (35) äëÿ ïðîâîäÿùèõìàêðî÷àñòèöðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìî�ñòè ïîõîæè äðóãó íà äðóãà, à ñàìè êðèâûå áëèçêèê ïðÿìûì ëèíèÿì (ýòî èìååò ìåñòî òîëüêî äëÿ èñ�ñëåäîâàííîãî çäåñü äèàïàçîíà îòíîøåíèé ðàäèóñîâ),ïîýòîìó îíè ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäå:y1 (x) = kx�; y2(x) = k�1x�;ïðè÷åì ñòåïåíü � � 0:56 è ïðàêòè÷åñêè íå ìåíÿåò�ñÿ ïðè èçìåíåíèè äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè÷àñòèö, à êîý��èöèåíò k ðàñòåò ñ óìåíüøåíèåì "1è "2.Íà ðèñ. 8 ïðèâåäåíû ãðà�èêè ïðîèçâåäåíèÿ�óíêöèé x1 (y) è x2 �y�1�, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ îáðàò�íûìè �óíêöèÿì y1 (x) è y2 (x). Âèäíî, ÷òî ýòî ïðî�èçâåäåíèå áëèçêî ê åäèíèöå, íî ñ óìåíüøåíèåì èóâåëè÷åíèåì îòíîøåíèÿ ðàäèóñîâ îòëè÷èå îò åäè�íèöû ðàñòåò è ñòàíîâèòñÿ ÷óòü áîëüøå 0.1% ïðèa1=a2 = 0:1 è 10 äëÿ "1 = "2 = 81. Îòìåòèì,÷òî äàííûå íà ðèñ. 6�8 ðàññ÷èòàíû ñ ìàêñèìàëü�íûì ÷èñëîì ó÷èòûâàåìûõ ÷ëåíîâ ïðè âû÷èñëåíèèñèëû lmax = 216 è ïðè íàèìåíüøåì ðàññòîÿíèè ìåæ�äó ïîâåðõíîñòÿìè L = 10�9 ñì. Çíà÷åíèÿ îòíîøå�íèÿ q1=q2, ïðè êîòîðûõ äëÿ çàäàííîãî îòíîøåíèÿ ðà�äèóñîâ ñèëà ñòàíîâèòñÿ ðàâíîé íóëþ, îïðåäåëÿëèñüïðè �èêñèðîâàííûõ a2 = 10 ìêì è q2 = 103e (e �ýëåìåíòàðíûé çàðÿä). Óêàçàííîå îòëè÷èå îò åäèíè�öû ïðîèçâåäåíèÿ �óíêöèé x1 (y) è x2 �y�1� ñâÿçà�íî ñ òåì, ÷òî êîðíè óðàâíåíèÿ F1z = 0 íàõîäèëèñü
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�èñ. 8. Ïðîèçâåäåíèå �óíêöèé x1 (y) è x2 �y�1�,îïðåäåëÿþùèõ ãðàíèöû îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ è îò-òàëêèâàíèÿ îäíîèìåííî- è îäíîðîäíî-çàðÿæåííûõìàêðî÷àñòèö íà ïëîñêîñòè (y = a1=a2, x = q1=q2)äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé èõ äèýëåêòðè÷åñêîé ïðî-íèöàåìîñòèïðè êîíå÷íîì ðàññòîÿíèè L = 10�9 ñì, à íå ïðèêîíòàêòå ÷àñòèö. Äëÿ ¾òî÷íîãî¿ çíà÷åíèÿ îòíîøå�íèÿ çàðÿäîâ íà ãðàíèöå îáëàñòåé íà ýòîì ðàññòîÿ�íèè ñèëà åùå ïîëîæèòåëüíà. Ïðè ýòîì äëÿ ïîñòî�ÿííîãî ìåæ÷àñòè÷íîãî ðàññòîÿíèÿ îêàçûâàåòñÿ, ÷òîïðèâåäåííîå çíà÷åíèå ðàññòîÿíèÿ eL = L=pa1a2 äëÿa1=a2 = 0:1 è a1=a2 = 10 ðàçëè÷àþòñÿ â 10 ðàç. Åñ�ëè ïåðåñ÷èòàòü ãðàíèöû ïðè ïîñòîÿííîì eL = 10�6,òî ìàêñèìàëüíîå (ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå) îòëè÷èåïðîèçâåäåíèÿ x1 (y)x2 �y�1� îò åäèíèöû â äèàïàçîíå0:1 � y � 10 áóäåò ðàâíî 3:8�10�8 (ñì. òàêæå òàáë. 1).Òàêàÿ âûñîêàÿ òî÷íîñòü îïðåäåëåíèÿ ïðîèçâåäå�íèÿ x1 (y)x2 �y�1� åùå íå ïîçâîëÿåò ñóäèòü î òî÷íî�ñòè îïðåäåëåíèÿ ïîëîæåíèÿ ñàìèõ ãðàíèö, à ãîâîðèòòîëüêî î òîì, ÷òî ïîëîæåíèå òî÷êè, ãäå ñèëà îáðàùà�åòñÿ â íóëü, äåéñòâèòåëüíî îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî îò�íîøåíèÿìè ðàäèóñîâ è çàðÿäîâ. Íàïðèìåð, â ðàáîòå[18℄ áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðè a1 = a2 è q1=q2 = 1:0035ïðèòÿæåíèå ìåæäó ïðîâîäÿùèìè øàðàìè ïîÿâëÿåò�ñÿ íà ðàññòîÿíèè L . 10�10 ñì (ñì. ðèñ. 12 â ðàáî�òå [18℄), õîòÿ ïðèòÿæåíèå íà âñåõ ðàññòîÿíèÿõ îòñóò�ñòâóåò òîëüêî ïðè òî÷íîì ðàâåíñòâå q1 = q2.Î òî÷íîñòè îïðåäåëåíèÿ ïîëîæåíèÿ ãðàíèö ìîæ�íî ñóäèòü ïî äàííûì, ïðåäñòàâëåííûì â òàáë. 1.Âèäíî, ÷òî ïî ìåðå óìåíüøåíèÿ ïðèâåäåííîãî ðàñ�ñòîÿíèÿ, îòíîñèòåëüíàÿ òî÷íîñòü îïðåäåëåíèÿ îòíî�øåíèÿ çàðÿäîâ íà ãðàíèöå ðàñòåò è ïðè eL = 10�6îêàçûâàåòñÿ ëó÷øå 0.05%. (Îòìåòèì, ÷òî â òàáë. 1ïðèâåäåíû îòíîøåíèÿ çàðÿäîâ íà ãðàíèöàõ òîëüêî ñ939 4*



Â. �. Ìóíèðîâ, À. Â. Ôèëèïïîâ ÆÝÒÔ, òîì 144, âûï. 5 (11), 2013Òàáëèöà 1. Îòíîøåíèÿ çàðÿäîâ íà âåðõíåé è íèæíåé ãðàíèöàõ ìåæäó îáëàñòÿìè, ãäå åñòü ïðèòÿæåíèå íà ìà-ëûõ ðàññòîÿíèÿõ è íåò íà âñåõ ðàññòîÿíèÿõ, äëÿ ðàçíûõ çíà÷åíèé ïðèâåäåííîãî ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ïîâåðõíîñòÿìèäèýëåêòðè÷åñêèõ ÷àñòèö ñ �1 = �2 = 81 ïðè ÷èñëå ó÷èòûâàåìûõ ÷ëåíîâ äî lmax = 217 è a2 = 10�3 ñìL=pa1a2 10�7 10�6 10�5 10�4 10�3a1 = 0:1a2 x1 0.011231 0.011226 0.011177 0.010824 0.009398(y = 0:1) x2 54.51514 54.49613 54.31719 53.04312 48.03530a1 = a2 x1 0.830659 0.830513 0.829102 0.817913 0.765078(y = 1) x2 1.203864 1.204076 1.206124 1.222623 1.307056a1 = 10a2 x1 0.018344 0.018350 0.018410 0.018853 0.020818(y = 10) x2 89.04120 89.08239 89.47332 92.38390 106.40605f1 a 1:899 6:429 �2:572 3:284 �0:661f2 b 4:881 �5:095 �2:521 2:701 �1:702f3  0:250 1:847 �3:416 �2:692 �0:946Ïðèìå÷àíèå. a f1 = [x1 (y = 1)x2 (y = 1)� 1℄ � 1011, b f2 = [x1 (0:1) x2 (10)� 1℄ � 109,  f3 == [x1 (10) x2 (0:1)� 1℄ � 1097 çíàêàìè, à âåëè÷èíû f1, f2 è f3 âû÷èñëÿëèñü ïî èñ�õîäíûì çíà÷åíèÿì îòíîøåíèÿ çàðÿäîâ, ïîëó÷åííûìñ òî÷íîñòüþ 15 çíàêîâ.)Â ðàáîòå [37℄ òàêæå áûëè îïðåäåëåíû ãðàíèöûîáëàñòåé ïðèòÿæåíèÿ è îòòàëêèâàíèÿ. Îäíàêî ýòèðåçóëüòàòû çàìåòíî îòëè÷àþòñÿ îò íàøèõ äàííûõ,ïðèâåäåííûõ íà ðèñ. 6, è íå ñèììåòðè÷íû ïî îòíîøå�íèþ ê îïåðàöèè ïåðåñòàíîâêè ÷àñòèö2). Âèäíî, ÷òîêðèâûå F1; F2 âåñüìà ñèëüíî îòëè÷àþòñÿ îò C1; C2,à F2 ïåðåñåêàåò äàæå êðèâóþ äëÿ ïðîâîäÿùèõ ÷àñ�òèö. Òàêæå íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî ïðè a2 = 0íà ðèñ. 6 â ðàáîòå [37℄ ñóùåñòâóåò îáëàñòü çíà÷åíèéîòíîøåíèÿ q2=q1 (äî 2 ïðè �1 = �2 = 2), â êîòîðîéíåò ïðèòÿæåíèÿ ìåæäó ÷àñòèöàìè. Ìåæäó òåì õîðî�øî èçâåñòíî [45, 48℄, ÷òî ìåæäó òî÷å÷íîé è äèýëåê�òðè÷åñêîé ÷àñòèöàìè ñ�åðè÷åñêîé �îðìû íåò ïðè�òÿæåíèÿ òîëüêî ïðè âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâà "1 � ",ò. å. ïðè �1 � 1, à ïðè �1 > 1 ïðèòÿæåíèå íà ìà�ëûõ ðàññòîÿíèÿõ îáÿçàòåëüíî ïðîÿâèòñÿ. Äàëåå, ïðè�1 = �2 = 1000 ñèëà âçàèìîäåéñòâèÿ äèýëåêòðè�÷åñêèõ ÷àñòèö íåçíà÷èòåëüíî îòëè÷àåòñÿ îò ñëó÷àÿïðîâîäÿùèõ ÷àñòèö è êðèâûå, îòäåëÿþùèå îáëàñòèïðèòÿæåíèÿ è îòòàëêèâàíèÿ, äîëæíû áûòü áëèçêè êêðèâîé E, ÷òî èìååò ìåñòî íà íàøåì ðèñ. 6, à â ðàáî�òå [37℄ îáëàñòü îòòàëêèâàíèÿ äëÿ äàííîãî çíà÷åíèÿäèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè íàìíîãî øèðå.2)Â ðàáîòå [37℄ ãðàíèöû îáëàñòåé ïðèòÿæåíèÿ è îòòàëêè�âàíèÿ ïîñòðîåíû íà ïëîñêîñòè (a2=a1; q2=q1), íî â ñâåòå ñêà�çàííîãî âûøå ïî ïîâîäó ñèììåòðèè ãðàíèö ïî îòíîøåíèþ êîïåðàöèè ïåðåñòàíîâêè ÷àñòèö ýòî íå èìååò íèêàêîãî çíà÷å�íèÿ.

Òàáëèöà 2. Ïðèâåäåííàÿ ñèëà âçàèìîäåéñòâèÿ(F12a1a2=q1q2) äâóõ îäèíàêîâûõ ñ�åðè÷åñêèõ ÷àñ-òèö ïðè L = 10�10 ñì è ÷èñëå ó÷èòûâàåìûõ ÷ëåíîâïðè âû÷èñëåíèè ñèëû lmax = 216 â íàñòîÿùåé ðà-áîòå è L = 0 è ÷èñëå ó÷èòûâàåìûõ ÷ëåíîâ ìóëüòè-ïîëüíîãî ðàçëîæåíèÿ ïîòåíöèàëà n = 30 â [37℄Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà �àáîòà [37℄�1 = �2 = 2 0.210013282363 0.2100132974�1 = �2 = 1000 0.153866817435 0.153866795Â ðàáîòå [37℄ çàäà÷à ðåøàëàñü â ñ�åðè÷åñêîé ñè�ñòåìå êîîðäèíàò, êîòîðàÿ ïðèâîäèëà ê îáû÷íîé ñè�ñòåìå óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîý��èöèåíòîâìóëüòèïîëüíîãî ðàçëîæåíèÿ ïîòåíöèàëà. Â òàáë. 2ïðåäñòàâëåíû çíà÷åíèÿ ïðèâåäåííîé ñèëû (îïðåäå�ëåííîé êàê eF1z = F1za1a2=q1q2) äëÿ äâóõ îäèíà�êîâûõ äèýëåêòðè÷åñêèõ ÷àñòèö ñ �1 = �2 = 2 è�1 = �2 = 1000. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàñ÷åòû ïðî�âåäåíû ïðè lmax = 216 (ïðè óâåëè÷åíèè ÷èñëà ÷ëå�íîâ äî lmax = 217 ïðèâåäåííàÿ ñèëà ìåíÿëàñü òîëü�êî íà åäèíèöó â ïîñëåäíåì çíàêå ïðèâåäåííûõ â òà�áëèöå ÷èñåë). Ñðàâíåíèå ïðåäñòàâëåííûõ â òàáëèöåäàííûõ ïîêàçûâàåò, ÷òî òî÷íîñòü îïðåäåëåíèÿ ïðè�âåäåííîé ñèëû â ðàáîòå [37℄ áûëà äîñòàòî÷íî âûñî�êîé, ïî êðàéíåé ìåðå, äëÿ ÷àñòèö ðàâíîãî ðàçìåðà, èïðè÷èíû íåòî÷íîãî îïðåäåëåíèÿ ãðàíèöû îáëàñòåéïðèòÿæåíèÿ è îòòàëêèâàíèÿ â ðàáîòå [37℄ îñòàþò�ñÿ íåÿñíûìè. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ïðîâîäÿùèõ øàðîâîäèíàêîâûõ ðàçìåðîâ è çàðÿäîâ [3, 8℄940



ÆÝÒÔ, òîì 144, âûï. 5 (11), 2013 Âçàèìîäåéñòâèå äâóõ äèýëåêòðè÷åñêèõ ìàêðî÷àñòèöeF1z = F1z a1a2q1q2 = 4 ln 2� 124 ln2 2 = 0:153725465;à ðàñ÷åòû äëÿ "1 = "2 = 105 äàëè eF1z = 0:153728821ïðè L = 10�10 ñì, ÷òî ïîçâîëÿåò ñóäèòü î òî÷íîñòèïðîâåäåííûõ â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàñ÷åòîâ. �àñ÷åòûïî ïîëó÷åííûì â ðàáîòàõ [18, 19℄ âûðàæåíèÿì äëÿïðîâîäÿùèõ ÷àñòèö ñ "1 = "2 =1 ïðè òîì æå ÷èñëå÷ëåíîâ ðàçëîæåíèÿ è íà òîì æå ìåæ÷àñòè÷íîì ðàñ�ñòîÿíèè ïðèâåëè ê eF1z = 0:153725458, ÷òî ïîçâîëÿåòñäåëàòü âûâîä î òîì, íàñêîëüêî ðàçëè÷àþòñÿ ñèëûïðè L = 0 è L = 10�10 ñì.5. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅÂ ðàáîòå ðåøåíà çàäà÷à î âçàèìîäåéñòâèè äâóõäèýëåêòðè÷åñêèõ ÷àñòèö ñ�åðè÷åñêîé �îðìû â îä�íîðîäíîì äèýëåêòðèêå ñ èñïîëüçîâàíèåì áèñ�åðè÷å�ñêèõ êîîðäèíàò. Ïðåäñòàâëåíî àíàëèòè÷åñêîå âûðà�æåíèå äëÿ ïîòåíöèàëà è ñèëû âçàèìîäåéñòâèÿ äâóõñ�åðè÷åñêèõ ÷àñòèö â íàèáîëåå îáùåì ñëó÷àå íåîä�íîðîäíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñâîáîäíîãî çàðÿäà ïî èõïîâåðõíîñòÿì è â ïðèñóòñòâèè îäíîðîäíîãî âíåø�íåãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ. Ïîäðîáíî èññëåäîâàíîâçàèìîäåéñòâèå ÷àñòèö ðàçíûõ ðàçìåðîâ è ðàçíûõçàðÿäîâ äëÿ ðÿäà çíà÷åíèé äèýëåêòðè÷åñêîé ïðî�íèöàåìîñòè ìàòåðèàëà ÷àñòèö ïðè îäíîðîäíîì ðàñ�ïðåäåëåíèè ñâîáîäíîãî çàðÿäà, â ðåçóëüòàòå ÷åãîóñòàíîâëåíà îáëàñòü ïàðàìåòðîâ, â êîòîðîé îòòàë�êèâàíèå îäíîèìåííî-çàðÿæåííûõ ÷àñòèö ñìåíÿåòñÿïðèòÿæåíèåì íà ìàëûõ ìåæ÷àñòè÷íûõ ðàññòîÿíè�ÿõ.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé �èíàíñîâîéïîääåðæêå �ÔÔÈ (ãðàíò �12-02-01177à) è ãðàíòàÏðåçèäåíòà �Ô (�ÍØ-2447.2012.2).Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅÂûâîä ðàçëîæåíèÿ ïîâåðõíîñòíîãî çàðÿäà âáèñ�åðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàòÄëÿ ïîëó÷åíèÿ âûðàæåíèÿ (9) âîñïîëüçóåìñÿïîäõîäîì, ïðåäëîæåííûì â ðàáîòå [50℄. Ïðîèçâåäå�íèå Rni Pmn (os �i) ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé �óíêöè�åé, ïîýòîìó îíà â áèñ�åðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ ìî�æåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå�Riai �n Pmn (os �i) =ph � � os � ��Xl�0 bnmi;l e�(l+1=2)j�jPml (os �); i = 1; 2: (37)

Çäåñü Ri � äëèíà ðàäèóñ-âåêòîðà èç öåíòðà i-é ÷àñ�òèöû ê òî÷êå íàáëþäåíèÿ, �i � óãîë ìåæäó ýòèìðàäèóñ-âåêòîðîì è ïîëîæèòåëüíûì íàïðàâëåíèåìîñè z.×òîáû îòûñêàòü èñêîìûå êîý��èöèåíòû ðàçëî�æåíèÿ bnmi;l , ðàññìîòðèì ïðåäåë � ! 0. Â ýòîì ïðå�äåëå äëÿ 0 < j�j < �i èìååìRiai = ��e��i� 1� e2�ie�j�j1� e�j�j ; sin �isin � = aiRi sh �ih � � 1è ñ ó÷åòîì ïðåäåëàlim�!0Pmn (os �) = sinm� P (m)n (1)âûðàæåíèå (37) ïðèíèìàåò âèä�Riai �n� aiRi sh �ih � � 1�m P (m)n (1) ==ph � � 1 e�1=2j�jXl�0 bnmi;l e�lj�jP (m)l (1): (38)Çäåñü P (m)n (1)�m-ÿ ïðîèçâîäíàÿ ïîëèíîìîâ Ëåæàí�äðà ïðè àðãóìåíòå, ðàâíîì åäèíèöå:P (m)n (1) = (n+m)!2mm! (n�m)! : (39)Îêîí÷àòåëüíî, ðàçëàãàÿ âûðàæåíèå â ëåâîé ÷àñ-òè ðàâåíñòâà (38) ïî ñòåïåíÿì e�j�j äëÿ êîý��èöè�åíòîâ bnmi;l , ïîëó÷èì âûðàæåíèå (11).ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. J. R. Hoffman, Andre'-Marie Ampe`re, Poisson's 1812Eletriity Memoir, Cambridge (1995), p. 113.2. R. W. Home, British J. Hist. Si. 16, 239 (1983).3. W. Thomson, Reprint of Papers on Eletrostatis andMagnetism, Mamillan, London, UK (1884), p. 86.4. Äæ. Ê. Ìàêñâåëë, Òðàêòàò îá ýëåêòðè÷åñòâå èìàãíåòèçìå, ò. 1, Íàóêà, Ìîñêâà (1989), ñ. 201.[J. C. Maxwell, A Treatise on Eletriity and Magne-tism, 3rd edn. Oxford, UK, Clarendon Press (1891)℄.5. Å. Â. �îáñîí, Òåîðèÿ ñ�åðè÷åñêèõ è ýëëèïñîèäàëü�íûõ �óíêöèé, ÈÈË, Ìîñêâà (1952). [E. W. Hobson,The Theory of Spherial and Ellipsoidal Harmonis,Univ. Press, Cambridge (1931)℄.6. A. Russell, Pro. R. So. Lond. A 82, 524 (1909).7. J. Lekner, J. Eletrostatis 69, 11 (2011).941
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