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ÎÁÎÁÙÅÍÍÎÅ �ÀÑÏ�ÅÄÅËÅÍÈÅËÈÔØÈÖÀ�ÑË�ÅÇÎÂÀ�ÂÀ�ÍÅ�À�. Ä. Âåíãðåíîâè÷ *, Á. Â. Èâàíñêèé, À. Â. Ìîñêàëþê×åðíîâèöêèé íàöèîíàëüíûé óíèâåðñèòåò èì. Þ. Ôåäüêîâè÷à58012, ×åðíîâöû, ÓêðàèíàÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 24 èþëÿ 2006 ã.�àññ÷èòàíû �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ïî ðàçìåðàì è âðåìåííûå çàâèñèìîñòè äëÿ ñðåäíèõ (êðèòè÷åñêèõ) èìàêñèìàëüíûõ ðàçìåðîâ ÷àñòèö â ïðåäïîëîæåíèè îäíîâðåìåííîãî äåéñòâèÿ äâóõ ìåõàíèçìîâ ìàññîïåðå-íîñà, êîíòðîëèðóåìûõ îáúåìíîé äè��óçèåé è ñêîðîñòüþ îáðàçîâàíèÿ õèìè÷åñêèõ ñâÿçåé íà ïîâåðõíîñòè÷àñòèö. Ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå òåîðåòè÷åñêîé êðèâîé ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè ãèñòîãðàììàìè. �åçóëüòàòûñðàâíåíèÿ ïîäòâåðæäàþò âîçìîæíîñòü ðåàëèçàöèè íà ïðàêòèêå ðàññìàòðèâàåìîãî ìåõàíèçìà ðîñòà ÷àñ-òèö â ïðîöåññå îñòâàëüäîâñêîãî ñîçðåâàíèÿ.PACS: 66.30.Pa 1. ÂÂÅÄÅÍÈÅ�àñïàä ïåðåñûùåííûõ òâåðäûõ ðàñòâîðîâ ñ îá�ðàçîâàíèåì íîâîé �àçû âêëþ÷àåò òðè ñòàäèè: çàðî�æäåíèå öåíòðîâ (êëàñòåðîâ, çàðîäûøåé, âûäåëåíèé)íîâîé �àçû, èõ íåçàâèñèìûé ðîñò è, íàêîíåö, ðàçâè�òèå ýòèõ öåíòðîâ âî âçàèìîäåéñòâèè äðóã ñ äðóãîì.Ýòó ïîñëåäíþþ, òàê íàçûâàåìóþ ïîçäíþþ, ñòàäèþðàñïàäà ïåðåñûùåííîãî òâåðäîãî ðàñòâîðà âïåðâûåîáíàðóæèë Îñòâàëüä [1℄. Îíà õàðàêòåðèçóåòñÿ òåì,÷òî â ðåçóëüòàòå äè��óçèîííîãî ìàññîïåðåíîñà âå�ùåñòâà îò êëàñòåðîâ ñ áîëüøåé êðèâèçíîé ïîâåðõ�íîñòè ê êëàñòåðàì ñ ìåíüøåé êðèâèçíîé ïîâåðõíî�ñòè (âñëåäñòâèå ý��åêòà �èááñà �Òîìñîíà) ìåëêèåêëàñòåðû ðàñòâîðÿþòñÿ è èñ÷åçàþò, îáóñëîâëèâàÿòåì ñàìûì íåïðåðûâíîå óâåëè÷åíèå ñðåäíåãî ðàçìå�ðà âûäåëåíèé. Ñîãëàñíî ðàáîòàì [2, 3℄, âçàèìîäåé�ñòâèå êëàñòåðîâ äðóã ñ äðóãîì îñóùåñòâëÿåòñÿ ÷åðåçîáîáùåííîå ñàìîñîãëàñîâàííîå äè��óçèîííîå ïîëå.Ýòîò ïðîöåññ, êîãäà êðóïíûå êëàñòåðû ðàñòóò çàñ÷åò ìåëêèõ, íàçûâàþò îñòâàëüäîâñêèì ñîçðåâàíè�åì (ÎÑ) èëè êîàëåñöåíöèåé. Â ïîñëåäíåå âðåìÿ áîëü�øå ïðèæèëîñü ïåðâîå íàçâàíèå � ÎÑ. Èçó÷åíèå ÎÑïîçâîëèëî îïðåäåëÿòü âèä �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿêëàñòåðîâ ïî ðàçìåðàì â çàâèñèìîñòè îò ìåõàíèçìîâìàññîïåðåíîñà.*E-mail: vengrenovih�i.ua

Ïåðâàÿ âñåñòîðîííÿÿ òåîðèÿ ÎÑ äëÿ äè��óçè�îííîãî ìåõàíèçìà ìàññîïåðåíîñà áûëà ðàçðàáîòàíàËè�øèöåì è Ñëåçîâûì [4, 5℄.Ïðè äè��óçèîííîì ìåõàíèçìå ìàññîïåðåíîñààòîìû ðàñòâîðåííîãî âåùåñòâà, äîñòèãàþùèå êëàñ�òåðîâ äè��óçèîííûì ïóòåì, ïîëíîñòüþ ïîãëîùàþò�ñÿ èìè, òàê ÷òî ðîñò êëàñòåðîâ êîíòðîëèðóåòñÿ ìàò�ðè÷íîé äè��óçèåé è, â ÷àñòíîñòè, êîý��èöèåíòîìîáúåìíîé äè��óçèè Dv. Âàãíåð [6℄ âïåðâûå óêàçàë,÷òî ýòî âîçìîæíî, åñëè àòîìû, ïåðåñåêàþùèå ãðàíè�öó ðàçäåëà êëàñòåð�ìàòðèöà è ïîïàäàþùèå íà èõ ïî�âåðõíîñòü â åäèíèöó âðåìåíè, óñïåâàþò îáðàçîâàòüõèìè÷åñêèå ñâÿçè, íåîáõîäèìûå äëÿ âîñïðîèçâåäå�íèÿ ñòðóêòóðû âåùåñòâà êëàñòåðîâ. Åñëè ýòî íå òàê,òî âîêðóã ãðàíèöû ðàçäåëà êëàñòåð�ìàòðèöà ïðîèñ�õîäèò íàêîïëåíèå ðàñòâîðåííûõ àòîìîâ ñ êîíöåíòðà�öèåé C, ðàâíîé ñðåäíåé êîíöåíòðàöèè hCi ðàñòâîðà.Ïðè ýòîì ïðîöåññ ðîñòà óæå êîíòðîëèðóåòñÿ íå êî�ý��èöèåíòîì îáúåìíîé äè��óçèè Dv , à êèíåòè÷å�ñêèì êîý��èöèåíòîì �.Òàêèì îáðàçîì, â ñâîåé ðàáîòå, îïóáëèêîâàííîéòðåìÿ ãîäàìè ïîçæå ðàáîò Ëè�øèöà è Ñëåçîâà,Âàãíåð ðàññìîòðåë äðóãîé ìåõàíèçì ðîñòà êëàñòå�ðîâ, êîíòðîëèðóåìûé ñêîðîñòüþ îáðàçîâàíèÿ õèìè�÷åñêèõ ñâÿçåé íà èõ ïîâåðõíîñòè.�àáîòû [4�6℄ ñîñòàâëÿþò îñíîâó òåîðèè ÎÑ, êî�òîðóþ ïðèíÿòî íàçûâàòü òåîðèåé Ëè�øèöà �Ñëå-çîâà �Âàãíåðà. Â ðàìêàõ ýòîé òåîðèè âïîñëåäñòâèè1040



ÆÝÒÔ, òîì 131, âûï. 6, 2007 Îáîáùåííîå ðàñïðåäåëåíèå Ëè�øèöà �Ñë�åçîâà �Âàãíåðàáûë ðåøåí ðÿä äðóãèõ çàäà÷, ñîîòâåòñòâóþùèõ ÎÑâ óñëîâèÿõ äè��óçèè ïî ãðàíèöàì çåðåí [7, 8℄, ïî�âåðõíîñòíîé äè��óçèè [9, 10℄, äè��óçèè ïî äèñëî�êàöèîííûì òðóáêàì [11�16℄ è ò. ï.Â ïîñëåäíåå âðåìÿ òåîðèÿ Ëè�øèöà �Ñëåçî-âà �Âàãíåðà óñïåøíî èñïîëüçóåòñÿ äëÿ àíàëèçà ýâî�ëþöèè îñòðîâêîâîé ñòðóêòóðû, âîçíèêàþùåé â ïðî�öåññå ñàìîîðãàíèçàöèè â ïîëóïðîâîäíèêîâûõ ãåòåðî�ñèñòåìàõ [17�25℄. Åþ ïîëüçóþòñÿ òàêæå äëÿ îïèñà�íèÿ äèññèïàòèâíûõ ñòðóêòóð â íåðàâíîâåñíûõ ïîëó�ïðîâîäíèêîâûõ ñèñòåìàõ [26, 27℄.Ïî Âàãíåðó ÷èñëî àòîìîâ, êîòîðûå ïåðåñåêàþòãðàíèöó ðàçäåëà êëàñòåð�ìàòðèöà è ïîïàäàþò íà ïî�âåðõíîñòü êëàñòåðà â åäèíèöó âðåìåíè, ðàâíîj1 = 4�r2�hCi; (1)à ÷èñëî ïîêèäàþùèõ åãî àòîìîâ â åäèíèöó âðåìå�íè � j2 = 4�r2�Cr; (2)òàê ÷òî ñóììàðíûé ïîòîê àòîìîâ, ó÷àñòâóþùèõ âîáðàçîâàíèè õèìè÷åñêèõ ñâÿçåé, ðàâåíji = j1 � j2 = 4�r2�(hCi � Cr); (3)ãäå Cr = C1 exp�2�vmrkT � � C1 �1 + 2�vmrkT �� êîíöåíòðàöèÿ àòîìîâ ðàñòâîðåííîãî âåùåñòâà íàãðàíèöå ñ êëàñòåðîì ðàäèóñà r, C1 � ðàâíîâåñíàÿêîíöåíòðàöèÿ ïðè äàííîé òåìïåðàòóðå T , � � ìåæ��àçíàÿ ïîâåðõíîñòíàÿ ýíåðãèÿ, vm � îáúåì àòîìàðàñòâîðåííîãî âåùåñòâà, k � êîíñòàíòà Áîëüöìàíà,� � êèíåòè÷åñêèé êîý��èöèåíò.Ïîòîêè j1 ê êëàñòåðó è j2 îò êëàñòåðà îáóñëîâëå�íû òåïëîâûì äâèæåíèåì àòîìîâ. Ïîòîê j1 ïðîïîð�öèîíàëåí ñðåäíåé êîíöåíòðàöèè ðàñòâîðà hCi, ïîòîêj2 � êîíöåíòðàöèè Cr, êîòîðàÿ äîëæíà óñòàíîâèòü�ñÿ íà ãðàíèöå ñ êëàñòåðîì â ñîîòâåòñòâèè ñ �îðìó�ëîé �èááñà �Òîìñîíà (Cr = C1 exp(2�vm=rkT )).Â âûðàæåíèÿõ (1) è (2) äëÿ ïîòîêîâ j1 è j2 êèíå�òè÷åñêèå êîý��èöèåíòû � ÷èñëåííî ðàâíû ïëîòíî�ñòè ïîòîêà ïðè åäèíè÷íîé êîíöåíòðàöèè. Ïîýòîìó,ñ ó÷åòîì ïðèðîäû ïîòîêîâ, ýòè êîý��èöèåíòû ñ÷è�òàþòñÿ îäèíàêîâûìè.Ââåäåíèå êèíåòè÷åñêîãî êîý��èöèåíòà �, îïðå�äåëÿþùåãî ïîòîêè jk (k = 1; 2), îáóñëîâëåíî íåðàâ�íîâåñíîñòüþ ïðîöåññîâ, ïðîòåêàþùèõ êàê íà ïîâåðõ�íîñòè êëàñòåðîâ, òàê è íà ãðàíèöàõ èõ ðàçäåëà ñìàòðèöåé. Ïî ýòîé ïðè÷èíå âûðàçèòü ïîòîê jk ÷å�ðåç ãðàäèåíò êîíöåíòðàöèè íà ãðàíèöå ðàçäåëà íå

ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì. Ôîðìàëüíî åãî ìîæíîçàïèñàòü ÷åðåç ãðàäèåíò êîíöåíòðàöèè:ji = 4�r2�(hCi � Cr) = 4�r2�r hCi � Crr ; (4)ãäå âåëè÷èíà �r èìååò ðàçìåðíîñòü êîý��èöèåíòàäè��óçèè, îäíàêî òàêîé êîý��èöèåíò äè��óçèè(D� = �r) íå èìååò �èçè÷åñêîãî ñìûñëà. Ïîýòîìóïåðåõîäÿò ê êèíåòèêå.Â ñîñòîÿíèè ðàâíîâåñèÿji = jv = j; (5)ïîýòîìó ïîòîê j àòîìîâ ê êëàñòåðó (îò êëàñòåðà)ìîæåò áûòü âûðàæåí êàêj = 12(ji + jv); (6)ãäå jv � ÷èñëî àòîìîâ, äîñòèãàþùèõ ïîâåðõíîñòèêëàñòåðà â åäèíèöó âðåìåíè áëàãîäàðÿ äè��óçèè.Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ðàñ÷åò �óíê�öèè ðàñïðåäåëåíèÿ êëàñòåðîâ (÷àñòèö) ïî ðàçìåðàìè ñîîòâåòñòâóþùèõ åé âðåìåííûõ çàâèñèìîñòåé äëÿñðåäíèõ (êðèòè÷åñêèõ) è ìàêñèìàëüíûõ ðàçìåðîâ÷àñòèö â çàâèñèìîñòè îò ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ïîòî�êàìè ji è jv. 2. ÑÊÎ�ÎÑÒÜ �ÎÑÒÀÄëÿ îïðåäåëåíèÿ �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñ�òèö ïî ðàçìåðàì, f(r; t), íåîáõîäèìî çíàòü ñêîðîñòü_r = dr=dt ðîñòà ÷àñòèö. Ôóíêöèè f(r; t) è _r ñâÿçàíûìåæäó ñîáîé óðàâíåíèåì íåïðåðûâíîñòè�f(r; t)�t + ��r [f(r; t) _r℄ = 0: (7)Ñêîðîñòü ðîñòà îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿddt �43�r3� = jvm; (8)ãäå âåëè÷èíà j çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì (6). Äëÿ äè���óçèîííîé ÷àñòè ïîòîêà ïîëó÷àåìjv = 4�r2Dv dCdr ����r=R = 4�r2Dv hCi � Crr : (9)Ó÷èòûâàÿ âûðàæåíèÿ (3) è (9), èç óðàâíåíèÿ (8) íà�õîäèìdrdt = 12 (hCi � Cr)vm4�r2 �4�r2� + 4�r2Dv 1r� : (10)6 ÆÝÒÔ, âûï. 6 1041



�. Ä. Âåíãðåíîâè÷, Á. Â. Èâàíñêèé, À. Â. Ìîñêàëþê ÆÝÒÔ, òîì 131, âûï. 6, 2007Îáîçíà÷èì ÷åðåç x è 1�x äîëè ïîòîêîâ jv è ji âîáùåì ïîòîêå j:x = jvj ; 1� x = jij ; jvji = x1� x: (11)Äëÿ òîãî ÷òîáû ñêîðîñòü ðîñòà (10) âûðàçèòü ÷åðåçäîëåâûå ïîòîêè ji è jv , âûíåñåì çà ñêîáêè âòîðîåñëàãàåìîå 4�r2Dv=r è óìíîæèì ÷èñëèòåëü è çíàìå�íàòåëü ïåðâîãî ñëàãàåìîãî íà (hCi�Crg )r2g , ãäå Crg �êîíöåíòðàöèÿ íà ãðàíèöå ñ êëàñòåðîì ìàêñèìàëüíî�ãî ðàçìåðà rg :drdt = 12(hCi � Cr)Dvvmr �� 2664 4�r2g�(hCi � Crg )4�r2gDv (hCi � Crg )rg rrg + 13775 : (12)Ïåðâûé ñîìíîæèòåëü â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ ðàâåíîòíîøåíèþ ïîòîêîâ ji=jv äëÿ ÷àñòèöû ìàêñèìàëüíî�ãî ðàçìåðà è åãî, ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèþ (11), ìîæíîçàìåíèòü íà (1� x)=x, ïîñêîëüêó íèêàêèõ îãðàíè÷å�íèé íà ðàçìåðû ÷àñòèö âûðàæåíèå (11) íå ñîäåðæèò.Êðîìå òîãî, ó÷èòûâàÿ, ÷òîhCi � Cr = 2C1�vmkT � 1rk � 1r� ;ñêîðîñòü ðîñòà (12) ïåðåïèøåòñÿ â âèäådrdt = �C1v2mDvkT 1r2 �1�xx rrg+1�� rrk�1� ; (13)ãäå rk � êðèòè÷åñêèé ðàäèóñ, êîòîðûé â ðàìêàõ òåî�ðèè Ëè�øèöà �Ñëåçîâà �Âàãíåðà ñîâïàäàåò ñî ñðåä�íèì ðàäèóñîì ÷àñòèö, rk = hri.Óðàâíåíèå (13) ñîîòâåòñòâóåò ñêîðîñòè ðîñòàêëàñòåðîâ â óñëîâèÿõ ìàòðè÷íîé äè��óçèè ñ äîëå�âûì âêëàäîì (1� x)-îé ÷àñòè ïîòîêà, êîòîðûé êîí�òðîëèðóåòñÿ êèíåòè÷åñêèì êîý��èöèåíòîì �. Ïðèx = 1 ñêîðîñòü ðîñòà (13) ñîâïàäàåò ñî ñêîðîñòüþðîñòà (2.15), ïðèâåäåííîé â îáçîðå [2℄:dRdt = Dn�1an�1Rn�1 � RRk � 1� ;ãäå êðèòè÷åñêèé ðàäèóñ Rk, ñîãëàñíî ðàáîòå [2℄,îïðåäåëÿåòñÿ ïðåñûùåíèåì � = �=Rk. Ïðè n = 3èìååì D2 = Dv, a2 = C1�v2m=kT .Ïîâòîðÿÿ ïðåäûäóùóþ ïðîöåäóðó è âûíîñÿ çàñêîáêè 4�r2�, ïîëó÷àåìdrdt = C1�v2m�kT 1r � x1�x rgr +1�� rrk�1� : (14)
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�èñ. 1. Ñõåìàòè÷åñêàÿ çàâèñèìîñòü óäåëüíîé ñêî-ðîñòè ðîñòà _r=r îò rÓðàâíåíèå (14) îïèñûâàåò ñêîðîñòü ðîñòà êëàñòåðîââ óñëîâèÿõ, êîíòðîëèðóåìûõ êèíåòè÷åñêèì êîý��è�öèåíòîì � ñ äîëåâûì ó÷àñòèåì x ìàòðè÷íîé äè��ó�çèè. Åñëè x = 0, òî ïðîöåññ ðîñòà áóäåò ïîëíîñòüþîïðåäåëÿòüñÿ êèíåòè÷åñêèì êîý��èöèåíòîì è óðàâ�íåíèå (14) ñîâïàäàåò ñ (2.15) èç [2℄ ïðè n = 2, ãäåD1 = �, a1 = C1�v2m=kT . Â óðàâíåíèÿõ äëÿ ñêî�ðîñòè ðîñòà (13) è (14), ÿâëÿþùèõñÿ êîìáèíàöèåéâàãíåðîâñêîãî è îáû÷íîãî äè��óçèîííîãî ìåõàíèç�ìîâ óêðóïíåíèÿ êëàñòåðîâ, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íèîäíèì èç ñëàãàåìûõ â âûðàæåíèè (6) äëÿ îáùåãîïîòîêà j ïðåíåáðåãàòü íåëüçÿ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïî�òîêè jv è ji äîëæíû áûòü ñðàâíèìû ìåæäó ñîáîé.Íî îáðàçîâàíèå õèìè÷åñêèõ ñâÿçåé ÿâëÿåòñÿ ýëåê�òðîííûì ïðîöåññîì, à êëàññè÷åñêàÿ äè��óçèÿ �àòîìíûì àêòèâàöèîííûì ïðîöåññîì ñ äðóãèì âðå�ìåííûì ìàñøòàáîì. Âîçíèêàåò âîïðîñ, ïðè êàêèõóñëîâèÿõ äâà êà÷åñòâåííî ðàçíûõ âðåìåíè ðåëàêñà�öèè, à èìåííî, âðåìåíà ðåëàêñàöèè õèìè÷åñêèõ ñâÿ�çåé (�b) è äè��óçèè (�d), îêàçûâàþòñÿ ñðàâíèìûìè.Òàêèì îáðàçîì, âîïðîñ îá îòíîøåíèè ìåæäó ïîòîêà�ìè jv è ji ñâîäèòñÿ �àêòè÷åñêè ê îòíîøåíèþ ìåæäóâðåìåíàìè ðåëàêñàöèè �b è �d, à â êîíå÷íîì ñ÷åòå �ê âîïðîñó î âîçìîæíîñòè ðåàëèçàöèè ïðåäëàãàåìîãîìåõàíèçìà ðîñòà êëàñòåðîâ.Îòâåòèòü íà âîçíèêàþùèé âîïðîñ â îáùåì ñëó�÷àå ñëîæíî. Ïî-âèäèìîìó, âðåìåíà ðåëàêñàöèè �b è�d ñðàâíèìû, åñëè ýëåêòðîííûé ïðîöåññ îáðàçîâà�íèÿ õèìè÷åñêèõ ñâÿçåé ÿâëÿåòñÿ àêòèâàöèîííûì èåñëè ýíåðãèè àêòèâàöèè îáîèõ ïðîöåññîâ, ýëåêòðîí�íîãî è äè��óçèîííîãî, ñðàâíèìû ìåæäó ñîáîé.Â ðàáîòå [6℄ ïîëó÷åíû ðåøåíèÿ äëÿ êðàéíèõ ñëó�÷àåâ: x = 0, �d � �b (âàãíåðîâñêèé ìåõàíèçì ðîñòà)è x = 1, �b � �d (äè��óçèîííûé ìåõàíèçì ðîñòà).1042
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�èñ. 2. �àññ÷èòàííàÿ ïî âûðàæåíèþ (28) �óíêöèÿ g(u) (à) è �óíêöèÿ g(u)=gmax (á )Çàìåòèì, ÷òî â ðàáîòå [6℄ âðåìåíà ðåëàêñàöèè íå îá�ñóæäàþòñÿ.Â ðàññìàòðèâàåìîì íàìè ñëó÷àå, êîãäà ðåøå�íèå èùåòñÿ äëÿ ëþáîãî çíà÷åíèÿ x â èíòåðâàëå0 < x < 1, âðåìåíà ðåëàêñàöèè äîëæíû áûòü ñðàâíè�ìû ìåæäó ñîáîé, ïî êðàéíåé ìåðå, äëÿ òàêèõ ñèñòåì,ýêñïåðèìåíòàëüíûå ãèñòîãðàììû êîòîðûõ îïèñûâà�þòñÿ ðàññ÷èòàííûìè êðèâûìè. Íèæå ìû ïðîâåäåìòàêîå ñðàâíåíèå.3. Â�ÅÌÅÍÍÛÅ ÈÇÌÅÍÅÍÈß ÂÅËÈ×ÈÍrgÈ rkÎäíèì èç îñíîâíûõ ïàðàìåòðîâ òåîðèè Ëè�øè�öà �Ñëåçîâà �Âàãíåðà ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèå rg=rk (âòåðìèíàõ ðàáîò [4, 5℄ � ýòî çàïèðàþùàÿ òî÷êà u0),çíàíèå êîòîðîãî, ñîâìåñòíî ñ óðàâíåíèåì (13) èëè(14) äëÿ ñêîðîñòè ðîñòà, ïîçâîëÿåò ïðîèíòåãðèðî�âàòü óðàâíåíèå (7), ïîñëå ðàçäåëåíèÿ â íåì ïåðå�ìåííûõ, è îïðåäåëèòü àíàëèòè÷åñêèé âèä �óíêöèèðàñïðåäåëåíèÿ ïî ðàçìåðàì. Ýòî îòíîøåíèå ìîæíîíàéòè èç êðèâîé çàâèñèìîñòè óäåëüíîé ñêîðîñòè ðî�ñòà _r=r îò r, ñõåìàòè÷åñêè ïîêàçàííîé íà ðèñ. 1, ãäå_r îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì (13) èëè (14) [14℄. Â òî÷�êå, ãäå ñêîðîñòü ðîñòà íà åäèíèöó äëèíû ðàäèóñàêëàñòåðà äîñòèãàåò ìàêñèìóìà, ïðîèçâîäíàÿ ðàâíàíóëþ: ddr � _rr�����r=rg = 0: (15)Ôèçè÷åñêè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìàêñèìàëüíîãî ðàçìå�ðà rg äîñòèãàåò òà èç ÷àñòèö, äëÿ êîòîðîé ñêîðîñòü

ðîñòà åäèíèöû äëèíû åå ðàäèóñà íàèáîëüøàÿ. Èçâûðàæåíèÿ (15) ïîëó÷àåìrgrk = 2 + x1 + x : (16)Ïîëîæèâ â óðàâíåíèè (13) r = rg è çàìåíèâ îò�íîøåíèå rg=rk åãî çíà÷åíèåì (16), ïîñëå èíòåãðèðî�âàíèÿ ïîëó÷èìr3g = A� tx(1 + x) ; A� = 3�v2mC1DvkT ; (17)èëè r3k = A� (1 + x)2x(2 + x)3 t: (18)Ïðè x = 1 ðîñò ÷àñòèö ïîëíîñòüþ êîíòðîëèðóåòñÿêîý��èöèåíòîì îáúåìíîé äè��óçèè:r3g = 12A�t; r3k = 427A�t; rgrk = 32 : (19)Àíàëîãè÷íî èç óðàâíåíèÿ (14) ïîëó÷àåìr2g = B� t1� x2 ; B� = 2�v2mC1�kT ; (20)èëè r2k = B� 1 + x(1� x)(2 + x)2 t: (21)Óðàâíåíèÿ (20) è (21) îïèñûâàþò èçìåíåíèå ñîâðåìåíåì ðàçìåðîâ êëàñòåðîâ, êîãäà èõ ðîñò êîíòðî�ëèðóåòñÿ êèíåòè÷åñêèì êîý��èöèåíòîì �, ñ äîëå�âûì ó÷àñòèåì ìàòðè÷íîé äè��óçèè. Åñëè x = 0, òîïðîöåññ ðîñòà ïîëíîñòüþ êîíòðîëèðóåòñÿ êèíåòèêîéïåðåõîäà ÷åðåç ãðàíèöó ðàçäåëà êëàñòåð�ìàòðèöà:r2g = B�t; r2k = 14B�t; rgrk = 2: (22)1043 6*



�. Ä. Âåíãðåíîâè÷, Á. Â. Èâàíñêèé, À. Â. Ìîñêàëþê ÆÝÒÔ, òîì 131, âûï. 6, 20074. �ÀÑÏ�ÅÄÅËÅÍÈÅ ÏÎ �ÀÇÌÅ�ÀÌÔóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ êëàñòåðîâ ïî ðàçìåðàì,ñîãëàñíî ðàáîòå [14℄, â èíòåðâàëå çíà÷åíèé 0 � x � 1áóäåì èñêàòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ:f(r; t) = '(rg)g(u); (23)ãäå g(u) � ðàñïðåäåëåíèå êëàñòåðîâ ïî îòíîñèòåëü�íûì ðàçìåðàì, u = r=rg . Ôóíêöèþ '(rg) íàõîäèì èççàêîíà ñîõðàíåíèÿ ìàññû äèñïåðñíîé �àçû:M = 43�� rgZ0 r3f(r; t) dr: (24)Ïîñëå ïîäñòàíîâêè â íåãî f(r; t) èç (23) ïîëó÷àåì'(rg) = Qr4g ; (25)ãäå Q = 3M4�� 1Z0 u3g(u) du :Äëÿ îïðåäåëåíèÿ �óíêöèè g(u) âîñïîëüçóåìñÿóðàâíåíèåì íåïðåðûâíîñòè (7), ïîäñòàâëÿÿ â íåãîâìåñòî f(r; t) è _r èõ çíà÷åíèÿ èç (14) (èëè (13)) è(23). Ïðè ïåðåõîäå îò äè��åðåíöèðîâàíèÿ ïî r è tê äè��åðåíöèðîâàíèþ ïî u ïåðåìåííûå ðàçäåëÿþò�ñÿ:dg(u)g(u) = ��4vg � 1u2 dvdu + 2 vu3��� �uvg � vu2��1 du; (26)ãäå ó÷òåíî, ÷òîv = r2 _rB� = �1 + 1� xx u��2 + x1 + xu� 1� ;vg = r2gB� drgdt = v�����u=1 = 1x(1 + x) ;dudr = 1rg ; dudrg = � urg :Ïîäñòàâëÿÿ â âûðàæåíèå (26) çíà÷åíèÿ v, vg èdv=du, ïîñëå íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷àåìóðàâíåíèådg(u)g(u) == �4u3 + u(2x2 + 2x� 1)� 2(1 + x)xu(1� u)2(u+ x+ x2) du; (27)
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�èñ. 3. Ñðàâíåíèå êðèâîé (28) ñ ýêñïåðèìåí-òàëüíûìè ãèñòîãðàììàìè íàíîðàçìåðíûõ ÷àñòèöAl3S [29℄ â ñïëàâàõ Al�S ïðè ðàçëè÷íûõ òåìïå-ðàòóðàõ è âðåìåíàõ âûäåðæêè: à � 300 ÆÑ, 6 ÷;rg=rk = 1:55; á � 300 ÆÑ, 72 ÷; rg=rk = 1:53;â � 300 ÆÑ, 350 ÷; rg=rk = 1:83; ã � 400 ÆÑ, 1 ÷;rg=rk = 1:77; ä � 400 ÆÑ, 5 ÷; rg=rk = 1:831044
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�èñ. 4. Ñðàâíåíèå ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè ãèñòîãðàììàìè íàíîêðèñòàëëîâ Al, ïîëó÷åííûõ ïðè îòæèãå àìîð�íîãîñïëàâà Al85Ni8Y5Co2 (508 Ê) â òå÷åíèå 1 ìèí (à, rg=rk = 1:83) è 2:5 ìèí (á, rg=rk = 1:91) [30℄èíòåãðèðîâàíèå êîòîðîãî ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü àíà�ëèòè÷åñêèé âèä îáîáùåííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ:g(u) = u2(1�u)�B(u+ x2+x)D exp� C1�u� ; (28)ãäå B = 2x4 + 4x3 + 12x2 + 10x+ 5F ;C = �3x2 + 3x+ 3F ;D = �4x4 + 8x3 + 6x2 + 2x+ 1F ;F = x4 + 2x3 + 3x2 + 2x+ 1: (29)Ïðè x = 1 èìååì B = 11=3, C = �1, D = �7=3 èâûðàæåíèå (28) ñîîòâåòñòâóåò ðàñïðåäåëåíèþ Ëè��øèöà �Ñëåçîâà:g(u) = u2(1�u)�11=3(u+2)�7=3 exp�� 11�u� : (30)Ïðè x = 0 èìååì B = 5, C = �3, D = �1 è âûðàæå�íèå (28) ïåðåõîäèò â ðàñïðåäåëåíèå Âàãíåðà:g(u) = u(1� u)�5 exp�� 31� u� : (31)Â èíòåðâàëå 0 � x � 1 ðàñïðåäåëåíèå ïî ðàç�ìåðàì îïèñûâàåòñÿ îáîáùåííîé �óíêöèåé Ëè�øè�öà �Ñëåçîâà �Âàãíåðà.5. ÎÁÑÓÆÄÅÍÈÅÍà ðèñ. 2à ïðèâåäåíû êðèâûå, ñîîòâåòñòâóþùèåðàñïðåäåëåíèþ (28), ðàññ÷èòàííûå ïðè ðàçëè÷íûõ

çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà x, ÷åðåç èíòåðâàë �x = 0:1.Íà âñòàâêå ïîêàçàíà �óíêöèÿ Âàãíåðà (x = 0).Âèäåí ïëàâíûé ïåðåõîä îò ðàñïðåäåëåíèÿ Ëè�øè�öà �Ñëåçîâà (30) ïðè x = 1 ê ðàñïðåäåëåíèþ Âàãíå�ðà (31).Ýòè æå êðèâûå, íîðìèðîâàííûå íà ñâîè ìàêñèìó�ìû, ïîêàçàíû íà ðèñ. 2á. Â òàêîì âèäå îíè óäîáíûäëÿ ñðàâíåíèÿ ñ àíàëîãè÷íî íîðìèðîâàííûìè ýêñïå�ðèìåíòàëüíûìè ãèñòîãðàììàìè.Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ðàñ÷åò òåîðåòè÷åñêîé êðè�âîé ïðè îäíîâðåìåííîì äåéñòâèè äâóõ ìåõàíèçìîâìàññîïåðåíîñà � îáúåìíîé äè��óçèè è õèìè÷åñêîéðåàêöèè íà ãðàíèöå âûäåëåíèå�ìàòðèöà � áûë âû�ïîëíåí ðàíåå ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè ñ èñïîëüçîâàíè�åì ÝÂÌ àâòîðàìè ðàáîò [2, 28℄.Îäíàêî ðàñïðåäåëåíèå (28), ðàññ÷èòàííîå äëÿäâóõ ìåõàíèçìîâ ìàññîïåðåíîñà, êîíòðîëèðóåìûõêîý��èöèåíòîì îáúåìíîé äè��óçèè è êèíåòèêîéïåðåõîäà ðàñòâîðåííûõ àòîìîâ ÷åðåç ãðàíèöó ðàç�äåëà êëàñòåð�ìàòðèöà, ò. å. êèíåòè÷åñêèì êîý��è�öèåíòîì �, â àíàëèòè÷åñêîì âèäå âïåðâûå ïîëó÷å�íî íàìè. ×åì âûøå ñêîðîñòü îáðàçîâàíèÿ õèìè÷å�ñêèõ ñâÿçåé íà ïîâåðõíîñòè ÷àñòèö, òåì ëåã÷å ðàñ�òâîðåííûå àòîìû ïðåîäîëåâàþò ïîòåíöèàëüíûé áà�ðüåð íà ãðàíèöå ðàçäåëà êëàñòåð�ìàòðèöà. Â ýòîìñëó÷àå ñêîðîñòü ðîñòà êëàñòåðîâ â ìåíüøåé ìåðåêîíòðîëèðóåòñÿ êèíåòèêîé íà ãðàíèöå ðàçäåëà è âáîëüøåé ìåðå � äè��óçèîííûìè ïðîöåññàìè ìàñ�ñîïåðåíîñà. Ïðè ýòîì âêëàä äè��óçèîííîãî ïîòî�êà jv â îáùèé ïîòîê âåùåñòâà j ê ÷àñòèöå (îò ÷àñ�òèöû) óâåëè÷èâàåòñÿ, à ðàñïðåäåëåíèå ïî ðàçìåðàìâñå áîëüøå ïðèáëèæàåòñÿ ê ðàñïðåäåëåíèþ Ëè�øè�öà �Ñëåçîâà (30).1045



�. Ä. Âåíãðåíîâè÷, Á. Â. Èâàíñêèé, À. Â. Ìîñêàëþê ÆÝÒÔ, òîì 131, âûï. 6, 2007Íà ðèñ. 3 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ñðàâíåíèÿ òåîðå�òè÷åñêîé êðèâîé (28) ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè ãèñòî�ãðàììàìè íàíîðàçìåðíûõ ÷àñòèö Al3S â ñïëàâàõAl�S [29℄, ñîîòâåòñòâóþùèõ òåìïåðàòóðå 300 ÆÑ èâðåìåíàì âûäåðæêè 6, 72, 350 ÷; òåìïåðàòóðå 400 ÆÑè âðåìåíàì âûäåðæêè 1, 5 ÷. Èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííûåèç ðåçóëüòàòîâ ñðàâíåíèÿ çíà÷åíèÿ x, ìîæíî îïðå�äåëèòü ïðîöåíòíîå ñîîòíîøåíèå ìåæäó ïîòîêàìè èóñòàíîâèòü, êàêîé èç ìåõàíèçìîâ ðîñòà ÷àñòèö ÿâ�ëÿåòñÿ îïðåäåëÿþùèì. Êðîìå òîãî, çíàÿ x, ìîæíîíàéòè îòíîøåíèå rg=rk, êîòîðîå ìîæåò áûòü èñïîëü�çîâàíî çàòåì êàê îöåíî÷íûé ïàðàìåòð ïðè âûáîðåòåîðåòè÷åñêîé êðèâîé äëÿ ñðàâíåíèÿ ñ íóæíîé ãè�ñòîãðàììîé.Èç ðèñ. 3 ñëåäóåò, ÷òî óâåëè÷åíèå âðåìåíè âû�äåðæêè ïðè òåìïåðàòóðå 300 ÆÑ äî 350 ÷ ïðèâîäèòê ñìåíå ìåõàíèçìà ðîñòà ÷àñòèö îò ëèìèòèðóåìîãîïðåèìóùåñòâåííî äè��óçèîííûìè ïðîöåññàìè ìàñ�ñîïåðåíîñà (x = 0:8 (à), x = 0:9 (á )) äî êîíòðîëèðóå�ìîãî ïðåèìóùåñòâåííî êèíåòèêîé íà ãðàíèöå ðàçäå�ëà âûäåëåíèå�ìàòðèöà (x = 0:2 (â)).Óâåëè÷åíèå òåìïåðàòóðû âûäåðæêè äî 400 ÆÑñïîñîáñòâóåò ðîñòó ÷àñòèö â óñëîâèÿõ, êîíòðîëèðóå�ìûõ ïðåèìóùåñòâåííî êèíåòèêîé íà ãðàíèöå ðàçäå�ëà �àç (x = 0:3 (ã), x = 0:2 (ä)).Âîçìîæíîñòü ðåàëèçàöèè ðàññìàòðèâàåìîãî ìå�õàíèçìà ðîñòà ÷àñòèö, êîíòðîëèðóåìîãî îäíîâðåìåí�íî êîý��èöèåíòîì îáúåìíîé äè��óçèè Dv è êèíå�òè÷åñêèì êîý��èöèåíòîì �, ïîäòâåðæäàåòñÿ òàêæåýêñïåðèìåíòàëüíûìè ãèñòîãðàììàìè äëÿ íàíîêðè�ñòàëîâ àëþìèíèÿ, ïîëó÷àåìûõ â ïðîöåññå êðèñòàë�ëèçàöèè àìîð�íîãî ñïëàâà Al85Ni8Y5Co2 [30℄.Íà ðèñ. 4 ïîêàçàíî ñðàâíåíèå ýêñïåðèìåíòàëü�íûõ ãèñòîãðàìì, ïîëó÷åííûõ â ïðîöåññå êðèñòàëëè�çàöèè àìîð�íîãî ñïëàâà ïðè òåìïåðàòóðå 508 Ê âòå÷åíèå 1 è 2.5 ìèí, ñ òåîðåòè÷åñêîé êðèâîé (28).Âèäíî, ÷òî òåîðåòè÷åñêèå êðèâûå íåïëîõî îõâàòûâà�þò ýêñïåðèìåíòàëüíûå ãèñòîãðàììû ïðè çíà÷åíèÿõx = 0:2 (à) è x = 0:1 (á ).Òàêèì îáðàçîì, ðàññìîòðåííûå ïðèìåðû ñðàâ�íåíèÿ ñ ýêñïåðèìåíòîì ïîçâîëÿþò ñäåëàòü âûâîä,÷òî ðàñïðåäåëåíèå (28) âïîëíå ïðèåìëåìî îïèñûâà�åò ýêñïåðèìåíòàëüíûå ãèñòîãðàììû, åñëè ðîñò ÷àñ�òèö â ïðîöåññå ÎÑ êîíòðîëèðóåòñÿ îäíîâðåìåííîäâóìÿ ìåõàíèçìàìè ìàññîïåðåíîñà, ðàññìîòðåííû�ìè ðàíåå ïî îòäåëüíîñòè Ëè�øèöåì, Ñëåçîâûì èÂàãíåðîì. ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. W. Ostwald, Z. Phys. Chem. 34, 495 (1900).
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