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ÎÑÎÁÅÍÍÎÑÒÈ ÄÂÓÕÔÎÒÎÍÍÎÉ ÎÏÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÍÓÒÀÖÈÈÂ ÑÈÑÒÅÌÅ ÁÈÝÊÑÈÒÎÍÎÂ Â ÏÎËÓÏ�ÎÂÎÄÍÈÊÀÕÏ. È. Õàäæè *, Â. Â. ÂàñèëüåâÏðèäíåñòðîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Ò. �. Øåâ÷åíêîMD 3300, Òèðàñïîëü, ÌîëäîâàÈíñòèòóò ïðèêëàäíîé �èçèêè Àêàäåìèè íàóê �åñïóáëèêè ÌîëäîâàMD 2028, Êèøèíåâ, ÌîëäîâàÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 28 àâãóñòà 2006 ã.Èçó÷åíû îñîáåííîñòè ÿâëåíèÿ äâóõ�îòîííîé íóòàöèè â ñèñòåìå êîãåðåíòíûõ áèýêñèòîíîâ â ïîëóïðî-âîäíèêàõ òèïà CuCl. Ïîêàçàíî, ÷òî â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû íóòàöèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîéïðîöåññ ïåðèîäè÷åñêîãî ïðåâðàùåíèÿ ïàð �îòîíîâ â áèýêñèòîíû è îáðàòíî. Ïðåäñêàçàíà âîçìîæíîñòü�àçîâîãî êîíòðîëÿ ïðîöåññà îïòè÷åñêîé íóòàöèè.PACS: 42.65.-k 1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÎïòè÷åñêàÿ íóòàöèÿ îòíîñèòñÿ ê ÿâëåíèÿì êîãå�ðåíòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ïîëÿ ñ âåùåñòâîì è ïðåä�ñòàâëÿåò ñîáîé ïåðèîäè÷åñêîå èçìåíåíèå íà÷àëüíîãîñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû ïîä âëèÿíèåì ïîëÿ âíåøíåé ýëåê�òðîìàãíèòíîé âîëíû, êîòîðîå ïðèâîäèò ê ñîîòâåò�ñòâóþùåé ìîäóëÿöèè èçëó÷åíèÿ ñðåäû [1; 2℄. Ïðè òå�îðåòè÷åñêîì îïèñàíèè ÿâëåíèÿ íóòàöèè îáû÷íî èñ�ïîëüçóåòñÿ ïîëóêëàññè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå, â êîòî�ðîì ñðåäà îïèñûâàåòñÿ êâàíòîâîìåõàíè÷åñêè, à ïî�ëå � êëàññè÷åñêè ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà.Â ðàáîòå [3℄ ïðåäñòàâëåíà òåîðèÿ îïòè÷åñêîé íóòà�öèè â ñèñòåìå èç äâóõóðîâíåâûõ àòîìîâ, âçàèìîäåé�ñòâóþùèõ ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì �îòîíîâ â ðåçîíàòî�ðå. Òåîðèÿ îïòè÷åñêîé íóòàöèè â ýêñèòîííîé îáëà�ñòè ñïåêòðà ðàçâèòà â ðàáîòàõ [4�9℄. Ïîêàçàíî, ÷òî÷àñòîòà íóòàöèè ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò óðîâíÿ âîç�áóæäåíèÿ êðèñòàëëà. Èññëåäîâàíî ÿâëåíèå íóòàöèèâ ñèñòåìå êîãåðåíòíûõ ýêñèòîíîâ, �îòîíîâ è áèýêñè�òîíîâ â îáëàñòèM -ïîëîñû ëþìèíåñöåíöèè ïîëóïðî�âîäíèêîâ [7�10℄. Èçó÷åíà äâóõ�îòîííàÿ íóòàöèÿ âñèñòåìå êîãåðåíòíûõ áèýêñèòîíîâ [8�12℄ è ïîêàçàíî,÷òî îïòè÷åñêàÿ íóòàöèÿ êàê ïåðèîäè÷åñêîå ïðåâðà�ùåíèå �îòîíîâ â áèýêñèòîíû è îáðàòíî èìååò ìåñòîòîëüêî ïðè îòëè÷íîé îò íóëÿ ðàññòðîéêå ðåçîíàíñà*E-mail: tdsu4�idknet.
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ëèáî ïðè ó÷åòå óïðóãèõ ìåæ÷àñòè÷íûõ âçàèìîäåé�ñòâèé.Ïðîöåññ äâóõ�îòîííîãî âîçáóæäåíèÿ áèýêñèòî�íîâ èç îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ êðèñòàëëà õàðàêòåðèçó�åòñÿ ãèãàíòñêîé ñèëîé îñöèëëÿòîðà ïî îòíîøåíèþê ýêñèòîííîìó ïåðåõîäó [13℄. Â ñâÿçè ñ ýòèì ìåòîääâóõ�îòîííîãî âîçáóæäåíèÿ áèýêñèòîíîâ ïîëó÷èëøèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå ïðè ýêñïåðèìåíòàëüíîìèññëåäîâàíèè îïòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ïîëóïðîâîäíèêîâ.Íåëèíåéíîñòü, îáóñëîâëåííàÿ äâóõ�îòîííîé ãåíåðà�öèåé áèýêñèòîíîâ, õîðîøî ïðîÿâëÿåòñÿ â ðàçëè÷íûõíåëèíåéíî-îïòè÷åñêèõ ÿâëåíèÿõ, òàêèõ êàê îïòè÷å�ñêàÿ áèñòàáèëüíîñòü è ìóëüòèñòàáèëüíîñòü [14; 15℄,ÿâëåíèå ñàìîîòðàæåíèÿ ëàçåðíîãî èçëó÷åíèÿ [16℄,íåëèíåéíîå ïðîïóñêàíèå òîíêîé ïëåíêè [17℄, ðàñïðî�ñòðàíåíèå ëàçåðíîãî èçëó÷åíèÿ â íåëèíåéíûõ íà�ïðàâëåííûõ îòâåòâèòåëÿõ [18℄, à òàêæå â ýêñïåðè�ìåíòàëüíûõ [19℄ è òåîðåòè÷åñêèõ [20℄ èññëåäîâàíèÿõîïòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ïðè áîëüøèõ óðîâíÿõ âîçáóæ�äåíèÿ è äð. Îòìåòèì, ÷òî â ðàáîòàõ [8�12℄ íå ðàñ�ñìàòðèâàëèñü �àçîâûå àñïåêòû ÿâëåíèÿ îïòè÷åñêîéíóòàöèè. Ïîýòîìó âîçíèêàåò âîïðîñ î âîçìîæíîñòèïðîÿâëåíèÿ äâóõ�îòîííîé íóòàöèè áèýêñèòîíîâ ïðèó÷åòå íà÷àëüíîé ðàçíîñòè �àç ìåæäó àìïëèòóäàìèìàòåðèàëüíîãî è ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëåé. Ýòîò âî�ïðîñ äî ñèõ ïîð íå ñòàâèëñÿ, è åãî ðåøåíèå íåèçâåñò�íî. Âîçìîæíîñòü îñóùåñòâëåíèÿ �àçîâîãî êîíòðîëÿíåëèíåéíî-îïòè÷åñêèõ ÿâëåíèé îáóñëîâèëà íåîáõî�922



ÆÝÒÔ, òîì 131, âûï. 5, 2007 Îñîáåííîñòè äâóõ�îòîííîé îïòè÷åñêîé íóòàöèè : : :äèìîñòü áîëåå ãëóáîêîãî ðàññìîòðåíèÿ äèíàìèêè ÿâ�ëåíèÿ äâóõ�îòîííîé íóòàöèè áèýêñèòîíîâ ñ ó÷åòîì�àçîâûõ ñîîòíîøåíèé.2. ÎÑÍÎÂÍÛÅ Ó�ÀÂÍÅÍÈß ÒÅÎ�ÈÈÄÂÓÕÔÎÒÎÍÍÎÉ ÍÓÒÀÖÈÈ�àññìîòðèì ÿâëåíèå îïòè÷åñêîé íóòàöèè â ñè�ñòåìå êîãåðåíòíûõ �îòîíîâ è áèýêñèòîíîâ â ïîëó�ïðîâîäíèêàõ òèïà CuCl â óñëîâèÿõ äâóõ�îòîííî�ãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñâåòà ñ áèýêñèòîíàìè ïîä äåé�ñòâèåì óëüòðàêîðîòêèõ èìïóëüñîâ ëàçåðíîãî èçëó�÷åíèÿ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî äëèòåëüíîñòü �p èìïóëü�ñîâ íàìíîãî ìåíüøå âðåìåíè �rel ðåëàêñàöèè áèýê�ñèòîíîâ, �p � �rel. Â ýòîì ñëó÷àå ïðîöåññàìè ðå�ëàêñàöèè áèýêñèòîíîâ ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, òàê êàêîíè íå óñïåâàþò ñðàáàòûâàòü çà âðåìÿ äåéñòâèÿèìïóëüñà. Ïî ýòîé ïðè÷èíå â äàëüíåéøåì ó÷èòû�âàþòñÿ òîëüêî ïðîöåññû âûíóæäåííîãî èçëó÷åíèÿè ïîãëîùåíèÿ ñâåòà ñ ó÷àñòèåì áèýêñèòîíîâ. Ïðåä�ïîëàãàÿ ñïåêòðàëüíóþ øèðèíó �E èìïóëüñîâ íà�ìíîãî ìåíüøåé ýíåðãèè ñâÿçè Im áèýêñèòîíîâ (êîòî�ðàÿ â êðèñòàëëàõ CuCl ñîñòàâëÿåò âåëè÷èíó ïîðÿäêà30�40 ìýÂ [13; 21�24℄), ìîæíî ïðåíåáðå÷ü äðóãèìèïðîöåññàìè, òàêèìè, íàïðèìåð, êàê îïòè÷åñêàÿ ýê�ñèòîí-áèýêñèòîííàÿ êîíâåðñèÿ è ýêñèòîí-�îòîííîåâçàèìîäåéñòâèå. Óêàçàííûå ïðîöåññû õàðàêòåðèçó�þòñÿ îãðîìíîé ðàññòðîéêîé ðåçîíàíñà ñ �îòîíàìè,îáåñïå÷èâàþùèìè äâóõ�îòîííóþ ãåíåðàöèþ áèýêñè�òîíîâ. Ñ÷èòàåì òàêæå, ÷òî äî ïîñòóïëåíèÿ èìïóëü�ñîâ â êðèñòàëë â íåì îòñóòñòâîâàëè ýêñèòîíû è áè�ýêñèòîíû.�àññìàòðèâàåìîå íàìè ÿâëåíèå îïòè÷åñêîé íó�òàöèè ñîñòîèò â ïîïàðíîì ïðåâðàùåíèè îäèíàêî�
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�èñ. 1. Ñõåìà êâàíòîâûõ ïåðåõîäîâ èç îñíîâíîãîñîñòîÿíèÿ êðèñòàëëà â áèýêñèòîííîå

âûõ �îòîíîâ â áèýêñèòîíû è èçëó÷àòåëüíîé ðå�êîìáèíàöèè áèýêñèòîíîâ ñ îáðàçîâàíèåì ïàð �îòî�íîâ (ðèñ. 1). �àìèëüòîíèàí, îïèñûâàþùèé ïðîöåññûäâóõ�îòîííîé ãåíåðàöèè è èçëó÷àòåëüíîé ðåêîìáè�íàöèè áèýêñèòîíîâ, èìååò âèä [8; 9; 13; 14℄Hint = ~��b̂y
̂
̂+ 
̂y
̂yb̂� ; (1)ãäå b̂ (b̂y) è 
̂ (
̂y) � îïåðàòîðû óíè÷òîæåíèÿ (ðîæ-äåíèÿ) ñîîòâåòñòâåííî áèýêñèòîíà è �îòîíà, � �êîíñòàíòà äâóõ�îòîííîãî âîçáóæäåíèÿ áèýêñèòîíîâèç îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ êðèñòàëëà [13℄. Îïðåäåëèìåå èç ñëåäóþùèõ ñîîáðàæåíèé. Ïðè íèçêèõ óðîâ�íÿõ âîçáóæäåíèÿ âåðîÿòíîñòü äâóõ�îòîííîé ãåíå�ðàöèè áèýêñèòîíîâ ìàëà. Îäíàêî ñ ðîñòîì óðîâíÿâîçáóæäåíèÿ âåðîÿòíîñòü ýòîãî ïðîöåññà óâåëè÷è�âàåòñÿ. Â ðàáîòå [13℄ ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ êðèñòàëëîâòèïà CuCl è CdS âåðîÿòíîñòü ïðîöåññà äâóõ�îòîí�íîãî âîçáóæäåíèÿ áèýêñèòîíîâ ñðàâíèâàåòñÿ ñ âåðî�ÿòíîñòüþ îäíî�îòîííîãî âîçáóæäåíèÿ ýêñèòîíîâ èçîñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ êðèñòàëëà ïðè ïëîòíîñòè �îòî�íîâ f
 = 1015 ñì�3. Ïîýòîìó, ñëåäóÿ ðàáîòå [13℄, ìîæ�íî çàïèñàòü, ÷òî �pf
 = ', ãäå ' � êîíñòàíòà ýêñè�òîí-�îòîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ. Õàðàêòåðíîå ïîëåE
 ìîæíî îïðåäåëèòü èç âûðàæåíèÿ E2
=8� = ~!f
.Äàëåå ïîëàãàåì � = '=pf
.Óñëîâèåì ïðèìåíèìîñòè ãàìèëüòîíèàíà (1) ÿâëÿ�åòñÿ íåðàâåíñòâî �E � Im, êîòîðîå óïîìèíàëîñüâûøå. Ýòî íåðàâåíñòâî ëåãêî îáåñïå÷èâàåòñÿ â êðèñ-òàëëå CuCl [13; 21�24℄. Îá ýòîì ñâèäåòåëüñòâóþò ýêñ�ïåðèìåíòû ïî íàáëþäåíèþ ïðîöåññà äâóõ�îòîííîéãåíåðàöèè áèýêñèòîíîâ èç îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ êðè�ñòàëëà. Ïîñêîëüêó òàêèå ïðîöåññû õàðàêòåðèçóþòñÿãèãàíòñêîé ñèëîé îñöèëëÿòîðà [13; 21�24℄, îíè èìåþòìåñòî äàæå ïðè óìåðåííûõ óðîâíÿõ âîçáóæäåíèÿ,ò. å. ïðè óìåðåííûõ ïëîòíîñòÿõ áèýêñèòîíîâ.Èñïîëüçóåì ïðèáëèæåíèå ñðåäíåãî ïîëÿ, â êîòî�ðîì ñðåäíåå çíà÷åíèå îïåðàòîðîâ îòëè÷íî îò íóëÿ:hb̂i = b 6= 0, h
̂i = 
 6= 0. Âåëè÷èíû b è 
 çäåñüñ÷èòàþòñÿ êîìïëåêñíûìè àìïëèòóäàìè ìàòåðèàëü�íîãî è ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëåé. Óñðåäíÿÿ ãåéçåí�áåðãîâñêèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äëÿ îïåðàòîðîâ b̂ è
̂ (i~ _̂b = [b̂; Ĥ ℄ è ò. ä.), â ýòîì ïðèáëèæåíèè ïîëó÷àåìóðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ àìïëè�òóä b è 
. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âñå �îòîíû ÿâëÿþò�ñÿ êîãåðåíòíûìè. Îíè èìåþò îäíó è òó æå ÷àñòîòó,âîëíîâîé âåêòîð è ïîëÿðèçàöèþ, ïðè÷åì ýòè õàðàê�òåðèñòèêè íå ìåíÿþòñÿ çà âðåìÿ äåéñòâèÿ èìïóëü�ñà. Îáðàçóþùèåñÿ áèýêñèòîíû òîæå ÿâëÿþòñÿ êîãå�ðåíòíûìè. Òîãäà â óñëîâèÿõ ïîëíîé êîãåðåíòíîñòèñèñòåìû ìîæíî �àêòîðèçîâàòü ñðåäíåå çíà÷åíèå îòïðîèçâåäåíèÿ íåñêîëüêèõ îïåðàòîðîâ â âèäå ïðîèç�923



Ï. È. Õàäæè, Â. Â. Âàñèëüåâ ÆÝÒÔ, òîì 131, âûï. 5, 2007âåäåíèÿ ñðåäíèõ çíà÷åíèé êàæäîãî èç îïåðàòîðîâ.Ïîëó÷àþùàÿñÿ òàêèì îáðàçîì ñèñòåìà íåëèíåéíûõäè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ èñïîëüçîâàíèåì ãà�ìèëüòîíèàíà (1), îïèñûâàþùàÿ âðåìåííóþ ýâîëþ�öèþ àìïëèòóä ìàòåðèàëüíîãî è ýëåêòðîìàãíèòíîãîïîëåé, èìååò âèä i_b = 
0b+ �

; (2)i _
 = !
+ 2�
�b; (3)ãäå 
0 � ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà áèýêñèòîíà, ! � ÷àñ�òîòà �îòîíà. Ïîñêîëüêó ñîñòîÿíèÿ �îòîíîâ è áèýê�ñèòîíîâ ÿâëÿþòñÿ êîãåðåíòíûìè è ìàêðîçàïîëíåí�íûìè, âåëè÷èíû b è 
 ìîæíî ñ÷èòàòü �óíêöèÿìèâðåìåíè è ïðåäñòàâèòü èõ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ àì�ïëèòóä è �àçîâûõ ìíîæèòåëåé.Ïîëó÷åííóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé (2), (3) äîïîë�íèì íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè, êîòîðûå çàïèøåì â âè�äå bjt=0 = b0 exp(i'0); 
jt=0 = 
0 exp(i 0); (4)ãäå êàæäàÿ èç ïåðåìåííûõ õàðàêòåðèçóåòñÿ ñâîåéíà÷àëüíîé àìïëèòóäîé è �àçîé. Èç óðàâíåíèé (2),(3) âèäíî, ÷òî ÿâëåíèå äâóõ�îòîííîé íóòàöèè áè�ýêñèòîíîâ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóùåñòâåííî íåëèíåé�íûé ïðîöåññ.Óðàâíåíèÿ (2), (3) äëÿ êîìïëåêñíûõ àìïëèòóä bè 
 äîïóñêàþò ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ, èç êîòîðûõëåãêî ïîëó÷èòü çàêîí äèñïåðñèè ïîëÿðèòîííîãî òè�ïà â îáëàñòè ÷àñòîòû áèýêñèòîííîãî ïåðåõîäà:
 = 12 �
0 + 2! �p(
0 � 2!)2 + 16�2f � ; (5)ãäå 
 � ÷àñòîòà ïîëÿðèòîíà, f = j
j2 � ñòàöèîíàð�íàÿ ïëîòíîñòü �îòîíîâ. Âèäíî, ÷òî �îðìà è ïîëî�æåíèå ïîëÿðèòîííûõ âåòâåé çàâèñÿò îò óðîâíÿ âîç�áóæäåíèÿ êðèñòàëëà. Âåëè÷èíà ðàñùåïëåíèÿ ìåæ�äó ïîëÿðèòîííûìè âåòâÿìè ïðè 
0 = 2! ðàâíà�
 = 4�pf . �àñùåïëåíèå òåì áîëüøå, ÷åì áîëüøåñòàöèîíàðíàÿ ïëîòíîñòü f �îòîíîâ.Ââåäåì äàëåå â ðàññìîòðåíèå ïëîòíîñòè ÷àñòèöN = jbj2, f = j
j2 è äâå êîìïîíåíòû ¾ïîëÿðèçàöèè¿,Q = i(b�

�
�
�b) è R = b�

+
�
�b. Èñïîëüçóÿ óðàâ�íåíèÿ (2) è (3), ëåãêî ïîëó÷èòü ñëåäóþùóþ ñèñòåìóíåëèíåéíûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:_N = ��Q; _f = 2�Q; (6)_Q = �R+ 2�f(4N � f); (7)_R = �Q�; (8)

ãäå � = 2!�
0 � ðàññòðîéêà ðåçîíàíñà. Èñïîëüçóÿóñëîâèÿ (4), ìîæíî çàïèñàòü íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿïëîòíîñòè ÷àñòèö è êîìïîíåíò ¾ïîëÿðèçàöèè¿:N jt=0 � N0 = jb0j2; f jt=0 � f0 = j
0j2;Qjt=0 � Q0 = 2f0pN0 sin �0;Rjt=0 � R0 = 2f0pN0 
os �0; (9)ãäå �0 = '0 � 2 0 � íà÷àëüíàÿ ðàçíîñòü �àç.�åøàÿ ñèñòåìó (6)�(8) ñ èñïîëüçîâàíèåì óñëîâèé(9), ïîëó÷àåì èíòåãðàë äâèæåíèÿ äëÿ ïëîòíîñòè ÷àñ�òèö è âûðàæåíèå äëÿ Q:2N + f = 2N0 + f0; (10)Q2 = � ��� (N0 �N)� 2f0pN0 
os �0�2 ++ 4N(2N0 + f0 � 2N)2: (11)Âûðàæåíèå (10) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàêîí ñîõðà�íåíèÿ ÷èñëà ÷àñòèö â ñèñòåìå. Èñïîëüçóÿ äàëåå óðàâ�íåíèå äëÿ _N èç (6) è âûðàæåíèå (11) äëÿ Q, ìîæ�íî ïîëó÷èòü ðåøåíèå äëÿ �óíêöèè N(t). Äàëåå áó�äåì èíòåðåñîâàòüñÿ âðåìåííîé ýâîëþöèåé ïëîòíî�ñòè áèýêñèòîíîâ ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ íà÷àëü�íûõ ïëîòíîñòåé N0 è f0 ÷àñòèö è íà÷àëüíîé ðàçíî�ñòè �àç �0. Âðåìåííóþ ýâîëþöèþ ïëîòíîñòè �îòî�íîâ, f(t), ëåãêî íàéòè, èñïîëüçóÿ óðàâíåíèå (10).3. �ÅØÅÍÈß Ó�ÀÂÍÅÍÈÉ. ÎÁÑÓÆÄÅÍÈÅ�ÅÇÓËÜÒÀÒÎÂÈç óðàâíåíèé (6) è (11) ñëåäóåò, ÷òî åñëè â íà�÷àëüíûé ìîìåíò f0 = 0, à N0 6= 0, òî ñèñòåìà íå ýâî�ëþöèîíèðóåò, îíà ïîêîèòñÿ. Ïëîòíîñòü áèýêñèòîíîâN = N0 = 
onst íå èçìåíÿåòñÿ âî âðåìåíè. Ñëåäîâà�òåëüíî, â îòñóòñòâèå �îòîíîâ â íà÷àëüíûé ìîìåíòâðåìåíè íåâîçìîæåí ïðîöåññ äâóõ�îòîííîãî ðàñïà�äà áèýêñèòîíîâ. Ýòî îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî ïðè ïî�ëó÷åíèè ñèñòåì óðàâíåíèé (2), (3) è çàòåì (6)�(8)ìû ó÷èòûâàëè òîëüêî èíäóöèðîâàííûå ïåðåõîäû, àñïîíòàííûìè ïðåíåáðåãàëè. Ïîýòîìó åñëè â íà÷àëü�íûé ìîìåíò âðåìåíè îòñóòñòâóþò �îòîíû, òî îò�ñóòñòâóþò è âûíóæäåííûå ïðîöåññû èçëó÷åíèÿ. Ïîýòîé ïðè÷èíå ïëîòíîñòü áèýêñèòîíîâ íå ìåíÿåòñÿ.Íàïðîòèâ, åñëè N0 = 0, à f0 6= 0, òî ñèñòåìà ýâî�ëþöèîíèðóåò âî âðåìåíè è ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (6)äëÿ ïëîòíîñòè áèýêñèòîíîâ èìååò âèäN = N� sn2 �2�pN+ t� ; (12)ãäå snx � ýëëèïòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ ßêîáè [25℄ 
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ÆÝÒÔ, òîì 131, âûï. 5, 2007 Îñîáåííîñòè äâóõ�îòîííîé îïòè÷åñêîé íóòàöèè : : :N� = 12 �f0 + s2 �ps2(2f0 + s2)� ;k2 = N�N+ ; s = �4� : (13)Èç âûðàæåíèÿ (12) ñëåäóåò, ÷òî ïëîòíîñòü áèýêñèòî�íîâ îñöèëëèðóåò âî âðåìåíè, èçìåíÿÿñü îò íóëÿ äîN = N� ñ ïåðèîäîìT = K(k)�pN+ ; (14)ãäåK(k) � ïîëíûé ýëëèïòè÷åñêèé èíòåãðàë ïåðâîãîðîäà ñ ìîäóëåì k [25℄.Èç ñîîòíîøåíèé (13) âèäíî, ÷òîN� = f20=4s2 ïðès2 � f0 è êðèâàÿ N�(s) èìååò �îðìó, ïîäîáíóþ êðè�âîé Ëîðåíöà. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ìàêñèìàëüíàÿ ïëîò�íîñòü ìîíîòîííî óáûâàåò ñ ðîñòîì j�j, ò. å. íå âñåèñõîäíûå �îòîíû ïðåâðàùàþòñÿ â áèýêñèòîíû. Ýòîîáóñëîâëåíî ðàçëè÷íîé ñòåïåíüþ äå�îðìàöèè ïîëÿ�ðèòîííûõ âåòâåé ïðè � 6= 0, ò. å. ðàçëè÷íûìè âêëà�äàìè �îòîííîé è áèýêñèòîííîé êîìïîíåíò â �îðìè�ðîâàíèå ïîëÿðèòîííûõ âåòâåé çàêîíà äèñïåðñèè.Èç âûðàæåíèÿ (14) ñëåäóåò, ÷òî ïðè áîëüøèõ ðàñ�ñòðîéêàõ ðåçîíàíñà (s2 � f0), ò. å. â ïðåäåëå ìàëîéïëîòíîñòè �îòîíîâ â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè,ïåðèîä êîëåáàíèé T óáûâàåò ñ ðîñòîì s:T = �2�jsj :Íàîáîðîò, ïðè áîëüøîé ïëîòíîñòè �îòîíîâ(f0 � s2) ïåðèîä êîëåáàíèé ìîíîòîííî ðàñòåòñ ðîñòîì f0 (ëèáî ñ óìåíüøåíèåì s),T = ln �4p2f0 jsj��p2f0 ;è îáðàùàåòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü ïðè jsj ! 0. Ïðè íó�ëåâîé ðàññòðîéêå ðåçîíàíñà (� = 0) ðåøåíèå (12)ïðèíèìàåò âèäN = f02 th2 ��p2f0 t� : (15)Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðè � = 0 âðåìåííàÿ ýâî�ëþöèÿ ïëîòíîñòè áèýêñèòîíîâ ÿâëÿåòñÿ àïåðèîäè÷å�ñêîé: ïëîòíîñòü áèýêñèòîíîâ ìîíîòîííî ðàñòåò ñîâðåìåíåì, ïîêà âñå �îòîíû ïîïàðíî íå ïðåâðàòÿòñÿâ áèýêñèòîíû, ÷åì ïðîöåññ ýâîëþöèè è çàâåðøàåòñÿ.Èçó÷èì áîëåå äåòàëüíî ÿâëåíèå äâóõ�îòîííîéíóòàöèè áèýêñèòîíîâ äëÿ ñëó÷àÿ òî÷íîãî ðåçîíàí�ñà, � = 0. Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèÿ (6) è (11), îñíîâ�íîå óðàâíåíèå ýâîëþöèè áèýêñèòîíîâ ìîæíî ïðåä�ñòàâèòü â âèäå�dNdt �2 +W (N) = E0; (16)

ãäå W = �16N(N �N0 � f0=2)2;E0 = �4f20N0 
os2 �0: (17)Âûðàæåíèå (16) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàêóðàâíåíèå êîëåáàíèé íåëèíåéíîãî îñöèëëÿòîðà, ãäå(dN=dt)2, W (N) è E0 èãðàþò ðîëü ñîîòâåòñòâåííîêèíåòè÷åñêîé, ïîòåíöèàëüíîé è ïîëíîé ýíåðãèè.Êà÷åñòâåííî ïîâåäåíèå �óíêöèè N(t) ìîæíî óñòà�íîâèòü, èçó÷àÿ çàâèñèìîñòü ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèèíåëèíåéíîãî îñöèëëÿòîðà îò N ïðè ðàçëè÷íûõñîîòíîøåíèÿõ ìåæäó ïàðàìåòðàìè. Ïðè íóëåâîéïîëíîé ýíåðãèè (E0 = 0) èçìåíåíèå �óíêöèè N(t)âîçìîæíî â òîé îáëàñòè çíà÷åíèé N , ãäå W (N) � 0.Ìàêñèìàëüíîå è ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèÿ �óíêöèèN(t), ìåæäó êîòîðûìè îíà èçìåíÿåòñÿ, îïðåäåëÿ�þòñÿ èç ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ W (N) = 0. Èç ñèñòåìûóðàâíåíèé (6)�(9) ìîæíî óñòàíîâèòü íà÷àëüíîåóñëîâèå äëÿ ñêîðîñòè èçìåíåíèÿ �óíêöèè N(t).Âèäíî, ÷òî çíàê ïðîèçâîäíîé dN=dt ïðè t = 0îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî çíàêîì �óíêöèè sin �0. Ïðèíà÷àëüíîé ðàçíîñòè �àç �(2k + 1) � �0 � 2�(k + 1)ïîëó÷àåì dN=dtjt=0 > 0, à ïðè 2�k � �0 � �(2k+1),k = 0; 1; 2; : : : èìååì dN=dtjt=0 < 0.Îáñóäèì îñîáåííîñòè âðåìåííîé ýâîëþöèè ïëîò�íîñòè áèýêñèòîíîâ ñíà÷àëà äëÿ íà÷àëüíîé ðàçíîñòè�àç �0 = �(2k + 1)�=2, k = 0; 1; 2; : : : Èç âûðàæå�íèÿ (17) ñëåäóåò, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ïîëíàÿ ýíåðãèÿE0 = 0. Óðàâíåíèå W (N) = E0 = 0 èìååò òðè êîð�íÿ: N1 = 0, N2 = N3 = N0 + f0=2. Ïîýòîìó ðåøåíèåóðàâíåíèÿ äëÿ N(t) èìååò âèäN = �N0 + f02 ���24pN0 �pN0+f0=2 th�2�pN0+f0=2 t�pN0+f0=2�pN0 th�2�pN0+f0=2 t�352 ; (18)ãäå çíàêè ¾+¿ è ¾�¿ ñîîòâåòñòâóþò íà÷àëüíûì óñëî�âèÿì _N jt=0 > 0 è _N jt=0 < 0. Íà ðèñ. 2 ïðåäñòàâëåíàâðåìåííàÿ ýâîëþöèÿ ðåøåíèé (18) ñî çíàêàìè ¾+¿è ¾�¿ (ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîòèâîïîëîæíûì ïî çíà�êó íà÷àëüíûì ðàçíîñòÿì �àç �0 = �(2k + 1)�=2,k = 0; 1; 2; : : : ) äëÿ ïëîòíîñòè áèýêñèòîíîâ N(t) âçàâèñèìîñòè îò îòíîøåíèÿ f0=N0.Èç ðåøåíèÿ (18) è ðèñ. 2 ñëåäóåò, ÷òî â ïðåäå�ëå áîëüøèõ âðåìåí (2�pN0 + f0=2 t� 1) ïëîòíîñòüáèýêñèòîíîâ àñèìïòîòè÷åñêè ñòðåìèòñÿ ê çíà÷åíèþN0 + f0=2, ò. å. ñ òå÷åíèåì âðåìåíè âñå �îòîíû ïðå�âðàùàþòñÿ â áèýêñèòîíû. Âðåìÿ íîðìèðîâàíî íà âå�ëè÷èíó �0 = �2�pN0 ��1. �åøåíèÿ ñî çíàêàìè ¾+¿925
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�èñ. 2. Âðåìåííàÿ ýâîëþöèÿ íîðìèðîâàííîé ïëîòíîñòè N=N0 áèýêñèòîíîâ ïðè íà÷àëüíîé ðàçíîñòè �àç�0 = �(2k + 1)�=2 (à) è �0 = (2k + 1)�=2 (á ), ò. å. ðåøåíèÿ ñî çíàêàìè ¾+¿ è ¾�¿, äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèéïàðàìåòðà f0=N0 (k = 0; 1; 2; : : : )è ¾�¿ ïî-ðàçíîìó âåäóò ñåáÿ òîëüêî íà íà÷àëüíîìýòàïå ýâîëþöèè. Â îáëàñòè ïëàòî �óíêöèÿN=N0 äëÿäàííîãî ìîìåíòà âðåìåíè ëèíåéíî ðàñòåò ñ ðîñòîìïàðàìåòðà f0=N0. �åøåíèå ñî çíàêîì ¾+¿, ñïðàâåä�ëèâîå ïðè �0 = �(2k+1)�=2, k = 0; 1; 2; : : : , ñî âðåìå�íåì ìîíîòîííî ðàñòåò îò çíà÷åíèÿ N0 äî çíà÷åíèÿN0 + f0=2 (ðèñ. 2à). Ñêîðîñòü ðîñòà íà íà÷àëüíîìýòàïå òåì áîëüøå, ÷åì áîëüøå çíà÷åíèå ïàðàìåòðàf0=N0. �åøåíèå ñî çíàêîì ¾�¿, ñïðàâåäëèâîå ïðè�0 = +(2k + 1)�=2, k = 0; 1; 2; : : : , íà íà÷àëüíîì ýòà�ïå ñíà÷àëà óáûâàåò ñî ñêîðîñòüþ òåì áîëüøåé, ÷åìáîëüøå ïàðàìåòð f0=N0, â ìîìåíò âðåìåíè t = t0,t0 = arthpN0=(N0 + f0=2)2�pN0 + f0=2 ; (19)îáðàùàåòñÿ â íóëü, çàòåì ìîíîòîííî ðàñòåò è òàêæåñòðåìèòñÿ ê çíà÷åíèþ N0 + f0=2 (ðèñ. 2á ). Òàêèìîáðàçîì, îáà ðåøåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêè ñòðåìÿòñÿ êîäíîìó è òîìó æå çíà÷åíèþ ïëîòíîñòè áèýêñèòîíîâN = N0 + f0=2. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èìåþùèåñÿ â ñè�ñòåìå �îòîíû ïîëíîñòüþ ïðåâðàùàþòñÿ â áèýêñèòî�íû, ÷åì ïðîöåññ ýâîëþöèè è çàâåðøàåòñÿ. Ñèñòåìà âîáðàòíîì íàïðàâëåíèè (ñ ðàñïàäîì áèýêñèòîíîâ) íåýâîëþöèîíèðóåò. Ïîýòîìó ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òîïðè �0 = �(2k + 1)�=2, k = 0; 1; 2; : : : , ïðîöåññ ïðå�âðàùåíèÿ âñåõ �îòîíîâ â áèýêñèòîíû ÿâëÿåòñÿ àïå�ðèîäè÷åñêèì, õîòÿ ðåøåíèå ñî çíàêîì ¾�¿ íà íà�÷àëüíîì ýòàïå îïèñûâàåò ïðîöåññ ðàñïàäà âñåõ áè�ýêñèòîíîâ ñ ïîñëåäóþùèì èõ âîññòàíîâëåíèåì è ãå�íåðàöèåé äîïîëíèòåëüíîãî êîëè÷åñòâà áèýêñèòîíîâçà ñ÷åò èìåþùèõñÿ â ñèñòåìå �îòîíîâ. Îòìåòèì, ÷òîâðåìÿ t0, â òå÷åíèå êîòîðîãî ðåøåíèå ñî çíàêîì ¾�¿

îáðàùàåòñÿ â íóëü, òåì áîëüøå, ÷åì áîëüøåN0. ÏðèN0 = 0 ïîëó÷àåì t0 = 0, ïðè ýòîì ðåøåíèÿ (18) ñîçíàêàìè ¾+¿ è ¾�¿ ñîâïàäàþò è ïðèâîäÿò ê ðåøå�íèþ (15).Îáñóäèì òåïåðü äèíàìèêó âçàèìîäåéñòâèÿ áè�ýêñèòîíîâ ñî ñâåòîì äëÿ íà÷àëüíîé ðàçíîñòè �àç�0 = �k�, k = 0; 1; 2; : : : , êîãäà ïîëíàÿ ýíåðãèÿ E0îòëè÷íà îò íóëÿ è ðàâíà E0 = �4f20N0. ÓðàâíåíèåW (N) = E0 â ýòîì ñëó÷àå èìååò òðè äåéñòâèòåëü�íûõ ïîëîæèòåëüíûõ êîðíÿ, îäèí èç êîòîðûõ ñîâïà�äàåò ñ íà÷àëüíîé ïëîòíîñòüþ N0 áèýêñèòîíîâ, à äâàäðóãèõ îïðåäåëÿþòñÿ �îðìóëàìèN� = 12 hN0 + f0 �pN0(N0 + 2f0) i : (20)Çäåñü N+ ÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøèì êîðíåì, à ñîîòíî�øåíèå ìåæäó N� è N0 îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèÿìè N0è f0. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî N0 < N� ïðè N0 < f0=4,N0 > N� ïðè N0 > f0=4 è, íàêîíåö, N0 è N� ñîâïà�äàþò ïðè N0 = f0=4. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì èìåþòìåñòî òðè ðàçëè÷íûõ ðåøåíèÿ äëÿ �óíêöèè N(t).Ïðè N0 < f0=4 ïîëó÷àåìN = N0 + (N� �N0) sn2 �2�pN+ �N0 t� : (21)Ìîäóëü k ýëëèïòè÷åñêîé �óíêöèè ßêîáè è ïåðèîäT êîëåáàíèé ïëîòíîñòè áèýêñèòîíîâ îïðåäåëÿþòñÿâûðàæåíèÿìèk2 = N� �N0N+ �N0 ; T = K(k)�pN+ �N0 : (22)Ôóíêöèÿ N(t) èçìåíÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêè â ïðåäåëàõîò N0 äî N�.926



ÆÝÒÔ, òîì 131, âûï. 5, 2007 Îñîáåííîñòè äâóõ�îòîííîé îïòè÷åñêîé íóòàöèè : : :Ïðè N0 > f0=4 íàõîäèì, ÷òîN = N+ + N0 �N+dn2 �2�pN+ �N� t� : (23)Ìîäóëü k ýëëèïòè÷åñêîé �óíêöèè è ïåðèîä T ñîîò�âåòñòâåííî ðàâíûk2 = N0 �N�N+ �N� ; T = K(k)�pN+ �N� : (24)Ôóíêöèÿ N(t) îñöèëëèðóåò â ïðåäåëàõ îò N� äî N0.Íàêîíåö, ïðè N0 = f0=4 íàõîäèìN = N0: (25)Ïåðèîä ¾êîëåáàíèé¿ ïðè ýòîì ðàâåíT0 = ��p3f0 : (26)Èç ðàâåíñòâà (25) ñëåäóåò, ÷òî ïðè N0 = f0=4ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â ïîêîå, òàê êàê ïðîöåññ ïðå�âðàùåíèÿ �îòîíîâ â áèýêñèòîíû è ïðîöåññ èçëó�÷àòåëüíîé ðåêîìáèíàöèè áèýêñèòîíîâ ñáàëàíñèðî�âàíû. Ïðè N0 = f0=4 ïîëíàÿ ýíåðãèÿ îñöèëëÿòî�ðà ñîâïàäàåò ñ ìèíèìóìîì ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèèE0 = Wmin = �f30 . Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíèîñöèëëÿòîð íàõîäèòñÿ íà äíå ïîòåíöèàëüíîé ÿìû èåãî íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü ðàâíà íóëþ, â ýòîì ñëó÷àåêîëåáàíèÿ îòñóòñòâóþò. Â ñàìîì äåëå, åñëè â óðàâ�íåíèÿõ (6)�(11) ïîëîæèòü N = N0 + x, ãäå jxj < N0,òî ïðè f0 = 4N0 ëèíåàðèçîâàííàÿ âåðñèÿ îñíîâíîãîóðàâíåíèÿ äàåò óðàâíåíèå_x2 + 48�2N0x = 0;ðåøåíèå êîòîðîãî ïðè íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõxjt=0 = _xjt=0 = 0 èìååò âèä x = 0, ò. å. N = N0.×àñòîòà ¾êîëåáàíèé¿ ïðè ýòîì ðàâíà !20 = 48�2N0,÷òî ñîâïàäàåò ñ (26).Àìïëèòóäà A êîëåáàíèé ïëîòíîñòè áèýêñèòîíîâïðè �0 = �k�, k = 0; 1; 2; : : : îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæå�íèåì A = 12 ���N0 � f0 +pN0(N0 + 2f0) ��� : (27)Íà ðèñ. 3 ïðåäñòàâëåíà âðåìåííàÿ ýâîëþöèÿ íîð�ìèðîâàííîé ïëîòíîñòè N=N0 áèýêñèòîíîâ ïðè ðàç�ëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà f0=N0 äëÿ íà÷àëüíîéðàçíîñòè �àç �0 = �k�, k = 0; 1; 2; : : : è ïðè ðàñ�ñòðîéêå � = 0. Âèäíî, ÷òî ïëîòíîñòü áèýêñèòî�íîâ ïåðèîäè÷åñêè èçìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì. Ñðàçóæå ïîñëå íà÷àëüíîãî ìîìåíòà âðåìåíè ïëîòíîñòüáèýêñèòîíîâ óáûâàåò (âîçðàñòàåò) ïðè f0=N0 < 4
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0�èñ. 3. Âðåìåííàÿ ýâîëþöèÿ íîðìèðîâàííîé ïëîò-íîñòè N=N0 áèýêñèòîíîâ ïðè íà÷àëüíîé ðàçíîñòè�àç �0 = �k�, k = 0; 1; 2; : : : â çàâèñèìîñòè îò ïà-ðàìåòðà f0=N0(f0=N0 > 4). Ïðè f0=N0 = 4 êîëåáàíèÿ îòñóòñòâó�þò, ïëîòíîñòü áèýêñèòîíîâ N=N0 = 1. Ïîâåðõíîñòü,ÿâëÿþùàÿñÿ îãèáàþùåé âñåõ ìàêñèìóìîâ �óíêöèèN(t)=N0 ïðè f0=N0 < 4 è âñåõ ìèíèìóìîâ ïðèf0=N0 > 4, ÿâëÿåòñÿ ïëîñêîñòüþ ñ êîîðäèíàòîéN=N0 = 1. Çíà÷åíèÿ �óíêöèè N(t)=N0 è åå ìèíèìó�ìîâ â îáëàñòè f0=N0 < 4 ðàñïîëàãàþòñÿ íèæå åäèíè�öû, ò. å. íèæå îãèáàþùåé ïëîñêîñòè. Ñîîòâåòñòâåííîçíà÷åíèÿ �óíêöèè N(t)=N0 è åå ìàêñèìóìû â îáëà�ñòè f0=N0 > 4 ðàñïîëàãàþòñÿ âûøå åäèíèöû. Ïðèf0=N0 = 4 âñå ìàêñèìóìû ïðåîáðàçóþòñÿ â ìèíè�ìóìû è íàîáîðîò. Ïðî�èëè ìèíèìóìîâ â îáëàñòèf0=N0 < 4 ÿâëÿþòñÿ äîâîëüíî óçêèìè è îñòðûìè ïîñðàâíåíèþ ñ áîëåå ñãëàæåííûìè ïðî�èëÿìè ìàêñè�ìóìîâ. Â îáëàñòè f0=N0 > 4 ïðî�èëè ìèíèìóìîâ èìàêñèìóìîâ ïðàêòè÷åñêè îäèíàêîâû. Èç ðèñ. 3 âèä�íî òàêæå, ÷òî ñ ðîñòîì îòíîøåíèÿ f0=N0 àìïëèòó�äà êîëåáàíèé �óíêöèè N(t)=N0 ñíà÷àëà ìîíîòîííîóáûâàåò, îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðè f0=N0 = 4 è çàòåìñíîâà ðàñòåò.×òî êàñàåòñÿ ïåðèîäà êîëåáàíèé T , òî îí ìîíî�òîííî óáûâàåò ñ ðîñòîì îòíîøåíèÿ f0=N0 îò áåñ�êîíå÷íî áîëüøîãî çíà÷åíèÿ ïðè f0=N0 � 1 äî íó�ëÿ ïðè f0=N0 � 1 (ðèñ. 4). Èç ïîëó÷åííûõ ðåøå�íèé ñëåäóåò, ÷òî ïðîöåññ äâóõ�îòîííîé íóòàöèè áè�ýêñèòîíîâ ïðè íà÷àëüíîé ðàçíîñòè �àç �0 = �k�,k = 0; 1; 2; : : : ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêèì âî âðåìåíè.Ïðè ïðîèçâîëüíûõ çíà÷åíèÿõ íà÷àëüíîé ðàçíî�ñòè �àç �0 äèíàìèêà ïðîöåññà ñóùåñòâåííî îïðåäå�927
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0�èñ. 4. Çàâèñèìîñòü ïåðèîäà T=T0 êîëåáàíèé ïëîò-íîñòè áèýêñèòîíîâ îò íà÷àëüíîé ðàçíîñòè �àç �0 èâåëè÷èíû ïàðàìåòðà f0=N0ëÿåòñÿ âåëè÷èíîé �0. Ïîëíàÿ ýíåðãèÿ íåëèíåéíîãîîñöèëëÿòîðà â ýòîì ñëó÷àå çàâèñèò îò �0 è ðàâíàE0 = �4f20N0 
os2 �0. Êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ ïëîòíî�ñòè áèýêñèòîíîâ îïðåäåëÿþòñÿ èç ðåøåíèÿ êóáè÷å�ñêîãî óðàâíåíèÿN3 � (2N0 + f0)N2 ++ (2N0 + f0)24 N � N0f20 
os2 �04 = 0; (28)êîòîðîå ñëåäóåò èç óñëîâèÿ W (N) = E0. Èññëåäîâà�íèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ïîêàçûâàåò, ÷òî âî âñåé îáëà�ñòè èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ N0, f0 è �0 îíî èìååò òðèäåéñòâèòåëüíûõ ïîëîæèòåëüíûõ êîðíÿ, äâà èç êîòî�ðûõ, Nmin è Nmax, îïðåäåëÿþò àìïëèòóäó A êîëåáà�íèé ïëîòíîñòè áèýêñèòîíîâ. Òðåòèé êîðåíü,N = N1,ÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøèì: N1 > Nmax > N0 > Nmin. Ñðîñòîì �0 îò íóëÿ äî �=2 óðîâåíü ïîëíîé ýíåðãèèE0 ïîñòåïåííî ñìåùàåòñÿ ââåðõ, ïðèáëèæàÿñü ê íó�ëþ ïðè �0 = ��=2. Ýòî ïðèâîäèò ê èçìåíåíèþ êî�îðäèíàò òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé E0 ñ êóáè÷åñêîéïàðàáîëîé W (N). Ñ ðîñòîì �0 êîðåíü Nmax ìîíî�òîííî ðàñòåò, à êîðíè Nmin è N1 ìîíîòîííî óáû�âàþò, ïðè÷åì Nmin = 0, à N1 = Nmax = N0 + f0ïðè �0 = ��=2. Åñëè N0 = f0=4, òî ïðè �0 = �k�,k = 0; 1; 2; : : : êîðíè Nmin è Nmax ñîâïàäàþò è ðàâ�íû N0, à N1 = 4N0, òîãäà êàê ïðè �0 = ��=2 êîðíèNmax è N1 ñîâïàäàþò è ðàâíû 3N0, à Nmin = 0. Îò�ìåòèì, ÷òî ïðè �0 = �k�, k = 0; 1; 2; : : : êîðíè Nmaxè Nmin ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû N0 è N�, à N1 = N+,ãäå âåëè÷èíû N� îïðåäåëÿþòñÿ �îðìóëîé (20). Â

îáùåì ñëó÷àå äëÿ òðåõ óêàçàííûõ êîðíåé èìåþò ìå�ñòî âûðàæåíèÿNmax = 13(2N0 + f0)�1� 
os �� 2�3 � ;Nmin = 13(2N0 + f0)�1� 
os �+ 2�3 � ;N1 = 13(2N0 + f0)�1 + 
os �3 � ; (29)ãäå 
os� = �1 + 27f20N0 
os2 �0(2N0 + f0)3 :�åøåíèå óðàâíåíèÿ äëÿ N(t) â ýòîì ñëó÷àå ïðèíè�ìàåò âèäN = Nmin + (Nmax �Nmin)�� sn2 �2�pN1 �Nmin t� F ('0; k)� ; (30)ãäå'0 = ar
sin N0�NminNmax�Nmin ; k2 = Nmax�NminN1�Nmin ; (31)à F ('0; k) � íåïîëíûé ýëëèïòè÷åñêèé èíòåãðàë ïåð�âîãî ðîäà [25℄.Àìïëèòóäà A è ïåðèîä T êîëåáàíèé âûðàæàþòñÿ�îðìóëàìèA = 1p3 (2N0+f0) sin �3 ; T = K(k)�pN1�Nmin : (32)�åøåíèÿ ñî çíàêàìè ¾+¿ è ¾�¿ ñîîòâåòñòâóþò íà�÷àëüíûì óñëîâèÿì _N jt=0 > 0 è _N jt=0 < 0.Èç ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ (30) âèäíî, ÷òî ïðî�öåññ äâóõ�îòîííîé íóòàöèè áèýêñèòîíîâ ÿâëÿåòñÿïåðèîäè÷åñêèì. Àìïëèòóäà è ïåðèîä êîëåáàíèé ñó�ùåñòâåííî çàâèñÿò îò íà÷àëüíîé ðàçíîñòè �àç �0 èîò íà÷àëüíûõ ïëîòíîñòåé N0 è f0 ÷àñòèö. ÏîëàãàÿN0 è f0 �èêñèðîâàííûìè, ìîæíî óïðàâëÿòü äèíàìè�êîé ïðîöåññà íóòàöèè, èçìåíÿÿ òîëüêî ëèøü íà÷àëü�íóþ ðàçíîñòü �àç �0. Íà ðèñ. 5 ïðåäñòàâëåíà âðåìåí�íàÿ ýâîëþöèÿ ïëîòíîñòè áèýêñèòîíîâ â çàâèñèìîñòèîò íà÷àëüíîé ðàçíîñòè �àç �0 êàê îò ïàðàìåòðà ïðè�èêñèðîâàííîì çíà÷åíèè îòíîøåíèÿ f0=N0. Âèäíî,÷òî ñ ðîñòîì �0 îò íóëÿ äî �=2 àìïëèòóäà è ïåðè�îä êîëåáàíèé ïëîòíîñòè áèýêñèòîíîâ ìîíîòîííî ðàñ�òóò. Îòìåòèì, ÷òî äàæå èñ÷åçàþùå ìàëîå èçìåíåíèå�0 îòíîñèòåëüíî �=2 ïðèâîäèò ê ðåçêîé ñìåíå àïå-ðèîäè÷åñêîãî ðåæèìà ýâîëþöèè íà ïåðèîäè÷åñêèé.Åñëè â (32) ïîëîæèòü �0 = �=2 � ", ãäå " � 1, òîïåðèîä êîëåáàíèé T ìîæíî ïðåäñòàâèòü ïðèáëèæåí�íîé �îðìóëîéT = 12�pN0 + f0=2 ln 16(f0 +N0)3=2pN0 f0" ; (33)928
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0�èñ. 5. Âðåìåííàÿ ýâîëþöèÿ íîðìèðîâàííîé ïëîò-íîñòè N=N0 áèýêñèòîíîâ â çàâèñèìîñòè îò íà÷àëü-íîé ðàçíîñòè �àç �0 ïðè � = 0 è f0=N0 = 4
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0�èñ. 6. Çàâèñèìîñòü àìïëèòóäû êîëåáàíèé ïëîò-íîñòè �N=N0 áèýêñèòîíîâ îò íîðìèðîâàííîé ðàñ-ñòðîéêè ðåçîíàíñà s=pN0 è ïàðàìåòðà f0=N0 ïðè�0 = �k�, k = 0; 1; 2; : : :òîãäà êàê àìïëèòóäà êîëåáàíèé ñëàáî óáûâàåò ñ ðîñ�òîì " (ïðè "� 1) è ðàâíàAN0 = 1 + f02N0 :×åòâåðòûì íåçàâèñèìûì óïðàâëÿþùèì ïàðàìåò�ðîì òåîðèè (êðîìå N0, f0, �0) ÿâëÿåòñÿ ðàññòðîé�êà ðåçîíàíñà �. Ïðè � 6= 0 ðåøåíèÿ ñóùåñòâåííîóñëîæíÿþòñÿ. Âàæíûì ñâîéñòâîì èçó÷àåìîãî ïðî�öåññà ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ïðè � 6= 0 àïåðèîäè÷åñêèåïðîöåññû îòñóòñòâóþò. Àìïëèòóäà è ïåðèîä êîëåáà�íèé çàâèñÿò è îò ðàññòðîéêè ðåçîíàíñà �.

Îáñóäèì äèíàìèêó ïðîöåññà äâóõ�îòîííîé íóòà�öèè áèýêñèòîíîâ ïðè � 6= 0 äëÿ ñëó÷àÿ �0 = �k�,k = 0; 1; 2; : : : Êàê è ïðè � = 0, â ýòîì ñëó÷àå òàêæåâîçìîæíû òðè ðàçëè÷íûõ òèïà ðåøåíèé. Âûðàæå�íèå (11) äëÿ Q2 ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿòðåõ áèíîìîâ:Q2 = 16(N+ �N)(N� �N)(N �N0);ãäå N� = 12 (N0 + f0 + s2�� s�pN0+s�2 ��pN0�s�2+2f0�) ;s = �4�: (34)Ïîëàãàÿ çäåñü � = 0 (s = 0), ïîëó÷àåì âûðàæå�íèå (20). Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè N0 < N�0 , òî ìûïðèõîäèì ê ðåøåíèÿì (21), (22), åñëè æå N0 > N�0 ,òî ðåøåíèÿìè ñëóæàò âûðàæåíèÿ (23), (24) è, íàêî�íåö, åñëè N0 = N�0 , òî ðåøåíèå ïðåäñòàâëÿåòñÿ ââèäå (25). ÇäåñüN�0 = 12 �s2 + f02 �ps2(s2 + f0) � : (35)Àìïëèòóäà A êîëåáàíèé îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæå�íèåìAN0 = 12 ������1� f0N0 � s2N0++ vuut�1 + spN0 �2 "�1� spN0 �2 + 2f0N0 # ������ : (36)Àìïëèòóäà êîëåáàíèé èìååò ìàêñèìóìû â çàâèñèìî�ñòè îò s ïðè s = f0=2pN0 è s = �pN0, ãäå ñîîòâåò�ñòâåííî A = N0 è A = f0=2, è îáðàùàåòñÿ â íóëüïðè s=pN0 = f0=4N0 � 1 (ðèñ. 6).Â îáùåì ñëó÷àå ïðè ïðîèçâîëüíûõ �0, N0, f0 è �ðåøåíèå äëÿ N(t) âûðàæàåòñÿ �îðìóëîé (30), ãäåòðè õàðàêòåðíûå ïëîòíîñòè N1 > Nmax > Nminòåïåðü ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè ñëåäóþùåãî êóáè÷åñêîãîóðàâíåíèÿ:N3 �N2(2N0 + f0 + s2) ++N h(N0 + f0=2)2 + 2s2N0 � sf0pN0 
os �0i�� s2N20 � (f20N0 
os2 �0)=4 ++ sf0N0pN0 
os �0 = 0: (37)11 ÆÝÒÔ, âûï. 5 929
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�èñ. 7. Âðåìåííàÿ ýâîëþöèÿ ïëîòíîñòè áèýêñèòîíîâ N â çàâèñèìîñòè îò âåëè÷èíû ïàðàìåòðà f0=N0 äëÿ çíà÷åíèéíîðìèðîâàííîé ðàññòðîéêè ðåçîíàíñà s=pN0 = 0 (à), 0:01 (á ), 0:1 (â), 0:99 (ã)Ïðè �0 = �(2k + 1)�=2 �óíêöèÿ N(t) çàâèñèòîò âåëè÷èíû íîðìèðîâàííîé ðàññòðîéêè ðåçîíàíñàs=pN0, íî íå çàâèñèò îò åå çíàêà. Íà ðèñ. 7 ïðåäñòàâ�ëåíà âðåìåííàÿ ýâîëþöèÿ N(t) ïëîòíîñòè áèýêñèòî�íîâ â çàâèñèìîñòè îò âåëè÷èíû ïàðàìåòðà f0=N0 äëÿ÷åòûðåõ çíà÷åíèé íîðìèðîâàííîé ðàññòðîéêè ðåçî�íàíñà s=pN0. Âèäíî, ÷òî ñ ðîñòîì ïàðàìåòðà s=pN0âîçíèêàåò ðÿä íîâûõ îñîáåííîñòåé âðåìåííîé ýâîëþ�öèè ñèñòåìû. Åñëè ïðè s = 0 èìååò ìåñòî àïåðèî�äè÷åñêèé ðåæèì ýâîëþöèè (ðèñ. 7à), òî ïðè s > 0îí çàìåíÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêèì ðåæèìîì. Ïðè ýòîì÷åì áîëüøå s=pN0, òåì ìåíüøå ïåðèîä êîëåáàíèé(ðèñ. 7á�ã). Êðîìå òîãî, ïðè s = 0 ïëîòíîñòü áèýê�ñèòîíîâ äëÿ �èêñèðîâàííîãî ìîìåíòà âðåìåíè t ëè�íåéíî ðàñòåò ñ ðîñòîì ïàðàìåòðà f0=N0. Ïðè s > 0ðîñò ïëîòíîñòè áèýêñèòîíîâ îêàçûâàåòñÿ íåëèíåé�íûì, ïðè÷åì ÷åì áîëüøå çíà÷åíèå âåëè÷èíû s=pN0,òåì áûñòðåå ðàçâèâàþòñÿ ìàêñèìóìû �óíêöèè N(t)ñ ðîñòîì f0=N0 (ðèñ. 7). Âèäíî òàêæå, ÷òî àìïëèòóäàêîëåáàíèé �óíêöèè N(t) áûñòðî óáûâàåò ñ ðîñòîìïàðàìåòðà s=pN0, òàê êàê ïðè ýòîì ðàñòåò ìèíèìóì�óíêöèè N(t), íî óáûâàåò åå ìàêñèìóì. Ýòè îñîáåí�íîñòè ëåãêî ïîíÿòü, åñëè îáðàòèòüñÿ ê âûðàæåíèþ

(11) è ó÷åñòü, ÷òî ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ íåëèíåé�íîãî îñöèëëÿòîðà W (N) = �Q2(N) < 0 ïðè s 6= 0íàõîäèòñÿ â áîëåå óçêîé îáëàñòè çíà÷åíèé N , ÷åìïðè s = 0. Ýòà îáëàñòü çíà÷åíèé áûñòðî ñóæàåòñÿ ñðîñòîì ðàññòðîéêè � (ëèáî s=pN0 ).Èç ðèñ. 8 ìîæíî âèäåòü, ÷òî ïåðèîä êîëåáàíèéïëîòíîñòè áèýêñèòîíîâ ìîíîòîííî óáûâàåò ñ ðîñòîìïàðàìåòðîâ s=pN0 è f0=N0. Åñëè �0 6= (2k+1)�=2, òîýâîëþöèÿ �óíêöèè N(t) çàâèñèò íå òîëüêî îò âåëè�÷èíû íîðìèðîâàííîé ðàññòðîéêè ðåçîíàíñà s=pN0,íî òàêæå è îò åå çíàêà.4. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ�åçþìèðóåì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû. Èç ïîëó÷åí�íûõ âûðàæåíèé ñëåäóåò, ÷òî ÿâëåíèå äâóõ�îòîííîéíóòàöèè â ñèñòåìå êîãåðåíòíûõ �îòîíîâ è áèýêñè�òîíîâ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëèáî àïåðèîäè÷åñêèé ðå�æèì ïîïàðíîãî ïðåâðàùåíèÿ âñåõ �îòîíîâ â áèýêñè�òîíû ïðè íà÷àëüíîé ðàçíîñòè �àç �0 = �(2k+1)�=2,k = 0; 1; 2; : : : , ëèáî ïåðèîäè÷åñêèé ðåæèì ïðå�âðàùåíèÿ �îòîíîâ â áèýêñèòîíû è îáðàòíî ïðè�0 6= �(2k + 1)�=2. Ïðåäñêàçûâàåòñÿ âîçìîæíîñòü930
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0�èñ. 8. Ïåðèîä êîëåáàíèé ïëîòíîñòè áèýêñèòîíîâïðè �0 = �=2 â çàâèñèìîñòè îò s=pN0 è f0=N0óñòàíîâëåíèÿ îñîáîãî ðåæèìà ýâîëþöèè ñèñòåìûïðè �0 = �k�, k = 0; 1; 2; : : : � ïîêîÿ. Ïðè íåïðåðûâ�íîì èçìåíåíèè îòíîøåíèÿ f0=N0 ïëîòíîñòåé ÷àñòèöàìïëèòóäà êîëåáàíèé íåïðåðûâíî èçìåíÿåòñÿ è îá�ðàùàåòñÿ â íóëü ïðè f0 = 4N0. ×àñòîòà íóòàöèè ñó�ùåñòâåííî îïðåäåëÿåòñÿ íà÷àëüíûìè ïëîòíîñòÿìè÷àñòèö è íà÷àëüíîé ðàçíîñòüþ �àç �0. Âëèÿíèå íà�÷àëüíîé ðàçíîñòè �àç �0 íà ïðîöåññ íóòàöèè ñâèäå�òåëüñòâóåò î âîçìîæíîñòè �àçîâîãî êîíòðîëÿ ýòî�ãî ïðîöåññà. Ñïîñîáû îñóùåñòâëåíèÿ �àçîâîãî êîí�òðîëÿ â ñèñòåìå ìàòåðèàëüíûõ è ýëåêòðîìàãíèòíûõâîëí â óñëîâèÿõ áîçå-ýéíøòåéíîâñêîé êîíäåíñàöèèîáñóæäàþò
ÿ â ðàáîòå [26℄.Îöåíèì ïåðèîä êîëåáàíèé èñõîäÿ èç �îðìóëû(26) è âûðàæåíèÿ äëÿ êîíñòàíòû � äâóõ�îòîííîãîâîçáóæäåíèÿ áèýêñèòîíîâ â âèäå � = '=pf0 [13℄.Äëÿ êîíñòàíòû ýêñèòîí-�îòîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ' áåðåì âåëè÷èíó ' = 4 � 1011 
�1 [8℄. Òîãäà ïðèf0 � 1015 ñì�3 â ñîîòâåòñòâèè ñ âûðàæåíèåì (26)ïîëó÷àåì äëÿ ïåðèîäà êîëåáàíèé T0 � 0:5 � 10�11 ñ,à äëÿ ÷àñòîòû íóòàöèè 
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