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ÕÀÎÑ Â ÊÎÌÏÎÇÈÒÍÛÕ ÁÈËËÈÀ�ÄÀÕÂ. �. ÁàðüÿõòàðÈíñòèòóò ìàãíåòèçìà Íàöèîíàëüíîé àêàäåìèè íàóê Óêðàèíû03142, Êèåâ, ÓêðàèíàÂ. Â. ßíîâñêèé *, Ñ. Â. Íàéäåíîâ, À. Â. ÊóðèëîÈíñòèòóò ìîíîêðèñòàëëîâ Íàöèîíàëüíîé àêàäåìèè íàóê Óêðàèíû61001, Õàðüêîâ, ÓêðàèíàÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 14 ìàðòà 2006 ã.�àññìîòðåíû ìåõàíèçìû è îñîáåííîñòè õàîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ â áèëëèàðäàõ ñ ðàñùåïëåíèåì (ïðåëîì-ëåíèåì) ëó÷åé. Ïîêàçàíî, ÷òî â êîìïîçèòíûõ áèëëèàðäàõ, â îòëè÷èå îò îáû÷íûõ, äåòåðìèíèðîâàííî-õàî-òè÷åñêèì ñòàíîâèòñÿ çàêîí äâèæåíèÿ, êîòîðûé êîäèðóåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ïîñåùåíèÿ ëó÷àìè ðàç-íûõ ñðåä. Èññëåäîâàíèå âåäåòñÿ â ðàìêàõ ãåîìåòðî-äèíàìè÷åñêîãî ïîäõîäà, â êîòîðîì âìåñòî îáû÷íîãîãàìèëüòîíîâîãî �àçîâîãî ïðîñòðàíñòâà èñïîëüçóåòñÿ ñèììåòðè÷íîå �àçîâîå ïðîñòðàíñòâî. Èçó÷åíû ýëå-ìåíòû õàîòèçàöèè â êîìïîçèòíûõ áèëëèàðäàõ îáùåãî ïîëîæåíèÿ. �àññìîòðåíà äèíàìèêà ëó÷åé â êîëü-öåâîì áèëëèàðäå, ñîñòîÿùåì èç äâóõ êîíöåíòðè÷åñêèõ ñðåä ñ ðàçíûìè êîý��èöèåíòàìè ïðåëîìëåíèÿ.PACS: 05.45.-a 1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÁèëëèàðäû îòíîñÿòñÿ ê âàæíîìó êëàññó äèíà�ìè÷åñêèõ ñèñòåì [1, 2℄. Òàêèå �èçè÷åñêèå ñèñòåìûïîðîæäàþòñÿ ñâîáîäíûì äâèæåíèåì ìàòåðèàëüíûõ÷àñòèö (èëè ãåîìåòðè÷åñêèõ ëó÷åé) âíóòðè íåêîòî�ðîé îáëàñòè ñ ïðîñòåéøèì çàêîíîì çåðêàëüíîãî îò�ðàæåíèÿ îò åå ãðàíèö. Êîíöåïöèÿ äåòåðìèíèðîâàí�íîãî õàîñà â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå áûëà íåðàçðûâ�íî ñâÿçàíà ñ áèëëèàðäàìè [3℄. Áîëåå òîãî, áèëëèàð�äû îêàçàëèñü ïîëåçíîé òåîðåòè÷åñêîé ìîäåëüþ äëÿðàçâèòèÿ ïîíÿòèÿ êâàíòîâîãî õàîñà [4℄. Èìåííî ñ èñ�ñëåäîâàíèÿìè áèëëèàðäîâ ñâÿçàí ïðîãðåññ â ïîíè�ìàíèè ýðãîäè÷íîñòè ñòàòèñòè÷åñêîé �èçèêè [5℄. Õî�ðîøî èçâåñòíû è ìíîãî÷èñëåííû �èçè÷åñêèå ïðèëî�æåíèÿ áèëëèàðäîâ. Ñðåäè íàèáîëåå èçâåñòíûõ ìîæ�íî óïîìÿíóòü ðåçîíàòîðû è âîëíîâîäû � àêóñòè�÷åñêèå [6, 7℄, îïòè÷åñêèå [8℄ è ìèêðîâîëíîâûå [9℄;êâàíòîâûå òî÷êè [10℄ è ñâåðõïðîâîäÿùèå àíäðååâ�ñêèå áèëëèàðäû [11℄; ãàç Ëîðåíöà è ãàç ñòàëêèâàþ�ùèõñÿ øàðîâ êàê ïîïóëÿðíûå ìîäåëè êèíåòè÷åñêîéòåîðèè; íóêëîíû â êîðîòêîäåéñòâóþùåì ïîòåíöèàëåàòîìíîãî ÿäðà è ìàãíèòîîïòè÷åñêèå ëîâóøêè ¾õî�ëîäíûõ àòîìîâ¿; ñâåòîñîáèðàíèå â ñöèíòèëëÿöèîí�*E-mail: yanovsky�is.kharkov.ua

íûõ äåòåêòîðàõ [12℄. Ïðèíöèïèàëüíûé ïðîãðåññ âïîíèìàíèè äèíàìè÷åñêèõ ñâîéñòâ áèëëèàðäîâ (ýð�ãîäè÷íîñòü, ëîêàëüíàÿ íåóñòîé÷èâîñòü [3℄, ïåðåìå�øèâàíèå [13, 14℄, ñâÿçü ñ çàäà÷åé î ñîáñòâåííûõ êî�ëåáàíèÿõ ìåìáðàíû [15℄, õàîñ â âûñøèõ ðàçìåðíî�ñòÿõ [16℄ è äð.) áûë äîñòèãíóò ñðàâíèòåëüíî íåäàâ�íî, íå ñ÷èòàÿ îáøèðíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ èññëåäîâà�íèé áèëëèàðäîâ â ìíîãîóãîëüíèêàõ [17℄. Ñðåäè èç�âåñòíûõ áèëëèàðäîâ íàèáîëüøóþ ïîïóëÿðíîñòü ïðè�îáðåëè ïîëíîñòüþ õàîòè÷åñêèå � ðàññåèâàþùèå áèë�ëèàðäû Ñèíàÿ [13℄ ñ îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíîé ãðà�íèöû è �îêóñèðóþùèå áèëëèàðäû òèïà ¾ñòàäèîíà¿Áóíèìîâè÷à [14℄ ñ íåîòðèöàòåëüíîé êðèâèçíîé.Â ðàáîòå èçó÷àåòñÿ íîâûé òèï áèëëèàðäà � êîì�ïîçèòíûé áèëëèàðä. Ôèçè÷åñêèì ïðèìåðîì ñèñòå�ìû, ïðèâîäÿùåé ê òàêîìó òèïó, ìîæåò ñëóæèòüñöèíòèëëÿöèîííûé äåòåêòîð, ñîñòîÿùèé èç äâóõ ìà�òåðèàëîâ, èìåþùèõ ðàçíûå êîý��èöèåíòû ïðåëîì�ëåíèÿ. Ýòà ñèñòåìà åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïðèâîäèòê îáîáùåííîé ìîäåëè áèëëèàðäà, â êîòîðîé ïðèñóò�ñòâóþò äâà íîâûõ ýëåìåíòà. Ýòî ¾ðàçìíîæåíèå¿ ëó�÷åé ïðè îòðàæåíèè è ïðåëîìëåíèè íà ãðàíèöå ñðåä,à òàêæå äîïîëíèòåëüíûé ê çàêîíó çåðêàëüíîãî îò�ðàæåíèÿ çàêîí ïðåëîìëåíèÿ ëó÷åé. Îáà ýëåìåíòàñâÿçàíû ñ ïîÿâëåíèåì ïðîíèöàåìûõ ãðàíèö ðàçäå�335
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S1

S2�èñ. 1. Ïîêàçàíû ÷åòûðå ñåãìåíòà â êîìïîçèòíîìáèëëèàðäå, èìåþùèå îäèíàêîâûå óãëîâûå êîîðäè-íàòû (S1; S2)
ëà ñðåä ïðè ñîõðàíåíèè îáû÷íûõ (âíåøíèõ) ãðàíèöáèëëèàðäà. Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå ïðèñóòñòâóåò òîëü�êî îäíà òàêàÿ ãðàíèöà. Áîëåå ñëîæíûå êîìïîçèòíûåáèëëèàðäû ñîîòâåòñòâóþò, íàïðèìåð, ñöèíòèëëÿöè�îííûì äåòåêòîðàì, ñîñòîÿùèì èç íåñêîëüêèõ ìàòå�ðèàëîâ, èìåþùèõ ðàçíûå êîý��èöèåíòû ïðåëîìëå�íèÿ. Îíè îáëàäàþò êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì âíóòðåí�íèõ ãðàíèö ðàçäåëà ñðåä.Ìîäåëü êîìïîçèòíîãî áèëëèàðäà ñîõðàíÿåò ìíî�ãèå ñâîéñòâà îáû÷íûõ áèëëèàðäîâ. Íàïðèìåð, ðàñ�ïðîñòðàíåíèå ëó÷åé òîëüêî â îäíîé èç ñðåä ïîëíî�ñòüþ ñîâïàäàåò ñ ïîâåäåíèåì ëó÷åé â îáû÷íîì áèë�ëèàðäå. Îäíàêî äèíàìèêà ëó÷åé, ïåðåõîäÿùèõ èç îä�íîé ñðåäû â äðóãóþ, ìîæåò ïðèîáðåòàòü íåîáû÷íûåñâîéñòâà. Â äàííîé ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî ïðè ýâîëþ�öèè òàêèõ (ïðåëîìëåííûõ) ëó÷åé �èçè÷åñêè ðåàëè�çóåòñÿ äðóãàÿ êîíöåïöèÿ äåòåðìèíèðîâàííîãî õàîñà.Äåòåðìèíèðîâàííî-õàîòè÷åñêèì ñòàíîâèòñÿ ñàì çà�êîí äâèæåíèÿ ëó÷åé. Êðîìå òîãî, ïðîÿâëÿþòñÿ íî�âûå ìåõàíèçìû îáû÷íîé õàîòèçàöèè, ñâÿçàííûå ñîñâîéñòâàìè ïðåëîìëÿþùèõ ãðàíèö. Íàìè äåòàëüíîðàññìîòðåí ïðîñòîé ïðèìåð êîëüöåâîãî êîìïîçèòíî�ãî áèëëèàðäà è îïèñàíû åãî äèíàìè÷åñêèå ñâîéñòâà.Êîìïîçèòíûå áèëëèàðäû � íîâûé òèï äèíàìè÷å�ñêèõ ñèñòåì, èññëåäîâàíèå êîòîðûõ äîëæíî ñóùå�ñòâåííî ðàñøèðèòü îáëàñòü �óíäàìåíòàëüíûõ ïîíÿ�òèé è ïðèëîæåíèé íåëèíåéíîé äèíàìèêè è äåòåðìè�íèðîâàííîãî õàîñà.
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�èñ. 2. Ïðèìåð ïðîñòîãî êîìïîçèòíîãî áèëëèàð-äà. Ñðåäû ñ ðàçíûìè êîý��èöèåíòàìè ïðåëîìëå-íèÿ îòìå÷åíû øòðèõîâêîé, à ãðàíèöà áèëëèàðäà èãðàíèöà ðàçäåëà ñðåä, ñîîòâåòñòâåííî, èíäåêñàìè¾0¿ è ¾1¿. Ïîêàçàíî íåñêîëüêî ñåãìåíòîâ ëó÷åéïîñëå ïðåëîìëåíèé è îòðàæåíèé. Íàïðàâëåíèå ðàñ-ïðîñòðàíåíèÿ óêàçàíî ñòðåëêîé. Óãëîâûå êîîðäèíà-òû íà÷àë è êîíöîâ ñåãìåíòîâ îáîçíà÷åíû áóêâàìè¾S¿ ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè èíäåêñàìè2. ÎÑÎÁÅÍÍÎÑÒÈ ÄÈÍÀÌÈÊÈÊÎÌÏÎÇÈÒÍÛÕ ÁÈËËÈÀ�ÄÎÂÎäíîé èç âàæíûõ �èçè÷åñêèõ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿàíàëèç ìåõàíèçìîâ õàîòèçàöèè ñâåòîâûõ ëó÷åé â äå�òåêòîðàõ, ñîñòîÿùèõ èç ìàòåðèàëîâ ñ ðàçíûìè êî�ý��èöèåíòàìè ïðåëîìëåíèÿ. Äëÿ ýòîãî åñòåñòâåííîèñïîëüçîâàòü èäåàëèçèðîâàííîå îïèñàíèå äèíàìèêèëó÷åé â ñîîòâåòñòâóþùèõ êîìïîçèòíûõ áèëëèàðäàõ.Îñíîâíûìè ýëåìåíòàìè èäåàëèçàöèè, èñïîëüçóåìû�ìè íèæå, áóäóò ïðèáëèæåíèå ãåîìåòðè÷åñêîé îïòè�êè è ïðåíåáðåæåíèå ïîòåðÿìè ñâåòà. Âîçìîæíîñòüó÷åòà óìåíüøåíèÿ èíòåíñèâíîñòè ëó÷åé äîñòàòî÷íîïðîñòà è óïîìÿíóòà â çàêëþ÷åíèå ñòàòüè.Íà÷íåì ñ ïðîñòåéøåãî êðóãîâîãî ïëàíàðíî�ãî äåòåêòîðà ñ âíåøíåé îáîëî÷êîé òîëùèíîé(R � r) èç âåùåñòâà ñ äðóãèì êîý��èöèåíòîìïðåëîìëåíèÿ. Çäåñü R � ðàäèóñ âñåãî äåòåêòîðà,r � ðàäèóñ åãî âíóòðåííåé ÷àñòè (ðèñ. 1). Äëÿîïèñàíèÿ äèíàìèêè ëó÷åé èñïîëüçóåì ïîäõîä,ïðåäëîæåííûé â ðàáîòàõ [18, 19℄. Â åãî ðàìêàõäèíàìèêà îïèñûâàåòñÿ îòîáðàæåíèÿìè, ïåðåâî�äÿùèìè êàæäûé âûäåëåííûé ñåãìåíò (S1; S2)â ïîñëåäóþùèé ñåãìåíò ( �S1; �S2) ëó÷à. Êîîðäè-336



ÆÝÒÔ, òîì 130, âûï. 2 (8), 2006 Õàîñ â êîìïîçèòíûõ áèëëèàðäàõíàòû (S1; S2) õàðàêòåðèçóþò âûáðàííûé ñåãìåíò.Èìè ìîãóò áûòü, íàïðèìåð, óãëîâûå êîîðäèíàòû åãîíà÷àëà è êîíöà. Â ðàáîòàõ [18, 19℄ ñèììåòðè÷íîå�àçîâîå ïðîñòðàíñòâî ïëàíàðíîãî áèëëèàðäà áûëîòîðîì S1 � S1 = T 2. Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àåîíî óñòðîåíî ñëîæíåå. Ýòî ëåãêî ïîíÿòü, çàìåòèâ,÷òî �èêñèðîâàííûì óãëîâûì êîîðäèíàòàì (S1; S2)îòâå÷àåò óæå íå îäèí, à ÷åòûðå ðàçëè÷íûõ ëó÷à(ðèñ. 2). Ïîýòîìó �àçîâîå ïðîñòðàíñòâî ðàññìàòðè�âàåìîãî êîìïîçèòíîãî áèëëèàðäà ñîñòîèò èç ÷åòû�ðåõ ëèñòîâ T 2. Åñëè îáîçíà÷èòü ãðàíèöó äåòåêòîðàèíäåêñîì ¾0¿, à ãðàíèöó ðàçäåëà èíäåêñîì ¾1¿, òîêàæäûé ëèñò ñîîòâåòñòâóåò ëó÷àì, êîíöû êîòîðûõëåæàò íà ñîîòâåòñòâóþùèõ ãðàíèöàõ: j11j, j00j, j10jèëè j01j. Ïåðâûé èíäåêñ îòíîñèòñÿ ê íà÷àëó ëó÷à, àâòîðîé � ê åãî êîíöó (â ñîîòâåòñòâèè ñ íàïðàâëåíè�åì ðàñïðîñòðàíåíèÿ ëó÷à).Âòîðîå âàæíîå îòëè÷èå îò îáû÷íûõ äåòåêòîðîâ(èëè èõ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè � áèëëèàðäîâ), âêîòîðûõ äèíàìèêà ëó÷åé îïðåäåëÿëàñü òîëüêî îä�íèì çàêîíîì (îòîáðàæåíèåì), ñîñòîèò â òîì, ÷òîâ êîìïîçèòíûõ äåòåêòîðàõ ïîëíîå îïèñàíèå äîñòè�ãàåòñÿ ïðè çàäàíèè íåñêîëüêèõ îòîáðàæåíèé. Íà�ïðèìåð, ïàäàþùèé ñåãìåíò (S1; S2) ïðåëîìëÿåòñÿíà ãðàíèöå 1 â ñåãìåíò (S2; S3) è ÷àñòè÷íî îòðà�æàåòñÿ â ñåãìåíò (S2; S0) (ðèñ. 2). Òàê âîçíèêà�þò îòîáðàæåíèå (S1; S2) F01�! (S2; S3) è îòîáðàæåíèå(S1; S2) F11�! (S2; S0). Îíè îïðåäåëÿþò ñåãìåíò ëó÷à,

ïðîøåäøåãî â äðóãóþ ñðåäó, è ñåãìåíò, îòðàæåí�íûé îò ãðàíèöû ðàçäåëà. Îäíàêî èõ íåäîñòàòî÷íî.Ïðîñëåäèì çà ïðåëîìëåííûì ëó÷îì äàëåå, ïðåäïî�ëàãàÿ, êàê îáû÷íî, ïîëíîå îòðàæåíèå ëó÷à îò âíåø�íåé ãðàíèöû áèëëèàðäà. Äëÿ îïèñàíèÿ äèíàìèêèòåïåðü íåîáõîäèìî ïðèâëå÷ü îòîáðàæåíèå, êîòîðîåîïðåäåëÿåò ïî ñåãìåíòó (S2; S3) îòðàæåííûé ñåã�ìåíò (S3; S4), ò. å. (S2; S3) F00�! (S3; S4). Íàêîíåö, ïà�äàþùèé ñåãìåíò (S3; S4) íà ãðàíèöå ðàçäåëà ñðåäâíîâü ðàñïàäàåòñÿ íà ïðåëîìëåííûé è îòðàæåííûéëó÷è. Ýòè ïðîöåññû îïèñûâàþòñÿ îòîáðàæåíèÿìè(S3; S4) F10�! (S4; S5) ; (S3; S4) �F00�! (S4; S00) :Äàëüíåéøàÿ ýâîëþöèÿ ëó÷åé îïðåäåëÿåòñÿ âñå�ìè ïåðå÷èñëåííûìè âûøå îòîáðàæåíèÿìè. Òà�êèì îáðàçîì, íàáîð ýëåìåíòàðíûõ îòîáðàæåíèéF01; F00; �F00; F10 è F11 ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì äëÿ îïèñà�íèÿ äèíàìèêè ëó÷åé â êîìïîçèòíîì áèëëèàðäå.Ïîëó÷èì ýòè ýëåìåíòàðíûå îòîáðàæåíèÿ äëÿêîëüöåâîãî áèëëèàðäà. Íåîáõîäèìûå äëÿ ýòîãî �è�çè÷åñêèå ïðèíöèïû � ýòî çàêîí ¾óãîë ïàäåíèÿ ðà�âåí óãëó îòðàæåíèÿ¿ è çàêîí ïðåëîìëåíèÿ Äåêàð�òà. Ôàêòè÷åñêè âûâîä îòîáðàæåíèé ñâîäèòñÿ ê ãåî�ìåòðè÷åñêîé çàäà÷å. Âûáðàâ â êà÷åñòâå îáîçíà÷å�íèé äëÿ óãëîâûõ êîîðäèíàò âõîäíîãî ñåãìåíòà ïàðó(x; y) è äëÿ âûõîäíîãî ñåãìåíòà � ïàðó (�x; �y), ïîëó�÷èì
F01 : 8>>>><>>>>: �x = x+ arsin2664n1 os�x� y2 �n0 3775� arsin2664r n1 os�x� y2 �Rn0 3775 mod 2�;�y = x mod 2�; (1)

F00 = F11 = �F00 : ( �x = 2x� y mod 2�;�y = x mod 2�; (2)F10 : 8><>: �x = x+(� � 2 arsin"n0n1 sin r sin jx� yjpR2 + r2 � 2Rr os(x� y)!#) mod 2�;�y = x mod 2�: (3)Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî èõ ÿêîáèàíû ðàâíû 1. Ñëå�äîâàòåëüíî, ýòè îòîáðàæåíèÿ è ëþáàÿ èõ êîìïîçè�öèÿ êîíñåðâàòèâíû.Ïóñòü íîìåð ãðàíèöû îäíîâðåìåííî õàðàêòåðè�çóåò íîìåð ñðåäû, ïðèìûêàþùåé ê íåé. Ïî îïðåäåëå� íèþ, ñðåäå áóäåì ïðèïèñûâàòü íîìåð ãðàíèöû, îãðà�íè÷èâàþùèé åå. Â äàííîì ñëó÷àå âíóòðåííÿÿ ÷àñòüèìååò íîìåð 1, à âíåøíÿÿ � 0. Äëÿ îïèñàíèÿ âñåõ ëó�÷åé â êîìïîçèòíîì áèëëèàðäå ñèììåòðè÷íîå �àçî�âîå ïðîñòðàíñòâî íåîáõîäèìî ðàñøèðèòü. Äåéñòâè�10 ÆÝÒÔ, âûï. 2 (8) 337



Â. �. Áàðüÿõòàð, Â. Â. ßíîâñêèé, Ñ. Â. Íàéäåíîâ, À. Â. Êóðèëî ÆÝÒÔ, òîì 130, âûï. 2 (8), 2006òåëüíî, êàæäîìó îòäåëüíîìó ëó÷ó ìîæíî îäíîçíà÷�íî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå áåñêîíå÷íóþ ïîñëåäîâà�òåëüíîñòü (ìàðøðóò) èç 0 è 1 â ñîîòâåòñòâèè ñ ìåñòî�íàõîæäåíèåì ëó÷à â îäíîé èç ñðåä ïðè åãî ðàñïðî�ñòðàíåíèè. Íàïðèìåð, ìàðøðóò 100111001 : : : Êàæ�äîé òàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñîîòâåòñòâóåò áåñêî�íå÷íîå êîëè÷åñòâî ëó÷åé, ïîñåùàþùèõ ñðåäû â îä�íîì è òîì æå ïîðÿäêå. Ýòè ïðèâîäèò ê ðàçäåëå�íèþ ëó÷åé íà êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè [L℄, ¾çàíó�ìåðîâàííûå¿ ýòèìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè. Êàæäî�ìó êëàññó ýêâèâàëåíòíîñòè ñîîòâåòñòâóåò ñâîé çà�êîí äâèæåíèÿ. Çàêîí, îïðåäåëÿþùèé äèíàìèêó ëó�÷åé, îäíîçíà÷íî âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî ýòîé ïîñëå�äîâàòåëüíîñòè. Íàïðèìåð, äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè100111001 : : : çàêîí äâèæåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþ�ùåé áåñêîíå÷íîé êîìïîçèöèåé ýëåìåíòàðíûõ îòîáðà�æåíèé:: : : Æ F10 Æ F00 Æ F01 Æ F11 Æ F11 Æ F10 Æ F00 Æ F01 :Óêàæåì, ÷òî äëÿ êîëüöåâîãî áèëëèàðäà â êà�÷åñòâå ìàðøðóòîâ ëó÷åé äîïóñòèìû íå âñå(0; 1)-ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Çàïðåùåíû ïîñëåäîâà�òåëüíîñòè, â êîòîðûõ âñòðå÷àåòñÿ áëîê 101. Ýòîñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî, ïîïàâ èç ñðåäû 1 â ñðåäó 0,ëó÷ äîëæåí åùå ðàç ïðîéòè ñðåäó 0, îòðàçèâøèñüîò ãðàíèöû 0, äëÿ òîãî ÷òîáû äîñòè÷ü ñðåäû 1.Ôàêòè÷åñêè ýòî òîïîëîãè÷åñêîå ïðàâèëî çàïðåòà.Ïîäîáíûå çàïðåòû ñóùåñòâóþò è äëÿ äðóãèõ òèïîâêîìïîçèòíûõ áèëëèàðäîâ.Ââåäåì ðàñøèðåííîå �àçîâîå ïðîñòðàíñòâî êîì�ïîçèòíûõ áèëëèàðäîâ. Êàê îáû÷íî, ïîä íèì ïîíè�ìàåòñÿ ïðîñòðàíñòâî, êîòîðîå îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿ�åò ñîñòîÿíèå ñèñòåìû è åå äàëüíåéøóþ ýâîëþöèþ. Âñëó÷àå êîìïîçèòíîãî áèëëèàðäà êðîìå ñîñòîÿíèÿ ëó�÷à íóæíî çàäàòü è êëàññ åãî ýêâèâàëåíòíîñòè. Ñëå�äîâàòåëüíî, ðàñøèðåííûì �àçîâûì ïðîñòðàíñòâîìÿâëÿåòñÿ òðóá÷àòîå îáúåäèíåíèå ÷åòûðåõ òîðîâ:([0; 1℄)
 �T 2 [ T 2 [ T 2 [ T 2	, ãäå 
 îáîçíà÷àåò ïðÿ�ìîå ïðîèçâåäåíèå, à [� îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ. Çíà�÷åíèå q 2 [0; 1℄ îïðåäåëÿåò êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòèëó÷åé èëè áåñêîíå÷íóþ (0; 1)-ïîñëåäîâàòåëüíîñòüïðè çàïèñè â äâîè÷íîé ñèñòåìå èñ÷èñëåíèÿ. Îñîáåí�íîñòü ýòîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû â òîì, ÷òî óæåîäèí íà÷àëüíûé ëó÷ (S1; S2) ïîðîæäàåò áåñêîíå÷íîå÷èñëî ëó÷åé, ïðèíàäëåæàùèõ ðàçíûì êëàññàì ýêâè�âàëåíòíîñòè.�àññìîòðèì òåïåðü âîïðîñ î òîì, ñêîëüêî ëó÷åéðàñïðîñòðàíÿåòñÿ â äåòåêòîðå íà n-ì ýòàïå ýâîëþ�öèè, åñëè íà íà÷àëüíîì ýòàïå â ñðåäå 1 ïðèñóòñòâî�âàë òîëüêî îäèí ëó÷. Äëÿ ýòîãî ââåäåì ÷èñëî ëó÷åéN1n â ïåðâîé ñðåäå è N0n � â ñðåäå 0 íà n-ì øà�

ãå ýâîëþöèè. Ïîëíîå ÷èñëî ëó÷åé Nn = N0n + N1n.Èñïîëüçóÿ äðåâåñíóþ ñòðóêòóðó ðîæäåíèÿ ëó÷åé èó÷èòûâàÿ òîïîëîãè÷åñêîå ïðàâèëî çàïðåòà, ìîæíîïîëó÷èòü ñèñòåìó ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé (âòîðîãîïîðÿäêà) ( N0n+1 = N1n +N0n; n � 1;N1n+1 = N0n; n � 2: (4)Åå ëåãêî ðåøèòü, èñïîëüçóÿ â êà÷åñòâå íà÷àëüíûõóñëîâèé ðàâåíñòâàN01 = 0; N0n = 1:�åøåíèå äëÿ ÷èñëà ëó÷åé â ñðåäå 0 èìååò âèäN0n = 1p5�(�)n ���1� �n� ; (5)ãäå � = (1 + p5)=2 � çîëîòîå ñå÷åíèå. Èñïîëüçóÿ�îðìóëó (4), ëåãêî ïîëó÷èòü è ïîëíîå ÷èñëî ëó÷åéíà n-ì øàãå ýâîëþöèè èñõîäíîãî ëó÷à. Êàê âèäèì,÷èñëî ëó÷åé, ïîðîæäåííûõ îäíèì íà÷àëüíûì ñåã�ìåíòîì, ðàñòåò ýêñïîíåíöèàëüíî ñî âðåìåíåì èëè,òî÷íåå, ñ ïîêîëåíèåì. Èíêðåìåíò íàðàñòàíèÿ  íàáîëüøèõ âðåìåíàõ n� 1 ðàâåí = ln �: (6)Àíàëèçèðîâàòü ìåõàíèçìû õàîòèçàöèè ëó÷åé ñëå�äóåò ñ ó÷åòîì ââåäåííûõ êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè.Ïðè ýòîì, åñòåñòâåííî, õàîòèçàöèÿ ìîæåò ïðèñóò�ñòâîâàòü â îäíèõ êëàññàõ è îòñóòñòâîâàòü â äðó�ãèõ. Íàïðèìåð, äëÿ êîëüöåâîãî áèëëèàðäà õàîòèçà�öèÿ â êëàññå ýêâèâàëåíòíîñòè, çàêîäèðîâàííîì ïî�ñëåäîâàòåëüíîñòüþ 111 : : :1 : : : , çàâåäîìî îòñóòñòâó�åò. Èõ äèíàìèêà ñâîäèòñÿ ê ðàñïðîñòðàíåíèþ ëó÷åéâ èíòåãðèðóåìîì êðóãîâîì áèëëèàðäå. Äëÿ ëþáûõêîìïîçèòíûõ áèëëèàðäîâ òèïà êîëüöåâîãî êëàññûýêâèâàëåíòíîñòè 111 : : :1 : : : è 000 : : :0 : : : ñîîòâåò�ñòâóþò äâóì îáû÷íûì áèëëèàðäàì, ò. å. îáû÷íûåáèëëèàðäû ñîîòâåòñòâóþò ñïåöèàëüíûì êëàññàì ýê�âèâàëåíòíîñòè êîìïîçèòíûõ áèëëèàðäîâ. Äëÿ êàæ�äîãî êëàññà ìîæíî ââåñòè ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà è âñîîòâåòñòâèè ñ ïðèíÿòûìè ïîäõîäàìè â òåîðèè äè�íàìè÷åñêèõ ñèñòåì (êàñêàäîâ) îïðåäåëèòü ñòåïåíüõàîòè÷íîñòè ýòîãî êëàññà ëó÷åé. Âîïðîñ î êîððåêò�íîñòè ââåäåíèÿ ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà äëÿ òàêèõ ñèñ-òåì òðåáóåò äîïîëíèòåëüíîãî îáîñíîâàíèÿ. Òåì íåìåíåå òàêîé ïîäõîä íàèáîëåå áëèçîê ê òðàäèöèîí�íîìó äëÿ îáû÷íûõ áèëëèàðäîâ, ãäå âñå òðàåêòîðèèñîîòâåòñòâóþò îäíîìó êëàññó ýêâèâàëåíòíîñòè.338



ÆÝÒÔ, òîì 130, âûï. 2 (8), 2006 Õàîñ â êîìïîçèòíûõ áèëëèàðäàõÑóùåñòâóåò ïðèíöèïèàëüíîå îòëè÷èå êîìïîçèò�íûõ áèëëèàðäîâ îò îáû÷íûõ. Â êîìïîçèòíûõ áèëëè�àðäàõ äåòåðìèíèðîâàííî-õàîòè÷åñêèìè ìîãóò áûòüóæå ñàìè çàêîíû äâèæåíèÿ. Îáùàÿ ïðè÷èíà ýòî�ãî â òîì, ÷òî âñåãäà ñóùåñòâóþò ñëîæíûå (èëè, ýê�âèâàëåíòíî, õàîòè÷åñêèå) (0; 1)-ïîñëåäîâàòåëüíîñòè,à ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóþò êëàññû ýêâèâàëåíòíî�ñòè ëó÷åé, çàêîäèðîâàííûå ýòèìè ïîñëåäîâàòåëüíî�ñòÿìè. Äëÿ òàêèõ êëàññîâ ñëîæíûìè, èëè õàîòè÷å�ñêèìè, ÿâëÿþòñÿ ñàìè äåòåðìèíèðîâàííûå çàêîíûäâèæåíèÿ, êîòîðûå îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ýòèìèïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè. Åäèíñòâåííàÿ ïðè÷èíà, ïîêîòîðîé ýòîò íîâûé ýëåìåíò õàîòèçàöèè ìîæåò îò�ñóòñòâîâàòü, ñâîäèòñÿ ê ïîÿâëåíèþ âîçìîæíûõ ïðà�âèë çàïðåòà íà õàîòè÷åñêèå (0; 1)-ìàðøðóòû ëó÷åé.Î÷åâèäíî ñëåäóåò ïðîâåðèòü, ñóùåñòâóþò ëèñðåäè äîïóñòèìûõ (0; 1)-ìàðøðóòîâ ëó÷åé ñëîæ�íûå â ñìûñëå Êîëìîãîðîâà [20℄ ïîñëåäîâàòåëüíî�ñòè. Äîêàæåì èõ ñóùåñòâîâàíèå äëÿ êîìïîçèòíûõáèëëèàðäîâ. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ïîäìíîæåñòâîäîïóñòèìûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ó êîòîðûõ ëþ�áûå âõîäÿùèå â íèõ áëîêè íóëåé ñîäåðæàò òîëü�êî ÷åòíîå ÷èñëî íóëåé, íàïðèìåð, ìàðøðóòû âèäà100100001110011 : : : Äëÿ êîëüöåâîãî êîìïîçèòíîãîáèëëèàðäà âñå äîïóñòèìûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èìå�þò òàêîé ñïåöèàëüíûé âèä. Âûáåðåì àë�àâèò èçäâóõ ñèìâîëîâ a = 1 è b = 00. Â íîâîì àë�àâè�òå ìîæíî îäíîçíà÷íî çàïèñàòü ëþáóþ äîïóñòèìóþïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ïðèíàäëåæàùóþ ýòîìó ïîäìíî�æåñòâó. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî óñòàíîâèòü âçàèì�íî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó äîïóñòèìûìèïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè è äåéñòâèòåëüíûìè ÷èñëàìè,ïðèíàäëåæàùèìè îòðåçêó [0; 1℄. Íî òîãäà äîêàçàí�íûå �àêòû î äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñëàõ [20; 21℄ ïåðå�íîñÿòñÿ íà èñõîäíûå äîïóñòèìûå ïîñëåäîâàòåëüíî�ñòè. Â ÷àñòíîñòè, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ìîùíîñòü ìíî�æåñòâà ñëîæíûõ èëè ñëó÷àéíûõ äîïóñòèìûõ ìàðø�ðóòîâ ëþáîãî êîìïîçèòíîãî áèëëèàðäà èìååò ìîù�íîñòü êîíòèíóóìà.Òàêèì îáðàçîì, âîçíèêàåò íîâàÿ êîíöåïöèÿ äå�òåðìèíèðîâàííîãî õàîñà, ñâÿçàííàÿ ñ íåïðåäñêàçóå�ìîñòüþ çàêîíà äâèæåíèÿ, à íå îòäåëüíîé òðàåêòî�ðèè. Àíàëîãèþ ýòîé êîíöåïöèè ìîæíî îáíàðóæèòüíà ñòàíäàðòíîì ïðèìåðå ñòàòèñòè÷åñêîé �èçèêè �ïðîñòåéøåé ìîäåëè îäíîìåðíûõ áðîóíîâñêèõ áëóæ-äàíèé. Ïóñòü äëèíà èõ ýëåìåíòàðíîãî ñêà÷êà, äëÿïðîñòîòû, ðàâíà åäèíèöå. ×àñòèöà ñîâåðøàåò ñêà÷�êè âïðàâî èëè âëåâî ñëó÷àéíûì îáðàçîì. Íà ýòîòïðîöåññ ìîæíî âçãëÿíóòü èíà÷å, êàê íà äâèæåíèå÷àñòèöû ïîä äåéñòâèåì äâóõ îòîáðàæåíèé F+ è F� ,ñìåùàþùèõ åå íà åäèíèöó ñîîòâåòñòâåííî âïðàâîèëè âëåâî. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýòèõ îòîáðàæåíèé

îïðåäåëÿåò çàêîí äâèæåíèÿ ÷àñòèöû. Åñëè ýòà ïî�ñëåäîâàòåëüíîñòü ñëîæíà ïî Êîëìîãîðîâó [20; 21℄,òî òðàåêòîðèÿ ÷àñòèöû íåîòëè÷èìà îò òðàåêòîðèèîáû÷íîé áðîóíîâñêîé ÷àñòèöû. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî íà�÷àëüíîå ïîëîæåíèå ÷àñòèöû â ýòîé ìîäåëè íå èãðàåòíèêàêîé ðîëè äëÿ õàîòèçàöèè. Â îòëè÷èå îò èçâåñò�íîé êîíöåïöèè äåòåðìèíèðîâàííîãî õàîñà â äèíàìè�÷åñêèõ ñèñòåìàõ, õàîòè÷íîñòü âîçíèêàåò èç-çà ñëîæ�íîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè óêàçàííûõ îäíîøàãîâûõîòîáðàæåíèé. Ïðè òàêîì âçãëÿäå íà áðîóíîâñêîåáëóæäàíèå àíàëîãèÿ ñ íîâîé êîíöåïöèåé äåòåðìè�íèðîâàííîãî õàîñà â êîìïîçèòíûõ áèëëèàðäàõ ñòà�íîâèòñÿ î÷åâèäíîé. �àçóìååòñÿ, âîïðîñ î äîïóñòè�ìûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ âàæåí è äëÿ âûÿñíåíèÿñóùåñòâîâàíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò ëó÷åé â êîìïî�çèòíûõ áèëëèàðäàõ. Íàïðèìåð, ñ ó÷åòîì çàïðåòà íàáëîê 101 â êîëüöåâîì êîìïîçèòíîì áèëëèàðäå ñëåäó�åò, ÷òî çäåñü âñåãäà îòñóòñòâóþò ñìåøàííûå ïåðèî-äè÷åñêèå îðáèòû ïåðèîäà òðè äëÿ ëó÷åé, êîòîðûåîáÿçàòåëüíî ïîñåùàþò îáå ñðåäû.3. ÝËÅÌÅÍÒÛ ÕÀÎÒÈÇÀÖÈÈ ÂÊÎÌÏÎÇÈÒÍÛÕ ÁÈËËÈÀ�ÄÀÕÈçó÷èì îáùèå îñîáåííîñòè âîçíèêíîâåíèÿ õàîñàâ êîìïîçèòíûõ áèëëèàðäàõ. Åñòåñòâåííî, åñëè ãîâî�ðèòü î êëàññàõ ëó÷åé òèïà 111 : : : èëè 000 : : : , òîèõ ìåõàíèçìû õàîòèçàöèè ñîâïàäàþò ñ õîðîøî èç�âåñòíûìè â îáû÷íûõ áèëëèàðäàõ [14; 21℄. Ñïåöè�è�
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M�èñ. 3. �èñóíîê äåìîíñòðèðóåò ïðèíöèï ââåäåíèÿý��åêòèâíîé ãðàíèöû M , â ðåçóëüòàòå îòðàæåíèÿîò êîòîðîé èìèòèðóåòñÿ âûõîäíîé ëó÷, èñïûòàâøèéïðåëîìëåíèå â êîìïîçèòíîì áèëëèàðäå339 10*



Â. �. Áàðüÿõòàð, Â. Â. ßíîâñêèé, Ñ. Â. Íàéäåíîâ, À. Â. Êóðèëî ÆÝÒÔ, òîì 130, âûï. 2 (8), 2006÷åñêèå ìåõàíèçìû ìîãóò âîçíèêàòü òîëüêî äëÿ ëó�÷åé, ïåðåõîäÿùèõ èç îäíîé ñðåäû â äðóãóþ. Ïîýòî�ìó ñîñðåäîòî÷èì âíèìàíèå íà íèõ. �àññìîòðèì, ÷òîïðîèñõîäèò ñ ëó÷àìè, ñîäåðæàùèìè áëîê 1001. Äëÿïîíèìàíèÿ ýòîãî óäîáíî ïåðåéòè ê îïèñàíèþ â òåð�ìèíàõ, áëèçêèõ ê îáû÷íûì áèëëèàðäàì. Ýòîãî ìîæ�íî äîñòè÷ü, ââåäÿ ïîíÿòèå ý��åêòèâíîé ãðàíèöû. Âðåçóëüòàòå îòðàæåíèÿ âõîäíîãî ëó÷à j11j îò íåå äîë�æåí ïîëó÷àòüñÿ âûõîäíîé ëó÷ j11j â ñîîòâåòñòâèè ñäèíàìèêîé â êîìïîçèòíîì áèëëèàðäå (ðèñ. 3). Ââå�äåíèå ý��åêòèâíîé ãðàíèöû ïîçâîëÿåò èññëåäîâàòüïîâåäåíèå ïó÷êîâ ëó÷åé â êîìïîçèòíûõ áèëëèàðäàõâ ñðàâíåíèè ñ îáû÷íûìè. Äëÿ êîëüöåâîãî êîìïîçèò�íîãî áèëëèàðäà òàêóþ ý��åêòèâíóþ ãðàíèöó ëåãêîíàéòè ÿâíî. Îíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îêðóæíîñòü, ðà�äèóñ R êîòîðîé çàâèñèò òîëüêî îò óãëà (S2 � S1):R = r os�S2 � S12 ���8>><>>:os0BB�S2 � S12 + arsin0BB�n1 os�S2 � S12 �n0 1CCA�� arsin0BB�rn1 os�S2 � S12 �Rn0 1CCA1CCA9>>=>>;�1 :Òàêèì îáðàçîì, ëó÷è, èìåþùèå ðàçíûå çíà÷å�íèÿ (S2 � S1), îòðàæàþòñÿ îò ý��åêòèâíûõ ãðàíèöâ �îðìå îêðóæíîñòåé ðàçíîãî ðàäèóñà. Äëÿ êîìïî�çèòíûõ áèëëèàðäîâ â ñëó÷àå îáùåãî ïîëîæåíèÿ ý���åêòèâíàÿ ãðàíèöà çàâèñèò êàê îò S1, òàê è îò S2.Â åå òåðìèíàõ óäîáíî èçó÷àòü õàîòèçàöèþ, ñâÿçàí�íóþ ñ ïðåëîìëåíèåì ëó÷åé. �àçóìååòñÿ, êàæäîìóïàäàþùåìó íà ãðàíèöó ðàçäåëà ñðåä ëó÷ó ìîæíîïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå ñâîþ ý��åêòèâíóþ ãðàíè�öó. Ëîêàëüíî îíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ýëåìåíòàðíóþïëîùàäêó, çàäàííóþ ïîëîæåíèåì è íàïðàâëåíèåì ååíîðìàëè. �àññìîòðèì, ÷òî ïðîèñõîäèò ñ ïó÷êîì ëó�÷åé, âûøåäøèì èç ñðåäû 1, ïðîøåäøèì â ñðåäó 0, àçàòåì âåðíóâøèìñÿ â ñðåäó 1. Ïîñòðîèì ñåìåéñòâîý��åêòèâíûõ ãðàíèö äëÿ ïó÷êà. Âàæíî, ÷òî êàæ�äûé ëó÷ îòðàçèòñÿ îò ñâîåé ý��åêòèâíîé ãðàíèöû.Ïðè ýòîì ñóùåñòâåííî âçàèìíîå ïîëîæåíèå ý��åê�òèâíûõ ãðàíèö. Îíè, â ÷àñòíîñòè, ìîãóò áûòü ïà�ðàëëåëüíû äðóã äðóãó èëè, â ñëó÷àå îáùåãî ïîëîæå�íèÿ, ðàñïîëîæåíû ïîä íåêîòîðûì óãëîì. Íà÷íåì ñîñëó÷àÿ, êîãäà ý��åêòèâíûå ãðàíèöû ïàðàëëåëüíû,íî ëåæàò íà ðàçíîé ãëóáèíå (ðèñ. 4). Ëåãêî âèäåòü,÷òî ïàðàëëåëüíûå ëó÷è â ýòîì ñëó÷àå îñòàíóòñÿ ïà�ðàëëåëüíûìè ïîñëå îòðàæåíèé îò ý��åêòèâíûõ ãðà�
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θ�èñ. 4. Îòðàæåíèå è óãëîâîå ðàñøèðåíèå ïëîñêîïà-ðàëëåëüíîãî ïó÷êà ëó÷åé îò ý��åêòèâíîé ãðàíèöû.Ïîêàçàíû òîëüêî äâå ý��åêòèâíûå ãðàíèöû, ñîîò-âåòñòâóþùèå êðàéíèì ëó÷àì ïó÷êà. Îñòàëüíûå ãðà-íèöû ðàñïîëàãàþòñÿ ìåæäó íèìè. Îòðàæåííûå ëó-÷è ïîìå÷åíû øòðèõàìèíèö. Îáîçíà÷èì ëó÷è, îãðàíè÷èâàþùèå ïó÷îê, íî�ìåðàìè 1 è 2, à ñîîòâåòñòâóþùèå âûõîäÿùèå ëó÷èïîìåòèì øòðèõàìè.Àïðèîðè âîçìîæíû äâà âàðèàíòà. Ëó÷ 1 îòðàæà�åòñÿ îò ý��åêòèâíîé ãðàíèöû, ðàñïîëîæåííîé âû�øå, ÷åì ý��åêòèâíàÿ ãðàíèöà äëÿ âòîðîãî, èëè íàî�áîðîò. Âû÷èñëèì øèðèíó ïó÷êà �` ïîñëå âîçâðàùå�íèÿ â ñðåäó 1. Ïóñòü øèðèíà ïàäàþùåãî ïó÷êà áûëà�`0. Ñâÿçü ìåæäó �` è �`0 îïðåäåëÿåòñÿ ãåîìåòðè�÷åñêèì óðàâíåíèåì�` = 2h sin � ��`0 :Çäåñü çíàê ¾+¿ îòíîñèòñÿ ê ïåðåõîäàì(1 ! 10; 2 ! 20), à çíàê ¾�¿ � ê ïåðåõîäàì(1 ! 100; 2 ! 200) (ðèñ. 4). Ïàðàìåòð h = h (�`0; �)çàâèñèò êàê îò �, òàê è îò ïîëîæåíèÿ ý��åêòèâ�íîé ãðàíèöû. Îò âèäà ïîñëåäíåé çàâèñèò òàêæå,áóäåò ðåàëèçîâàí âàðèàíò (1! 10; 2! 20) èëè(1! 100; 2! 200).Êðèòåðèé (ìóëüòèïëèêàòèâíîãî) óâåëè÷åíèÿ øè�ðèíû ïó÷êà ïðè ýëåìåíòàðíîì àêòå ïðåëîìëåíèÿìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå�����2 �h��`0 �����`0=0 sin � � 1����� > 1: (7)Âûïîëíåíèå ýòîãî óñëîâèÿ îçíà÷àåò, ÷òî àêò ïðî-õîæäåíèÿ ÷åðåç ñðåäó 0 áóäåò ñîïðîâîæäàòüñÿ ðàñ�øèðåíèåì ïó÷êà ïàðàëëåëüíûõ ëó÷åé �` = K�`0 ñêîý��èöèåíòîì jKj > 1. Êàê ñëåäñòâèå, ýòî ìîæåò340



ÆÝÒÔ, òîì 130, âûï. 2 (8), 2006 Õàîñ â êîìïîçèòíûõ áèëëèàðäàõB
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D�èñ. 5. �åîìåòðè÷åñêàÿ èëëþñòðàöèÿ âîçìîæíîñòèóâåëè÷åíèÿ óãëà ðàñõîæäåíèÿ ïó÷êà ïîñëå îòðàæå-íèÿ îò íåïàðàëëåëüíûõ ý��åêòèâíûõ ãðàíèöïðèâîäèòü ê âîçíèêíîâåíèþ õàîñà ïðåëîìëåííûõ ëó�÷åé. Â íåêîòîðîì ñìûñëå ýòîò êðèòåðèé àíàëîãè÷åíêðèòåðèþ õàîòèçàöèè â îáû÷íûõ áèëëèàðäàõ ñ ãðà�íèöàìè îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû. Â ñëó÷àå îáùåãîïîëîæåíèÿ ý��åêòèâíûå ãðàíèöû áóäóò íåïàðàë�ëåëüíûìè. Ýòî òðåáóåò ìîäè�èêàöèè ãåîìåòðè÷å�ñêèõ ïîñòðîåíèé, ïðèâåäåííûõ âûøå. Ïðè ýòîì ïîñ-ëå ïðîõîæäåíèÿ ÷åðåç ñðåäó 0 ïàðàëëåëüíûé ïó÷îêïåðåñòàåò áûòü ïàðàëëåëüíûì, íî àíàëîãè÷íûé êðè�òåðèé ðàñøèðåíèÿ ïó÷êà ìîæíî ñ�îðìóëèðîâàòü âòåðìèíàõ åãî óãëîâûõ ðàçìåðîâ (ðèñ. 5).Ïóñòü óãëû íàêëîíà ïàäàþùèõ ëó÷åé ê èõ ý���åêòèâíûì ãðàíèöàì ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî �1 è �2.Òîãäà ëåãêî ïîëó÷èòü çàâèñèìîñòü ìåæäó óãëîâîéõàðàêòåðèñòèêîé �'0 ïàäàþùåãî ïó÷êà è óãëîâîéõàðàêòåðèñòèêîé �' ïó÷êà, ïðîøåäøåãî ÷åðåç ñðå�äó 0. Íî òåïåðü óæå âîçìîæíû ÷åòûðå âàðèàíòà âçà�èìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ êðàåâûõ ëó÷åé ïó÷êà è èõ ý���åêòèâíûõ ãðàíèö. Â ÷àñòíîñòè, êàê è â ñëó÷àå ïà�ðàëëåëüíûõ ý��åêòèâíûõ ãðàíèö, ïåðâûé ëó÷ 1 ìî�æåò îòðàçèòüñÿ îò ãðàíèöû, ðàñïîëîæåííîé âûøåâòîðîé (ðèñ. 5), èëè íàîáîðîò. Óãëîâàÿ øèðèíà �'ïó÷êà, îòðàæåííîãî îò ý��åêòèâíûõ ãðàíèö, ïðèëþáîì ðàñïîëîæåíèè ý��åêòèâíûõ ãðàíèö îïðåäå�ëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì�' = 2 (�2 � �1)��'0;ãäå âûáîð çíàêà çàâèñèò îò ðàñïîëîæåíèÿ ý��åê�òèâíûõ ãðàíèö äëÿ ëó÷åé 1 è 2 äðóã îòíîñèòåëüíîäðóãà. Ëåãêî çàïèñàòü ãåîìåòðè÷åñêèé êðèòåðèé ðàñ�

øèðåíèÿ ïó÷êà (�' = K�'0) ïîñëå âîçâðàùåíèÿ èçñðåäû 0: �����1 �2� (�2 � �1)��'0 �����'0=0����� > 1 :Ïðè âûïîëíåíèè ýòîãî óñëîâèÿ êàæäûé àêò ïîñå�ùåíèÿ ñðåäû 0 áóäåò ñîïðîâîæäàòüñÿ óâåëè÷åíèåìóãëà �' êàê �' = K�', ãäå jKj > 1. Ïðè ìíîãî�êðàòíîì ïðîõîæäåíèè ñðåäû 0 óãîë âîçðàñòàåò ìóëü�òèïëèêàòèâíûì îáðàçîì. Âñëåäñòâèå ýòîãî âîçìîæ�íà õàîòèçàöèÿ ëó÷åé, èñïûòûâàþùèõ ïðåëîìëåíèåíà ãðàíèöàõ ðàçäåëà ñðåä. Çäåñü ñóùåñòâåííî ïîÿâ�ëåíèå äâóõ ý��åêòèâíûõ ãðàíèö, îò êîòîðûõ îòðà�æàþòñÿ âíåøíèå ëó÷è ïó÷êà, ÷òî íåâîçìîæíî ðåà�ëèçîâàòü â îáû÷íûõ áèëëèàðäàõ.Ïðîâåðèì ýòîò êðèòåðèé äëÿ êîëüöåâîãî êîìïî�çèòíîãî áèëëèàðäà. Óãëîâîå ðàñøèðåíèå ïó÷êà�' = 2 (�1 � �2) + �'0 :Óãëû �1 è �2 äëÿ äàííîãî ñëó÷àÿ íàõîäÿòñÿ ÿâíî:�1 = R2 � S2 � S12 ��arsin�n1n0 os�S2 � S12 ���� arsin� vR n1n0 os�S2 � S12 ��� ;�2 = R2 � S02 � S012 ��arsin�n1n0 os�S02 � S012 ���� arsin� vR n1n0 os�S02 � S012 ��� :Ëåãêî âèäíî, ÷òî êîý��èöèåíò ðàñøèðåíèÿ ïó÷êàðàâåí 1, òàê êàê �1� �2 íå çàâèñèò îò �'0. Ýòî ñîîò�âåòñòâóåò òîìó, ÷òî ïðè çàäàííûõ S2 � S1 è S02 � S01óãîë �'0 ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíûì. Òàêèì îáðà�çîì, â ýòîì ïðèìåðå îòñóòñòâóåò óãëîâîå ðàñøèðå�íèå �' è, ñëåäîâàòåëüíî, îòñóòñòâóåò õàîòèçàöèÿïðåëîìëåííûõ.Îáñóäèì îñîáåííîñòè ý��åêòèâíîé ãðàíèöûêîìïîçèòíûõ áèëëèàðäîâ â ñëó÷àå îáùåãî ïîëî�æåíèÿ. Êàê îòìå÷àëîñü, ý��åêòèâíàÿ ãðàíèöàçàâèñèò îò îáåèõ êîîðäèíàò ïàäàþùåãî ëó÷à.Ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî èìååòñÿ îäíîïàðàìåò�ðè÷åñêîå ìíîæåñòâî ý��åêòèâíûõ ãðàíèö. Òîëüêîïðè �èêñàöèè ñâÿçåé ìåæäó ýòèìè êîîðäèíàòàìèâûäåëÿåòñÿ îïðåäåëåííàÿ ý��åêòèâíàÿ ãðàíèöà.Ïðè èçìåíåíèè âûáîðà ñâÿçè èçìåíèòñÿ è ý���åêòèâíàÿ ãðàíèöà. Â ðåçóëüòàòå ý��åêòèâíûåãðàíèöû ìîãóò îáëàäàòü ðàçëè÷íûìè äå�åêòàìè,íàðóøåíèåì ãëàäêîñòè è äàæå ðàçðûâàìè. Ñëå�äóåò îæèäàòü, ÷òî èõ ðîëü â íåêîòîðîì ñìûñëåàíàëîãè÷íà êàóñòèêàì â îáû÷íûõ áèëëèàðäàõ.341
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�èñ. 6. Çàøòðèõîâàííàÿ ÷àñòü �àçîâîãî ïðîñòðàí-ñòâà P ñîîòâåòñòâóåò íà÷àëüíûì óñëîâèÿì, ïðè êî-òîðûõ óãîë ïàäåíèÿ íà ãðàíèöó ðàçäåëà ìåíüøåêðèòè÷åñêîãî �r ïðè ïåðâîì åå äîñòèæåíèè�àññìîòðèì òåïåðü ñëåäñòâèå �èçè÷åñêîãî ïðà�âèëà çàïðåòà, ñâÿçàííîãî ñ äîñòèæåíèåì óãëà ïîëíî�ãî âíóòðåííåãî îòðàæåíèÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî àíà�ëèçèðóåìûé ëó÷ îòíîñèòñÿ ê êëàññó ýêâèâàëåíò�íîñòè, îïðåäåëÿåìîé äîïóñòèìîé ïîñëåäîâàòåëüíî�ñòüþ A = 10010011001001 : : : Ñðåäè íà÷àëüíûõ ìî�ãóò áûòü ëó÷è, êîòîðûå íà n-ì øàãå ýòîãî ìàðø�ðóòà ïàäàþò íà ãðàíèöó ðàçäåëà ñ óãëîì ïàäåíèÿ�n > �r, áîëüøèì óãëà ïîëíîãî âíóòðåííåãî îòðà�æåíèÿ (ïðè óñëîâèè, ÷òî ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ óâíóòðåííåé ñðåäû áîëüøå, ÷åì ó âíåøíåé). Òàêîéëó÷ íå ìîæåò ïðîéòè â ñðåäó 0 è, ñëåäîâàòåëüíî,íå ñìîæåò äàëüøå ïîñåùàòü ñðåäû â óêàçàííîì ïî�ðÿäêå. Îí ïðîéäåò òîëüêî ÷àñòü ïîñëåäîâàòåëüíî�ñòè A. Äàëåå îí äîëæåí ñìåíèòü ïîðÿäîê ïîñåùåíèÿñðåä. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íà ñîîòâåòñòâóþùåì ëèñòåT 2 �àçîâîãî ïðîñòðàíñòâà â �èêñèðîâàííîì êëàññåýêâèâàëåíòíîñòè ñóùåñòâóþò çàïðåùåííûå îáëàñòèèëè ëàêóíû. Äðóãèìè ñëîâàìè, íà÷àëüíûé ñåãìåíò,ïðèíàäëåæàùèé òàêîé ëàêóíå, íå ñïîñîáåí ïîñåùàòüñðåäû â ïîðÿäêå, ïðåäïèñàííîì êëàññîì ýêâèâàëåíò�íîñòè. Òàêèì îáðàçîì, �èçè÷åñêîå ïðàâèëî çàïðåòà(�n � �r) ïðèâîäèò ê áîëåå òîíêîé äèñêðèìèíàöèèëó÷åé è ìîæåò îêàçàòüñÿ ýêñïîíåíöèàëüíî ÷óâñòâè�òåëüíûì ê íà÷àëüíûì óñëîâèÿì.Âàæåí âîïðîñ î òîì, êàêîâà ìåðà òàêèõ ëó÷åéèëè ìåðà íà÷àëüíûõ óñëîâèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ òà�êèì ëó÷àì. �àññìîòðèì ëó÷è, ñòàðòóþùèå â ñðåäå 1.Ïóñòü ÷èñëî (ìåðà) òàêèõ íà÷àëüíûõ ëó÷åé îïðåäå�ëÿåòñÿ ïëîùàäüþ îáëàñòè íà ñîîòâåòñòâóþùåì ëè�

ñòå �àçîâîãî ïðîñòðàíñòâà. Âûäåëèì îáëàñòü, êîòî�ðàÿ ñîîòâåòñòâóåò ëó÷àì, ïàäàþùèì íà ãðàíèöó ðàç�äåëà ïîä óãëàìè ìåíüøå �r (ðèñ. 6). Çàïðåùåííàÿîáëàñòü � ýòî ïîëîñà, ðàçäåëåííàÿ ïîïîëàì äèàãî�íàëüþ êâàäðàòà. Ïîïàäàíèå â íåå íà ëþáîì øàãåîçíà÷àåò íåâîçìîæíîñòü íà ñëåäóþùåì øàãå ïåðåé�òè â ñðåäó 0. Òîãäà ìåðà ëó÷åé, íåïðîäîëæàåìûõ âñðåäó 0 ïðè ïåðâîì ïîïàäàíèè íà ãðàíèöó ðàçäåëà,ðàâíà �1 = � (P ) ;ãäå P � ïîëîñà (ðèñ. 6) ïðè jS1 � S2j � �r. Âû÷èñ�ëèì, êàêàÿ ìåðà ëó÷åé íå ïðîéäåò â ñðåäó 0 ïîñëåâòîðîãî ïîïàäàíèÿ íà ãðàíèöó ðàçäåëà. Îíà ðàâíà�2 = � �P [ F�11 (P )� ;ãäå F1 � îòîáðàæåíèå, ïîñòðîåííîå èç ýëåìåí�òàðíûõ îòîáðàæåíèé ñîãëàñíî âûáðàííîé äî�ïóñòèìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Íàïðèìåð, åñëèA = 1001001 : : : , òî F1 = F10F00F01. Â îáùåì ñëó÷àåF1 = F10�F00; �F00	F01, ãäå �èãóðíûìè ñêîáêàìèîòìå÷åí áëîê, ñîäåðæàùèé òîëüêî F00 è �F00. Àíàëî�ãè÷íî âû÷èñëÿåòñÿ ìåðà ëó÷åé, íå ïðîäîëæàåìûõâ ñðåäó 0 ïîñëå íå áîëåå ÷åì n ïàäåíèé íà ãðàíèöóðàçäåëà:�n = � �P [ F�11 (P ) [ F�12 (p) [ : : : [ F�1n (P )� ;ãäå Fi � îòîáðàæåíèÿ, ïîñòðîåííûå â ñîîòâåòñòâèè ñìàðøðóòîì ýëåìåíòàðíûõ îòîáðàæåíèé (ëó÷à). Ìå�ðà ëó÷åé, ïðèíàäëåæàùèõ âûáðàííîìó êëàññó A,ðàâíà �[A℄ = � (
)� �1;ãäå 
 � ëèñò ðàñøèðåííîãî �àçîâîãî ïðîñòðàíñòâà.Áåç ïîòåðè îáùíîñòè ìîæíî ïðèíÿòü � (
) = 1.Îïðåäåëèì ìåðó �[A℄ äëÿ êîëüöåâîãî êîìïîçèò�íîãî áèëëèàðäà. Äëÿ íåãî óãîë ïàäåíèÿ íà ãðàíèöóðàçäåëà ñðåä ñîõðàíÿåòñÿ âäîëü âñåãî ëó÷à. Ïîýòî�ìó â òàêîì áèëëèàðäå îáëàñòü íà÷àëüíûõ ïîëîæå�íèé ëó÷åé, ïàäàþùèõ íà ãðàíèöó ðàçäåëà ñ óãëàìè�n < �r, â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ ïîëîñîé P (ðèñ. 6).Ñîîòâåòñòâåííî �[A℄ � � (
) � � (P ). Â ñëó÷àå îá�ùåãî ïîëîæåíèÿ òàêàÿ îáëàñòü èìååò çíà÷èòåëüíîáîëåå ñëîæíóþ �ðàêòàëüíóþ ñòðóêòóðó.4. ÊÎËÜÖÅÂÎÉ ÊÎÌÏÎÇÈÒÍÛÉÁÈËËÈÀ�Ä. ÔÀÇÎÂÛÉ ÏÎ�Ò�ÅÒÎñòàíîâèìñÿ íà îñîáåííîñòÿõ �àçîâîé äèíàìèêèêîëüöåâîãî êîìïîçèòíîãî áèëëèàðäà (ðèñ. 2). Äèíà�ìèêà ëó÷åé êëàññà [11 : : :1 : : : ℄ ïîëíîñòüþ ïîâòîðÿ�åò äèíàìèêó ëó÷åé îáû÷íîãî êðóãîâîãî áèëëèàðäà.342



ÆÝÒÔ, òîì 130, âûï. 2 (8), 2006 Õàîñ â êîìïîçèòíûõ áèëëèàðäàõÝòî � õîðîøî èçó÷åííûé ïðèìåð èíòåãðèðóåìîãîáèëëèàðäà. Ïåðåéäåì ê êëàññó [1001001 : : :1001 : : : ℄.Òàêèå ëó÷è ïîñåùàþò îáå ñðåäû. Èõ äèíàìèêà óæåçàâèñèò îò çàêîíà ïðåëîìëåíèÿ, è îíè îáëàäàþòñâîéñòâàìè, ñïåöè�è÷íûìè äëÿ êîìïîçèòíûõ áèë�ëèàðäîâ. Ïîñêîëüêó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, õàðàêòåðè�çóþùàÿ ýòîò êëàññ ëó÷åé, ïåðèîäè÷åñêàÿ, àíàëèç èõ�àçîâûõ òðàåêòîðèé âåäåòñÿ ñòàíäàðòíûìè ìåòîäà�ìè.Èòàê, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü [1001001 : : :1001 : : : ℄îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò ïîðÿäîê ïîñåùåíèÿ ëèñòîâ�àçîâîãî ïðîñòðàíñòâà. Äëÿ äàííîãî êëàññà ëó÷åéýòî ñëåäóþùèé ïîðÿäîê:j11jF01�!j10jF00�!j01jF10�!j11jF01�!j10jF00�!j01jF10�!j11j : : :Âàæíî, ÷òî ëèñò j00j âîâñå íå çàïîëíåí òðàåêòîðèÿ�ìè äàííîãî êëàññà. Ëó÷è ïåðåõîäÿò ñ ëèñòà íà ëèñò âóêàçàííîì ïåðèîäè÷åñêîì ïîðÿäêå. Ïåðèîäè÷íîñòüïîçâîëÿåò èçó÷èòü �àçîâûå ïîðòðåòû íà êàæäîì�àçîâîì ëèñòå îòäåëüíî, ïðîðåæèâàÿ ïîëíóþ �à�çîâóþ òðàåêòîðèþ, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ñå÷åíèþ �à�çîâîãî êàñêàäà íà êàæäîì èç ÷åòûðåõ �àçîâûõ ëè�ñòîâ. Äðóãèìè ñëîâàìè, ýòî, â èçâåñòíîé ìåðå, àíà�ëîã ñå÷åíèÿ Ïóàíêàðå äëÿ êàñêàäà â ðàñøèðåííîì�àçîâîì ïðîñòðàíñòâå. Äëÿ àíàëèçà äèíàìèêè íàêàæäîì èç ëèñòîâ äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü êîìïîçè�öèþ îòîáðàæåíèé, îòîáðàæàþùóþ (â åñòåñòâåííîìïîðÿäêå) âûáðàííûé ëèñò â ñåáÿ.Íàïðèìåð, èçó÷èì ñâîéñòâà ëó÷åé â ñðåäå 1.Ýòî ñîîòâåòñòâóåò îäíîìó ëèñòó �àçîâîãî ïðîñòðàí�ñòâà � ëèñòó T 2j11j. Çäåñü è äàëåå äîáàâèì ê îáîçíà�÷åíèþ òîðà íèæíèé èíäåêñ, ñîîòâåòñòâóþùèé îïðå�äåëåííîìó ëèñòó �àçîâîãî ïðîñòðàíñòâà. Äèíàìèêàëó÷åé ñâîäèòñÿ ê êàñêàäó T 2j11j ! T 2j11j ñ ïîëó÷åííûìðàíåå (1)�(3) îòîáðàæåíèåì F = F10 Æ F00 Æ F01:( �x = 2 (x+ � (x� y))� y mod 2�;�y = x+ 2� (x� y) mod 2�; (8)ãäå� (x� y) � arsin2664n1 os�x� y2 �n0 3775�� arsin2664r n1 os�x� y2 �Rn0 3775� óãîë ìåæäó ðàäèóñàìè, ïðîâåäåííûìè â òî÷êó ïà�äåíèÿ ëó÷à íà ãðàíèöó 1 è â òî÷êó îòðàæåíèÿ îòãðàíèöû 0. Îòîáðàæåíèå (8) îáëàäàåò ñïåöèàëüíû�ìè ñâîéñòâàìè. Ñóùåñòâóåò èíâàðèàíò äâèæåíèÿ
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�èñ. 7. Ôàçîâûé ïîðòðåò áèëëèàðäà íà ëèñòå j11j�àçîâîãî ïðîñòðàíñòâà. Ïîêàçàíà ðàçâåðòêà òîðàT 2j11j. Êîîðäèíàòû äëÿ óäîáñòâà íîðìèðîâàíû íà 2�.Îðáèòû ñîîòâåòñòâóþò ðàçíûì íà÷àëüíûì ñåãìåí-òàì. Âèäíû ïåðèîäè÷åñêèå è êâàçèïåðèîäè÷åñêèåîðáèòû(�x� �y) mod 2� = (x� y) mod 2� = onst:Ñëåäîâàòåëüíî, �àçîâàÿ òðàåêòîðèÿ ýâîëþöèîíèðó�åò íà îäíîìåðíîì ìíîãîîáðàçèè, òîïîëîãè÷åñêè ýê�âèâàëåíòíîì îêðóæíîñòè S1. Âåñü ëèñò T 2j11j ðàññëà�èâàåòñÿ íà èíâàðèàíòíûå êðèâûå S1 (ðèñ. 7), êàæ�äàÿ èç êîòîðûõ çàäàíà óðàâíåíèåì(x� y) mod 2� = x0 � y0 = onst: (9)Äèíàìèêà ñåãìåíòîâ íà íèõ îïðåäåëÿåòñÿ áîëåå ïðî�ñòûì îäíîìåðíûì îòîáðàæåíèåì:�x = (x+ 2� (x0 � y0) + x0 � y0) mod 2�; (10)êîòîðîå ëåãêî ïîëó÷èòü èç (8). Çäåñü â êà÷åñòâå �à�çîâîé êîîðäèíàòû íà èíâàðèàíòíîé êðèâîé âûáðàíàêîîðäèíàòà x. Êàæäàÿ èíâàðèàíòíàÿ êðèâàÿ îïðåäå�ëÿåòñÿ çíà÷åíèåì x0 � y0, à îòîáðàæåíèå (10) ñäâè�ãàåò �àçîâûå òî÷êè íà íåé. Äðóãèìè ñëîâàìè, ëó÷èñ îäèíàêîâîé óãëîâîé ðàçíîñòüþ x0� y0 ðàñïðîñòðà�íÿþòñÿ ñ îäíèì è òåì æå çàêîíîì äâèæåíèÿ:�x = x+D (x0 � y0) mod 2�; (11)ãäå D � 2� (x0 � y0) + (x0 � y0) � ïîñòîÿííàÿ íà èí�âàðèàíòíîé êðèâîé. Äèíàìèêà �àçîâûõ òî÷åê (ëó�÷åé) ñâîäèòñÿ ê ïîñòîÿííîìó ñäâèãó D âäîëü îäíîéèç èíâàðèàíòíûõ ëèíèé. Ýòî ïîçâîëÿåò íàéòè òî÷�íîå ðåøåíèå äëÿ èõ îäíîìåðíûõ îðáèò:343
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�èñ. 8. Äèàãðàììà Ëàìåðåÿ. Æèðíîé ëèíèåé ïî-êàçàíà èíâàðèàíòíàÿ êðèâàÿ. Øòðèõîâîé ëèíèåé �íåñêîëüêî øàãîâ èòåðàöèéxn = (nD (x0 � y0) + x0) mod 2�: (12)Òåïåðü îïèøåì îáùóþ ñòðóêòóðó ëó÷åé. Îíàçàâèñèò, ïðåæäå âñåãî, îò òîãî, ÿâëÿåòñÿ ëèD (x0 � y0) =2� ðàöèîíàëüíûì èëè èððàöèîíàëü�íûì ÷èñëîì. Åñëè D=2� = q=p � ðàöèîíàëüíîå÷èñëî (ãäå q è p � âçàèìíî ïðîñòûå öåëûå ÷èñëà),òî îðáèòà ïåðèîäè÷åñêàÿ ñ ïåðèîäîì p > 1. Ëó÷è, ñî�îòâåòñòâóþùèå òàêèì �àçîâûì îðáèòàì, çàìêíóòûè ñîäåðæàò (p+ 2p) ñåãìåíòîâ, ïðè÷åì 2p ñåãìåíòîâëåæàò â ñðåäå 0. Åñëè D=� � èððàöèîíàëüíîå÷èñëî, òî îðáèòà áóäåò êâàçèïåðèîäè÷åñêîé. Îíàâñþäó ïëîòíî ïîêðûâàåò îäíîìåðíîå èíâàðèàíòíîåìíîãîîáðàçèå. Ñîîòâåòñòâóþùèå ëó÷è èìåþò áåñ�êîíå÷íîå ÷èñëî ñåãìåíòîâ è íå çàìêíóòû. Â öåëîìëèñò T 2j11j ñòðàòè�èöèðîâàí íà îäíîìåðíûå èíâàðè�àíòíûå ìíîãîîáðàçèÿ, êàæäîå èç êîòîðûõ ñîñòîèòèç ìíîæåñòâà ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò ñ ïåðèîäîìp > 1 è êâàçèïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò (â çàâèñèìîñòèîò çíà÷åíèÿ èíâàðèàíòà D).Èññëåäóåì ðàçáåãàíèå �àçîâûõ îðáèò êëàññà[1001001 : : :1001 : : : ℄. Íà ðèñ. 8 ïðèâåäåíà äèàãðàì�ìà Ëàìåðåÿ îäíîìåðíîãî îòîáðàæåíèÿ (11). Íàê-ëîí èíâàðèàíòíîé êðèâîé âåçäå îäèíàêîâûé (ïà�ðàëëåëåí äèàãîíàëè), çà èñêëþ÷åíèåì òî÷êè ðàç�ðûâà x = 2� � D (x0 � y0). Îðáèòû, ïðèíàäëåæà�ùèå âûáðàííîé èíâàðèàíòíîé êðèâîé, íå ðàñõîäÿò�ñÿ â îäíîìåðèçîâàííîì �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå, ò. å.�x = �x0. Êàê èçìåíÿåòñÿ ðàññòîÿíèå ìåæäó îð�áèòàìè, ïðèíàäëåæàùèìè äâóì ðàçíûì èíâàðèàíò�íûì êðèâûì? Íà ðèñ. 9 ïîêàçàíà äèàãðàììà Ëàìå�
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�èñ. 9. Èëëþñòðàöèÿ ðàñøèðåíèÿ ïó÷êà ëó÷åé â�àçîâîì ïðîñòðàíñòâå. Íà÷àëüíîå ðàññòîÿíèå ìåæ-äó îðáèòàìè, ïðèíàäëåæàùèìè äâóì ðàçíûì èíâà-ðèàíòíûì ìíîãîîáðàçèÿì, óâåëè÷èâàåòñÿ. Ýòî ñî-îòâåòñòâóåò ãåîìåòðè÷åñêîìó êðèòåðèþ (7)ðåÿ äëÿ òàêèõ òðàåêòîðèé. Èç ãåîìåòðè÷åñêèõ ñî�îáðàæåíèé ñëåäóåò, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó îðáèòà�ìè óâåëè÷èâàåòñÿ ëèíåéíî ñ ðîñòîì èòåðàöèé. Ýòîò�àêò ñîîòâåòñòâóåò óãëîâîìó ðàñøèðåíèþ ïó÷êà.Òî÷íîå ðåøåíèå äàåò �xn = (�x0 + n�D) mod 2�,ò. å. ðàçáåãàíèå �àçîâûõ òðàåêòîðèé â ñèëó ñïåöè�è�êè ðàññìàòðèâàåìîãî áèëëèàðäà íîñèò ëèíåéíûé, àíå ýêñïîíåíöèàëüíûé õàðàêòåð. Ïîýòîìó îíî íå ïðè�âîäèò ê âîçíèêíîâåíèþ õàîñà.Òàêæå ìîæíî èçó÷èòü �àçîâûé ïîðòðåò íà äðó�ãèõ ëèñòàõ �àçîâîãî ïðîñòðàíñòâà, íàïðèìåð, íà ëè�ñòå j01j. Äèíàìèêà òî÷åê çäåñü îïðåäåëÿåòñÿ îòîá�ðàæåíèåì F : T 2j01j ! T 2j01j, ò. å. êîìïîçèöèåé ýëå�ìåíòàðíûõ îòîáðàæåíèé F = F00 Æ F01 Æ F10. Ýòîòòîð òàêæå ñòðàòè�èöèðîâàí íà îäíîìåðíûå èíâà�ðèàíòíûå ìíîãîîáðàçèÿ (x � y)mod 2� = onst, êî�òîðûå òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû îêðóæíîñòÿì.Ôàçîâàÿ äèíàìèêà ñâîäèòñÿ ê ñäâèãó âäîëü íèõ.Îòëè÷èå çàêëþ÷àåòñÿ òîëüêî â èçìåíåíèè íà÷àëü�íûõ óñëîâèé, êîòîðûå òåïåðü äîëæíû âûáèðàòüñÿíà ñîîòâåòñòâóþùåì ëèñòå j01j. Ïîýòîìó äëÿ âû�áðàííîé òðàåêòîðèè (ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì (y0; x0)íà ëèñòå j11j) íà ëèñòå j01j ñîîòâåòñòâóåò ïåðåõîä(y0; x0) F00ÆF01�����! (y00; x00). Òàêèì îáðàçîì, ëó÷è êëàñ�ñà [1001001 : : :1001 : : : ℄ ïîñëåäîâàòåëüíî ïåðåõîäÿò ñëèñòà íà ëèñò â óêàçàííîì ïîðÿäêå è ñäâèãàþòñÿâäîëü ñîîòâåòñòâóþùèõ èíâàðèàíòíûõ êðèâûõ íàêàæäîì èç íèõ.344



ÆÝÒÔ, òîì 130, âûï. 2 (8), 2006 Õàîñ â êîìïîçèòíûõ áèëëèàðäàõÀíàëîãè÷íî ìîæíî èññëåäîâàòü äðóãèå êëàññûýêâèâàëåíòíîñòè ëó÷åé è èõ �àçîâóþ äèíàìèêó íàðàçíûõ ëèñòàõ �àçîâîãî ïðîñòðàíñòâà. Íåîáõîäè�ìûå îòîáðàæåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ çàäàííîé ïîñëåäî�âàòåëüíîñòüþ ýëåìåíòàðíûõ îòîáðàæåíèé íà ó÷àñò�êå ïåðèîäè÷íîñòè è ÿâëÿþòñÿ èõ êîìïîçèöèåé. �àñ�ñìîòðèì, íàïðèìåð, �àçîâóþ äèíàìèêó â êëàññåïåðèîäè÷åñêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íà ëèñòå T 2j11j.Ýòîãî äîñòàòî÷íî äëÿ îïèñàíèÿ äèíàìèêè ëó÷åé ñáåñêîíå÷íûì ïåðèîäè÷åñêèì ìàðøðóòîì. Äëÿ ïî�ñòðîåíèÿ îòîáðàæåíèÿ ðàññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþ�ùèé (ìèíèìàëüíûé) ïåðèîäè÷åñêèé ó÷àñòîê ëþáîéïåðèîäè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ýòîò ó÷àñòîêñîñòîèò èç ÷åòíîãî ÷èñëà íóëåé è ëþáîãî ÷èñëà åäè�íèö, äðóãèìè ñëîâàìè, èç áëîêîâ äâóõ òèïîâ:1 2kz }| {0 : : :0 001 ; nz }| {1 : : : 1 :Çäåñü k è n � öåëûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà. Íà÷íåìñ áëîêà 1 2kz }| {0 : : : 0 001. Ýòîò áëîê èíäóöèðóåò îòîáðàæå�íèå Fk : T 2j11j ! T 2j11j â ñîîòâåòñòâèè ñ êîìïîçèöèåéýëåìåíòàðíûõ îòîáðàæåíèé:Fk = F10 Æ (F00 Æ �F00)k Æ F00 Æ F01:Ëåãêî ïîëó÷èòü, ÷òîFk == ( �x = 2x�y+2(k+1)�(x�y) mod 2�;�y = x+ 2(k + 1)�(x� y) mod 2�: (13)Òàêèì îáðàçîì, îòîáðàæåíèå Fk : T 2j11j ! T 2j11j, ñâÿ�çàííîå ñ ýòèì áëîêîì, ñîõðàíÿåò ðàçíîñòü (x � y)mod 2�. Òàêèì æå ñâîéñòâîì îáëàäàåò îòîáðàæå�íèå F11 : T 2j11j ! T 2j11j è ëþáàÿ åãî ñòåïåíüF11Æ: : :ÆF11 : T 2j11j ! T 2j11j. ßñíî, ÷òî ëþáàÿ êîìïîçè�öèÿ îòîáðàæåíèé Fk è F11 Æ : : :ÆF11 òàêæå ñîõðàíÿåòýòî ñâîéñòâî.Ñóììèðóÿ, äëÿ ëþáîãî êëàññà ýêâèâàëåíòíî�ñòè, çàêîäèðîâàííîãî ïåðèîäè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëü�íîñòüþ (ðàöèîíàëüíûì ÷èñëîì), T 2j11j ðàññëàèâàåò�ñÿ íà èíâàðèàíòíûå ìíîãîîáðàçèÿ, ýêâèâàëåíòíûåS1. Äèíàìèêà ñâîäèòñÿ ê ñäâèãàì âäîëü ñîîòâåò�ñòâóþùåãî îäíîìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ è îïèñûâàåò�ñÿ îäíîìåðíûìè îòîáðàæåíèÿìè. Àíàëîãè÷íî ìîæ�íî ïðîàíàëèçèðîâàòü �àçîâûå ïîðòðåòû íà ëèñòàõT 2j01j è T 2j10j, êîòîðûå òàêæå ñòðàòè�èöèðîâàíû íà îä�íîìåðíûå ìíîãîîáðàçèÿ, ýêâèâàëåíòíûå S1. Òàêèìîáðàçîì, ïîâåäåíèå òðàåêòîðèé ýòèõ êëàññîâ ýêâèâà�ëåíòíîñòè óñòðîåíî îäèíàêîâî. Ýòî ïåðèîäè÷åñêèå

ïåðåõîäû ñ ëèñòà íà ëèñò ñîãëàñíî ìàðøðóòó, îïðå�äåëÿåìîìó êëàññîì ýêâèâàëåíòíîñòè, ñî ñäâèãàìèâäîëü ñîîòâåòñòâóþùèõ îäíîìåðíûõ èíâàðèàíòíûõìíîãîîáðàçèé.Ïåðåéäåì òåïåðü ê îïèñàíèþ �àçîâûõ ïîðòðå�òîâ â êëàññàõ ýêâèâàëåíòíîñòè, îïðåäåëÿåìûõ èð�ðàöèîíàëüíûìè ÷èñëàìè (íåïåðèîäè÷åñêèìè ïîñëå�äîâàòåëüíîñòÿìè). Íà÷íåì ñ ëèñòà T 2j11j. Îòîáðàæå�íèÿ, çàäàþùèå äèíàìèêó íà ýòîì ëèñòå, îïðåäåëÿ�þòñÿ òîëüêî ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ îòîáðàæåíèé Fk(ñ ðàçíûìè çíà÷åíèÿìè k) è F11. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿýòèõ êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè T 2j11j òàêæå ñòðàòè��èöèðîâàí íà îäíîìåðíûå èíâàðèàíòíûå ìíîãîîá�ðàçèÿ, âäîëü êîòîðûõ â ïðîöåññå ýâîëþöèè ñìåùà�åòñÿ �àçîâàÿ òî÷êà. Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî è îñòàëü�íûå �àçîâûå ëèñòû ñòðàòè�èöèðîâàíû íà îäíîìåð�íûå èíâàðèàíòíûå ìíîãîîáðàçèÿ. �ëàâíîå îòëè÷èåçàêëþ÷àåòñÿ â ïðàâèëàõ ïåðåõîäà ñ ëèñòà íà ëèñò.Äëÿ íîâûõ êëàññîâ îíè óæå íå ïåðèîäè÷åñêèå. Áî�ëåå òîãî, åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïåðåõîäîâ ñëîæ�íà ïî Êîëìîãîðîâó [21℄, òî íå ñóùåñòâóåò ñïîñîáàóêàçàòü ïî ëþáîé åå êîíå÷íîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíî�ñòè ïîðÿäîê äàëüíåéøèõ ïåðåõîäîâ. Äðóãèìè ñëîâà�ìè, ïåðåõîäû ñ ëèñòà íà ëèñò ñòàíîâÿòñÿ äåòåðìè�íèðîâàííî-ñëó÷àéíûìè. Òàêèì îáðàçîì, â ðàññìîò�ðåííîì ïðèìåðå êîëüöåâîãî êîìïîçèòíîãî áèëëèàð�äà ðåàëèçóåòñÿ òîëüêî îäíà êîíöåïöèÿ äåòåðìèíè�ðîâàííîãî õàîñà, ñâÿçàííàÿ ñ íåïðåäñêàçóåìîñòüþçàêîíà äâèæåíèÿ. Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òîýòà íåïðåäñêàçóåìîñòü íå÷óâñòâèòåëüíà ê âûáîðó íà�÷àëüíûõ óñëîâèé íà ñîîòâåòñòâóþùåì ëèñòå. Âñåòðàåêòîðèè âûáðàííîãî ¾ñëîæíîãî¿ êëàññà ýêâèâà�ëåíòíîñòè îäèíàêîâî äåòåðìèíèðîâàííî-õàîòè÷íû.Îäíàêî, åñëè ïðèíÿòü â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî óñëî�âèÿ âûáîð òî÷êè â ïîëíîì �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå,òî ÷óâñòâèòåëüíîñòü ïîÿâëÿåòñÿ â ñìûñëå âûáîðàïîñåùàåìîãî ëèñòà â ïðîöåññå åå ýâîëþöèè. Òàêîéäåòåðìèíèðîâàííûé õàîñ ïðèñóòñòâóåò âî âñåõ êîì�ïîçèòíûõ áèëëèàðäàõ íåçàâèñèìî îò èõ ãåîìåòðèè.Èñêëþ÷èòåëüíîñòü êîëüöåâîãî êîìïîçèòíîãî áèëëè�àðäà â òîì, ÷òî â íåì íåò äðóãèõ òèïîâ õàîòè÷íîñòè.Ýòî âûðîæäåííûé ñëó÷àé. Ëþáàÿ äå�îðìàöèÿ åãî�îðìû ïðèâåäåò ê ïðîÿâëåíèþ äðóãèõ ìåõàíèçìîâõàîñà, íàïðèìåð â ñëó÷àå ñìåùåíèÿ öåíòðîâ äâóõ åãîîêðóæíîñòåé äðóã îòíîñèòåëüíî äðóãà.Â çàêëþ÷åíèå îáñóäèì ó÷åò çàòóõàíèÿ èíòåíñèâ�íîñòè ëó÷åé â êîìïîçèòíûõ äåòåêòîðàõ. Ôèçè÷åñêèèçìåíåíèå èíòåíñèâíîñòè âûçâàíî ðàñïðîñòðàíåíè�åì ëó÷åé â ñðåäàõ ñ çàòóõàíèåì, îòðàæåíèåì è ïðå�ëîìëåíèåì ëó÷åé íà ãðàíèöàõ ñðåä. Çíàÿ êîîðäèíà�òû ñåãìåíòîâ, ëåãêî óñòàíîâèòü èõ äëèíû. Ïðåäïî�ëàãàÿ ñðåäû îäíîðîäíûìè, ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî óìåíü�345



Â. �. Áàðüÿõòàð, Â. Â. ßíîâñêèé, Ñ. Â. Íàéäåíîâ, À. Â. Êóðèëî ÆÝÒÔ, òîì 130, âûï. 2 (8), 2006øåíèå èíòåíñèâíîñòè ïðè ðàñïðîñòðàíåíèè â ñîîò�âåòñòâóþùåé ñðåäå áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ äëèíàìè ñåã�ìåíòîâ è ñâîéñòâàìè ñðåä. Òîãäà äëÿ èíòåíñèâíîñòèëó÷à ëåãêî çàïèñàòü ïðîñòîå ñîïðîâîæäàþùåå îòîá�ðàæåíèå äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ èíòåíñèâíîñòåé ïðè ïå�ðåõîäå îò êàæäîãî ïðåäûäóùåãî ñåãìåíòà ê ïîñëå�äóþùåìó ñ ó÷åòîì ñâîéñòâ ñðåä è èçìåíåíèÿ èíòåí�ñèâíîñòè íà ãðàíèöàõ èõ ðàçäåëà. Ýòî îòîáðàæåíèå�àêòè÷åñêè îïðåäåëÿåòñÿ (óïðàâëÿåòñÿ) èçó÷åííû�ìè âûøå îòîáðàæåíèÿìè äëÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ êîîð�äèíàò ñåãìåíòîâ. Îíî è áóäåò îïðåäåëÿòü èçìåíåíèåèíòåíñèâíîñòè ëó÷à â äèñêðåòíîì âðåìåíè. Ïîýòîìóó÷åò óìåíüøåíèÿ èíòåíñèâíîñòè ëó÷åé ëåãêî âûïîë�íèòü, îñòàâàÿñü â ðàìêàõ ãåîìåòðî-äèíàìè÷åñêîé ìî�äåëè êîìïîçèòíûõ áèëëèàðäîâ.ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. Äæ. Áèðêãî�, Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû, �îñòåõèç�äàò, Ìîñêâà (1941).2. �. Ì. Çàñëàâñêèé, �. Ç. Ñàãäååâ, Ââåäåíèå â íåëèíåé�íóþ �èçèêó. Îò ìàÿòíèêà äî òóðáóëåíòíîñòè,Íàóêà, Ìîñêâà (1988), ñ. 109, 308.3. Í. Ñ. Êðûëîâ, �àáîòû ïî îáîñíîâàíèþ ñòàòèñòè�÷åñêîé �èçèêè, Èçä-âî ÀÍ ÑÑÑ�, Ìîñêâà (1950).4. M. C. Gutzwiller, Chaos in Classial Quantum Meha-nis, Springer, New York (1990).5. Dynamial Systems II, Enylopaedia of MathematialSienes, vol. 2, ed. by Ya. G. Sinai, Springer-Verlag,Berlin (1989).6. C. Ellegaard, T. Guhr et al., Phys. Rev. Lett. 75, 1546(1995).

7. Ñ. Ñ. Àáäóëëàåâ, �. Ì. Çàñëàâñêèé, ÆÝÒÔ 85, 1573(1985).8. J. U. Noel and A. D. Stone, Nature 385, 45 (1997).9. H. Alt, H. D. Graf et al., Phys. Rev. E 54, 2303 (1996).10. C. M. Marus, A. J. Rimberg et al., Phys. Rev. Lett.69, 506 (1992).11. K. M. Fram, P. W. Brower, J. A. Melsen, andC. W. J. Beenakker, Phys. Rev. Lett. 76, 2981 (1996).12. S. V. Naydenov and V. V. Yanovsky, Funtional Ma-terials 7, � 4, 434 (2000).13. ß. �. Ñèíàé, ÄÀÍ 153, 1261 (1963).14. Ë. À. Áóíèìîâè÷, ÆÝÒÔ 89, 1452 (1985).15. Â. Ô. Ëàçóòêèí, Âûïóêëûé áèëëèàðä è ñîáñòâåí�íûå �óíêöèè îïåðàòîðà Ëàïëàñà, Ë�Ó, Ëåíèíãðàä(1981).16. L. Bunimovih, G. Casati, and I. Guarneri, Phys. Rev.Lett. 77, 2941 (1996).17. E. Gutkin, J. Stat. Phys. 83, 7 (1996).18. Ñ. Â. Íàéäåíîâ, Â. Â. ßíîâñêèé, ÒÌÔ 127, 500(2001); 129, 116 (2001).19. Ñ. Â. Íàéäåíîâ, Â. Â. ßíîâñêèé, À. Â. Òóð, Ïèñüìàâ ÆÝÒÔ 75, 499 (2002).20. À. Í. Êîëìîãîðîâ, Òåîðèÿ èí�îðìàöèè è òåîðèÿ àë�ãîðèòìîâ, Íàóêà, Ìîñêâà (1987).21. Â. À. Óñïåíñêèé, À. Ë. Ñåìåíîâ, Òåîðèÿ àëãîðèò�ìîâ: îñíîâíûå îòêðûòèÿ è ïðèëîæåíèÿ, Íàóêà,Ìîñêâà (1987).22. N. Chernov and R. Markarian, Introdution to theErgodi Theory of Chaoti Billiards (2002).

346


