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ÕÀÎÒÈ×ÅÑÊÀß ÄÈÍÀÌÈÊÀ Â ÔÈÇÈ×ÅÑÊÎÉ ÑÈÑÒÅÌÅ ÑÎÑÒ�ÀÍÍÛÌ ÀÒÒ�ÀÊÒÎ�ÎÌ ÒÈÏÀ ÑÌÅÉËÀ�ÂÈËÜßÌÑÀÑ. Ï. Êóçíåöîâ *, Å. Ï. ÑåëåçíåâÑàðàòîâñêèé �èëèàë Èíñòèòóòà ðàäèîòåõíèêè è ýëåêòðîíèêè �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê410019, Ñàðàòîâ, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 11 àâãóñòà 2005 ã.Ïðåäëîæåíà è ðåàëèçîâàíà â ýêñïåðèìåíòå íåàâòîíîìíàÿ íåëèíåéíàÿ ñèñòåìà, êîòîðàÿ ïðè îïèñàíèè âòåðìèíàõ ÷åòûðåõìåðíîãî îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå õàðàêòåðèçóåòñÿ íàëè÷èåì ñòðàííîãî àòòðàêòîðà òèïàÑìåéëà �Âèëüÿìñà. Ñèñòåìà ïîñòðîåíà íà îñíîâå äâóõ ñâÿçàííûõ îñöèëëÿòîðîâ Âàí-äåð-Ïîëÿ, ó êîòîðûõõàðàêòåðíûå ÷àñòîòû ðàçëè÷àþòñÿ âäâîå, à ïàðàìåòð, óïðàâëÿþùèé áè�óðêàöèåé ðîæäåíèÿ ïðåäåëüíî-ãî öèêëà, ïîäâåðãàåòñÿ ìåäëåííîìó ïåðèîäè÷åñêîìó èçìåíåíèþ â îáîèõ îñöèëëÿòîðàõ â ïðîòèâî�àçå,òàê ÷òî ðåàëèçóåòñÿ ýñòà�åòíàÿ ïåðåäà÷à âîçáóæäåíèÿ îò îäíîãî îñöèëëÿòîðà ê äðóãîìó ïî î÷åðåäè.Êà÷åñòâåííî ïîÿñíÿþòñÿ ìåõàíèçì �óíêöèîíèðîâàíèÿ ñèñòåìû è ïðè÷èíû âîçíèêíîâåíèÿ õàîñà. Ñ�îð-ìóëèðîâàíà ñèñòåìà äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è ïðèâîäÿòñÿ äàííûå ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ, ïîäòâåð-æäàþùèå íàëè÷èå õàîòè÷åñêîãî àòòðàêòîðà. Âûïîëíåí ÷èñëåííî òåñò íà ãèïåðáîëè÷íîñòü, îñíîâàííûéíà ñòàòèñòè÷åñêîì àíàëèçå ðàñïðåäåëåíèÿ óãëîâ ìåæäó óñòîé÷èâûì è íåóñòîé÷èâûì ïîäïðîñòðàíñòâàìèâåêòîðîâ âîçìóùåíèÿ õàîòè÷åñêîé òðàåêòîðèè. Ïðåäñòàâëåíû ýêñïåðèìåíòàëüíûå ðåçóëüòàòû èññëåäîâà-íèÿ ñèñòåìû, äåìîíñòðèðóþùèå êà÷åñòâåííîå ñîîòâåòñòâèå ðåçóëüòàòàì ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.PACS: 05.45.-a 1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÌàòåìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ äèíàìè÷åñêîãî õàîñà âíåëèíåéíûõ ñèñòåìàõ, áàçèðóþùàÿñÿ íà ñòðîãîì àê�ñèîìàòè÷åñêîì �óíäàìåíòå, èñïîëüçóåò êîíöåïöèþãèïåðáîëè÷íîñòè [1�7℄. Ýòî ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî âñåñóùåñòâåííûå òðàåêòîðèè â �àçîâîì ïðîñòðàíñòâåäèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû èìåþò ñåäëîâîé òèï, ñ õîðî�øî îïðåäåëåííûìè ïîäïðîñòðàíñòâàìè óñòîé÷èâûõè íåóñòîé÷èâûõ íàïðàâëåíèé â îêðåñòíîñòè òðàåêòî�ðèè. �èïåðáîëè÷åñêèå ñèñòåìû äèññèïàòèâíîãî òè�ïà, â êîòîðûõ äèíàìèêà ñîïðîâîæäàåòñÿ ñæàòèåì�àçîâîãî îáúåìà, äåìîíñòðèðóþò ñòðàííûå àòòðàê�òîðû ñ ñèëüíûìè õàîòè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè. Â ó÷åá�íèêàõ è ìîíîãðà�èÿõ ïî íåëèíåéíîé äèíàìèêå ïðè�ìåðû ãèïåðáîëè÷åñêèõ àòòðàêòîðîâ ïðåäñòàâëåíûèñêóññòâåííûìè ìàòåìàòè÷åñêèìè êîíñòðóêöèÿìè,òàêèìè êàê àòòðàêòîð Ïëûêèíà è ñîëåíîèä Ñìåé�ëà �Âèëüÿìñà [1�8℄.Àòòðàêòîð Ñìåéëà �Âèëüÿìñà èìååò ìåñòî â ìî�äåëüíîé äèññèïàòèâíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå, çà�*E-mail: spkuz�rambler.ru

äàâàåìîé îòîáðàæåíèåì òðåõìåðíîãî �àçîâîãî ïðî�ñòðàíñòâà â ñåáÿ (ðèñ. 1). �àññìîòðèì òðåõìåðíóþîáëàñòü â �îðìå òîðà (ðèñ. 1à). Ïðåäñòàâëÿÿ åãîäëÿ íàãëÿäíîñòè êàê ðåçèíîâûé áóáëèê, ðàñòÿíåìåãî â äëèíó, ñëîæèì âäâîå è âëîæèì â èñõîäíûéòîð (ðèñ. 1á ). ×òîáû îí òàì ïîìåñòèëñÿ, ïðèõîäèòñÿïðåäïîëîæèòü, ÷òî â õîäå ïðîöåäóðû ïëîùàäü ïîïå�ðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ñîêðàùàåòñÿ áîëåå ÷åì â äâà ðàçà,ò. å. îáùèé îáúåì áóáëèêà óìåíüøàåòñÿ (äèññèïàòèâ�íîñòü). Íà ðèñ. 1â ïîêàçàíî, êàê âûãëÿäèò îáðàç èñ�õîäíîãî òîðà ïîñëå äâóõ èòåðàöèé îòîáðàæåíèÿ, àíà ðèñ. 1ã � ïîëó÷àþùèéñÿ â ïðåäåëå áîëüøîãî ÷èñ�ëà øàãîâ ñîëåíîèä Ñìåéëà �Âèëüÿìñà. Ïîïåðå÷íîåñå÷åíèå îáúåêòà â ïðîöåññå ïîñòðîåíèÿ èìååò âèä îä�íîãî, çàòåì äâóõ, ÷åòûðåõ, âîñüìè è òàê äàëåå êðóæ�êîâ. Î÷åðåäíîé øàã ïîñòðîåíèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òîâíóòðè êàæäîãî êðóæêà âûäåëÿþòñÿ äâå îáëàñòè â�îðìå êðóæêîâ ìåíüøåãî ðàçìåðà, êîòîðûå îñòàâëÿ�þòñÿ äëÿ ñëåäóþùåãî øàãà, à âñå îñòàëüíîå ìíîæå�ñòâî èñêëþ÷àåòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, â ïðåäåëå áîëü�øîãî ÷èñëà øàãîâ �îðìèðóåòñÿ ïîïåðå÷íàÿ �ðàê�òàëüíàÿ ñòðóêòóðà àòòðàêòîðà, àíàëîãè÷íàÿ êàíòî�ðîâó ìíîæåñòâó.400



ÆÝÒÔ, òîì 129, âûï. 2, 2006 Õàîòè÷åñêàÿ äèíàìèêà â �èçè÷åñêîé ñèñòåìå : : :
 

‡ · ‚ „

�èñ. 1. Ïîñòðîåíèå àòòðàêòîðà îòîáðàæåíèÿ òðåõìåðíîãî �àçîâîãî ïðîñòðàíñòâà â ñåáÿ. Îáëàñòü â �îðìå òîðà (à)ðàñòÿãèâàþò â äëèíó, ñêëàäûâàþò âäâîå, ñæèìàþò â ïîïåðå÷íîì íàïðàâëåíèè è âêëàäûâàþò âíóòðü èñõîäíîãî òî-ðà (á ); â � îáðàç èñõîäíîãî òîðà ïîñëå äâóõ èòåðàöèé îòîáðàæåíèÿ, ã � ñîëåíîèä Ñìåéëà �Âèëüÿìñà, ïîëó÷àþùèéñÿâ ïðåäåëå áîëüøîãî ÷èñëà øàãîâ èòåðàöèé�èïåðáîëè÷åñêèå ñòðàííûå àòòðàêòîðû, ïðåäñòà�âèòåëåì êîòîðûõ ñëóæèò ñîëåíîèä Ñìåéëà �Âèëü-ÿìñà, ÿâëÿþòñÿ, êàê äîêàçàíî, ãðóáûìè (ñòðóêòóðíîóñòîé÷èâûìè) [1�5℄. �ðóáîñòü îçíà÷àåò íå÷óâñòâè�òåëüíîñòü õàðàêòåðà äâèæåíèé è ñòðóêòóðû âçàèì�íîãî ðàñïîëîæåíèÿ òðàåêòîðèé â �àçîâîì ïðîñòðàí�ñòâå ïî îòíîøåíèþ ê âàðèàöèÿì óðàâíåíèé, çàäà�þùèõ äèíàìèêó ñèñòåìû. Â ÷àñòíîñòè, êàíòîðîâàñòðóêòóðà ñòðàííîãî ãèïåðáîëè÷åñêîãî àòòðàêòîðàñîõðàíÿåòñÿ áåç áè�óðêàöèé, ïî êðàéíåé ìåðå, ïî�êà âàðèàöèè íå ñëèøêîì âåëèêè. Ïîêàçàòåëü Ëÿ�ïóíîâà, îòâåòñòâåííûé çà õàðàêòåðíóþ äëÿ õàîñà÷óâñòâèòåëüíîñòü äèíàìèêè ïî îòíîøåíèþ ê âîçìó�ùåíèÿì íà÷àëüíûõ óñëîâèé, çàâèñèò îò ïàðàìåòðîâãëàäêèì îáðàçîì (áåç ïðîâàëîâ â îòðèöàòåëüíóþ îá�ëàñòü, ïðèñóòñòâóþùèõ îáû÷íî â ñëó÷àå íåãèïåðáî�ëè÷åñêîãî àòòðàêòîðà).Ïðåäñòàâëÿåòñÿ, îäíàêî, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêàÿ òåî�ðèÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî õàîñà íèêîãäà íå áûëà ïðèìå�íåíà óáåäèòåëüíî ê êàêîìó-ëèáî �èçè÷åñêîìó îáú�åêòó, íåñìîòðÿ íà òî ÷òî åå êîíöåïöèè ñïëîøü è ðÿ�äîì ïðèâëåêàþòñÿ äëÿ èíòåðïðåòàöèè õàîòè÷åñêîãîïîâåäåíèÿ ðåàëèñòè÷åñêèõ íåëèíåéíûõ ñèñòåì.Ñ äðóãîé ñòîðîíû, øèðîêî èññëåäóåìûå �èçè÷å�ñêè ìîòèâèðîâàííûå íåëèíåéíûå ñèñòåìû ñî ñëîæ�íîé äèíàìèêîé, íàïðèìåð, õàîòè÷åñêèå àâòîãåíåðà�òîðû, íåëèíåéíûå îñöèëëÿòîðû ñ ïåðèîäè÷åñêèìâíåøíèì âîçäåéñòâèåì, ìîäåëü �åññëåðà è äð. íå îò�íîñÿòñÿ ê êëàññó ñèñòåì ñ ãèïåðáîëè÷åñêèìè àòòðàê�òîðàìè [7�10℄. Êàê ïðàâèëî, íàáëþäàåìûé â íèõ õà�îñ ñâÿçàí ñ òàê íàçûâàåìûì êâàçèàòòðàêòîðîì, êî�òîðûé íàðÿäó ñ õàîòè÷åñêèìè òðàåêòîðèÿìè âêëþ�÷àåò òàêæå óñòîé÷èâûå îðáèòû áîëüøîãî ïåðèîäà.(Ïîñëåäíèå îáû÷íî íåðàçëè÷èìû ïðè ÷èñëåííîì ðå�øåíèè óðàâíåíèé íà êîìïüþòåðå èç-çà óçîñòè áàñ�ñåéíîâ ïðèòÿæåíèÿ.) Ñòðîãîå ìàòåìàòè÷åñêîå îïè�

ñàíèå êâàçèàòòðàêòîðîâ îñòàåòñÿ íåðåøåííîé ïðî�áëåìîé, õîòÿ â �èçè÷åñêèõ ñèñòåìàõ íåãèïåðáîëè÷�íîñòü ý��åêòèâíî ìàñêèðóåòñÿ â ñèëó ïðèñóòñòâèÿøóìà. Â ìîäåëè Ëîðåíöà â îïðåäåëåííîé îáëàñòè ïà�ðàìåòðîâ õàîòè÷åñêèé àòòðàêòîð, êàê äîêàçàíî, îá�ëàäàåò îñíîâíûìè ñâîéñòâàìè ãèïåðáîëè÷åñêèõ àò�òðàêòîðîâ (ñ îãîâîðêàìè, êàñàþùèìèñÿ íàðóøåíèÿâ íåêîòîðûõ äåòàëÿõ àêñèîìàòè÷åñêèõ ïîëîæåíèéãèïåðáîëè÷åñêîé òåîðèè), è äèíàìèêà õàðàêòåðèçó�åòñÿ êàê êâàçèãèïåðáîëè÷åñêàÿ [11, 12℄.Èçâåñòíî íåìíîãî òåîðåòè÷åñêèõ ðàáîò, â êîòî�ðûõ îáñóæäàþòñÿ ïðèìåðû ãèïåðáîëè÷åñêîãî õàî�ñà â ñèñòåìàõ, îïèñûâàåìûõ äè��åðåíöèàëüíûìèóðàâíåíèÿìè. Â ðàáîòå [13℄ ðàññìîòðåíà ìåõàíè÷å�ñêàÿ ñèñòåìà, íàçâàííàÿ ¾òðîéíûì ñîåäèíåíèåì¿,êîòîðàÿ â îòñóòñòâèå òðåíèÿ äîïóñêàåò îïèñàíèåâ òåðìèíàõ îðáèò íà ïîâåðõíîñòè îòðèöàòåëüíîéêðèâèçíû. Â äèññèïàòèâíîì ñëó÷àå ïðè äîáàâëåíèèîáðàòíîé ñâÿçè ýòî äîëæíî ïðèâîäèòü, êàê îæèäàåò�ñÿ, ê âîçíèêíîâåíèþ ãèïåðáîëè÷åñêîãî õàîòè÷åñêî�ãî àòòðàêòîðà. Â ðàáîòå [14℄ ñêîíñòðóèðîâàí èñêóñ�ñòâåííûé ïðèìåð ïîòîêîâîé ñèñòåìû ñ òðåõìåðíûì�àçîâûì ïðîñòðàíñòâîì, èìåþùåé â ñå÷åíèè Ïóàí�êàðå àòòðàêòîð Ïëûêèíà. Ýòîò ïðèìåð, îäíàêî, âû�ãëÿäèò ñëèøêîì ñëîæíûì, ÷òîáû ìîæíî áûëî ãîâî�ðèòü î âîçìîæíîñòè åãî ðåàëèçàöèè â �èçè÷åñêîéñèñòåìå. Íàêîíåö, â ðàáîòå [15℄ ïðèâîäèòñÿ àðãóìåí�òàöèÿ â ïîëüçó ñóùåñòâîâàíèÿ àòòðàêòîðà Ïëûêèíàâ ñå÷åíèè Ïóàíêàðå òðåõìåðíîé ïîòîêîâîé ñèñòåìû,ìîòèâèðîâàííîé ïðîáëåìàìè íåéðîäèíàìèêè.Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ìû ïðåäëàãàåì ïðîñòîéè ïðîçðà÷íûé ïðèìåð �èçè÷åñêîé íåàâòîíîìíîéñèñòåìû, êîòîðàÿ, êàê ìîæíî ïðåäïîëîæèòü íàîñíîâàíèè ïðåäñòàâëåííûõ êà÷åñòâåííûõ ñîîáðàæå�íèé è ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ, îáëàäàåò ãèïåðáîëè÷å�ñêèì ñòðàííûì àòòðàêòîðîì. Ïðè îïèñàíèè â òåð�12 ÆÝÒÔ, âûï. 2 401



Ñ. Ï. Êóçíåöîâ, Å. Ï. Ñåëåçíåâ ÆÝÒÔ, òîì 129, âûï. 2, 2006ìèíàõ ñòðîáîñêîïè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðåýòî àòòðàêòîð òîãî æå âèäà, ÷òî ñîëåíîèä Ñìåé�ëà �Âèëüÿìñà, âëîæåííûé â ÷åòûðåõìåðíîå (à íåòðåõìåðíîå) �àçîâîå ïðîñòðàíñòâî.2. ÑÕÅÌÀ È Ï�ÈÍÖÈÏ ÄÅÉÑÒÂÈßÑÈÑÒÅÌÛ ÍÀ ÎÑÍÎÂÅ ÑÂßÇÀÍÍÛÕ�ÅÍÅ�ÀÒÎ�ÎÂ ÂÀÍ-ÄÅ�-ÏÎËßÎáðàòèìñÿ ê ïîêàçàííîé íà ðèñ. 2 ñõåìå ðà-äèîòåõíè÷åñêîãî óñòðîéñòâà, êîòîðîå ïðåäñòàâëÿåòñîáîé íåàâòîíîìíóþ êîëåáàòåëüíóþ ñèñòåìó, ñêîí�ñòðóèðîâàííóþ íà áàçå äâóõ ïîäñèñòåì � îñöèëëÿ�òîðîâ Âàí-äåð-Ïîëÿ ñ õàðàêòåðíûìè ÷àñòîòàìè !0 è2!0. Êàæäûé èç äâóõ îñöèëëÿòîðîâ ñîäåðæèò êîëå�áàòåëüíûé êîíòóð, îáðàçîâàííûé êàòóøêîé èíäóê�òèâíîñòè L1;2 è åìêîñòüþ, ñîîòâåòñòâåííî, C1;2, òàê÷òî !0 = 1pL1C1 ; 2!0 = 1pL2C2 :Îòðèöàòåëüíîå ñîïðîòèâëåíèå (�R1;2) âíîñèòñÿ ñïå�öèàëüíûì ýëåìåíòîì íà îñíîâå îïåðàöèîííîãî óñè�ëèòåëÿ, ïðè÷åì âåëè÷èíó îòðèöàòåëüíîãî ñîïðîòèâ�ëåíèÿ ìîæíî ñ÷èòàòü ïðàêòè÷åñêè ïîñòîÿííîé â ðà�áî÷åì èíòåðâàëå íàïðÿæåíèé ïðè êîëåáàíèÿõ â êîí�òóðàõ. Íåëèíåéíàÿ ïðîâîäèìîñòü, îáåñïå÷èâàþùàÿóâåëè÷åíèå ïîòåðü ýíåðãèè ñ ðîñòîì àìïëèòóäû êî�ëåáàíèé, ââîäèòñÿ ýëåìåíòîì, ñîñòàâëåííûì èç ïîëó�ïðîâîäíèêîâûõ äèîäîâ â âèäå äâóõ ïàðàëëåëüíî ñî�åäèíåííûõ âåòâåé ñ ïðîòèâîïîëîæíûì íàïðàâëåíè�åì ïðîïóñêàíèÿ òîêà. Ïîëåâîé òðàíçèñòîð âíîñèò âêîëåáàòåëüíûé êîíòóð ïðàêòè÷åñêè ëèíåéíóþ ïîëî�æèòåëüíóþ ïðîâîäèìîñòü, âåëè÷èíà êîòîðîé ðåãóëè�ðóåòñÿ íàïðÿæåíèåì, ïîäàâàåìûì íà çàòâîð òðàíçè�ñòîðà. Ýòî íàïðÿæåíèå ìåäëåííî èçìåíÿåòñÿ âî âðå�ìåíè, ñîâåðøàÿ êîëåáàíèÿ ñ ïåðèîäîì T = 2�N=!0,ãäå N � öåëîå ÷èñëî, ïðè÷åì íà îäíîì ïîëóïåðèî�äå ýòîãî ïðîöåññà ïåðâûé îñöèëëÿòîð íàõîäèòñÿ âðåæèìå ãåíåðàöèè êîëåáàíèé, à âòîðîé � ïîä ïî�ðîãîì ãåíåðàöèè. Íà ñëåäóþùåì ïîëóïåðèîäå îíèìåíÿþòñÿ ðîëÿìè. Ïåðâûé ãåíåðàòîð äåéñòâóåò íàâòîðîé ïîñðåäñòâîì íåëèíåéíîãî êâàäðàòè÷íîãî ýëå�ìåíòà A1. Ïðîèçâîäèìàÿ ïðè ýòîì âòîðàÿ ãàðìîíèêàñèãíàëà ñëóæèò çàòðàâêîé äëÿ âîçíèêàþùèõ êîëåáà�íèé âòîðîãî îñöèëëÿòîðà â äèàïàçîíå ÷àñòîò âáëèçè2!0, êîãäà îí âûõîäèò çà ïîðîã ãåíåðàöèè. Â ñâîþî÷åðåäü, âòîðîé ãåíåðàòîð äåéñòâóåò íà ïåðâûé ïî�ñðåäñòâîì íåëèíåéíîãî ýëåìåíòà A2, îñóùåñòâëÿþ�ùåãî ñìåøåíèå ïîñòóïàþùåãî ñèãíàëà è âñïîìîãà�òåëüíîãî ñèãíàëà íà ÷àñòîòå !0. Ïðè ýòîì ïîÿâëÿ�åòñÿ ñîñòàâëÿþùàÿ íà ðàçíîñòíîé ÷àñòîòå, êîòîðàÿ

ïîïàäàåò â ðåçîíàíñíûé äèàïàçîí äëÿ ïåðâîãî îñ�öèëëÿòîðà è ñëóæèò çàòðàâêîé, êîãäà îí íà÷èíàåòãåíåðèðîâàòü. Òàêèì îáðàçîì, îáà îñöèëëÿòîðà, ñî�ñòàâëÿþùèå ñõåìó, ïî î÷åðåäè ïåðåäàþò âîçáóæäå�íèå îäèí äðóãîìó, ÷òî ìîæíî îõàðàêòåðèçîâàòü êàêýñòà�åòíûé ìåõàíèçì.Ïîÿñíèì, ïî÷åìó ñõåìà �óíêöèîíèðóåò êàê ãåíå�ðàòîð õàîñà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà ñòàäèè ãåíåðàöèèïåðâîãî îñöèëëÿòîðà åãî êîëåáàíèÿ èìåþò íåêîòî�ðóþ �àçó ': U1 / 
os(!0t+'). Ñèãíàë U21 íà âûõîäåíåëèíåéíîãî ýëåìåíòà A1 ñîäåðæèò âòîðóþ ãàðìîíè�êó 
os(2!0t+2') è åãî �àçà ðàâíà 2'. Êîãäà ïîëóïå�ðèîä çàêàí÷èâàåòñÿ è íà÷èíàåò ãåíåðèðîâàòü âòîðîéîñöèëëÿòîð, âîçíèêàþùèå êîëåáàíèÿ ïåðåìåííîé U2ïîëó÷àþò òó æå ñàìóþ �àçó 2'. Áëàãîäàðÿ ñìåøå�íèþ ýòèõ êîëåáàíèé ñî âñïîìîãàòåëüíûì ñèãíàëîì÷àñòîòû !0 íà íåëèíåéíîì ýëåìåíòå A2, óäâîåííàÿ�àçà ïåðåäàåòñÿ â èñõîäíûé ÷àñòîòíûé äèàïàçîí.Òàêèì îáðàçîì, íà íîâîé ñòàäèè âîçáóæäåíèÿ ïåð�âîãî îñöèëëÿòîðà îí ïîëó÷èò �àçó 2'. Î÷åâèäíî,çíà÷åíèÿ �àçû ïåðâîãî ãåíåðàòîðà íà ïîñëåäóþùèõñòàäèÿõ äàþòñÿ, ïî êðàéíåé ìåðå â îïðåäåëåííîìïðèáëèæåíèè, îòîáðàæåíèåì âèäà'n+1 = 2'n mod (2�): (1)Êàê èçâåñòíî, äèíàìèêà, îïèñûâàåìàÿ ýòèì îòîá�ðàæåíèåì, õàîòè÷íà. Ýòî õîðîøî èçó÷åííûéïðèìåð õàîñà, îòîáðàæåíèå ¾çóá ïèëû¿ (saw-toothmap) [1; 4; 6; 7℄. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ íåãî ëåãêî óñòà�íîâèòü ïðèñóòñòâèå íåóñòîé÷èâîñòè äâèæåíèÿ ïîîòíîøåíèþ ê âîçìóùåíèþ íà÷àëüíûõ óñëîâèé,ÿâëÿþùåéñÿ îñíîâíûì õàðàêòåðíûì àòðèáóòîìõàîòè÷åñêîé äèíàìèêè. Â ñàìîì äåëå, èç óðàâíåíèÿ(1) î÷åâèäíî, ÷òî íà êàæäîì øàãå èòåðàöèé ìàëîåâîçìóùåíèå èñõîäíîãî ñîñòîÿíèÿ âîçðàñòàåò âäâîå.Áóäåì ðàññìàòðèâàòü äèíàìèêó íàøåé ñèñòå�ìû äâóõ âçàèìîäåéñòâóþùèõ îñöèëëÿòîðîâ ñòðîáî�ñêîïè÷åñêè, îòñëåæèâàÿ äèñêðåòíóþ ïîñëåäîâàòåëü�íîñòü ìãíîâåííûõ ñîñòîÿíèé ñ ïåðèîäîì âíåøíå�ãî âîçäåéñòâèÿ T . Ôîðìàëüíî ãîâîðÿ, òàêîå îïèñà�íèå ñâîäèòñÿ ê èòåðàöèÿì íåêîòîðîãî îòîáðàæåíèÿ÷åòûðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà â ñåáÿ. Äåéñòâèòåëü�íî, ìãíîâåííîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû îïðåäåëÿåòñÿ íà�áîðîì ÷åòûðåõ ïåðåìåííûõ, õàðàêòåðèçóþùèõ íà�ïðÿæåíèå è òîê â îáîèõ êîëåáàòåëüíûõ êîíòóðàõ,V = fU1; I1; U2; I2g. Åñëè â íåêîòîðûé ìîìåíò âðå�ìåíè t = nT çàäàí âåêòîð V = Vn, òî äèíàìèêàñèñòåìû îäíîçíà÷íî îïðåäåëèò ýòè æå ïåðåìåííûå÷åðåç ïåðèîä âîçäåéñòâèÿ: Vn+1 = F(Vn).Â ÷åòûðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé íà�ïðàâëåíèå, ñâÿçàííîå ñ �àçîé ', îòâå÷àåò ðàñøè�ðåíèþ, à òðè îñòàëüíûõ íàïðàâëåíèÿ � ñæàòèþ.402



ÆÝÒÔ, òîì 129, âûï. 2, 2006 Õàîòè÷åñêàÿ äèíàìèêà â �èçè÷åñêîé ñèñòåìå : : :U2(t)U1(t)�R1 C1 L1 A1 U21a 
os !0N t �a 
os !0N tT2L2 C2U2 
os!0t A2
os!0tU1T1Ïîäñèñòåìà 1 Ïîäñèñòåìà 2U2I1(t) I2(t) �R2D1�D6 D7�D12
�2U2 
os!0t �1U21�� � � ��èñ. 2. Ñõåìà óñòðîéñòâà íà îñíîâå äâóõ ñâÿçàííûõ ïîäñèñòåì � îñöèëëÿòîðîâ Âàí-äåð-Ïîëÿ ñ ïåðèîäè÷åñêè ìåíÿ-þùèìèñÿ ïàðàìåòðàìè, � îáëàäàþùàÿ ñòðàííûì àòòðàêòîðîì òèïà Ñìåéëà �Âèëüÿìñà (ñì. ïîÿñíåíèÿ â òåêñòå)Èíòåðïðåòèðóÿ äåéñòâèå ñòðîáîñêîïè÷åñêîãî îòîá�ðàæåíèÿ Vn+1 = F(Vn) ãåîìåòðè÷åñêè, ìû ìî�æåì âîîáðàçèòü âëîæåííûé â ÷åòûðåõìåðíîå ïðî�ñòðàíñòâî òîðîèä (ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå îäíîìåðíîéîêðóæíîñòè è òðåõìåðíîãî øàðà) è ñâÿçàòü îäíóèòåðàöèþ îòîáðàæåíèÿ ñ ïðîäîëüíûì ðàñòÿæåíèåìè ïîïåðå÷íûì ñæàòèåì ýòîãî îáúåêòà, âêëàäûâàåìî�ãî çàòåì äâàæäû ñëîæåííûì âíóòðü èñõîäíîé îáëàñ-òè. Ýòî òî÷íî ñîîòâåòñòâóåò êîíñòðóêöèè àòòðàêòî�ðà Ñìåéëà �Âèëüÿìñà. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ïðåä�ïîëîæèòü, ÷òî â äàííîé ñèñòåìå ðåàëèçóåòñÿ ãèïåð�áîëè÷åñêèé õàîòè÷åñêèé àòòðàêòîð. Äàëåå ìû ïðåä�ñòàâèì ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû, ñâèäåòåëüñòâóþùèåâ ïîëüçó ýòîãî ïðåäïîëîæåíèÿ.3. ÑÈÑÒÅÌÀ ÄÈÔÔÅ�ÅÍÖÈÀËÜÍÛÕÓ�ÀÂÍÅÍÈÉÑîñòàâèì ñèñòåìó óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ äè�íàìèêó ïðåäëàãàåìîé ñõåìû. Äëÿ êàæäîé ïîäñèñòå�ìû çàïèñûâàåì óðàâíåíèå Êèðõãî�à, âûðàæàþùååðàâåíñòâî íóëþ ñóììàðíîãî òîêà â ïàðàëëåëüíûõâåòâÿõ ñõåìû, è óðàâíåíèå, ñâÿçûâàþùåå íàïðÿæå�íèå è òîê ÷åðåç êàòóøêó èíäóêòèâíîñòè:C1 dU1dt + I1 � U1R1 + f(U1) ++ U1�g1 � k1a 
os !0tN � = 0;L1 dI1dt = U1 + �2U2 
os!0t;C2 dU2dt + I2 � U2R2 + f(U2) ++ U2�g2 + k2a 
os !0tN � = 0;L2 dI2dt = U2 + �1U21 :

(2)

Â ýòèõ óðàâíåíèÿõ �óíêöèÿ f(U) � �U + �U3 õà�ðàêòåðèçóåò çàâèñèìîñòü òîêà îò íàïðÿæåíèÿ äëÿíåëèíåéíîãî ýëåìåíòà, ñîñòàâëåííîãî èç ïîëóïðîâîä�íèêîâûõ äèîäîâ, �1;2 � êîý��èöèåíòû ïåðåäà÷è âöåïÿõ, îáåñïå÷èâàþùèõ ñâÿçü ìåæäó äâóìÿ ïîäñèñ-òåìàìè, ìíîæèòåëü g � ka 
os(!0t=N) îòâå÷àåò ïðî�âîäèìîñòè, âíîñèìîé â êîíòóð ïîëåâûì òðàíçèñòî�ðîì ïðè íàëè÷èè ïåðåìåííîãî íàïðÿæåíèÿ íà çàòâî�ðå �a 
os(!0t=N).Ñ èñïîëüçîâàíèåì áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ� = !0t2� ; x = U1� 6��!0C1�1=2 ;u = I1� 6��!30C31 �1=2 ;y = U2� 6��!0C2�1=2 ; v = I2 � 3��2!30C32 �1=2 (3)è ïàðàìåòðîâA1 = 2�k1a!0C1 ; A2 = 2�k2a!0C2 ;h1 = 2�!0C1 � 1R1 � �� g1� ;h2 = 2�!0C2 � 1R2 � �� g2� ;"1 = �1s !0C216��C2 ; "1 = �2rC2C1 (4)
ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé ñèñòåìå óðàâíåíèé:_x+ 2�u��h1 +A1 
os 2��N �x+ 13x3 = 0;_u = 2�(x+ "2y 
os 2��);_y + 4�v ��h2 �A2 
os 2��N � y + 13y3 = 0;_v = 4�(y + "1x2): (5)Êàæäàÿ èç äâóõ ïîäñèñòåì îïèñûâàåòñÿ ïàðîé óðàâ�íåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà, äîïóñêàþùåé ïðåäñòàâëåíèå403 12*
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�èñ. 3. Òèïè÷íûå îáðàçöû âðåìåííîé çàâèñèìîñòè äëÿ ïåðåìåííûõ x (÷åðíûå ëèíèè) è y (ñåðûå ëèíèè), ïîëó÷åííîéèç ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (5) äëÿ N = 8, A1 = 1:5, A2 = 6, "1 = "2 = 0:1, h1 = h2 = 0; à � îäíà ðåàëèçàöèÿ,á � ïîðÿäêà äåñÿòè íàëîæåííûõ äðóã íà äðóãà ðåàëèçàöèé � ó÷àñòêîâ îäíîãî è òîãî æå ñèãíàëà
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�èñ. 4. Ïîðòðåò àòòðàêòîðà â ïðîåêöèè íà ïëîñêîñòü äèíàìè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ ïåðâîãî îñöèëëÿòîðà (x; _x) (à),ñòðîáîñêîïè÷åñêîå ñå÷åíèå àòòðàêòîðà äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîìåíòîâ âðåìåíè �n = nN (á ) è ýìïèðè÷åñêàÿäèàãðàììà, ãäå ïî ãîðèçîíòàëüíîé è âåðòèêàëüíîé îñÿì îòëîæåíû çíà÷åíèÿ �àçû ïåðâîãî îñöèëëÿòîðà â ïîñëå-äîâàòåëüíûå ìîìåíòû âðåìåíè �n è �n+1 (â). Çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ N = 8, A1 = 1:5, A2 = 6, "1 = "2 = 0:1,h1 = h2 = 0â âèäå óðàâíåíèÿ Âàí-äåð-Ïîëÿ ñ èçìåíÿþùèìèñÿâî âðåìåíè êîý��èöèåíòàìè. Äèíàìè÷åñêèå ïåðå�ìåííûå x; u îòâå÷àþò ïåðâîìó îñöèëëÿòîðó, à y, v �âòîðîìó. Ñ ó÷åòîì èñïîëüçîâàííîé íîðìèðîâêè õà�ðàêòåðíàÿ êðóãîâàÿ ÷àñòîòà ïåðâîãî îñöèëëÿòîðà ðàâíà 2� (÷òî ñîîòâåòñòâóåò ïåðèîäó �� = 1), à âòî�ðîãî � 4�. Ìíîæèòåëü h1;2 � A1;2 
os(2��=N) ïðåä�ñòàâëÿåò ìåäëåííî îñöèëëèðóþùèé âî âðåìåíè ïà�ðàìåòð, óïðàâëÿþùèé áè�óðêàöèåé ðîæäåíèÿ öèê�ëà â îäíîé è äðóãîé ïîäñèñòåìàõ.404



ÆÝÒÔ, òîì 129, âûï. 2, 2006 Õàîòè÷åñêàÿ äèíàìèêà â �èçè÷åñêîé ñèñòåìå : : :4. ÕÀÎÒÈ×ÅÑÊÈÉ ÀÒÒ�ÀÊÒÎ� ÂÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÌÎÄÅËÈÍà ðèñ. 3 ïîêàçàíû òèïè÷íûå îáðàçöû âðåìåí�íûõ çàâèñèìîñòåé ïåðåìåííûõ x è y, ïîëó÷åííûõèç ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (5) ìåòîäîì �óí�ãå �Êóòòà ïðè N = 8 è çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâA1 = 1:5, A2 = 6, "1 = "2 = 0:1, h1 = h2 = 0. Íà äèà�ãðàììå ðèñ. 3à ïðåäñòàâëåíà îäíà ðåàëèçàöèÿ, à íàäèàãðàììå ðèñ. 3á � íàáîð ïðèìåðíî èç äåñÿòêà ðå�àëèçàöèé, îòâå÷àþùèõ ïîñëåäîâàòåëüíûì ó÷àñòêàìîäíîãî è òîãî æå ãåíåðèðóåìîãî ñèãíàëà. Íà ðèñ. 3àâèäíî, ÷òî èìååò ìåñòî ïîî÷åðåäíîå âîçáóæäåíèåïåðâîãî (÷åðíàÿ êðèâàÿ) è âòîðîãî (ñåðàÿ êðèâàÿ)îñöèëëÿòîðîâ; âîçáóæäåíèå êàê áû ïî ýñòà�åòå ïå�ðåäàåòñÿ ïî î÷åðåäè îò îäíîãî îñöèëëÿòîðà ê äðóãî�ìó. Íà ðèñ. 3á ìîæíî ñäåëàòü íà âèçóàëüíîì óðîâíåçàêëþ÷åíèå î íåïåðèîäè÷íîñòè ïðîöåññà. Áîëåå òùà�òåëüíûé àíàëèç ïîêàçûâàåò, ÷òî íà ñàìîì äåëå èìå�åò ìåñòî õàîñ, êîòîðûé ïðîÿâëÿåò ñåáÿ â ñëó÷àéíîìñìåùåíèè ìàêñèìóìîâ è ìèíèìóìîâ �óíêöèé x(t) èy(t) îòíîñèòåëüíî îãèáàþùåé ãåíåðèðóåìûõ êîëåáà�íèé íà ïîñëåäîâàòåëüíûõ ñòàäèÿõ âîçáóæäåíèÿ îñ�öèëëÿòîðîâ.Íà ðèñ. 4à ïîêàçàí �àçîâûé ïîðòðåò àòòðàêòîðàâ ïðîåêöèè íà ïëîñêîñòü ïåðåìåííûõ (x; _x). Íà äèà�ãðàììå ðèñ. 4á íà òîé æå ïëîñêîñòè îòëîæåíû òî÷�êè, îòâå÷àþùèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîìåíòîâ âðå�ìåíè �n = nN , ò. å. ïðåäñòàâëåí ïîðòðåò àòòðàêòîðàâ ñòðîáîñêîïè÷åñêîì ñå÷åíèè. Íà ðèñ. 4â ïðèâåäåíàýìïèðè÷åñêàÿ äèàãðàììà äëÿ �àçû ïåðâîãî îñöèë�ëÿòîðà, ãäå ïî ãîðèçîíòàëüíîé îñè îòëîæåíà âåëè÷è�íà �àçû, îòíîñÿùàÿñÿ ê ìîìåíòó âðåìåíè �n, à ïîâåðòèêàëè � ê ìîìåíòó âðåìåíè �n+1. Ôàçû îïðåäå�ëÿþòñÿ ïîñðåäñòâîì ñîîòíîøåíèÿ' =8>>><>>>: ar
tg�� 12� _xx� ; x > 0;� + ar
tg�� 12� _xx� ; x < 0: (6)Êàê âèäíî íà ðèñ. 4â, îòîáðàæåíèå äëÿ �àçû òîïîëî�ãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî ñîîòíîøåíèþ (1). (Íåêîòîðûåèñêàæåíèÿ âîçíèêàþò èç-çà íåòî÷íîñòè êà÷åñòâåí�íûõ ðàññóæäåíèé ïðè âûâîäå �îðìóëû (1), à òàêæåñàìîãî îïðåäåëåíèÿ �àçû; ñîîòâåòñòâèå ñòàíîâèòñÿëó÷øå ïðè áîëüøèõ îòíîøåíèÿõ ïåðèîäîâ N .)Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà ñ ïîìî�ùüþ àëãîðèòìà Áåíåòòèíà [16; 17℄ ïðîâîäèëîñü îä�íîâðåìåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèé (5) è ÷åòûðåõ êîì�ïëåêòîâ ëèíåàðèçîâàííûõ óðàâíåíèé äëÿ âîçìóùå�
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�èñ. 5. Ïîëó÷åííûå ÷èñëåííî ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâàñòðîáîñêîïè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ â çàâèñèìîñòè îòïàðàìåòðà A1 ïðè N = 8, A2 = 4A1, "1 = "2 = 0:1,h1 = h2 = 0. Íàèáîëüøèé ïîêàçàòåëü îñòàåòñÿ ïî-÷òè ïîñòîÿííûì âî âñåì èíòåðâàëå ãèïåðáîëè÷íî-ñòè è íàõîäèòñÿ â õîðîøåì ñîîòâåòñòâèè ñ îöåíêîé�1 � ln 2íèé: _~x = �2�~u� x2~x+�h1 +A1 
os 2��N � ~x;_~u = 2� (~x+ "2~y 
os 2��) ;_~y = �4�~v � y2~y +�h2 �A2 
os 2��N � ~y;_~v = 4� (~y + 2"1x~x) : (7)Ïî õîäó ðåøåíèÿ íà êàæäîì øàãå ñõåìû èí�òåãðèðîâàíèÿ âûïîëíÿëàñü îðòîãîíàëèçàöèÿ�ðàìà �Øìèäòà è íîðìàëèçàöèÿ äëÿ ÷åòûðåõâåêòîðîâ, îïðåäåëÿëèñü ñðåäíèå ñêîðîñòè ðîñòà èëèóìåíüøåíèÿ íàêàïëèâàþùèõñÿ ñóìì ëîãàðè�ìîâíîðì âåêòîðîâ âîçìóùåíèÿ (ïîñëå îðòîãîíàëèçà�öèè, íî ïåðåä íîðìàëèçàöèåé). Î÷åâèäíî, ÷åòûðåïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà äëÿ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâ�íåíèé �k è äëÿ ñòðîáîñêîïè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ�k ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì �k = N�1�k. Ñîãëàñíîðåçóëüòàòàì âû÷èñëåíèé ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà äëÿàòòðàêòîðà ñòðîáîñêîïè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ ïðèóïîìÿíóòûõ ïàðàìåòðàõ ñîñòàâèëè �1 � 0:69 � ln 2,�2 � �6:64, �3 � �11:12, �4 � �22:24. Íàëè÷èåïîëîæèòåëüíîãî ïîêàçàòåëÿ �1 ñëóæèò êîëè÷å�ñòâåííûì ïîäòâåðæäåíèåì ïðèñóòñòâèÿ õàîñà.(Îòìåòèì îòñóòñòâèå íóëåâîãî ïîêàçàòåëÿ, ÷òî åñòå�ñòâåííî äëÿ îòîáðàæåíèé è íåàâòîíîìíûõ ñèñòåì ñíåïðåðûâíûì âðåìåíåì.)Íà ðèñ. 5 ïîêàçàíà çàâèñèìîñòü ïîêàçàòåëåé Ëÿ�405
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�èñ. 6. Ïîðòðåò àòòðàêòîðà â ïðîåêöèè íà ïëîñêîñòü äèíàìè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ ïåðâîãî îñöèëëÿòîðà (x; _x) (à),ñòðîáîñêîïè÷åñêîå ñå÷åíèå àòòðàêòîðà äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîìåíòîâ âðåìåíè �n = nN (á ) è ýìïèðè÷åñêàÿäèàãðàììà, ãäå ïî ãîðèçîíòàëüíîé è âåðòèêàëüíîé îñÿì îòëîæåíû çíà÷åíèÿ �àçû ïåðâîãî îñöèëëÿòîðà â ïîñëå-äîâàòåëüíûå ìîìåíòû âðåìåíè �n è �n+1 (â). Çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ N = 4, A1 = 1:5, A2 = 6, "1 = "2 = 0:1,h1 = h2 = 0ïóíîâà �k îò ïàðàìåòðà A1 ïðè A2=A1 = 
onst = 4.Íàèáîëüøèé ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà �1 îñòàåòñÿ ïî�÷òè ïîñòîÿííûì â øèðîêîì èíòåðâàëå èçìåíåíèÿïàðàìåòðà è áëèçîê ê âåëè÷èíå ln 2, à îñòàëüíûåäåìîíñòðèðóþò ïëàâíóþ çàâèñèìîñòü îò ïàðàìåò�ðà. Òàêîé õàðàêòåð ïîâåäåíèÿ ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíî�âà ñîãëàñóåòñÿ ñ ïðåäïîëîæåíèåì î ãèïåðáîëè÷åñêîéïðèðîäå íàáëþäàåìîãî àòòðàêòîðà. Ëåâûé êðàé äèà�ãðàììû, ãäå íà÷èíàåòñÿ çàìåòíîå óìåíüøåíèå ïîêà�çàòåëÿ �1, ñîîòâåòñòâóåò íàðóøåíèþ ãèïåðáîëè÷íî�ñòè.Åñëè õàîòè÷åñêèé àòòðàêòîð äåéñòâèòåëüíî ãè�ïåðáîëè÷åñêèé, õàîòè÷åñêàÿ äèíàìèêà äîëæíà áûòüãðóáîé, à çíà÷èò ñîõðàíÿòü ñâîé õàðàêòåð ïðè âà�ðèàöèè óðàâíåíèé. ×èñëåííûå ðàñ÷åòû ïîäòâåðæäà�þò, ÷òî ýòî äåéñòâèòåëüíî òàê. Â ÷àñòíîñòè, äèíà�ìè÷åñêîå ïîâåäåíèå àíàëîãè÷íîé ïðèðîäû íàáëþ�äàåòñÿ è ïðè äðóãèõ öåëî÷èñëåííûõ çíà÷åíèÿõ N ,âêëþ÷àÿ ñóùåñòâåííî ìåíüøèå. Íàïðèìåð, íà ðèñ. 6ïîêàçàí ïîðòðåò ñòðàííîãî àòòðàêòîðà â ïðîåêöèèíà ïëîñêîñòü (x; _x) è åãî ñòðîáîñêîïè÷åñêîå ñå÷åíèåäëÿ ñëó÷àÿ N = 4. Äëÿ ýòîãî àòòðàêòîðà ïîêàçàòå�ëè Ëÿïóíîâà �1 � 0:69, �2 � �2:40, �3 � �4:24,�4 � �6:85. Îòìåòèì ÿñíî âèäèìóþ íà äèàãðàììåðèñ. 6á �ðàêòàëüíóþ ïîïåðå÷íóþ ñòðóêòóðó ¾ëåíò¿,ñîñòàâëÿþùèõ àòòðàêòîð. Î÷åâèäíî, îí âûãëÿäèòèìåííî òàê, êàê äîëæåí âûãëÿäåòü àòòðàêòîð Ñìåé�ëà �Âèëüÿìñà (ñð. ñ ðèñ. 1ã). Â äàííîì ñëó÷àå �ðàê�òàëüíóþ ïîïåðå÷íóþ ñòðóêòóðó ïîëîñ ìîæíî ðàçëè�÷èòü è íà äèàãðàììå äëÿ �àç (ðèñ. 6â).Ïî �îðìóëå Êàïëàíà �Éîðêå [3; 7; 8℄ îöåíêà

�ðàêòàëüíîé ðàçìåðíîñòè àòòðàêòîðà êàê îáúåêòàâ ñòðîáîñêîïè÷åñêîì ñå÷åíèè â äàííîì ñëó÷àå äàåòD = 1 + �1j�2j � 1:29(òàê íàçûâàåìàÿ ëÿïóíîâñêàÿ ðàçìåðíîñòü). Ñîãëàñ�íî âû÷èñëåíèÿì ïî àëãîðèòìó �ðàññáåðãåðà �Ïðî-êà÷÷èà [3; 7; 8; 18℄, êîððåëÿöèîííàÿ ðàçìåðíîñòü àò�òðàêòîðà â ñòðîáîñêîïè÷åñêîì ñå÷åíèè ñîñòàâëÿåòD � 1:4, ÷òî íàõîäèòñÿ â ðàçóìíîì ñîîòâåòñòâèèñ ëÿïóíîâñêîé ðàçìåðíîñòüþ. Ïîëíàÿ ðàçìåðíîñòüàòòðàêòîðà, âëîæåííîãî â ïÿòèìåðíîå ðàñøèðåííîå�àçîâîå ïðîñòðàíñòâî íåàâòîíîìíîé ñèñòåìû, íàåäèíèöó áîëüøå: d = D + 1 � 2:4.Íà ðèñ. 7 ïîêàçàíû ñïåêòðû êîëåáàíèé ïåðâî�ãî è âòîðîãî îñöèëëÿòîðîâ â ðàññìàòðèâàåìîì ðå�æèìå ãåíåðàöèè õàîñà. Äëÿ èõ ïîñòðîåíèÿ èñïîëü�çîâàëñÿ ìåòîä ñòàòèñòè÷åñêîé îöåíêè ñïåêòðàëüíîéïëîòíîñòè ìîùíîñòè, ðåêîìåíäóåìûé â òåîðèè ñëó�÷àéíûõ ïðîöåññîâ è ñîñòîÿùèé â ðàçáèåíèè èìåþ�ùåéñÿ ðåàëèçàöèè íà ó÷àñòêè êîíå÷íîé ïðîòÿæåííî�ñòè, âûïîëíåíèè ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå äëÿ êàæäî�ãî ó÷àñòêà è ïîñëåäóþùåì óñðåäíåíèè êâàäðàòîâ àì�ïëèòóä ñïåêòðàëüíûõ êîìïîíåíò. Êàê ìîæíî óñìîò�ðåòü èç ðèñóíêà, ñïåêòð, î÷åâèäíî, ñïëîøíîé. Äëÿïåðâîãî îñöèëëÿòîðà îí ñîñðåäîòî÷åí â äèàïàçîíåâáëèçè ÷àñòîòû !0 = 2�, à äëÿ âòîðîãî � âáëèçè2!0 = 4�. Îòìåòèì î÷åâèäíóþ èç ðèñ. 7 íåïðåðûâ�íóþ çàâèñèìîñòü ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè ìîùíîñòèîò ÷àñòîòû è îòñóòñòâèå ¾èçðåçàííîñòè¿ ñïåêòðà,õàðàêòåðíîé, êàê ïðàâèëî, äëÿ ñïåêòðîâ, ïîðîæäàå�ìûõ íåãèïåðáîëè÷åñêèìè àòòðàêòîðàìè. Ìîæíî çà�406
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�èñ. 7. Ñïåêòðû êîëåáàíèé â ïåðâîì (x) è âòîðîì (y) îñöèëëÿòîðàõ â õàîòè÷åñêîì ðåæèìå. Ïî âåðòèêàëüíîé îñèîòëîæåí êîðåíü êâàäðàòíûé èç ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè ìîùíîñòè. Çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ: N = 4, A1 = 1:5, A2 = 6,"1 = "2 = 0:1, h1 = h2 = 0ìåòèòü ïðèñóòñòâèå îòíîñèòåëüíî óçêèõ ïèêîâ ñïåê�òðàëüíîé ïëîòíîñòè â íèçêî÷àñòîòíîé ÷àñòè ñïåê�òðà âòîðîãî îñöèëëÿòîðà. Ýòî ñâÿçàíî, î÷åâèäíî, ñý��åêòîì äåòåêòèðîâàíèÿ ïðè ñìåøåíèè âñïîìîãà�òåëüíîãî ñèãíàëà è êîëåáàíèé ïåðâîãî îñöèëëÿòîðàíà ýëåìåíòå ñâÿçè ñ êâàäðàòè÷íîé íåëèíåéíîñòüþ.Èíòåðåñíî âûïîëíèòü ïðÿìóþ ÷èñëåííóþ ïðî�âåðêó ñâîéñòâà ãèïåðáîëè÷íîñòè àòòðàêòîðà. Èäåÿòàêîãî òåñòà áûëà ïðåäëîæåíà â ðàáîòàõ [19; 20℄ èïðèìåíÿëàñü äëÿ ïðîâåðêè ãèïåðáîëè÷íîñòè òðàåê�òîðèé äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, èìåþùèõ îäíî óñòîé�÷èâîå è îäíî íåóñòîé÷èâîå íàïðàâëåíèÿ. Ïðîöåäóðàñîñòîèò â âû÷èñëåíèè âåêòîðîâ ìàëûõ âîçìóùåíèéâäîëü òðàåêòîðèè â ïðÿìîì è îáðàòíîì âðåìåíè ñèçìåðåíèåì óãëà ìåæäó ýòèìè âåêòîðàìè â òî÷êàõòðàåêòîðèè. Åñëè íóëåâûå çíà÷åíèÿ óãëà íå âñòðå÷à�þòñÿ, ò. å. ñòàòèñòè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå óãëîâ îòäå�ëåíî îò íóëÿ, òî äåëàåòñÿ çàêëþ÷åíèå, ÷òî äèíàìè�êà ãèïåðáîëè÷åñêàÿ. Åñëè ñòàòèñòè÷åñêîå ðàñïðåäå�ëåíèå ïîêàçûâàåò íåíóëåâóþ âåðîÿòíîñòü äëÿ íóëå�âîãî óãëà, òî ýòî ñâèäåòåëüñòâóåò î íåãèïåðáîëè÷å�ñêîì ïîâåäåíèè èç-çà íàëè÷èÿ êàñàíèé óñòîé÷èâûõ èíåóñòîé÷èâûõ ìíîãîîáðàçèé. Â äèññèïàòèâíîì ñëó�÷àå èìåííî ýòè êàñàíèÿ îòâåòñòâåííû çà âîçíèêíîâå�íèå êâàçèàòòðàêòîðà â íåãèïåðáîëè÷åñêèõ ñèñòåìàõ.Ïðèìåíèòåëüíî ê íàøåé ñèñòåìå ìåòîä íóæäàåò�ñÿ â ìîäè�èêàöèè. Âî-ïåðâûõ, ìû õîòèì ðàáîòàòüñ îïèñàíèåì â òåðìèíàõ ñòðîáîñêîïè÷åñêîãî îòîá�ðàæåíèÿ, ÷òîáû íåïîñðåäñòâåííî ñâÿçàòü ðåçóëüòà�òû ñ êîíñòðóêöèåé Ñìåéëà �Âèëüÿìñà. Âî-âòîðûõ,â íàøåì ñëó÷àå òîëüêî íåóñòîé÷èâîå ïîäïðîñòðàí�ñòâî ÿâëÿåòñÿ îäíîìåðíûì, òîãäà êàê óñòîé÷èâîå �òðåõìåðíûì. Ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì àäàïòèðî�âàííûé àëãîðèòì ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ñíà÷àëàèç ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (5) íàõîäèì äî�

ñòàòî÷íî ïðîòÿæåííóþ ïðåäñòàâèòåëüíóþ îðáèòóíà àòòðàêòîðå fx(�); u(�); y(�); v(�)g. Çàòåì ðåøà�åì ÷èñëåííî óðàâíåíèÿ (7) äëÿ âîçìóùåíèé òðà�åêòîðèè â ïðÿìîì âðåìåíè. Ïî õîäó ðåøåíèÿ íàêàæäîì øàãå âûïîëíÿåòñÿ íîðìàëèçàöèÿ âåêòîðàa(�) = f~x(�); ~u(�); ~y(�); ~v(�)g, ÷òîáû èñêëþ÷èòü ðàñ�õîäèìîñòü. Äàëåå ðåøàåì òðè êîìïëåêòà óðàâíå�íèé (7) â îáðàòíîì âðåìåíè âäîëü òîé æå ñàìîéòðàåêòîðèè, ÷òî äàåò òðè âåêòîðà fb(�); 
(�);d(�)g.×òîáû èçáåæàòü ïðåâàëèðîâàíèÿ îäíîãî âåêòîðàè ðàñõîäèìîñòè, èñïîëüçóåì îðòîãîíàëèçàöèþ �ðà�ìà �Øìèäòà è íîðìàëèçàöèþ âåêòîðîâ íà êàæäîìøàãå ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ.Â êàæäîé òî÷êå ñòðîáîñêîïè÷åñêîãî ñå÷åíèÿ�n = nN âåêòîð an = a(�n) îïðåäåëÿåò íåóñòîé�÷èâîå íàïðàâëåíèå âîçìóùåíèÿ òðàåêòîðèè, à âñå�âîçìîæíûå ëèíåéíûå êîìáèíàöèè fbn; 
n;dng == fb(�n); 
(�n);d(�n)g� òðåõìåðíîå óñòîé÷èâîå ïîä�ïðîñòðàíñòâî âåêòîðîâ âîçìóùåíèÿ.Äëÿ îöåíêè óãëà � ìåæäó îäíîìåðíûì íåóñòîé�÷èâûì ïîäïðîñòðàíñòâîì è òðåõìåðíûì óñòîé÷è�âûì ïîäïðîñòðàíñòâîì ñíà÷àëà ñòðîèì âåêòîð vn,îðòîãîíàëüíûé ê òðåõìåðíîìó ïîäïðîñòðàíñòâó, ñêîìïîíåíòàìè, îïðåäåëÿåìûìè èç ñèñòåìû ëèíåé�íûõ óðàâíåíèévn � bn = 0; vn � 
n = 0; vn � dn = 0:Çàòåì âû÷èñëÿåì óãîë �n 2 [0; �=2℄ ìåæäó âåêòîðà�ìè vn è an: 
os� = jvn � anjjvnjjanj ;è ïîëàãàåì �n = �=2� �n.Íà ðèñ. 8 ïîêàçàíû ãèñòîãðàììû äëÿ ðàñïðåäå�ëåíèÿ óãëîâ �n, ïîñòðîåííûå ïî ðåçóëüòàòàì âû÷èñ�ëåíèé íà êîìïüþòåðå. Äèàãðàììû ðèñ. 8à, á ïîëó�407
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�èñ. 9. Òèïè÷íûå îáðàçöû ïîëó÷åííûõ â ýêñïåðèìåíòå âðåìåííûõ çàâèñèìîñòåé ïåðåìåííîãî íàïðÿæåíèÿ ïåðâîé(÷åðíûå ëèíèè) è âòîðîé (ñåðûå) ïîäñèñòåì â ðåæèìå õàîòè÷åñêîé ãåíåðàöèè è ýìïèðè÷åñêèå èòåðàöèîííûå äèà-ãðàììû äëÿ �àçû ïåðâîé ïîäñèñòåìû ïðè N = 8 (à, á ), 4 (â, ã)408



ÆÝÒÔ, òîì 129, âûï. 2, 2006 Õàîòè÷åñêàÿ äèíàìèêà â �èçè÷åñêîé ñèñòåìå : : :÷åíû äëÿ äâóõ óïîìÿíóòûõ âûøå íàáîðîâ ïàðàìåò�ðîâ. Îáà ðàñïðåäåëåíèÿ ñ î÷åâèäíîñòüþ îòäåëåíûîò íóëåâûõ çíà÷åíèé �, ò. å. òåñò ïîäòâåðæäàåò ãè�ïåðáîëè÷íîñòü àòòðàêòîðà. Íà ðèñ. 8â äëÿ ñðàâíå�íèÿ ïîêàçàíà ãèñòîãðàììà ïðè çàäàíèè ïàðàìåòðîâ,íå îáåñïå÷èâàþùèõ ãèïåðáîëè÷íîñòü. (Çàêëþ÷åíèåî íåãèïåðáîëè÷íîñòè àòòðàêòîðà â ýòîì ñëó÷àå ìîæ�íî ñäåëàòü òàêæå íà îñíîâàíèè ïîâåäåíèÿ ïîêàçàòå�ëÿ Ëÿïóíîâà, ñì. ëåâûé êðàé äèàãðàììû íà ðèñ. 5.)5. ÝÊÑÏÅ�ÈÌÅÍÒÀËÜÍÛÅ �ÅÇÓËÜÒÀÒÛÄëÿ ïðîâåäåíèÿ ýêñïåðèìåíòàëüíîãî èññëåäîâà�íèÿ ñõåìà, ïðåäñòàâëåííàÿ íà ðèñ. 2, áûëà ðåàëè�çîâàíà â âèäå ëàáîðàòîðíîãî óñòðîéñòâà. Êîíäåí�ñàòîðû â êîëåáàòåëüíûõ êîíòóðàõ èìåëè åìêîñòüC1 = 20 íÔ è C2 = 5 íÔ. Êàòóøêè L1 è L2 âû�ïîëíåíû íà �åððèòîâûõ ñåðäå÷íèêàõ 2000ÍÌ ñ îäè�íàêîâîé èíäóêòèâíîñòüþ îêîëî 1 �í. Ñîîòâåòñòâåí�íî, ðàáî÷àÿ ÷àñòîòà äâóõ îñöèëëÿòîðîâ ñîñòàâëÿëàf1 = !0=2� = 1090 �ö è f2 = 2f1 = 2180 �ö.Ýëåìåíò îòðèöàòåëüíîãî ñîïðîòèâëåíèÿ ðåàëèçîâàííà îïåðàöèîííîì óñèëèòåëå 140ÓÄ26, à íåëèíåé�íûé ýëåìåíò � íà äèîäàõ ÊÄ102. Äëÿ âíåñåíèÿ âêîëåáàòåëüíûå êîíòóðû èçìåíÿþùåéñÿ âî âðåìåíèïðîâîäèìîñòè èñïîëüçîâàíû ïîëåâûå òðàíçèñòîðûÊÏ303�. Íåëèíåéíûå ýëåìåíòû, ÷åðåç êîòîðûå îñó�ùåñòâëÿëàñü ñâÿçü îáåèõ ïîäñèñòåì, âûïîëíåíû íàîñíîâå àíàëîãîâûõ óìíîæèòåëåé 525ÏÑ2.Íàïðÿæåíèÿ U1 è U2, ñíèìàåìûå, ñîîòâåòñòâåí�íî, ñ ïåðâîãî è âòîðîãî êîíòóðà, ìîæíî áûëî ïî�äàâàòü íà ðåãèñòðèðóþùóþ àïïàðàòóðó (îñöèëëî�ãðà�, àíàëèçàòîð ñïåêòðà) èëè ââîäèòü â êîìïüþ�òåð â âèäå âðåìåííîãî ðÿäà ïîñðåäñòâîì àíàëî�ãî-öè�ðîâîãî ïðåîáðàçîâàòåëÿ ÀÄÌ12-3 (12-ðàçðÿä�íûé, ìàêñèìàëüíàÿ ÷àñòîòà äèñêðåòèçàöèè 3 Ì�ö).Ôóíêöèè _U1 è _U2 ïîëó÷àëèñü êàê ðåçóëüòàò àíàëî�ãîâîãî äè��åðåíöèðîâàíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ñòàí�äàðòíîé äè��åðåíöèðóþùåé öåïî÷êè, ñîäåðæàùåéåìêîñòü 500 ïÔ, ðåçèñòîð 62 êÎì è îïåðàöèîííûéóñèëèòåëü 140ÓÄ26.Â ýêñïåðèìåíòå ïðè íàäëåæàùåì ïîäáîðå ïàðà�ìåòðîâ â ñèñòåìå ìîæíî áûëî íàáëþäàòü õàîòè÷å�ñêèå êîëåáàíèÿ, îáóñëîâëåííûå ýñòà�åòíîé ïåðåäà�÷åé âîçáóæäåíèÿ îò îäíîãî îñöèëëÿòîðà ê äðóãîìóâ ñîîòâåòñòâèè ñ ìåõàíèçìîì, ðàññìîòðåííûì â ïðå�äûäóùèõ ðàçäåëàõ. Íà ðèñ. 9à,â ñëåâà ïîêàçàíû òè�ïè÷íûå îáðàçöû âðåìåííûõ çàâèñèìîñòåé ïåðåìåí�íîãî íàïðÿæåíèÿ â ðåæèìå õàîòè÷åñêîé ãåíåðàöèèâ îäíîé è äðóãîé ïîäñèñòåìàõ ïðè îòíîøåíèè ÷àñ�òîòû ìåäëåííîãî èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ è ÷àñòîòû

âñïîìîãàòåëüíîãî ñèãíàëà N = 8 è N = 4. Äèàãðàì�ìû ïîñòðîåíû íà êîìïüþòåðå ñ èñïîëüçîâàíèåì çà�ïèñàííûõ â ïàìÿòü âðåìåííûõ ðÿäîâ, ïîëó÷åííûõïîñðåäñòâîì àíàëîãî-öè�ðîâîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ íà�ïðÿæåíèé U1(t) è U2(t). ×àñòîòà âûáîðêè ñîñòàâëÿ�ëà 200 ê�ö, ò. å. íà ïåðèîä õàðàêòåðíîé ÷àñòîòû ãå�íåðàöèè !0 ïðèõîäèëîñü ïðèìåðíî 200 òî÷åê.Íà ðèñ. 9á,ã ïðèâåäåíû ýìïèðè÷åñêèå ¾èòåðàöè�îííûå äèàãðàììû¿ äëÿ �àçû ïåðâîãî îñöèëëÿòîðà.Äëÿ èõ ïîñòðîåíèÿ â êîìïüþòåð ââîäèëñÿ äâóõêîì�ïîíåíòíûé âðåìåííîé ðÿä. Îäíà êîìïîíåíòà îòâå�÷àëà âûáîðêå ñèãíàëà U1(t) ñ ïåðèîäîì ìåäëåííîéâàðèàöèè ïàðàìåòðîâ T = 2�N=!0 â ìîìåíòû âðåìå�íè, ïðèìåðíî ñîîòâåòñòâóþùèå ìàêñèìóìó àìïëèòó�äû êîëåáàíèé ïåðâîãî îñöèëëÿòîðà. Â êà÷åñòâå âòî�ðîé êîìïîíåíòû �èãóðèðîâàëà ïðîèçâîäíàÿ ñèãíà�ëà U1(t) íà âûõîäå äè��åðåíöèðóþùåé öåïî÷êè â òåæå ìîìåíòû âðåìåíè. Ôàçà îïðåäåëÿëàñü ïî �îðìó�ëå, àíàëîãè÷íîé ñîîòíîøåíèþ (6). Ïî ãîðèçîíòàëü�íîé è âåðòèêàëüíîé îñÿì íà ãðà�èêàõ ðèñ. 9á,ã îò�ëîæåíû çíà÷åíèÿ �àçû, îòíîñÿùèåñÿ ê ïîñëåäîâà�òåëüíûì ìîìåíòàì âûáîðêè. Òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òîîòîáðàæåíèå äëÿ �àçû òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíîõàîòè÷åñêîìó îòîáðàæåíèþ ¾çóá ïèëû¿ (1), ñóùå�ñòâåííî äëÿ èíòåðïðåòàöèè íàáëþäàåìîãî â ýêñïå�ðèìåíòå àòòðàêòîðà êàê ãèïåðáîëè÷åñêîãî.Íà ðèñ. 10à ïîêàçàíà �îòîãðà�èÿ �àçîâîãî ïîð�òðåòà àòòðàêòîðà ñ ýêðàíà îñöèëëîãðà�à â ðåæè�ìå ãåíåðàöèè õàîñà ïðè N = 4. Íà âõîäû ãîðè�çîíòàëüíîãî è âåðòèêàëüíîãî îòêëîíåíèé ýëåêòðîí�íîãî ëó÷à ïîäàâàëèñü, ñîîòâåòñòâåííî, ïåðåìåííîåíàïðÿæåíèå îò ïåðâîé ïîäñèñòåìû U1(t) è ñèãíàëñ âûõîäà äè��åðåíöèðóþùåé öåïî÷êè, ïðîïîðöèî�íàëüíûé ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè _U1(t). Âûäåðæêàïðè ñúåìêå áûëà ïîðÿäêà íåñêîëüêèõ ñåêóíä, ÷òî�áû îòîáðàçèòü äîñòàòî÷íî áîëüøîå ÷èñëî õàðàêòåð�íûõ ïåðèîäîâ äâèæåíèÿ èçîáðàæàþùåé òî÷êè íà àò�òðàêòîðå. Îòìåòèì î÷åâèäíîå ñõîäñòâî ñ ðèñ. 6à. Íàðèñ. 10á ïðèâåäåí ïîðòðåò àòòðàêòîðà â ñòðîáîñêî�ïè÷åñêîì ñå÷åíèè â ïðîåêöèè íà ïëîñêîñòü (U1; _U1),ïîëó÷åííûé èç òîãî æå äâóõêîìïîíåíòíîãî âðåìåí�íîãî ðÿäà, êîòîðûé èñïîëüçîâàëñÿ ïðè ïîñòðîåíèèýìïèðè÷åñêîé èòåðàöèîííîé äèàãðàììû íà ðèñ. 9ã.Âèäíî, ÷òî ýòîò ïîðòðåò âûãëÿäèò â òî÷íîñòè êàêèçîáðàæåíèå ñîëåíîèäà Ñìåéëà �Âèëüÿìñà. Îòäåëü�íî íà âñòàâêå ïîêàçàí �ðàãìåíò, äåìîíñòðèðóþùèéâ óâåëè÷åííîì âèäå òîíêóþ �ðàêòàëüíóþ ñòðóêòó�ðó ¾ïîëîñ¿, èç êîòîðûõ ïîñòðîåí àòòðàêòîð.Âû÷èñëåíèå êîððåëÿöèîííîé ðàçìåðíîñòè àò�òðàêòîðà ïî ìåòîäó �ðàññáåðãåðà �Ïðîêà÷÷èà íàîñíîâå îáðàáîòêè âðåìåííîãî ðÿäà ñ ÷àñòîòîéâûáîðêè 200 ê�ö äàëî âåëè÷èíó d � 2:3, ÷òî409
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1�èñ. 10. Ôîòîãðà�èÿ ñ ýêðàíà îñöèëëîãðà�à ïîðòðåòà àòòðàêòîðà â ïðîåêöèè íà ïëîñêîñòü äèíàìè÷åñêèõ ïåðå-ìåííûõ ïåðâîãî îñöèëëÿòîðà (U1; _U1) ïðè N = 4 (à) è ñòðîáîñêîïè÷åñêîå ñå÷åíèå ýòîãî àòòðàêòîðà (á ) äëÿ ïî-ñëåäîâàòåëüíîñòè ìîìåíòîâ âðåìåíè, ñîîòâåòñòâóþùèõ ìàêñèìóìó àìïëèòóäû ïåðâîãî îñöèëëÿòîðà è ñëåäóþùèõ ñïåðèîäîì T = 2�N=!0. Íà âñòàâêå ïîêàçàí óâåëè÷åííûé �ðàãìåíò, äåìîíñòðèðóþùèé òîíêóþ �ðàêòàëüíóþ ñòðóê-òóðó ¾ïîëîñ¿, èç êîòîðûõ ïîñòðîåí àòòðàêòîð
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�èñ. 11. Ñïåêòðû êîëåáàíèé äâóõ ïîäñèñòåì â ðåæèìå ãåíåðàöèè õàîñà, N = 4. Äèàãðàììà ïîñòðîåíà ïóòåì íàëî-æåíèÿ äâóõ èçîáðàæåíèé, ïîëó÷åííûõ �îòîãðà�èðîâàíèåì ñ ýêðàíà àíàëèçàòîðà ñïåêòðàðàçóìíî ñîãëàñóåòñÿ ñ ðåçóëüòàòîì äëÿ àíàëî�ãè÷íîé ñèòóàöèè ïðè ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè.Îöåíêà ñòàðøåãî ëÿïóíîâñêîãî ïîêàçàòåëÿ ñòðîáî�ñêîïè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ ïîñðåäñòâîì àëãîðèòìàðàáîòû [21℄, îñíîâàííîãî íà îáðàáîòêå âðåìåííî�ãî ðÿäà ñ âûáîðêîé ïåðèîäà T = 2�N=!0, äàëîðåçóëüòàò � � 0:73, ÷òî íàõîäèòñÿ â íåïëîõîìñîîòâåòñòâèè ñ îöåíêîé � � ln 2.Íà ðèñ. 11 ïîêàçàíû ñïåêòðû êîëåáàíèé ïåðâî�ãî è âòîðîãî îñöèëëÿòîðîâ, ñ�îòîãðà�èðîâàííûå ñýêðàíà àíàëèçàòîðà ñïåêòðà â ðåæèìå ãåíåðàöèè õà�îñà ïðè N = 4. Äëÿ ýêîíîìèè ìåñòà è äëÿ íàãëÿä�íîñòè ñîïîñòàâëåíèÿ ñ ðåçóëüòàòàìè ÷èñëåííîãî ìî�äåëèðîâàíèÿ ìû ïðèâîäèì äâå �îòîãðà�èè, ñìîí�òèðîâàííûå íà îäíîì ãðà�èêå â î�îðìëåíèè, àíà�

ëîãè÷íîì ðèñ. 7. Ñïåêòðû êîëåáàíèé îáîèõ îñöèë�ëÿòîðîâ ÿâëÿþòñÿ ñïëîøíûìè; äëÿ ïåðâîãî îñöèë�ëÿòîðà îí ðàñïîëîæåí âáëèçè ÷àñòîòû !0, äëÿ âòî�ðîãî � âáëèçè 2!0. Îòìåòèì î÷åâèäíîå ñõîäñòâî ñîñïåêòðîì, ïîëó÷åííûì ïðè ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâà�íèè. Â êà÷åñòâå îòëè÷èé, ïî-âèäèìîìó, íåïðèíöè�ïèàëüíûõ, ìîæíî îáðàòèòü âíèìàíèå íà íåñêîëüêîáîëüøóþ ñòåïåíü èçðåçàííîñòè ñïåêòðà â ýêñïåðè�ìåíòàëüíîé ñèñòåìå, ïðèñóòñòâèå âòîðè÷íîãî ìàêñè�ìóìà ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè â ñïåêòðå ïåðâîãî îñ�öèëëÿòîðà âáëèçè ÷àñòîòû âòîðîé ãàðìîíèêè, à òàê�æå îòñóòñòâèå óçêèõ ïèêîâ ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòèâ íèçêî÷àñòîòíîé îáëàñòè â ñïåêòðå âòîðîãî îñöèë�ëÿòîðà.Â ýêñïåðèìåíòàëüíîì èññëåäîâàíèè ïðîâåðêó äî�410



ÆÝÒÔ, òîì 129, âûï. 2, 2006 Õàîòè÷åñêàÿ äèíàìèêà â �èçè÷åñêîé ñèñòåìå : : :ïóñêàþò íå âñå ìîìåíòû, îáñóæäåííûå ïðèìåíèòåëü�íî ê ÷èñëåííûì ðàñ÷åòàì â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå.Íàïðèìåð, ïðåäñòàâëÿåòñÿ çàòðóäíèòåëüíûì ïîëó�÷èòü ïîëíûé ñïåêòð ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà èëè âû�ïîëíèòü òåñò íà ãèïåðáîëè÷íîñòü. Òåì íå ìåíåå âöåëîì âåñü íàáîð ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ïîçâîëÿ�åò óâåðåííî óòâåðæäàòü, ÷òî â ýêñïåðèìåíòå ìû èìå�åì äåëî ñ òåì æå îáúåêòîì, ÷òî è â òåîðåòè÷åñêîìðàññìîòðåíèè � ñòðàííûì àòòðàêòîðîì òèïà Ñìåé�ëà �Âèëüÿìñà â íåàâòîíîìíîé êîëåáàòåëüíîé ñèñòå�ìå. 6. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅÂ äàííîé ðàáîòå ïðåäñòàâëåí ïðèìåð �èçè÷å�ñêîé ñèñòåìû, îáëàäàþùåé ñòðàííûì õàîòè÷åñêèìàòòðàêòîðîì, êîòîðûé, êàê ïîçâîëÿþò ïðåäïîëàãàòüèìåþùèåñÿ äàííûå, îòíîñèòñÿ ê êëàññó ãèïåðáîëè�÷åñêèõ àòòðàêòîðîâ. Áûëî áû æåëàòåëüíî èìåòü ìà�òåìàòè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî ãèïåðáîëè÷åñêîé ïðè�ðîäû õàîñà â ýòîé ñèñòåìå, íî åãî ðàçðàáîòêà ñîñòàâ�ëÿåò ñàìîñòîÿòåëüíóþ çàäà÷ó è âûõîäèò çà ðàìêèíàñòîÿùåãî èññëåäîâàíèÿ, âûïîëíåííîãî íà óðîâíåâçàèìíî äîïîëíÿþùèõ äðóã äðóãà êà÷åñòâåííûõ ñî�îáðàæåíèé, êîìïüþòåðíûõ ðåçóëüòàòîâ è ýêñïåðè�ìåíòîâ.Êàê ìû ïîëàãàåì, ïîÿâëåíèå ïðèìåðà �èçè�÷åñêîé ñèñòåìû ñ ãèïåðáîëè÷åñêèì õàîòè÷åñêèìàòòðàêòîðîì èìååò ïðèíöèïèàëüíîå çíà÷åíèå äëÿäàëüíåéøåãî ðàçâèòèÿ íåëèíåéíîé äèíàìèêè è ååïðèëîæåíèé. Ñ òî÷êè çðåíèÿ èññëåäîâàòåëåé, çàíè�ìàþùèõñÿ àíàëèçîì ðåàëüíûõ ñèñòåì �èçè÷åñêîé èèíîé ïðèðîäû, ýòî â îïðåäåëåííîì ñìûñëå ¾ïðîðûââ ãèïåðáîëè÷åñêóþ îáëàñòü¿. Î÷åâèäíî, èñïîëüçóÿäàííûé ïðèìåð êàê îòïðàâíóþ òî÷êó è îïèðàÿñü íàïðèñóùåå ãèïåðáîëè÷åñêèì àòòðàêòîðàì ñâîéñòâîãðóáîñòè, ìîæíî ñòðîèòü è äðóãèå ïðèìåðû ñèñòåìñ ãèïåðáîëè÷åñêèìè õàîòè÷åñêèìè àòòðàêòîðàìè. Âñàìîì äåëå, ìîäè�èêàöèÿ ïðàâûõ ÷àñòåé óðàâíåíèéíå áóäåò ðàçðóøàòü ãèïåðáîëè÷íîñòü, ïî êðàéíåéìåðå, ïîêà èçìåíåíèÿ íå ñëèøêîì âåëèêè. Íàëè÷èå�èçè÷åñêèõ ñèñòåì ñ ãèïåðáîëè÷åñêèì õàîñîìîòêðûâàåò âîçìîæíîñòè äëÿ ïðèëîæåíèé ãëóáîêîïðîðàáîòàííîãî ðàçäåëà ìàòåìàòèêè � ãèïåðáîëè�÷åñêîé òåîðèè, à òàêæå ïåðåâîäèò â ïðàêòè÷åñêóþïëîñêîñòü çàäà÷ó ñðàâíèòåëüíîãî èññëåäîâàíèÿãèïåðáîëè÷åñêîãî è íåãèïåðáîëè÷åñêîãî õàîñà âòåîðèè è ýêñïåðèìåíòå.Àâòîðû áëàãîäàðíû Á. Ï. Áåçðó÷êî çà ïîääåðæ�êó íàñòîÿùåé ðàáîòû â åå ýêñïåðèìåíòàëüíîé ÷àñ-
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