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��ÀÂÈÒÀÖÈÎÍÍÎÅ ÏÎËÅ ÒÎ×Å×ÍÎ�Î ÇÀ�ßÄÀÈ ÊÎÍÅ×ÍÎÑÒÜ ÑÎÁÑÒÂÅÍÍÎÉ ÝÍÅ��ÈÈÌ. Á. �îëóáåâ a, Ñ. �. Êåëüíåð b*a�îññèéñêèé �åäåðàëüíûé ÿäåðíûé öåíòð ÂÍÈÈÝÔ607195, Ñàðîâ, �îññèÿbÌîñêîâñêèé èíæåíåðíî-�èçè÷åñêèé èíñòèòóò (�îñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò)115409, Ìîñêâà, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 20 èþëÿ 2005 ã.Ñèíãóëÿðíîñòè â ìåòðèêå êëàññè÷åñêèõ ðåøåíèé óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà (ðåøåíèÿ Øâàðöøèëüäà, Êåð-ðà, �àéññíåðà �Íîðäñòð�åìà è Êåððà �Íüþìåíà) ïðèâîäÿò ê ïîÿâëåíèþ â òåíçîðå Ýéíøòåéíà îáîáùåí-íûõ �óíêöèé. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ýòèõ �óíêöèé, êîòîðûå ìîãóò èìåòü áîëåå ñëîæíûé ïî ñðàâíåíèþ ñÆ-�óíêöèåé Äèðàêà õàðàêòåð, èñïîëüçîâàí ïðèåì, îñíîâàííûé íà ïðåäåëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðå-øåíèé. Ïîêàçàíî, ÷òî ðåøåíèÿ áóäóò óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèÿì Ýéíøòåéíà âñþäó, åñëè òåíçîð ýíåð-ãèè � èìïóëüñà èìååò ñîîòâåòñòâóþùóþ ñèíãóëÿðíóþ äîáàâêó íå ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïðîèñõîæäåíèÿ. Ïðèó÷åòå ýòîé äîáàâêè ïîëíàÿ ýíåðãèÿ îêàçûâàåòñÿ êîíå÷íîé è ðàâíîé m
2, à äëÿ ðåøåíèé Êåððà è Êåððà �Íüþìåíà óãëîâîé ìîìåíò � m
 a. Ïîñêîëüêó ðåøåíèÿ �àéññíåðà �Íîðäñòð�åìà è Êåððà �Íüþìåíà ñîîò-âåòñòâóþò òî÷å÷íîìó çàðÿäó â êëàññè÷åñêîé ýëåêòðîäèíàìèêå, ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ïîçâîëÿåò ïî-íî-âîìó âçãëÿíóòü íà ïðîáëåìó ðàñõîäèìîñòè ñîáñòâåííîé ýíåðãèè òî÷å÷íîãî çàðÿäà.PACS: 04.20.-q, 04.20.Cv1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÎäíèì èç îñíîâíûõ ïðèíöèïîâ ÎÒÎ ÿâëÿåòñÿ ðà�âåíñòâî èíåðòíîé è ãðàâèòàöèîííîé ìàññ. Îäíàêîêëàññè÷åñêèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà (ðåøå�íèÿØâàðöøèëüäà, Êåððà, �àéñíåðà �Íîðäñòð�åìà èÊåððà �Íüþìåíà) íà ïåðâûé âçãëÿä íå óäîâëåòâî�ðÿþò ýòîìó ïðèíöèïó. Äëÿ ðåøåíèé Øâàðöøèëüäàè Êåððà òåíçîð ýíåðãèè � èìïóëüñà, à ñëåäîâàòåëü�íî è ñîáñòâåííàÿ ýíåðãèÿ ðàâíû íóëþ, äëÿ ðåøåíèé�àéñíåðà �Íîðäñòð�åìà è Êåððà �Íüþìåíà ñîáñòâåí�íàÿ ýíåðãèÿ áåñêîíå÷íà, â òî âðåìÿ êàê ãðàâèòàöè�îííàÿ ìàññà êîíå÷íà äëÿ âñåõ ýòèõ ðåøåíèé.Ïðè÷èíîé ýòîãî íåñîîòâåòñòâèÿ ìîæåò áûòü òî,÷òî ïåðå÷èñëåííûå ðåøåíèÿ óäîâëåòâîðÿþò óðàâíå�íèÿì Ýéíøòåéíà íå âî âñåì ïðîñòðàíñòâå. Îáùèìñâîéñòâîì ðåøåíèé ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå â ìåòðèêå ñèí�ãóëÿðíîñòåé âèäà 1=r, 1=r2. Ýòîò �àêò íàâîäèò íàìûñëü, ÷òî òåíçîð Ýéíøòåéíà, çàâèñÿùèé îò âòîðûõïðîèçâîäíûõ ìåòðèêè, ìîæåò ñîäåðæàòü îáîáùåí�íûå �óíêöèè, êîòîðûå òåðÿþòñÿ ïðè ïðÿìîì äè��*E-mail: skelner�rambler.ru

�åðåíöèðîâàíèè1) è ïîýòîìó íå ó÷èòûâàþòñÿ â òåí�çîðå ýíåðãèè � èìïóëüñà. �àíåå ýòîò âîïðîñ áûë èñ�ñëåäîâàí äëÿ óïîìÿíóòûõ âûøå ðåøåíèé â ïðåäñòàâ�ëåíèè Êåððà �Øèëäà â ðàáîòàõ [1; 2℄. Â ýòèõ ðàáîòàõïîêàçàíî, ÷òî òåíçîð Ýéíøòåéíà äåéñòâèòåëüíî ñî�äåðæèò îáîáùåííûå �óíêöèè, êîòîðûå ìîãóò èìåòüáîëåå ñëîæíûé, ïî ñðàâíåíèþ ñ Æ-�óíêöèåé Äèðàêà,õàðàêòåð.Ñîáñòâåííóþ ýíåðãèþ è ìîìåíò ìîæíî îïðåäå�ëèòü èíâàðèàíòíûì îáðàçîì. Ìû äîïîëíèëè èñ�ñëåäîâàíèÿ [1; 2℄ ðàññìîòðåíèåì íåêîòîðûõ äðóãèõïðåäñòàâëåíèé ðåøåíèé, à òàêæå âû÷èñëèëè ïîëíóþñîáñòâåííóþ ýíåðãèþ è óãëîâîé ìîìåíò. Ñèíãóëÿð�íûå äîáàâêè ê òåíçîðó ýíåðãèè � èìïóëüñà ïðèâîäÿòê êîíå÷íîñòè çíà÷åíèé ýíåðãèè è ìîìåíòà. Âîïðîñî âîçìîæíûõ �èçè÷åñêèõ ïðè÷èíàõ êîíå÷íîñòè ñîá�ñòâåííîé ýíåðãèè â ÎÒÎ òàêæå ðàññìàòðèâàëñÿ âðàáîòå [3℄.1) Íàïðèìåð, â ýëåêòðîñòàòèêå äëÿ ïîòåíöèàëà òî÷å÷íîãîçàðÿäà èìååì �' = �4�eÆ(r), â òî âðåìÿ êàê íåïîñðåäñòâåí�íîå äè��åðåíöèðîâàíèå äàåò 1r2 ��r �r2 �'�r � = 0.1220



ÆÝÒÔ, òîì 128, âûï. 6 (12), 2005 �ðàâèòàöèîííîå ïîëå òî÷å÷íîãî çàðÿäà : : :2. ÀÍÀËÎ�Èß Ñ ÝËÅÊÒ�ÎÑÒÀÒÈÊÎÉÌåòîä, ïîçâîëÿþùèé îïðåäåëèòü, ïîÿâëÿåòñÿ ëèîáîáùåííàÿ �óíêöèÿ ïðè äè��åðåíöèðîâàíèè ñèí�ãóëÿðíîé �óíêöèè, ïðîùå âñåãî ïîÿñíèòü íà ïðèìå�ðå ýëåêòðîñòàòèêè. Ïîòåíöèàë òî÷å÷íîãî çàðÿäà' = er (1)óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ïóàññîíà�' = �4�� ; (2)ãäå � = eÆ(r). Îäèí èç ñïîñîáîâ óáåäèòüñÿ â ýòîìñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Çàìåíèì ïîòåíöèàë (1) íåñèí�ãóëÿðíîé �óíêöèåé âèäà~' = er �(r � r0) +� 3 e2 r0 � e r22 r30� �(r0 � r) ; (3)ãäå �(x) � �óíêöèÿ Õýâèñàéäà (�(x) = 1 ïðè x > 0 è�(x) = 0 ïðè x < 0). Ïîäñòàâèâ ýòîò ïîòåíöèàë â (2),íàõîäèì, ÷òî ~' áóäåò ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Ïóàññîíàäëÿ ïëîòíîñòè çàðÿäà� = ��~'4� = 3 e4�r30 �(r0 � r) : (4)Èíòåãðàë ïî îáúåìó îò (4) íå çàâèñèò îò r0 è ðàâåíe. Åñëè ïåðåéòè ê ïðåäåëó r0 ! 0, òî~'! e=r; �! e Æ(r);ò. å. ïðåäåë ðåøåíèÿ (3) îòâå÷àåò íàëè÷èþ â íà÷àëåêîîðäèíàò òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà ñ çàðÿäîì e è ÿâëÿ�åòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (2). Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òîäàííûé ðåçóëüòàò íå çàâèñèò îò âûáîðà ïîòåíöèàëàâ îáëàñòè r < r0, ïðè÷åì íå îáÿçàòåëüíî ãëàäêîå ïî�âåäåíèå ïîòåíöèàëà â òî÷êå r = r0. �åçóëüòàò âñåãäàîäèí: â ïðåäåëå r0 ! 0 ïîòåíöèàë ' = e=r, à ïëîò�íîñòü çàðÿäà � = eÆ(r).Â êëàññè÷åñêîé ýëåêòðîäèíàìèêå îáû÷íî ïðèìå�íÿåòñÿ áîëåå ïðîñòîé ïî ñðàâíåíèþ ñ èçëîæåííûììåòîä îïèñàíèÿ òî÷å÷íûõ èñòî÷íèêîâ, à èìåííî, èñ�ïîëüçóåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå. Ý��åêòèâíîñòüýòîãî ìåòîäà â ýëåêòðîäèíàìèêå îáóñëîâëåíà ëè�íåéíîñòüþ óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà. Â ñëó÷àå æå îá�ùåé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè óðàâíåíèÿ íåëèíåéíûè, ïî-âèäèìîìó, íàèáîëåå ïðîñòîé ïîäõîä ê èññëå�äîâàíèþ òî÷å÷íûõ îáúåêòîâ ñîñòîèò â îïèñàííîéâûøå ïðîöåäóðå ñãëàæèâàíèÿ ðåøåíèé. Íèæå ìûïðèìåíÿåì ýòó ïðîöåäóðó ê êëàññè÷åñêèì ðåøåíè�ÿì óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà.

3. ÑÎÁÑÒÂÅÍÍÀß ÝÍÅ��Èß×òî ïîíèìàòü ïîä ñîáñòâåííîé ýíåðãèåé âÎÒÎ � âîïðîñ íåòðèâèàëüíûé. Îáû÷íî ýòîò âîïðîñðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïñåâäîòåíçîðà ýíåðãèè � èì-ïóëüñà (ñì., íàïðèìåð, [4℄ è öèòèðóåìóþ òàìëèòåðàòóðó). Íåäîñòàòîê òàêîãî ïîäõîäà çàêëþ÷à�åòñÿ â òîì, ÷òî îïðåäåëåíèå ñîáñòâåííîé ýíåðãèèñèñòåìû ïðèâÿçàíî ê ñïåöèàëüíîé (äåêàðòîâîé)ñèñòåìå êîîðäèíàò è íå èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíîïðåîáðàçîâàíèé êîîðäèíàò. Ïñåâäîòåíçîð ýíåð�ãèè � èìïóëüñà ïîçâîëÿåò ïðèïèñàòü ïëîòíîñòüýíåðãèè ãðàâèòàöèîííîìó ïîëþ, êîòîðóþ, îäíàêî,íå óäàåòñÿ ëîêàëèçîâàòü.Ìîæíî îïðåäåëèòü ñîáñòâåííóþ ýíåðãèþ, èñ�ïîëüçóÿ òåíçîð ýíåðãèè � èìïóëüñà òîëüêî ïîëåé èâåùåñòâà. Äëÿ ñòàöèîíàðíûõ èëè ñòàòè÷åñêèõ ðåøå�íèé ñóùåñòâóåò âåêòîð Êèëëèíãà � = �=�t, êîòîðûéïîðîæäàåò ñîõðàíÿþùèéñÿ òîêJ i = T ik �k ; (5)ãäå T ik � òåíçîð ýíåðãèè � èìïóëüñà, �k == (1; 0; 0; 0) � êîíòðàâàðèàíòíûå êîìïîíåíòûâåêòîðà � [5℄. Ïîñêîëüêó ri J i = 0, âûïîëíÿåòñÿçàêîí ñîõðàíåíèÿddt Z d3xp�g J0 = � Z dS�p�g J�0 : (6)Åñëè îïðåäåëèòü ïëîòíîñòü ýíåðãèè êàê íóëåâóþêîìïîíåíòó ýòîãî òîêà, òî ïîëíàÿ ýíåðãèÿE = Z d3xp�g J0 = Z d3xp�g T 0k �k (7)íå áóäåò çàâèñåòü îò èñïîëüçóåìûõ êîîðäèíàò.4. ÌÅÒ�ÈÊÀ �ÅÉÑÑÍÅ�À�ÍÎ�ÄÑÒ��EÌÀ�åøåíèå �åéññíåðà �Íîðäñòð�åìà [6℄ â äåêàðòî�âûõ êîîðäèíàòàõ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäåds2 = � dt2 �� 1� � 1� (n dx)2 � dx2 ; (8)ãäå � = r2 � 2mr +Q2r2(m è Q � ìàññà è çàðÿä ñîîòâåòñòâåííî2)), n = x=r.Ýòî ðåøåíèå óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèÿì ÝéíøòåéíàGik = 8� T ik ; (9)2) Èñïîëüçóþòñÿ åäèíèöû, â êîòîðûõ ãðàâèòàöèîííàÿ ïî�ñòîÿííàÿ è ñêîðîñòü ñâåòà ðàâíû 1.1221



Ì. Á. �îëóáåâ, Ñ. �. Êåëüíåð ÆÝÒÔ, òîì 128, âûï. 6 (12), 2005ãäå T ik = 14� �F ilF lk + 14 gikFlmF lm�� òåíçîð ýíåðãèè � èìïóëüñà ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïî�ëÿ, âñþäó, êðîìå òî÷êè r = 0, â êîòîðîé ðåøåíèå ñèí�ãóëÿðíî. Âûÿñíèòü ñòðóêòóðó îñîáåííîñòè òåíçîðàGik è õàðàêòåð âîçíèêàþùåé îáîáùåííîé �óíêöèèìîæíî ñ ïîìîùüþ ïðîöåäóðû, àíàëîãè÷íîé îïèñàí�íîé â ðàçä. 2.�àññìîòðèì ìåòðèêó âèäà (8), çàìåíèâ â íåé �ñëåäóþùåé íåïðåðûâíîé �óíêöèåé:e� = 1r2 �r2 � 2mr +Q2� �(r � r0) ++ 1r20 �r20 � 2mr0 +Q2� �(r0 � r) : (10)Ïðè ýòîì ìåòðèêà ñòàíîâèòñÿ íåñèíãóëÿðíîé è âïðåäåëå r0 ! 0 ïåðåõîäèò â ìåòðèêó (8). Îòìåòèì,÷òî òðåáîâàíèå íåïðåðûâíîñòè ìåòðèêè íåîáõîäèìî,ïîñêîëüêó ïåðâûå ïðîèçâîäíûå ìåòðè÷åñêîãî òåíçî�ðà âõîäÿò â óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà íåëèíåéíî. Åñëèäîïóñòèòü ðàçðûâû �óíêöèé gik, òî â óðàâíåíèÿõïîÿâÿòñÿ êâàäðàòû Æ-�óíêöèé. Âòîðûå æå ïðîèç�âîäíûå âõîäÿò ëèíåéíî, ïîýòîìó ìîæíî äîïóñòèòüðàçðûâ ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ, åñëè ïîíèìàòü ïîñëå�äóþùåå äè��åðåíöèðîâàíèå â ñìûñëå îáîáùåííûõ�óíêöèé.Òåíçîð ýíåðãèè � èìïóëüñà, ñîîòâåòñòâóþùèéñãëàæåííîé ìåòðèêå, ìîæåò áûòü ïîëó÷åí èç óðàâ�íåíèé Ýéíøòåéíà. Ïðèâåäåì (0,0)-êîìïîíåíòó ýòîãîòåíçîðà:T 00 = 18� G00 = Q28� r4 �(r � r0) ++� m4� r2 r0 � Q28� r2 r20� �(r0 � r) : (11)Ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè � ïëîòíîñòü ýíåð�ãèè ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ â îáëàñòè r > r0. Âòî�ðîå ñëàãàåìîå, âîçíèêøåå â ðåçóëüòàòå ñãëàæèâàíèÿìåòðèêè, íå èñ÷åçàåò â ïðåäåëå r0 ! 0. Ñîáñòâåííàÿýíåðãèÿ ïîñòðîåííîãî ðåøåíèÿ ðàâíàE = Q22 r0 +�m� Q22 r0� = m: (12)Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ðåçóëüòàò (12) íå çàâèñèòîò ñïîñîáà ñãëàæèâàíèÿ ìåòðèêè. Â ïðåäåëå r0 ! 0�îðìóëó (11) ìîæíî çàïèñàòü â âèäåT 00 = mÆ(r) + 12 Q2$(r): (13)

Çäåñü $(r) � îáîáùåííàÿ �óíêöèÿ, îïðåäåëÿåìàÿñëåäóþùèì ïðàâèëîì èíòåãðèðîâàíèÿ:Z f(r)$(r) d3x = Z f(r)� f(0)4� r4 d3x ; (14)ãäå f(r) � îãðàíè÷åííàÿ ãëàäêàÿ �óíêöèÿ. Ïðåäåëü�íîå âûðàæåíèå (13) òàêæå íå çàâèñèò îò ñïîñîáàñãëàæèâàíèÿ ìåòðèêè. Ôóðüå-îáðàç �óíêöèè $(r)e$(k) � Z $(r) e�ik�r d3x = ��4 jkj : (15)Ôóíêöèÿ $(r) = 14�r4âñþäó, êðîìå òî÷êè x = 0, ïîýòîìó âåëè÷èíà(1=2)Q2$(r) â âûðàæåíèè (13) îïèñûâàåò ïëîò�íîñòü ýíåðãèè ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ. Îñîáåí�íîñòü â íà÷àëå êîîðäèíàò ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òîe$(k = 0) = 0, ò. å. èíòåãðàë îò $(r) ïî âñåìó ïðî�ñòðàíñòâó ðàâåí íóëþ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðàñõîäè�ìîñòü ýíåðãèè ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ êîìïåíñè�ðóåòñÿ áåñêîíå÷íîé îòðèöàòåëüíîé ýíåðãèåé â öåíò-ðå. Îñòàëüíûå êîìïîíåíòû òåíçîðà ýíåðãèè � èì-ïóëüñà â ïðåäåëå r0 ! 0 èìåþò âèäT 0� = 0 ; (16)T�� = 12 [m (3n�n� � Æ��) Æ(r)++Q2 (2n�n� � Æ��)$(r)� : (17)Ôóðüå-îáðàç ïðîñòðàíñòâåííûõ êîìïîíåíò òåíçîðàýíåðãèè � èìïóëüñà èìååò âèäeT�� = � Q2 k16 �Æ�� � k�k�k2 � : (18)Â ñëó÷àå ìåòðèêè Øâàðöøèëüäà (Q = 0 â (8))ñëàãàåìîå mÆ(r) â T ik, ñîîòâåòñòâóþùåå òî÷å÷íîìóèñòî÷íèêó, ìîæíî ïîëó÷èòü íåïîñðåäñòâåííî, åñëèó÷åñòü íàëè÷èå ÷ëåíà �(1=r) â Gik. Áîëåå ñëîæíàÿîáîáùåííàÿ �óíêöèÿ $(r) âîçíèêàåò â êà÷åñòâå èñ�òî÷íèêà â ñëó÷àå Q 6= 0. Ñâîèì ïðîèñõîæäåíèåì îíàîáÿçàíà òîìó, ÷òî â Gik âõîäèò âåëè÷èíà �(1=r2).Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèÿ Øâàðöøèëüäà è �åéñ-ñíåðà �Íîðäñòð�åìà ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü íà âñåïðîñòðàíñòâî, åñëè äîáàâèòü òî÷å÷íûé èñòî÷íèê âòåíçîð ýíåðãèè � èìïóëüñà. Ýòî óòâåðæäåíèå ìîæíîîòíåñòè êàê ê òî÷å÷íîìó çàðÿäó, òàê è ê ÷åðíîé äû�ðå, ïîñêîëüêó íèãäå íå èñïîëüçîâàëîñü ñîîòíîøåíèåìåæäó çàðÿäîì è ìàññîé.1222



ÆÝÒÔ, òîì 128, âûï. 6 (12), 2005 �ðàâèòàöèîííîå ïîëå òî÷å÷íîãî çàðÿäà : : :Â îáû÷íûõ åäèíèöàõ �îðìóëà (13) çàïèñûâàåòñÿâ âèäå T 00 = m
2 Æ(r) + 12 Q2$(r) ; (19)ãäå $(r) îïðåäåëåíî â (14). Îòìåòèì, ÷òî ãðàâèòàöè�îííàÿ ïîñòîÿííàÿ íå âõîäèò â ýòî âûðàæåíèå. Ëåã�êî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðåäåëüíûå �îðìóëû (16)�(18)äëÿ òåíçîðà ýíåðãèè � èìïóëüñà òàêæå íå çàâèñÿòîò ãðàâèòàöèîííîé ïîñòîÿííîé. Ïîýòîìó ïîëó÷åí�íûå ðåçóëüòàòû ñïðàâåäëèâû è â ñëó÷àå ïëîñêîãîïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè. Òàêèì îáðàçîì, îáùàÿ òåî-ðèÿ îòíîñèòåëüíîñòè ïîçâîëÿåò íàéòè òåíçîð ýíåð-ãèè � èìïóëüñà ïîêîÿùåãîñÿ (èëè ðàâíîìåðíî äâè�æóùåãîñÿ) òî÷å÷íîãî çàðÿäà â êëàññè÷åñêîé ýëåê�òðîäèíàìèêå. Ïîëíàÿ ýíåðãèÿ çàðÿäà ïðè ýòîì îêà�çûâàåòñÿ êîíå÷íîé âåëè÷èíîé.5. ÌÅÒ�ÈÊÀ ÊÅ��À�ÍÜÞÌÅÍÀÏðèìåíèì òó æå ïðîöåäóðó äëÿ èññëåäîâàíèÿñòðóêòóðû ñèíãóëÿðíîñòè â ìåòðèêå Êåððà �Íüþ-ìåíà [7℄:ds2 = �ik dxi dxk ++	�dt� (r2x�+r[x � a℄�+a�(a � x)) dx�r(r2+a2) �2 : (20)Çäåñü 	 = Q2 � 2mrr2 + (a � x)2r2 ; (21)ãäå a � ïðîñòðàíñòâåííûé âåêòîð, a � åãî ìîäóëü,r îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåìr4 � r2(x2 � a2)� (a � x)2 = 0 : (22)Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ýòî îáû÷íîå ïðåäñòàâëå�íèå Êåððà �Øèëäà, åñëè âåêòîð a íàïðàâèòü âäîëüîñè z. Ïîâåðõíîñòè ïîñòîÿííîãî r ïðåäñòàâëÿþò ñî�áîé ýëëèïñîèäû âðàùåíèÿ, îñü êîòîðûõ ñîâïàäàåò ñíàïðàâëåíèåì âåêòîðà a. Ïðè r = 0 ýëëèïñîèä âû�ðîæäàåòñÿ â äèñê ðàäèóñà a. Íà ýòîì äèñêå ìåòðèêàíåïðåðûâíà, íî êîìïîíåíòû ìåòðèêè è 4-ïîòåíöèà�ëà ïîëÿ èìåþò èçëîì, à íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðîìàã�íèòíîãî ïîëÿ � ðàçðûâ (ñì. ðèñóíîê). Ýòî îçíà÷à�åò, ÷òî íà äèñêå èìååòñÿ ñèíãóëÿðíîå ðàñïðåäåëåíèåìàññû, çàðÿäà è òîêîâ, êîòîðîå íå íàõîäèò îòðàæå�íèÿ â òåíçîðå ýíåðãèè � èìïóëüñà ýëåêòðîìàãíèòíî�ãî ïîëÿ.
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z/a

z/a

á

Ñèëîâûå ëèíèè ýëåêòðè÷åñêîãî (a) è ìàãíèòíî-ãî (á ) ïîëåé äëÿ ðåøåíèÿ Êåððà �Íüþìåíà. Øòðè-õîâêîé âûäåëåíà îáëàñòü çàìêíóòûõ ñèëîâûõ ëèíèéýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿÏîñòðîèì ðåøåíèå, àíàëîãè÷íîå ðåøåíèþ (10).Äëÿ ýòîãî â (20) çàìåíèì 	 �óíêöèåée	 = Q2 � 2mrr2 + (a � x)2r2 �(r � r0) ++ Q2 � 2mr0r20 + (a � x)2r20 �(r0 � r) : (23)Ïîñòðîåííîå ðåøåíèå âñþäó íåïðåðûâíî, íî èìååòðàçðûâ ïðîèçâîäíîé ïðè r = r0. ×òîáû óäîâëåòâî�1223



Ì. Á. �îëóáåâ, Ñ. �. Êåëüíåð ÆÝÒÔ, òîì 128, âûï. 6 (12), 2005ðèòü óðàâíåíèÿì Ýéíøòåéíà, (0,0)-êîìïîíåíòà òåí�çîðà ýíåðãèè � èìïóëüñà äîëæíà èìåòü ñëåäóþùèéâèä:T 00 = 18� G00 = Q24� �a2�3 � r2�3 � 12 �2� �(r � r0) ++ r02 �2M r0 �Q2� �r04 � 3 (a � x)2�8� r2 (r4 + (a � x)2) ���r4 r04�(a � x)4+r6 a2+r2 (a � x)2 a2�(r04+(a � x)2)3 �(r0�r)++r0 �M r0 �r04�3 (a � x)2��Q2 �r04�(a � x)2��8� (r04+(a � x)2)3 �� �r02a2 � (a � x)2� Æ(r � r0); (24)ãäå � = r2 + (a � x)2=r2:Âêëàä â ñîáñòâåííóþ ýíåðãèþ êàæäîé èç òðåõ ÷àñ-òåé T 00 ïðè r0 ! 0 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàñõîäÿùèåñÿâåëè÷èíû, îäíàêî â ñóììå ðàñõîäèìîñòè óäèâèòåëü�íûì îáðàçîì êîìïåíñèðóþòñÿ:E = Q24 r0 + Q2 �r02 + a2��4 r02 a ++ �2mr0 �Q2� �5 r02 + a2��4 r02 a � 34 r0!��2Q2�5mr02 r0 +�2Q2 r0�m(5r02+a2)��2 r0 a = m; (25)ãäå � = ar
tg� ar0� :Ïåðâàÿ, âòîðàÿ è òðåòüÿ ñòðîêè â ýòîé �îðìóëå �âêëàäû îáëàñòåé r > r0, r < r0 è ïîâåðõíîñòè r = r0,ñîîòâåòñòâåííî. Âêëàä êàæäîé èç îáëàñòåé çàâèñèòîò ñïîñîáà ñãëàæèâàíèÿ ìåòðèêè. Íàïðèìåð, åñëèâûáðàòü �óíêöèè gik òàê, ÷òîáû â òî÷êå r0 ïðî�èçâîäíûå �gik=�r áûëè íåïðåðûâíû, òî â âûðàæå�íèè (24) èñ÷åçíåò ñëàãàåìîå ñ Æ-�óíêöèåé. Îäíàêîïîëíàÿ ýíåðãèÿ E, êàê è â ñëó÷àå ìåòðèêè �åéññíå-ðà �Íîðäñòð�åìà, íå çàâèñèò îò ñïîñîáà ñãëàæèâàíèÿìåòðèêè (ñì. Ïðèëîæåíèå). Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàòðàñïðîñòðàíÿåòñÿ è íà ìåòðèêó Êåððà (äîñòàòî÷íîâ âûðàæåíèÿõ (20)�(25) ïîëîæèòü Q = 0).Òåíçîð ýíåðãèè � èìïóëüñà ïîçâîëÿåò òàêæåíàéòè ïîëíûé ìîìåíò ñèñòåìû. Âñëåäñòâèå àçèìó�òàëüíîé ñèììåòðèè ñóùåñòâóåò âåêòîð Êèëëèíãà� = �=�', êîòîðûé ïîçâîëÿåò ââåñòè ñîõðàíÿþùèé�ñÿ òîê I i = �T ik �k ; ri I i = 0 : (26)

Ïîëíûé ìîìåíò îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîìM = Z d3xp�g I0 = Z d3xp�g T 0k �k: (27)Âêëàäû â èíòåãðàë (27) îáëàñòåé r > r0, r < r0 èïîâåðõíîñòè r = r0 â ïðåäåëå r0 ! 0 ðàñõîäÿòñÿ,íî ýòè ðàñõîäèìîñòè êîìïåíñèðóþòñÿ, è ïîëíûé ìî�ìåíò, íåçàâèñèìî îò ñïîñîáà ñãëàæèâàíèÿ ìåòðèêè,îêàçûâàåòñÿ êîíå÷íîé âåëè÷èíîé:M = Q24  �� ar0 + r0a �2 � r0a + ar0!++ �2mr0�Q2����32+5r204a2+ a24r20��5r04a � 3a4r0���(a2+r20)��� m2r0+5mr0�2Q22a2 �+Q2ar0�5m2a � == ma : (28)Ïðè âû÷èñëåíèÿõ, ïðîäåëàííûõ â ýòîé ðàáîòå,èñïîëüçîâàëàñü ïðîãðàììà Mathemati
a 5, WolframResear
h, In
. 6. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅÊàê ïîêàçàíî â ðàáîòå, äëÿ òîãî ÷òîáû ðåøå�íèÿ Øâàðöøèëüäà, Êåððà, �åéññíåðà �Íîðäñòð�åìàè Êåððà �Íüþìåíà óäîâëåòâîðÿëè óðàâíåíèÿì Ýéí�øòåéíà âî âñåì ïðîñòðàíñòâå, âêëþ÷àÿ r = 0, íåîá�õîäèìî äîáàâèòü â òåíçîð ýíåðãèè � èìïóëüñà ñèíãó�ëÿðíûå ñëàãàåìûå, ñîäåðæàùèå îáîáùåííûå �óíê�öèè. Ïðè ýòîì ïîëíàÿ ýíåðãèÿ äëÿ âñåõ ðåøåíèéîêàçûâàåòñÿ êîíå÷íîé è ðàâíîé m
2. Äëÿ ðåøåíèéñ íåíóëåâûì çàðÿäîì ýòà äîáàâêà èãðàåò ðîëü íàòÿ�æåíèé Ïóàíêàðå, ò. å. â öåíòðå ðàñïîëîæåíà áåñêî�íå÷íàÿ îòðèöàòåëüíàÿ ìàññà, êîòîðàÿ êîìïåíñèðóåòýëåêòðîñòàòè÷åñêóþ ýíåðãèþ çàðÿäà. Ïîÿâëåíèå îò�ðèöàòåëüíîé ìàññû ïðè ðåãóëÿðèçàöèè ìåòðèêè îò�ìå÷àëîñü òàêæå â [8℄.Íà ñóùåñòâîâàíèå îòðèöàòåëüíîé ìàññû äëÿ ðå�øåíèé ñ íåíóëåâûì çàðÿäîì óêàçûâàåò òàêæå è òîò�àêò, ÷òî äëÿ ïðîáíûõ ÷àñòèö ãðàâèòàöèîííîå ïðè�òÿæåíèå ïåðåõîäèò â îòòàëêèâàíèå óæå íà êëàññè�÷åñêîì ðàäèóñå Q2=m
2. Â ýòîì ìîæíî óáåäèòüñÿ,ïðîàíàëèçèðîâàâ óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ïðîáíûõ ÷àñ�òèö.Èç ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ñëåäóåò, ÷òî íåâîç�ìîæíî ïîñòðîèòü ñàìîñîãëàñîâàííóþ êëàññè÷åñêóþìîäåëü ýëåêòðîíà áåç ïðèâëå÷åíèÿ äîïîëíèòåëüíûõïîëåé (èëè ìàòåðèè) ñ íåîáû÷íûìè ñâîéñòâàìè. Ýòèïîëÿ äîëæíû äàâàòü îòðèöàòåëüíûé âêëàä â ýíåð�ãèþ.1224



ÆÝÒÔ, òîì 128, âûï. 6 (12), 2005 �ðàâèòàöèîííîå ïîëå òî÷å÷íîãî çàðÿäà : : :�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæ�êå Ìåæäóíàðîäíîãî íàó÷íî-òåõíè÷åñêîãî öåíòðà(ÌÍÒÖ) (ãðàíò �1655).Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅÑãëàæåííûå ðåøåíèÿ è ñîîòâåòñòâóþùàÿ èì ïîë�íàÿ ýíåðãèÿ èññëåäîâàëèñü â ðÿäå ðàáîò (ñì., íàïðè�ìåð, ðàáîòó [8℄ è öèòèðóåìóþ â íåé ëèòåðàòóðó). Âäàííîì Ïðèëîæåíèè ìû ïîêàæåì, ÷òî èñïîëüçóåìîåíàìè îïðåäåëåíèå E (�îðìóëà (7)) äàåò ðåçóëüòàò,íå òîëüêî èíâàðèàíòíûé îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâà�íèé êîîðäèíàò, íî è íå çàâèñÿùèé îò ñïîñîáà ñãëà�æèâàíèÿ ìåòðèêè â âàæíîì ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäàïðè ñãëàæèâàíèè ñîõðàíÿåòñÿ êåððîâñêàÿ ñòðóêòóðà(20) ìåòðèêè.Êîììóòàòîð êîâàðèàíòíûõ ïðîèçâîäíûõ (ñì., íà�ïðèìåð, [9℄) èìååò âèä(rkrl �rlrk)�i = �mRmikl ; (29)ãäå Rmikl � òåíçîð �èìàíà. Óìíîæàÿ íà gik, ïîëó�÷àåì â ïðàâîé ÷àñòè òåíçîð �è÷÷è:rirl�i �rlri�i = ��mRml : (30)Â ýòîé �îðìóëå �i � ïðîèçâîëüíûé âåêòîð. Ïóñòü òå�ïåðü �i � âåêòîð Êèëëèíãà. Òîãäà âòîðîå ñëàãàåìîåâ (30) îáðàùàåòñÿ â íóëü è ïîëó÷àåòñÿ ñîîòíîøåíèåri�i ;k = �Rkl �l : (31)Ïîñêîëüêó �i ;k � àíòèñèììåòðè÷íûé òåíçîð, èìååìrirk�i ;k = 1p�g �2�xi�xk �i ;k = 0 (32)è ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâórk �Rkl �l� = 0 : (33)Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî íå òîëüêî T kl �l, íî è âåêòîð Rkl �lòàêæå ñîõðàíÿåòñÿ. Îòñþäà ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòüðàâåíñòâà rk �R �k� = �k �R�xk = 0 ; (34)ãäå R � ñêàëÿðíàÿ êðèâèçíà. Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå,âïðî÷åì, î÷åâèäíî, ïîñêîëüêó âåêòîð Êèëëèíãà �ýòî ãåíåðàòîð ïðåîáðàçîâàíèé, íå èçìåíÿþùèõ ìåò�ðèêó.Èç ðàâåíñòâà (31), çàïèñàííîãî â âèäåRkl �l = 1p�g ��xi �p�g �i ;k� ; (35)

ñëåäóåò, ÷òî âåëè÷èíàZ d3xp�g Rkl �l = I dSip�g �i ;k (36)è, òàêèì îáðàçîì, íå çàâèñèò îò ñïîñîáà ñãëàæèâà�íèÿ ìåòðèêè â îáëàñòè r < r0.Äëÿ ìåòðèêè âèäà (20) ñ ïðîèçâîëüíîé �óíêöèåé	(r; �) ñêàëÿðíàÿ êðèâèçíà ðàâíàR = � sin �p�g �2�r2 �(r2 + a2 
os2 �)	(r; �)� : (37)Ýòà �îðìóëà ïðîâåðÿåòñÿ ïðÿìûì, íî âåñüìà ãðî�ìîçäêèì âû÷èñëåíèåì. Ïîýòîìó âõîäÿùèé â ïîëíóþýíåðãèþ èíòåãðàë îò ñêàëÿðíîé êðèâèçíû� 12 Z Rp�g dr d� d' = 12 �� Z �2�r2 �(r2 + a2 
os2 �)	(r; �)� dr sin � d� d' (38)íå çàâèñèò îò ïîâåäåíèÿ �óíêöèè 	(r; �) â îáëàñòèr < r0. Äðóãèìè ñëîâàìè, âåëè÷èíà (38) òàêæå íåçàâèñèò îò ñïîñîáà ñãëàæèâàíèÿ ìåòðèêè â îáëàñòèr < r0. Íàäî ëèøü ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû âûïîëíÿëîñüðàâåíñòâî �	(r; �)�r ����r=0 = 0:Èç âûðàæåíèé (36), (38) ñëåäóåò, ÷òî ñêàëÿðíàÿâåëè÷èíà Z �R0k � 12 g0k R� �kp�g d3x ; (39)ïðîïîðöèîíàëüíàÿ ñîáñòâåííîé ýíåðãèè (7), íå ÷óâ�ñòâèòåëüíà ê ñïîñîáó ñãëàæèâàíèÿ ìåòðèêè.Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïîë�íûé ìîìåíò (27) òàêæå íå çàâèñèò îò ñïîñîáà ñãëà�æèâàíèÿ ìåòðèêè. Äîêàçàòåëüñòâî ïîëó÷àåòñÿ áîëååïðîñòûì, ïîñêîëüêó ñëàãàåìîå ñî ñêàëÿðíîé êðèâèç�íîé íå âíîñèò âêëàä â ïîëíûé ìîìåíò.ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. H. Balasin and H. Na
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