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ÀÍÀËÈÒÈ×ÅÑÊÀß �ÅÀËÈÇÀÖÈß ÊÎÍÅ×ÍÎ-�ÀÇÌÅ�ÍÎ�ÎÑÊÅÉËÈÍ�À ÄËß ËÎÊÀËÈÇÀÖÈÈ ÀÍÄÅ�ÑÎÍÀ.ÅÑÒÜ ËÈ ÏÅ�ÅÕÎÄ Â ÄÂÓÌÅ�ÍÎÌ ÑËÓ×ÀÅ?È. Ì. Ñóñëîâ *Èíñòèòóò �èçè÷åñêèõ ïðîáëåì èì. Ï. Ë. Êàïèöû �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê117334, Ìîñêâà, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 18 ìàÿ 2005 ã.Ïðèìåðíî ïîëîâèíà ÷èñëåííûõ èññëåäîâàíèé ïåðåõîäà Àíäåðñîíà îñíîâàíà íà ðàññìîòðåíèè âñïîìîãà-òåëüíûõ êâàçèîäíîìåðíûõ ñèñòåì è ïîñòóëèðîâàíèè îäíîïàðàìåòðè÷åñêîãî ñêåéëèíãà äëÿ ìèíèìàëü-íîãî ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà. Áóêâàëüíîå èñïîëüçîâàíèå ýòîãî àëãîðèòìà ïðèâîäèò ê îäíîçíà÷íîìó ïðåä-ñêàçàíèþ �àçîâîãî ïåðåõîäà â äâóìåðíîì ñëó÷àå. Ýòîò ïåðåõîä îòíîñèòñÿ ê òèïó Êîñòåðëèöà �Òàóëåñàè ïðîèñõîäèò ìåæäó �àçàìè ñ ýêñïîíåíöèàëüíîé è ñòåïåííîé ëîêàëèçàöèåé (Ïè÷àðä è Ñàðìà, 1981).Ýòîò âûâîä íå ïðîòèâîðå÷èò ÷èñëåííûì ðåçóëüòàòàì, åñëè îí ñîïîñòàâëÿåòñÿ ñ ïåðâè÷íûìè äàííûìè÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ. Èíòåðïðåòàöèÿ æå ýòèõ äàííûõ â òåðìèíàõ îäíîïàðàìåòðè÷åñêîãî ñêåéëèíãàÿâëÿåòñÿ íåäîïóñòèìîé: ìèíèìàëüíûé ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà íå óäîâëåòâîðÿåò ñêåéëèíãîâîìó ñîîòíîøå-íèþ. Ñêåéëèíã ñïðàâåäëèâ íå äëÿ ìèíèìàëüíîãî, à äëÿ íåêîòîðîãî ý��åêòèâíîãî ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà,çàâèñèìîñòü êîòîðîãî îò ïàðàìåòðîâ îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ ñêåéëèíãà. Ïðè èñïîëüçî-âàíèè ý��åêòèâíîãî ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà ñóùåñòâîâàíèå ïåðåõîäà â äâóìåðíîì ñëó÷àå ïåðåñòàåò áûòüîäíîçíà÷íûì, íî îñòàåòñÿ âñå æå âåðîÿòíûì. Äàåòñÿ èíòåðïðåòàöèÿ ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ â òåðìèíàõóðàâíåíèÿ �åëë-Ìàííà�Ëîó.PACS: 03.65.-w, 05.50.+q, 11.10.Hi, 71.23.An1. ÂÂÅÄÅÍÈÅ�èïîòåçà îäíîïàðàìåòðè÷åñêîãî ñêåéëèíãà [1℄ïðèâîäèò ê âûâîäó îá îòñóòñòâèè ïåðåõîäà Àíäåðñî�íà â äâóìåðíîì (2D) ñëó÷àå. Ñ ýòîãî óòâåðæäåíèÿíà÷àëñÿ ðàñöâåò �èçèêè íåóïîðÿäî÷åííûõ ñèñòåì:îíî ïðèâåëî ê ðàçâèòèþ ïðåäñòàâëåíèé î ñëàáîé ëî�êàëèçàöèè ñ ìíîãî÷èñëåííûìè ýêñïåðèìåíòàëüíûìèïðîÿâëåíèÿìè [2℄. Íåäàâíåå îòêðûòèå ïåðåõîäà ìå�òàëë � äèýëåêòðèê â 2D-ñèñòåìàõ [3�6℄ óãðîæàåò ïî�äîðâàòü îñíîâû òåîðèè. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ íåÿñíî,âîçìîæåí ëè òàêîé ïåðåõîä â ñëó÷àå ÷èñòî ïîòåí�öèàëüíîãî ðàññåÿíèÿ èëè åãî ñóùåñòâîâàíèå ñëåäó�åò ïðèïèñàòü íàëè÷èþ îñëîæíÿþùèõ �àêòîðîâ �âçàèìîäåéñòâèÿ, ñïèí-îðáèòû è ò. ä. Íèæå ïîêàçà�íî, ÷òî ïåðâàÿ âîçìîæíîñòü ÿâëÿåòñÿ âïîëíå âåðî�ÿòíîé è íå ïðîòèâîðå÷èò ñóùåñòâóþùèì ñêåéëèíãî�âûì ïðåäñòàâëåíèÿì [1℄.Íåïîñðåäñòâåííîé ìîòèâàöèåé ðàáîòû ÿâèëîñü*E-mail: suslov�kapitza.ras.ru

ñòðåìëåíèå ðàçîáðàòüñÿ â ìåòîäè÷åñêèõ àñïåêòàõ êî�íå÷íî-ðàçìåðíîãî ñêåéëèíãà [7℄, êîòîðûé ëåæèò âîñíîâå âñåõ ñîâðåìåííûõ ÷èñëåííûõ èññëåäîâàíèéïåðåõîäà Àíäåðñîíà [8�23℄. Ïðîáëåìà ñîñòîèò â òîì,÷òî ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû èìåþò òåíäåíöèþ ïðîòè�âîðå÷èòü âñåé ïðî÷åé èí�îðìàöèè î êðèòè÷åñêîìïîâåäåíèè [24℄. Ïðàêòè÷åñêè âñå òåîðåòè÷åñêèå èýêñïåðèìåíòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ ñîãëàñóþòñÿ ñ ðå�çóëüòàòîì, ñëåäóþùèì èç ñàìîñîãëàñîâàííîé òåîðèèÂîëõàðäòà è Âîëü�ëå [25, 26℄� == (1=(d�2); 2 < d < 41=2; d > 4 ; s = 1; 2 < d <1; (1)ãäå s è � � êðèòè÷åñêèå èíäåêñû ïðîâîäèìîñòèè êîððåëÿöèîííîãî ðàäèóñà, d � ðàçìåðíîñòü ïðî�ñòðàíñòâà. Äåéñòâèòåëüíî, ðåçóëüòàò (1):à) âûäåëÿåò çíà÷åíèÿ d1 = 2 è d2 = 4 êàê íèæ�íþþ è âåðõíþþ êðèòè÷åñêèå ðàçìåðíîñòè, êîòîðûå768



ÆÝÒÔ, òîì 128, âûï. 4 (10), 2005 Àíàëèòè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ êîíå÷íî-ðàçìåðíîãî ñêåéëèíãà : : :èçâåñòíû èç íåçàâèñèìûõ ñîîáðàæåíèé1);á) ñîãëàñóåòñÿ ñ ðåçóëüòàòîì2) äëÿ d = 2+ � [33℄:� = 1� + 0 � �0 + 0 � �1 +O(�2) ; (2)â) ñîãëàñóåòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè � = 1=2 [35, 36℄ ès = 1 [37℄ äëÿ d =1;ã) óäîâëåòâîðÿåò ñêåéëèíãîâîìó ñîîòíîøåíèþs = (d� 2)� [1℄ äëÿ d < d2;ä) äàåò íå çàâèñÿùèå îò d êðèòè÷åñêèå èíäåêñûäëÿ d > d2, êàê ýòî õàðàêòåðíî äëÿ òåîðèè ñðåäíåãîïîëÿ;å) ñîãëàñóåòñÿ ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè ðåçóëüòàòà�ìè äëÿ d = 3, s � 1, � � 1, ñëåäóþùèìè èç èçìåðå�íèé ïðîâîäèìîñòè è äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìî�ñòè [38, 39℄3).×òî êàñàåòñÿ ÷èñëåííûõ ðåçóëüòàòîâ, òî îíè ìî�ãóò áûòü ñóììèðîâàíû ýìïèðè÷åñêîé �îðìóëîé� � 0:8=(d � 2) + 0:5 [17℄, ñîäåðæàùåé î÷åâèäíûå�óíäàìåíòàëüíûå äå�åêòû [24℄.Êîíå÷íî-ðàçìåðíûé ñêåéëèíã îñíîâàí íà �èëî�ñî�èè, ÷òî ëþáàÿ áåçðàçìåðíàÿ âåëè÷èíà A, îòíîñÿ�ùàÿñÿ ê ñèñòåìå, ïðîñòðàíñòâåííî îãðàíè÷åííîé íàìàñøòàáå L, ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé îòíîøåíèÿ L=�A = F (L=�) ; (3)ãäå � � êîððåëÿöèîííûé ðàäèóñ. Ìîòèâàöèÿ ñîîòíî�øåíèÿ (3) ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ïðåäñòàâèì çàâèñè�ìîñòü âåëè÷èíû A îò ïàðàìåòðîâ êàê åå çàâèñèìîñòüîò õàðàêòåðíûõ ìàñøòàáîâ ðàçìåðíîñòè äëèíû L, �,l1, l2 : : : . Ïðèíÿâ � çà åäèíèöó èçìåðåíèÿ, ìîæíî çà�ïèñàòü A = F (L=�; l1=�; l2=�; : : : ) : (4)1) Ïåðâîå ñëåäóåò èç òåîðèè îäíîïàðàìåòðè÷åñêîãî ñêåé�ëèíãà [1℄, âòîðîå � èç ìíîãî÷èñëåííûõ àðãóìåíòîâ [27, 28℄,ãëàâíûì èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ïåðåíîðìèðóåìîñòü. Òåîðèÿíåóïîðÿäî÷åííûõ ñèñòåì ìàòåìàòè÷åñêè òî÷íî ñâîäèòñÿ ê ïî�ëåâîé òåîðèè '4 ñ ¾íåïðàâèëüíûì¿ çíàêîì êîíñòàíòû âçàè�ìîäåéñòâèÿ [29�31℄. Ïîñëåäíÿÿ ïåðåíîðìèðóåìà ïðè d � 4 èíåïåðåíîðìèðóåìà ïðè d > 4 [32℄. Äëÿ d � 4 âñÿ �èçèêà îïðå�äåëÿåòñÿ áîëüøèìè ðàññòîÿíèÿìè èëè ìàëûìè èìïóëüñàìèâ ñîîòâåòñòâèè ñ îæèäàåìîé ìàñøòàáíîé èíâàðèàíòíîñòüþ.Äëÿ d > 4 àòîìíûé ìàñøòàá íå ìîæåò áûòü èñêëþ÷åí èçðåçóëüòàòîâ è ìàñøòàáíàÿ èíâàðèàíòíîñòü íåâîçìîæíà.2) Ñîãëàñíî Âåãíåðó [34℄, ÷ëåí ïîðÿäêà �2 â �îðìóëå (2)êîíå÷åí è èìååò áîëüøóþ îòðèöàòåëüíóþ âåëè÷èíó. Îäíàêîýòîò ðåçóëüòàò ïîëó÷åí äëÿ íóëüêîìïîíåíòíîé �-ìîäåëè, ñî�îòâåòñòâèå êîòîðîé ñ èñõîäíîé íåóïîðÿäî÷åííîé ñèñòåìîé ÿâ�ëÿåòñÿ ïðèáëèæåííûì è ñïðàâåäëèâûì ëèøü ïðè ìàëûõ �;ïîýòîìó ðàçëè÷èå ìîæåò âîçíèêàòü â íåêîòîðîì ïîðÿäêå ïî�. 3) Ýòè çàìå÷àòåëüíûå ñâîéñòâà ðåçóëüòàòà (1) âûçûâàþòïîäîçðåíèÿ, ÷òî îí òî÷íûé [40℄. Ôàêòè÷åñêè îí ìîæåò áûòüâûâåäåí áåç ìîäåëüíûõ ïðèáëèæåíèé íà îñíîâå ñèììåòðèé�íîãî àíàëèçà [41℄.

Âáëèçè êðèòè÷åñêîé òî÷êè êîððåëÿöèîííûé ðàäèóñ� âåëèê ïî ñðàâíåíèþ ñ ìèêðîñêîïè÷åñêèìè ìàñøòà�áàìè l1; l2; : : : è ïîäñòàíîâêà l1=� = l2=� = : : : = 0ñâîäèò (4) ê (3). Ñóùåñòâåííîå ïðåäïîëîæåíèå, èñ�ïîëüçîâàííîå ïðè ýòîì âûâîäå, ñîñòîèò â òîì, ÷òîïðåäåëüíûé ïåðåõîä li=� ! 0 íå ÿâëÿåòñÿ ñèíãóëÿð�íûì, òàê ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (4) íå îáðàùà�åòñÿ â íóëü èëè áåñêîíå÷íîñòü. Ê ñîæàëåíèþ, íå ñó�ùåñòâóåò ïðîñòûõ êðèòåðèåâ, ïîçâîëÿþùèõ óñòàíî�âèòü, êîãäà òàêîå ïðåäïîëîæåíèå ïðàâèëüíî4). Åñëèóðàâíåíèå (3) ñïðàâåäëèâî, åãî äîñòàòî÷íî äëÿ èñ�ñëåäîâàíèÿ çàâèñèìîñòè � îò ïàðàìåòðîâ. Åñëè æå ññîîòíîøåíèåì (3) ÷òî-òî íå òàê, òî îíî ñòàíîâèòñÿèñòî÷íèêîì ëîæíîé èí�îðìàöèè.Íèæå ïðåäëàãàåòñÿ àíàëèòè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿîäíîãî èç îáùåïðèíÿòûõ âàðèàíòîâ êîíå÷íî-ðàç-ìåðíîãî ñêåéëèíãà, îñíîâàííîãî íà èñïîëüçîâàíèèìèíèìàëüíîãî ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà. Èñïîëüçóåìûéïîäõîä îñíîâàí íà èññëåäîâàíèè âòîðûõ ìîìåíòîâðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ êâàçèîäíîìåðíîãî óðàâ�íåíèÿ Øðåäèíãåðà (ðàçä. 3), è â ýòîì îòíîøåíèè îíáëèçîê ê ïîäõîäó íåäàâíèõ ðàáîò [42, 43℄. Îäíàêîîáîñíîâàíèå ìåòîäà (ðàçä. 2) è èíòåðïðåòàöèÿ ðå�çóëüòàòîâ (ðàçä. 3) ñóùåñòâåííî îòëè÷àþòñÿ îò ïðè�âåäåííûõ â ðàáîòàõ [42, 43℄ è �àêòè÷åñêè ìû íå ñî�ãëàñíû ñ áîëüøèíñòâîì óòâåðæäåíèé ýòèõ ðàáîò.Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû íàñòîÿùåé ðàáîòû ñîñòî�ÿò â ñëåäóþùåì. Åñëè êîíöåïöèÿ ìèíèìàëüíîé ëÿ�ïóíîâñêîé ýêñïîíåíòû èñïîëüçóåòñÿ â îáùåïðèíÿ�òîì âàðèàíòå, òî îíà ïðèâîäèò ê îäíîçíà÷íîìóóòâåðæäåíèþ î ñóùåñòâîâàíèè �àçîâîãî ïåðåõîäàâ 2D-ñëó÷àå (ðàçä. 3). Ýòîò ïåðåõîä íå ÿâëÿåòñÿîáû÷íûì ïåðåõîäîì Àíäåðñîíà è îòíîñèòñÿ ñêîðååê òèïó Êîñòåðëèöà �Òàóëåñà: îí ïðîèñõîäèò ìåæäó�àçàìè ñ ýêñïîíåíöèàëüíîé è ñòåïåííîé ëîêàëèçà�öèåé [7℄. Ýòîò âûâîä íå ïðîòèâîðå÷èò ÷èñëåííûìðåçóëüòàòàì [8�13℄ (ðàçä. 4), åñëè îí ñîïîñòàâëÿåò�ñÿ ñ ïåðâè÷íûìè äàííûìè ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåí�òîâ. Èíòåðïðåòàöèÿ æå ïîñëåäíèõ â òåðìèíàõ îä�4) �åãóëÿðíàÿ ïðîöåäóðà äëÿ èññëåäîâàíèÿ òàêèõ âîïðîñîâñóùåñòâóåò â òåîðåòèêî-ïîëåâîé �îðìóëèðîâêå ïðîáëåìû.Êîãäà ìàêñèìàëüíûé ìèêðîñêîïè÷åñêèé ìàñøòàá l1 óñòðåì�ëÿåòñÿ ê íóëþ, òåîðèÿ ñòàíîâèòñÿ ðàñõîäÿùåéñÿ. Â íåïåðå�íîðìèðóåìûõ òåîðèÿõ òàêèå ðàñõîäèìîñòè íåóñòðàíèìû è ñî�îòíîøåíèå (3) çàâåäîìî íåâåðíî. Åñëè òåîðèÿ ïåðåíîðìèðóå�ìà, òî âñå ðàñõîäèìîñòè ïîãëîùàþòñÿ êîíå÷íûì ÷èñëîì ïà�ðàìåòðîâ (òàêèõ êàê ìàññà, çàðÿä è ïð.), òàê ÷òî ïåðåíîðìè�ðîâàííûå �óíêöèè �ðèíà (è âåëè÷èíû, êîòîðûå ÷åðåç íèõâûðàæàþòñÿ) íå çàâèñÿò îò li è îáëàäàþò ìàñøòàáíîé èíâà�ðèàíòíîñòüþ. Åñëè âåëè÷èíà A íå èìååò ïðîçðà÷íîé òåîðåòè�êî-ïîëåâîé èíòåðïðåòàöèè, òî ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæíî óñòà�íîâèòü åå íåçàâèñèìîñòü îò ¾çàòðàâî÷íîé ìàññû¿, ¾çàòðàâî÷�íîãî çàðÿäà¿ è ïð. Ïîñëåäíèå âåëè÷èíû çàâèñÿò îò li è ÿâëÿ�þòñÿ íàáëþäàåìûìè â �èçèêå êîíäåíñèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ.7 ÆÝÒÔ, âûï. 4 (10) 769



È. Ì. Ñóñëîâ ÆÝÒÔ, òîì 128, âûï. 4 (10), 2005íîïàðàìåòðè÷åñêîãî ñêåéëèíãà ÿâëÿåòñÿ íåäîïóñòè�ìîé: ìèíèìàëüíûé ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà íå óäîâëå�òâîðÿåò ñêåéëèíãîâîìó ñîîòíîøåíèþ (3). Ñïðàâåä�ëèâîñòè ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ ñëåäóåò îæèäàòü íå äëÿìèíèìàëüíîãî, à äëÿ íåêîòîðîãî ý��åêòèâíîãî ïî�êàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà, çàâèñèìîñòü êîòîðîãî îò ïàðà�ìåòðîâ îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ ñêåé�ëèíãà (ðàçä. 5). Åñëè êîíå÷íî-ðàçìåðíûé ñêåéëèíãîñíîâàí íà èñïîëüçîâàíèè ý��åêòèâíîãî ïîêàçàòå�ëÿ Ëÿïóíîâà, òî ñóùåñòâîâàíèå �àçîâîãî ïåðåõîäàâ 2D-ñëó÷àå ïåðåñòàåò áûòü îäíîçíà÷íûì, íî ÿâëÿ�åòñÿ âñå æå âåðîÿòíûì (ðàçä. 6). Åãî èíòåðïðåòàöèÿâ òåðìèíàõ óðàâíåíèÿ �åëë-Ìàííà � Ëîó îáñóæäà�åòñÿ â ðàçä. 7.2. ÎÑÍÎÂÍÛÅ ÏÎÍßÒÈß1. �àññìàòðèâàåìûé âàðèàíò êîíå÷íî-ðàçìåðíî-ãî ñêåéëèíãà çàèìñòâîâàí èç òåîðèè �àçîâûõ ïå�ðåõîäîâ [44�46℄, è åãî óäîáíî îáñóäèòü íà ïðèìåðå�åððîìàãíåòèêà. Âìåñòî áåñêîíå÷íîé 3D-ñèñòåìûðàññìîòðèì ñèñòåìó ñ ðàçìåðàìè L � L � Lz, ãäåLz ! 1. Òàêàÿ ñèñòåìà òîïîëîãè÷åñêè îäíîìåðíàè ïîòîìó íå îáëàäàåò äàëüíèì ïîðÿäêîì: ñóùåñòâó�åò êîíå÷íûé êîððåëÿöèîííûé ðàäèóñ �1D, îïðåäå�ëÿþùèé õàðàêòåðíûé ìàñøòàá, íà êîòîðîì óñðåä�íåííûé ïî ïîïåðå÷íîìó ñå÷åíèþ ìàãíèòíûé ìîìåíòìåíÿåò ñâîå íàïðàâëåíèå íà ïðîòèâîïîëîæíîå. Îá�ñóäèì ñâÿçü �1D ñ �åððîìàãíèòíûì ïåðåõîäîì â3D-ñèñòåìå. Ïðè T > T (ïàðàìàãíèòíàÿ �àçà) �1Dñîâïàäàåò ñ êîððåëÿöèîííûì ðàäèóñîì � òðåõìåð�íîé ñèñòåìû, åñëè ðàçìåð L äîñòàòî÷íî âåëèê:�1D ! � äëÿ L!1: (5)Ïðè T < T (�åððîìàãíèòíàÿ �àçà) ñïðàâåäëèâîóòâåðæäåíèå �1DL !1 äëÿ L!1; (6)êîòîðîå äîêàçûâàåòñÿ îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü îòíîøå�íèå  = �1D=L êîíå÷íî ïðè âñåõ L. Âûáåðåì n�  èðàññìîòðèì ñèñòåìó ñ ðàçìåðàìè L�L�nL. Ââèäóóñëîâèÿ nL � �1D , êîððåëÿöèè âäîëü äëèííîãî íà�ïðàâëåíèÿ èìåþò ïàðàìàãíèòíûé õàðàêòåð è ñðåä�íèé (ïî ïîïåðå÷íîìó ñå÷åíèþ) ìàãíèòíûé ìîìåíòìíîãî ðàç ìåíÿåò çíàê. Òàêàÿ ñèòóàöèÿ èìååò ìåñòîïðè âñåõ L è ñîõðàíÿåòñÿ ïðè L!1; íî òàêîé òåð�ìîäèíàìè÷åñêèé ïðåäåë òîïîëîãè÷åñêè òðåõìåðåí,è ñèñòåìà äîëæíà áûòü �åððîìàãíèòíîé. Ïîëó÷åí�íîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò �îðìóëó (6).

Ïðè T = T (òî÷êà ïåðåõîäà) âîçìîæíî ëþáîåïîâåäåíèå òèïà�1D / L� (0 < � � 1) äëÿ L!1: (7)Äåéñòâèòåëüíî, îòíîøåíèå  = �1D=L êîíå÷íî èëèñòðåìèòñÿ ê íóëþ, è ðàññìîòðåííàÿ âûøå ñèñòåìàðàçìåðîì L�L�nL îáëàäàåò ïàðàìàãíèòíûìè êîð�ðåëÿöèÿìè. Íî ýòî íå íàñòîÿùèé ïàðàìàãíåòèê, òàêêàê åãî êîððåëÿöèîííûé ðàäèóñ � � �1D ðàñõîäèòñÿ,êàê è ïîëîæåíî â òî÷êå ïåðåõîäà.Îáû÷íî ñîîòíîøåíèå (7) ïðåäïîëàãàåòñÿ ñ � = 1,òàê êàê ýòî åäèíñòâåííàÿ âîçìîæíîñòü, ñîâìåñòèìàÿñ ìàñøòàáíîé èíâàðèàíòíîñòüþ. Äåéñòâèòåëüíî, åñ�ëè âåëè÷èíû �1D , � è L ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì, íåñîäåðæàùèì ìèêðîñêîïè÷åñêèõ ìàñøòàáîâ, òî îíîçàïèñûâàåòñÿ â âèäå F (�1D=L; �=L) = 0, åñëè âû�áðàòü L â êà÷åñòâå åäèíèöû èçìåðåíèÿ. �àçðåøàÿýòî ñîîòíîøåíèå îòíîñèòåëüíî �1D=L, ïîëó÷èì�1DL = F �L� � ; (8)÷òî â êðèòè÷åñêîé òî÷êå äàåò �1D = F (0)L â ñîîò�âåòñòâèè ñ �îðìóëîé (7) ïðè � = 1.Áåçðàçìåðíîå îòíîøåíèåg(L) = �1DL (9)ìîæåò áûòü ïðèíÿòî â êà÷åñòâå ñêåéëèíãîâîé ïå�ðåìåííîé, òèïè÷íîå ïîâåäåíèå êîòîðîé ïîêàçàíî íàðèñ. 1à: îíà ïîñòîÿííà â òî÷êå ïåðåõîäà, à ïðè îòêëî�íåíèè îò íåå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ èëè áåñêîíå÷íîñòè.Ïîä÷åðêíåì, îäíàêî, ÷òî âåëè÷èíà �1D ÷óâñòâèòåëü�íà ê �àçîâîìó ïåðåõîäó â 3D-ñèñòåìå íåçàâèñèìîîò ñóùåñòâîâàíèÿ ìàñøòàáíîé èíâàðèàíòíîñòè; ïî�ñëåäíÿÿ îòñóòñòâóåò â ñëó÷àå �åððîìàãíåòèêà äëÿðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà d > 4.2. Ïðèìåíåíèå ýòîãî ïîäõîäà ê òåîðèè ëîêàëè�çàöèè îñíîâàíî íà îöåíêå êîððåëÿöèîííîãî ðàäèóñà�1D êàê âåëè÷èíû, îáðàòíîé ìèíèìàëüíîìó ïîêàçà�òåëþ Ëÿïóíîâà min,�1D � 1min : (10)Ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà âîçíèêàþò ïðè ðåøåíèè çà�äà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà, îïèñûâàþ�ùåãî ââåäåííóþ âûøå êâàçèîäíîìåðíóþ ñèñòåìó, ñíà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè, çàäàííûìè íà ëåâîì êîí�öå. Äëÿ ïðèìåðà ðàññìîòðèì îäíîìåðíóþ ìîäåëüÀíäåðñîíà, îïèñûâàåìóþ äèñêðåòíûì óðàâíåíèåìØðåäèíãåðà n+1 +  n�1 + Vn n = E n; (11)770
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�èñ. 1. à) Òèïè÷íûå çàâèñèìîñòè g(L) â ñëó÷àåîäíîïàðàìåòðè÷åñêîãî ñêåéëèíãà. á ) Çàâèñèìîñòèg(L), îïðåäåëÿåìûå óðàâíåíèåì (51)êîòîðîå ìîæíî ïåðåïèñàòü â ðåêóððåíòíîé �îðìå�����  n+1 n ����� = ����� E � Vn �11 0 ����� �����  n n�1 ����� �� Tn �����  n n�1 ����� ; (12)ââåäÿ òðàíñ�åð-ìàòðèöó Tn. Òîãäà �îðìàëüíîå ðå�øåíèå çàäà÷è Êîøè ñâîäèòñÿ ê ïåðåìíîæåíèþ ìàò�ðèö �����  n+1 n ����� = TnTn�1 : : : T2T1 �����  1 0 ����� : (13)Àíàëîãè÷íîå ñîîòíîøåíèå ñïðàâåäëèâî äëÿ ïðîèç�âîëüíîé êâàçèîäíîìåðíîé ñèñòåìû, åñëè �óíêöèþ n(r?), çàâèñÿùóþ îò ïîïåðå÷íûõ êîîðäèíàò r?, ïî�íèìàòü êàê âåêòîð  n.Ïîïûòàåìñÿ ïðåäñòàâèòü ïðîèçâåäåíèå ìàòðèöPn â �îðìóëå (13) êàê n-þ ñòåïåíü ïîñòîÿííîé ìàò�ðèöû T . Ýòî îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíûì, íî ëèøü äëÿ¾ýðìèòîâîé ÷àñòè¿ Pn. Ìàòðèöà Pn, êàê è ëþáàÿ

ìàòðèöà, äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå â âèäå ïðîèçâå�äåíèÿ óíèòàðíîé ìàòðèöû Un è ýðìèòîâîé ìàòðèöûHnPn = TnTn�1 : : : T2T1 � UnHn; H2n = P+n Pn: (14)Ýðìèòîâà ìàòðèöà Hn èìååò äåéñòâèòåëüíûå ñîá�ñòâåííûå çíà÷åíèÿ è îïèñûâàåò ñèñòåìàòè÷åñêèéðîñò èëè óáûâàíèå  n, òîãäà êàê óíèòàðíàÿ ìàòðèöàUn èìååò ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, ïî ìîäóëþ ðàâíûååäèíèöå, è îòâå÷àåò çà îñöèëëèðóþùåå ïîâåäåíèå.Ïðåäñòàâëåíèå Hn = Tn êîíñòðóêòèâíî, ââèäó òîãî÷òî ñðåäíåå ãåîìåòðè÷åñêîå ìàòðèöT = (P+n Pn)1=2n == (T+1 T+2 : : : T+n Tn : : : T2T1)1=2n (15)ñòðåìèòñÿ ê äåòåðìèíèðîâàííîìó ïðåäåëó ïðèn ! 1 â ñèëó òåîðåìû Îñåëåäåöà [47℄. �àñêëà�äûâàÿ âåêòîð íà÷àëüíûõ óñëîâèé â �îðìóëå (13)ïî ñîáñòâåííûì âåêòîðàì ìàòðèöû T è çàïèñûâàÿåå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ �s êàê exp s, ïîëó÷èìñëåäóþùåå ðàçáèåíèå äëÿ  n(r?): n(r?) = A1h(1)n (r?) e 1n ++A2h(2)n (r?) e 2n + : : :+Amh(m)n (r?) e mn: (16)Âåëè÷èíû h(s)n (r?) íå èìåþò ñèñòåìàòè÷åñêîãî ðî�ñòà ïî n, à ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà s ñòðåìÿòñÿ ïðèn ! 1 ê ïîñòîÿííûì çíà÷åíèÿì. Ìû ñîõðàíÿåìâ (16) ëèøü ÷ëåíû ñ ïîëîæèòåëüíûìè ïîêàçàòåëÿ�ìè, ñ÷èòàÿ èõ ïåðåíóìåðîâàííûìè â ïîðÿäêå óáûâà�íèÿ s.Ñîãëàñíî Ìîòòó [48℄, ñîáñòâåííûå �óíêöèè êâà�çèîäíîìåðíîé ñèñòåìû ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ïóòåìñøèâêè äâóõ ðåøåíèé òèïà (16), íàðàñòàþùèõ ñäâóõ ïðîòèâîïîëîæíûõ êîíöîâ ñèñòåìû. Òîãäà óáû�âàíèå ñîáñòâåííûõ �óíêöèé íà áîëüøèõ ðàññòîÿíè�ÿõ îïðåäåëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì ïîêàçàòåëåì Ëÿïóíî�âà min � m, ÷òî è ÿâëÿåòñÿ îñíîâàíèåì äëÿ ñîîò�íîøåíèÿ (10).3. �àçáèåíèå (16) ñïðàâåäëèâî äëÿ íåóñðåäíåí�íîé �óíêöèè  n(r?), è åãî ñìûñë ñîñòîèò â âûäåëå�íèè ñàìîóñðåäíÿþùèõñÿ âåëè÷èí s. Íèæå ïîêàçàíî(ðàçä. 3), ÷òî ñðåäíåå çíà÷åíèå  n(r?) íå èìååò ñè�ñòåìàòè÷åñêîãî ðîñòà,h n(r?) i � 1; (17)òîãäà êàê äëÿ âòîðûõ ìîìåíòîâ ñïðàâåäëèâî ðàçáè�åíèå òèïà (16)h 2n(r?) i = B1(r?) e�1n ++B2(r?) e�2n + : : :+Bm(r?) e�mn (18)771 7*



È. Ì. Ñóñëîâ ÆÝÒÔ, òîì 128, âûï. 4 (10), 2005ñ òåì æå ÷èñëîì ïîëîæèòåëüíûõ ïîêàçàòåëåé �s.Âîçâåäåíèå �îðìóëû (16) â êâàäðàò äàåò m2 ÷ëå�íîâ, ðàñòóùèõ êàê exp(i n + j n), è åäèíñòâåííàÿâîçìîæíîñòü ñîãëàñîâàíèÿ ñ (18) ñîñòîèò â ïðåäïî�ëîæåíèè, ÷òî ÷ëåíû ñ i 6= j ïðè óñðåäíåíèè îáðàùà�þòñÿ â íóëü, òàê ÷òî îñòàþòñÿ ëèøü ñðåäíèå îò mïîëîæèòåëüíûõ âåëè÷èí, çàâåäîìî íå èñ÷åçàþùèõïðè óñðåäíåíèè:
 2n(r?) � = �hA1h(1)n (r?)i2 e 21n�++�hA2h(2)n (r?)i2 e 22n�+ : : :++�hAmh(m)n (r?)i2 e 2mn� : (19)×ëåíû â ïðàâûõ ÷àñòÿõ (18) è (19) íàõîäÿòñÿ âî âçà�èìíî îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè, è ñîîòíîøåíèå ïî�êàçàòåëåé s è �s ìîæíî îáñóäèòü äëÿ ÷èñòî îäíî�ìåðíîãî ñëó÷àÿ, êîãäà ïðàâûå ÷àñòè (16) è (18) ñî�äåðæàò ëèøü ïî îäíîìó ÷ëåíó: n � e n; h n i � 1; h 2n i � e�n: (20)Íà �îíå ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðîñòà êîíå÷íîñòü h n iíåñóùåñòâåííà è ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî h n i = 0. Ôàê�òè÷åñêè ðå÷ü èäåò îá îáùåì ñîîòíîøåíèè ìåæäóñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé x è åå ñðåäíåêâàäðàòè÷íûìçíà÷åíèåì, êîòîðîå ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåìó. Åñëèhx i = 0 è hx2 i = �2, òî òèïè÷íîå çíà÷åíèå x íåîáÿçàòåëüíî îêàçûâàåòñÿ ïîðÿäêà �: ìîæíî óòâåð�æäàòü ëèøü, ÷òî jxj . �. Äåéñòâèòåëüíî, ñîãëàñíîíåðàâåíñòâó ×åáûøåâà [49℄, âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òîjxj áîëüøå x0, íå ïðåâûøàåò �2=x20. Ñëåäîâàòåëüíî,çíà÷åíèÿ x, ñóùåñòâåííî ïðåâûøàþùèå �, ìàëîâå�ðîÿòíû, è � äàåò ãðóáóþ îöåíêó øèðèíû ðàñïðåäå�ëåíèÿ ñâåðõó. Íèæíåé æå îöåíêè íå ñóùåñòâóåò íèâ êàêîì âàðèàíòå: òàê, åñëè ðàñïðåäåëåíèå P (x) ìå�íÿåòñÿ íà ìàñøòàáå åäèíèöû è èìååò õâîñò jxj�� ñ1 < � < 3, òî òèïè÷íîå çíà÷åíèå x � 1, òîãäà êàêhx2 i = �2 =1. Èç ñêàçàííîãî ÿñíî, ÷òî äëÿ ïîêàçà�òåëåé � è  â �îðìóëå (20) ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå� � 2; (21)â êîòîðîì íåò îñíîâàíèé äëÿ òî÷íîãî ðàâåíñòâà.Ôàêòè÷åñêè âîïðîñ î ñâÿçè � è  ìîæíî îáñó�äèòü áîëåå êîíñòðóêòèâíî, åñëè ó÷åñòü, ÷òî äëÿ  nñïðàâåäëèâî ëîãàðè�ìè÷åñêè-íîðìàëüíîå ðàñïðåäå�ëåíèå [50℄, ò. å. âåëè÷èíà � = ln j nj ðàñïðåäåëåíà ïîçàêîíó �àóññàP (�) � exp�� (� � an)22bn � (22)

à
á

�èñ. 2. �åøåíèå çàäà÷è Êîøè (à) è ïîñòðîåííàÿïî Ìîòòó ñîáñòâåííàÿ �óíêöèÿ 1D-ñèñòåìû (á ) âñèòóàöèè a = 0, b > 0ñ ëèíåéíî ðàñòóùèìè ïî n ïåðâûì è âòîðûì ìîìåí�òàìè. Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî n � e an; h 2n i � e (2a+2b)n (23)è äèñïåðñèÿ âåëè÷èíû  n ðàñòåò áûñòðåå, ÷åì êâàä-ðàò åå òèïè÷íîãî çíà÷åíèÿ, â ñîîòâåòñòâèè ñ íåðà�âåíñòâîì (21). Äëÿ îäíîìåðíîé ìîäåëè Àíäåðñîíà(11) ïðè E = 0 èìååìa = b = 18 hV 2 i; � = 12hV 2 i (24)â îáëàñòè ñëàáîãî áåñïîðÿäêà è = a = h ln jV j i; � = lnhV 2 i (25)â ñëó÷àå ñèëüíîãî áåñïîðÿäêà. Äëÿ ðàñïðåäåëåíèéP (V ), õàðàêòåðèçóåìûõ îäíèì ïàðàìåòðîì (íàïðè�ìåð, ïðÿìîóãîëüíîãî èëè ãàóññîâà) ðåçóëüòàò (25)îçíà÷àåò, ÷òî b� a. Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû ñïðà�âåäëèâû äëÿ ìíîãèõ ìîäåëåé è ñîîòíîøåíèå b . añëåäóåò ñ÷èòàòü òèïè÷íûì. Â ýòîì ñëó÷àå � �  è1=� äàåò ïðàâèëüíóþ îöåíêó êîððåëÿöèîííîãî ðàäè�óñà �1D îäíîìåðíîé ñèñòåìû.Ñèòóàöèþ b � a ïðîèëëþñòðèðóåì â åå ýêñòðå�ìàëüíîì âàðèàíòå, êîãäà a = 0, b > 0. Òîãäà ðå�øåíèå çàäà÷è Êîøè  n íå èìååò ñèñòåìàòè÷åñêî�ãî ðîñòà, íî èìååò ðåäêèå âûáðîñû ñ âîçðàñòàþ�ùåé àìïëèòóäîé (ðèñ. 2à). Ïðè ýòîì ïîñòðîåííàÿ ïîÌîòòó ñîáñòâåííàÿ �óíêöèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òè�ïè÷íîå ãèáðèäíîå ñîñòîÿíèå, ÿâëÿþùååñÿ ñóïåðïî�çèöèåé ëîêàëèçîâàííîé è äåëîêàëèçîâàííîé �óíê�öèé (ðèñ. 2á ). Ïðîòÿæåííîñòü ëîêàëèçîâàííîé êîì�ïîíåíòû, î÷åâèäíî, ïîðÿäêà 1=�, òàê ÷òî ïîêàçà�òåëü � äàåò ñóùåñòâåííóþ èí�îðìàöèþ, íå ñîäåð�æàùóþñÿ â ñðåäíåì çíà÷åíèè . Ýòà èí�îðìàöèÿ772



ÆÝÒÔ, òîì 128, âûï. 4 (10), 2005 Àíàëèòè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ êîíå÷íî-ðàçìåðíîãî ñêåéëèíãà : : :ìîæåò èìåòü íàáëþäàåìûå ïðîÿâëåíèÿ: ïàðàìåòð bîïðåäåëÿåò ðîñò âñåõ íèçøèõ ÷åòíûõ ìîìåíòîâ  n(h 2mn i � exp(2ma + 2m2b)n), òîãäà êàê ÷åòâåðòûåìîìåíòû âõîäÿò â �îðìóëó Êóáî ��ðèíâóäà äëÿñðåäíåé ïðîâîäèìîñòè.Ñîãëàñíî ÷èñëåííûì èññëåäîâàíèÿì (ñì., íàïðè�ìåð, [11℄), íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñïðàâåäëèâîäëÿ âñåõ ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà s, à ñëåäîâàòåëüíî,ïðîèçâîëüíûé (s-é) ÷ëåí â óðàâíåíèè (16) èìååò ðàñ�ïðåäåëåíèå òèïà (22) ñ ïàðàìåòðàìè as è bs. Ïîýòî�ìó ñîîòíîøåíèÿ s = as, �s = 2as+2bs ñïðàâåäëèâûäëÿ ïðîèçâîëüíîãî s. Ìû âèäèì, ÷òî èññëåäîâàíèåâòîðûõ ìîìåíòîâ  n(r?) ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ñóùå�ñòâåííóþ èí�îðìàöèþ: à) ïîêàçàòåëè �s äàþò ñòðî�ãóþ âåðõíþþ îöåíêó äëÿ s, �s � 2s; á) â òèïè÷�íîì ñëó÷àå as & bs ñïðàâåäëèâà ïîðÿäêîâàÿ îöåíêà�s � s; â) â ñëó÷àå as � bs ïîêàçàòåëè �s ñâÿçà�íû ñ �ëóêòóàöèÿìè s. ×òî êàñàåòñÿ ýâðèñòè÷åñêîéñâÿçè ñ ïåðåõîäîì Àíäåðñîíà, òî èñïîëüçîâàíèå ìè�íèìàëüíûõ ïîêàçàòåëåé min è �min ÿâëÿåòñÿ ïðàê�òè÷åñêè ðàâíîöåííûì. Òàê, ñêåéëèíãîâûå ñîîòíîøå�íèÿ 1minL = F �L� � è 1�minL = F �L� � (26)ìîãóò áûòü ïîñòóëèðîâàíû íà îäíîì è òîì æåóðîâíå ñòðîãîñòè. Â íåäàâíåé ðàáîòå [11℄ óòâåðæäà�åòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ýìïèðè÷åñêîãî ñêåéëèíãà êàêäëÿ âåëè÷èíû minL, òàê è äëÿ îòíîøåíèÿ b=a. Åñ�ëè ê ýòîìó óòâåðæäåíèþ îòíîñèòüñÿ ñåðüåçíî, òîîíî îáîñíîâûâàåò ñîîòíîøåíèå (26) äëÿ �minL; âäåéñòâèòåëüíîñòè æå ñêåéëèíã îòñóòñòâóåò äëÿ âñåõóêàçàííûõ âåëè÷èí (ðàçä. 3�5).3. ÂÒÎ�ÛÅ ÌÎÌÅÍÒÛ �ÅØÅÍÈß ÇÀÄÀ×ÈÊÎØÈÈäåÿ èñïîëüçóåìîãî íèæå ïîäõîäà ìîæåò áûòüíàéäåíà â ñòàðîì îáçîðå Òàóëåñà [51℄. Ïåðåïèøåìóðàâíåíèå Øðåäèíãåðà (11) äëÿ îäíîìåðíîé ìîäå�ëè Àíäåðñîíà â âèäå ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ,âûðàæàþùåãî  n+1 ÷åðåç  n,  n�1, è ðàññìîòðèìçàäà÷ó Êîøè ñ �èêñèðîâàííûìè íà÷àëüíûìè óñëî�âèÿìè äëÿ  1 è  0. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî  2 ÿâëÿåò�ñÿ �óíêöèåé ëèøü V1,  3 � �óíêöèåé V2, V1 è ò. ä.Ñëåäîâàòåëüíî,  n è Vn ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìûè ìîãóò óñðåäíÿòüñÿ ïî îòäåëüíîñòè:h n+1 i = Eh n i � h n�1 i; (27)h 2n+1 i = (W 2 +E2)h 2n i �� 2Eh n n�1 i+ h 2n�1 i è ò. ä. (28)

Ìû ñ÷èòàåì, ÷òî âåëè÷èíû Vn ñòàòèñòè÷åñêè íåçà�âèñèìû è hVn i = 0; hVnVn0 i =W 2Ænn0 : (29)Óðàâíåíèå (27) èìååò âèä (11) ñ Vn � 0, è åãî ðåøå�íèÿ âíóòðè ðàçðåøåííîé çîíû èìåþò âèäh n i � exp(ipn) (30)ñ 2 osp = E; î÷åâèäíî, îíè íå èìåþò ñèñòåìà�òè÷åñêîãî ðîñòà è h n i � 1. Óðàâíåíèå (28) ïðèE = 0 ÿâëÿåòñÿ ðàçíîñòíûì óðàâíåíèåì äëÿ âåëè�÷èíû xn = h 2n i,xn+1 =W 2xn + xn�1; (31)è èìååò ðåøåíèåxn = h 2n i � e�n; 2 sh� =W 2; (32)ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñòóùåå ñ n. Ïðè E 6= 0 óðàâíå�íèå (28) íåçàìêíóòî è åãî íóæíî äîïîëíèòü ñîîòíî�øåíèåì h n+1 n i = Eh 2n i � h n n�1 i; (33)÷òî ïðèâîäèò ê ñèñòåìå ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé äëÿxn = h 2n i è yn = h n n�1 i:xn+1 = (W 2 +E2)xn + xn�1 � 2Eyn;yn+1 = Exn � yn; (34)ðåøåíèå êîòîðîé òàêæå ýêñïîíåíöèàëüíî ïî n.Ýòîò ïîäõîä ëåãêî îáîáùàåòñÿ íà ïðîèçâîëüíûåêâàçèîäíîìåðíûå ñèñòåìû. Ïðîèëëþñòðèðóåì åãîíà ïðèìåðå äâóìåðíîé ìîäåëè Àíäåðñîíà: n+1;m+ n�1;m+ n;m+1+ n;m�1+Vn;m n;m == E n;m: (35)Èíòåðïðåòèðóÿ óðàâíåíèå (35) êàê ðåêóððåíòíîå ñî�îòíîøåíèå ïî n, ðàçðåøèì åãî îòíîñèòåëüíî âåëè�÷èíû  n+1;m è, óñðåäíÿÿ åå êâàäðàò, âûðàçèì åãî÷åðåç ïàðíûå êîððåëÿòîðû  n;m, ñîäåðæàùèå ìåíü�øèå çíà÷åíèÿ n. Ñîñòàâëÿÿ àíàëîãè÷íûå óðàâíåíèÿäëÿ ïàðíûõ êîððåëÿòîðîâ, ïðèõîäèì ê çàìêíóòîéñèñòåìå ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé äëÿ âåëè÷èíxm;m0(n) � h n;m n;m0 i;ym;m0(n) � h n;m n�1;m0 i;zm;m0(n) � h n�1;m n;m0 i; (36)773



È. Ì. Ñóñëîâ ÆÝÒÔ, òîì 128, âûï. 4 (10), 2005êîòîðàÿ ïðè E = 0 èìååò âèäxm;m0(n+1) =W 2Æm;m0xm;m0(n)+xm+1;m0+1(n)++ xm�1;m0+1(n) + xm+1;m0�1(n) + xm�1;m0�1(n) ++ xm;m0(n� 1) + ym+1;m0(n) + ym�1;m0(n) ++ zm;m0+1(n) + zm;m0�1(n); (37)ym;m0(n+1) = �xm+1;m0(n)�xm�1;m0(n)�zm;m0(n);zm;m0(n+1) = �xm;m0+1(n)�xm;m0�1(n)�ym;m0(n):Ââèäó íåçàâèñèìîñòè êîý��èöèåíòîâ îò n ðåøåíèåèùåòñÿ â ýêñïîíåíöèàëüíîé ïî n �îðìå [52℄:xm;m0(n) = xm;m0e�n; ym;m0(n) = ym;m0e�n;zm;m0(n) = zm;m0e�n: (38)Êðîìå òîãî, ñäåëàåì �îðìàëüíóþ çàìåíó ïåðåìåí�íûõ xm;m0 � ~xm;m0�m � ~xm;l è ò. ä., (39)ãäå l = m0 �m. Òîãäà ïîëó÷èì, îïóñêàÿ òèëüäû,(e� � e��)xm;l =W 2Æl;0xm;l + xm+1;l ++ xm�1;l + xm+1;l�2 + xm�1;l+2 ++ ym+1;l�1 + ym�1;l+1 + zm;l+1 + zm;l�1; (40)e� ym;l = �xm+1;l�1 � xm�1;l+1 � zm;l;e� zm;l = �xm;l+1 � xm;l�1 � ym;l :Êîý��èöèåíòû íå çàâèñÿò îò m, è çàâèñèìîñòü ðå�øåíèÿ îò m ÿâëÿåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíîé:xm;l = xl e i pm è ò. ä.; (41)ãäå ðàçðåøåííûå çíà÷åíèÿ p, ps = 2�s=L, s == 0; 1; : : : ; L�1; îïðåäåëÿþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèìè ãðà�íè÷íûìè óñëîâèÿìè â ïîïåðå÷íîì íàïðàâëåíèè: n;m+L =  n;m : (42)Èñêëþ÷àÿ ym;l è zm;l èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ (40), ïðè�õîäèì ê çàäà÷å î òî÷å÷íîì äå�åêòå â ïåðèîäè÷åñêîéöåïî÷êå:xl+2 e�i p+xl�2 ei p+V Æl;0xl = �xl; xl+L = xl; (43)� = 2 h�; V = W 2 sh�h� � os p:Äëÿ L ! 1 åå ðåøåíèå èìååò âèä xl �� exp(ipl=2� �jlj=2), òàê ÷òî èñõîäíûé êîððåëÿòîðh n;m n;m0 i �� exp� ip m+m02 � � jm�m0j2 + �n� (44)

îêàçûâàåòñÿ ëîêàëèçîâàííûì â ïîïåðå÷íîì íàïðàâ�ëåíèè íà òîì æå ìàñøòàáå 1=�, íà êîòîðîì îí èçìå�íÿåòñÿ êàê �óíêöèÿ n. Â ðåçóëüòàòå ðàäèóñ ëîêàëè�çàöèè �lo äëÿ 2D-ñèñòåìû ñîâïàäàåò ñ �1D.Ïîëîæèòåëüíûå ïîêàçàòåëè �s äëÿ íå÷åòíûõ Lîïðåäåëÿþòñÿ óðàâíåíèåì2(h�s � os ps) =W 2 th(�sL=2);ps = 2�s=L; s = 0; 1; : : : ; L� 1: (45)Èõ ÷èñëî ðàâíî L è ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì ïîëîæèòåëü�íûõ ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà s äëÿ òîé æå çàäà÷è5).Ïðè áîëüøèõ L ðàçðåøåííûå çíà÷åíèÿ ps è �s ñãó�ùàþòñÿ è âåëè÷èíû � è p ìîæíî ñ÷èòàòü íåïðåðûâ�íûìè: 2(h� � os p) =W 2 th(�L=2): (46)Ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå � ðåàëèçóåòñÿ ïðè p = � èëåãêî íàõîäèòñÿ â ïðåäåëå L!1:�min =8>>>>><>>>>>: arh �W 2=2� 1� ; W 2 > 4;2L arth �W 2=4� ; W 2 < 4;2 lnL� 2 ln lnL+ : : :L ; W 2 = 4: (47)Õàðàêòåð ðåøåíèÿ êà÷åñòâåííî èçìåíÿåòñÿ ïðè êðè�òè÷åñêîì çíà÷åíèè W = 2. Ïðè W > W óðàâíåíèå(46) ðåøàåòñÿ â ïðåäïîëîæåíèè � � 1, �L ! 1 èïàðàìåòð �min ñòðåìèòñÿ ê ïîñòîÿííîìó ïðåäåëó âïðåäåëå áîëüøèõ L. Ïðè W < W óðàâíåíèå (46)èìååò ðåøåíèå ïðè �L = onst, � ! 0, îáåñïå÷èâàÿïîâåäåíèå6) �min / 1=L äëÿ L ! 1. Ïðè W = Wðåøåíèå èùåòñÿ ïðè óñëîâèÿõ �L� 1, � � 1, êîãäàóðàâíåíèå (46) ñâîäèòñÿ ê �2 = 8 exp(��L) è ìîæåòáûòü ðåøåíî èòåðàöèÿìè.Îöåíèâàÿ êîððåëÿöèîííûé ðàäèóñ �1D êàê1=�min è ñîïîñòàâëÿÿ ýòî ñ ñîîáðàæåíèÿìè ðàçä. 2,ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî ñîñòîÿíèå ñ äàëüíèì ïîðÿä�êîì (â äàííîì ñëó÷àå � ìåòàëëè÷åñêàÿ �àçà) íåâîçíèêàåò. Ïðè W > W êîíå÷íîñòü �1D îçíà÷àåòñóùåñòâîâàíèå ýêñïîíåíöèàëüíîé ëîêàëèçàöèè,òîãäà êàê âî âñåé îáëàñòè W < W ðåàëèçóåòñÿêðèòè÷åñêîå ïîâåäåíèå �1D � L, õàðàêòåðíîå äëÿòî÷êè ïåðåõîäà. Ïîñëåäíÿÿ ñèòóàöèÿ ñîîòâåòñòâóåòëîêàëèçîâàííûì ñîñòîÿíèÿì ñ ðàñõîäÿùèìñÿ ðàäè�óñîì ëîêàëèçàöèè �lo � L è, ïî-âèäèìîìó, äîëæíà5) Ìàòðèöà T â �îðìóëå (15) èìååò ðàçìåðíîñòü 2L�2L, íîåå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ïîÿâëÿþòñÿ ïàðàìè e s è e�s , òàê÷òî ÷èñëî ïîëîæèòåëüíûõ ïîêàçàòåëåé s ðàâíî L. Â ñëó÷àå÷åòíûõ L ÷èñëî ðåøåíèé ñ ïîëîæèòåëüíûìè �s îòëè÷íî îò Lè âîçíèêàþò òðóäíîñòè â ñîïîñòàâëåíèè �îðìóë (16) è (18).6) Èñ÷åçíîâåíèå �min äëÿ L =1 áûëî ïîëó÷åíî â íåäàâíåéðàáîòå [42℄.774



ÆÝÒÔ, òîì 128, âûï. 4 (10), 2005 Àíàëèòè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ êîíå÷íî-ðàçìåðíîãî ñêåéëèíãà : : :�; �lo
W 2

�
W 2�W 2 �

� 1=W 2�lo=L 1=p��loln �p�
� 1= lnW 21= ln ��èñ. 3. Õàðàêòåðíûå ìàñøòàáû � è �lo, ïîëó÷åííûåâ ïðåäïîëîæåíèè �1D � 1=�minèíòåðïðåòèðîâàòüñÿ êàê ñòåïåííàÿ ëîêàëèçàöèÿ. Òà�êèì îáðàçîì, ïåðåõîä â òî÷êå W = W íå ÿâëÿåòñÿîáû÷íûì ïåðåõîäîì Àíäåðñîíà è ñêîðåå îòíîñèòñÿê òèïó Êîñòåðëèöà �Òàóëåñà.Âû÷èñëÿÿ ïåðâûå ïîïðàâêè ê �îðìóëå (47), ñâÿ�çàííûå ñ êîíå÷íîñòüþ L, ïîëó÷èì äëÿ W > W�min = �1 + W 2sh�1 e�1L;�1 = arh�W 2 � 22 � (48)è äëÿ W <Wg = 1�minL = g1 + 2(sh 1=2g1)2W 2L2 ;g1 = 12 arth(W 2=4) : (49)Îïðåäåëÿÿ êîððåëÿöèîííûé ðàäèóñ � êàê ìàñøòàá,íà êîòîðîì çàâèñèìîñòè (48), (49) âûõîäÿò íà ñâîèàñèìïòîòèêè (ò. å. êîãäà ïîïðàâî÷íûå ÷ëåíû ñðàâíè�âàþòñÿ ñ ãëàâíûìè), èìååì (ðèñ. 3)� � 8>>>>><>>>>>: 1= lnW 2; W 2 !1;ln(1=�)p� ; � = jW �Wj ! 0;W 2; W 2 ! 0: (50)Ïðè W > W êîððåëÿöèîííûé ðàäèóñ � ñîâïàäàåò ñðàäèóñîì ëîêàëèçàöèè �lo � �1D ñ òî÷íîñòüþ äî ëî�ãàðè�ìè÷åñêèõ ïîïðàâîê. Ïðè W < W ìàñøòàáû� è �lo ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íû, êàê ýòî õàðàêòåðíîäëÿ ìåòàëëè÷åñêîé �àçû (ðèñ. 3).

Ïîâåäåíèå ñêåéëèíãîâîãî ïàðàìåòðà g == 1=�minL êàê �óíêöèè L îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì2 h 1gL � 2 os p =W 2 th 12g (51)ñ p = � è ïîêàçàíî íà ðèñ. 1á. Íåòðóäíî âèäåòü ñó�ùåñòâåííîå îòëè÷èå îò òèïè÷íîé ñêåéëèíãîâîé ñè�òóàöèè, ïðåäñòàâëåííîé íà ðèñ. 1à. Îòñóòñòâèå ñêåé�ëèíãà íà ðèñ. 1á ÿñíî óæå èç òîãî, ÷òî ïàðàìåòð gíå ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííûì ïðè W =W, êàê ýòî äîëæ�íî áûòü ñîãëàñíî �îðìóëàì (8), (9). Ýòî åùå áîëååî÷åâèäíî â îáëàñòè W < W, êîãäà ðàçëè÷íûå êðè�âûå âûõîäÿò ïðè L ! 1 íà ðàçëè÷íûå ïîñòîÿííûåïðåäåëû è çàâåäîìî íå ìîãóò áûòü ñîâìåùåíû äðóãñ äðóãîì ìàñøòàáíûì ïðåîáðàçîâàíèåì.Âûøå ìû îöåíèâàëè �1D êàê 1=�min, ÷òî ìîæåòâûçâàòü ñîìíåíèÿ, òàê êàê ïðè îòñóòñòâèè ñêåéëèí�ãà âåëè÷èíû �min è min ìîãóò ñóùåñòâåííî ðàçëè�÷àòüñÿ. Ôàêòè÷åñêè çàìåíà �min íà min íå èçìåíèòêà÷åñòâåííûõ âûâîäîâ. Äåéñòâèòåëüíî, �min îáåñïå�÷èâàåò ñòðîãóþ âåðõíþþ îöåíêó äëÿ min è èç �îð�ìóëû (47) ñëåäóåò, ÷òîmin ! 0 ïðè L!1 äëÿ W < W: (52)Ýòîãî äîñòàòî÷íî äëÿ óòâåðæäåíèÿ î ñóùåñòâîâà�íèè �àçîâîãî ïåðåõîäà, ïîñêîëüêó â îáëàñòè áîëü�øèõ W íàëè÷èå ýêñïîíåíöèàëüíîé ëîêàëèçàöèè íåâûçûâàåò ñîìíåíèé, à êîíå÷íîñòü min íàäåæíîóñòàíàâëèâàåòñÿ ÷èñëåííûì ðàñ÷åòîì [8�11℄. Êîíå÷�íî, âåðõíÿÿ îöåíêà äëÿ âåëè÷èíû min íå çàïðåùàåòåé óáûâàòü áûñòðåå, ÷åì 1=L, êàê ýòî äîëæíî áûòü âñëó÷àå íàñòîÿùåãî ìåòàëëè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ; îäíà�êî òàêàÿ âîçìîæíîñòü íàäåæíî èñêëþ÷àåòñÿ ÷èñëåí�íûìè ðåçóëüòàòàìè (ðàçä. 4). Òåì íå ìåíåå çàìåíà�min íà min ìîæåò èçìåíèòü ïîëîæåíèå òî÷êè ïå�ðåõîäà è õàðàêòåð êðèòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ. Ïîýòî�ìó ïðåäñòàâëåííûå êîëè÷åñòâåííûå ðåçóëüòàòû íî�ñÿò ñêîðåå èëëþñòðàòèâíûé õàðàêòåð.Âëèÿíèå �àçîâîãî ïåðåõîäà íà ïðîâîäèìîñòü ñè�ñòåìû ìîæíî ïîíÿòü èç ñëåäóþùèõ ñîîáðàæåíèé.Êîíäàêòàíñ G êâàçèîäíîìåðíîé ñèñòåìû äëèíîé lîöåíèâàåòñÿ êàê expf�2minlg (ñì. [11℄ è ññûëêèòàì), è ýêñòðàïîëÿöèÿ ê l � L äàåò çàâèñèìîñòüG � expf�onstLg äëÿ W > W, òîãäà êàê ïðèW < W ýêñïîíåíòà ñâîäèòñÿ ê êîíñòàíòå è çàâè�ñèìîñòü G(L) îïðåäåëÿåòñÿ ïðåäýêñïîíåíöèàëüíûììíîæèòåëåì.775
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�èñ. 4. ×èñëåííûå ðåçóëüòàòû äëÿ �1D [7℄,g = 1=minL [10℄ è ïàðàìåòðà (L), ñâÿçàííîãî ñîñòàòèñòèêîé ýíåðãåòè÷åñêèõ óðîâíåé [13℄4. ÑÎÏÎÑÒÀÂËÅÍÈÅ Ñ ×ÈÑËÅÍÍÛÌÈ�ÅÇÓËÜÒÀÒÀÌÈÈäåÿ ñòåïåííîé ëîêàëèçàöèè âûñêàçûâàëàñü Ëà�ñòîì è Òàóëåñîì [53℄ è çàòåì îáñóæäàëàñü â ðÿäå ðà�

áîò [54℄. Óòâåðæäåíèÿ, áóêâàëüíî ñîîòâåòñòâóþùèåðåçóëüòàòàì ðàçä. 3, ñäåëàíû Ïè÷àðäîì è Ñàðìîéâ 1981 ãîäó [7℄ íà îñíîâå ÷èñëåííîãî èññëåäîâàíèÿäâóìåðíîé ìîäåëè Àíäåðñîíà. Ïîëó÷åííûå èìè çà�âèñèìîñòè �1D îò L ïîêàçàíû íà ðèñ. 4a. Óêàçàííûåçíà÷åíèÿ áåñïîðÿäêà ñîîòâåòñòâóþò âåëè÷èíå~W =Wp12 (53)(òàê ÷òî ~W = p48 = 6:928 : : : ), ïîñêîëüêó äëÿ Vnèñïîëüçîâàëîñü ïðÿìîóãîëüíîå ðàñïðåäåëåíèå øèðè�íû ~W , äëÿ êîòîðîãî hV 2i = ~W 2=12 � W 2. Ïðè~W < 6 çàâèñèìîñòè ÿâíî ëèíåéíûå, òîãäà êàê ïðè~W > 6 âîçíèêàåò òåíäåíöèÿ ê âûõîäó íà êîíñòàíòó,îò÷åòëèâî âûðàæåííàÿ ïðè áîëüøèõ ~W .�åçóëüòàòû [7℄ ñ÷èòàþòñÿ óñòàðåâøèìè [8�11℄,ïîýòîìó ïîëåçíî ïðîàíàëèçèðîâàòü ïåðâè÷íûå äàí�íûå ðàáîòû [10℄, êîòîðûå â ðàìêàõ ìåòîäà òðàíñ��åð-ìàòðèöû ñ÷èòàþòñÿ íàèëó÷øèìè (ðèñ. 4á ).Ñêåéëèíãîâûé ïàðàìåòð g = 1=minL óáåäèòåëüíîóáûâàåò ñ ðîñòîì L òîëüêî ïðè áîëüøèõ ~W . Â îáëà�ñòè ïðîìåæóòî÷íîãî áåñïîðÿäêà ( ~W = 4�7) äîâîëü�íî òðóäíî ñêàçàòü, èìååòñÿ ëè òåíäåíöèÿ ê íåîãðà�íè÷åííîìó óáûâàíèþ èëè âûõîäó íà êîíñòàíòó. Äëÿñëàáîãî áåñïîðÿäêà ( ~W < 4) ðåçóëüòàòû îòñóòñòâó�þò âîîáùå.Èç ñêàçàííîãî ÿñíî, ÷òî ïðåäñòàâëåííûå íàðèñ. 4á ¾ñûðûå¿ äàííûå îòíþäü íå óêàçûâàþò íàîòñóòñòâèå �àçîâîãî ïåðåõîäà â 2D-ñëó÷àå, êàêýòî óòâåðæäàþò èõ àâòîðû [10℄. Ïîñëåäíèé âûâîäîñíîâàí íà èíòåðïðåòàöèè ýòèõ äàííûõ â ðàìêàõîäíîïàðàìåòðè÷åñêîãî ñêåéëèíãà, êîòîðàÿ çàâåäîìîíåñïðàâåäëèâà. Îòñóòñòâèå ñêåéëèíãà äëÿ �minóêàçûâàåò íà îòñóòñòâèå ñêåéëèíãà äëÿ min, ÷òîïîäòâåðæäàåòñÿ ñõîæåñòüþ çàâèñèìîñòåé íà ðèñ. 1áè ðèñ. 4á. Èñïîëüçîâàíèå �min êàê âåðõíåé îöåíêèäëÿ min ïðèâîäèò ê âûâîäó, ÷òî çàâèñèìîñòè äëÿW < W íà ðèñ. 4á íå ìîãóò óáûâàòü äî íóëÿè äîëæíû âûõîäèòü íà êîíå÷íûå ïðåäåëû. Ñêåé�ëèíãîâîå ñîîòíîøåíèå (8) ìîæåò áûòü �îðìàëüíîâûïîëíåíî ëèøü â ñëó÷àå, åñëè ýòè êîíå÷íûå ïðåäå�ëû îäèíàêîâû äëÿ âñåõ êðèâûõ ñ W < W. Òàêàÿâîçìîæíîñòü âûãëÿäèò ìàëîâåðîÿòíîé íà ðèñ. 4á è�àêòè÷åñêè ìîæåò ñ÷èòàòüñÿ èñêëþ÷åííîé: íèæíÿÿîöåíêà, îïðåäåëÿåìàÿ âåëè÷èíîé 1=�minL, â îáëà�ñòè ñëàáîãî áåñïîðÿäêà ëåæèò âûøå âñåõ êðèâûõíà ðèñ. 4á.Â ðàáîòàõ [8�11℄ ïðèçíàåòñÿ, ÷òî ñêåéëèíãîâîå ñî�îòíîøåíèå (26) äëÿ min íå ÿâëÿåòñÿ äîêàçàííûì,íî óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî îíî õîðîøî ïîäòâåðæäàåòñÿýìïèðè÷åñêè: ýòî èëëþñòðèðóåòñÿ âïå÷àòëÿþùèìèïî êà÷åñòâó ñêåéëèíãîâûìè êðèâûìè g = F (L=�),776
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�èñ. 5. Ïîñòðîåíèå ñêåéëèíãîâûõ êðèâûõ ïðè îò-ñóòñòâèè ñêåéëèíãàïðèâåäåííûìè â ðàáîòå [10℄. Îäíàêî ê ýìïèðè÷å�ñêèì äîêàçàòåëüñòâàì ñêåéëèíãà íóæíî îòíîñèòüñÿñ áîëüøîé îñòîðîæíîñòüþ. Íåòðóäíî ïðåäëîæèòüàëãîðèòì, êîòîðûé ïîçâîëÿåò ¾äîêàçàòü¿ ýìïèðè÷å�ñêèé ñêåéëèíã ïðàêòè÷åñêè â ëþáîé ñèòóàöèè.�àññìîòðèì ïîäðîáíåå ïðîöåäóðó ïîñòðîåíèÿñêåéëèíãîâûõ êðèâûõ. Êàê óæå îòìå÷àëîñü, ïåð�âè÷íûå äàííûå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé çàâèñèìîñòèg(L) äëÿ �èêñèðîâàííûõ çíà÷åíèé áåñïîðÿäêàW0; W1; W2; : : : (ðèñ. 5à). Èõ íóæíî ïðåäñòàâèòüíà ðèñ. 5á êàê �óíêöèè L=�, âûáèðàÿ çíà÷åíèå� äëÿ êàæäîé êðèâîé òàê, ÷òîáû âñå êðèâûå ïîâîçìîæíîñòè ñîâïàëè. Åñëè ìàñøòàá âäîëü îñè Lâûáðàí ëîãàðè�ìè÷åñêèì, òî òàêàÿ ïðîöåäóðà ñâî�äèòñÿ ê ïðîñòîé òðàíñëÿöèè. Ïóñòü êðèâàÿ äëÿ W0âûáðàíà â êà÷åñòâå ðåïåðíîé è ñîîòâåòñòâóþùåå åéçíà÷åíèå �0 ïðèíÿòî çà åäèíèöó; òîãäà ýòà êðèâàÿïåðåíîñèòñÿ íà ðèñ. 5á áåç èçìåíåíèé. Êðèâàÿ äëÿW1 òðàíñëèðóåòñÿ äî íàèëó÷øåãî ñîâïàäåíèÿ ñêðèâîé äëÿ W0, ÷åì îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèå �1, èò. ä. Â ëîãàðè�ìè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ çàâèñèìîñòèg(L) èìåþò ïðîñòóþ �îðìó (ñì. ðèñ. 4á ) è ìîãóòáûòü àïïðîêñèìèðîâàíû ÷åì-íèáóäü âðîäå ïàðàáîë.Òîãäà äëÿ áëèçêèõ çíà÷åíèé W0 è W1 ñîîòâåò�ñòâóþùèå êðèâûå ÿâëÿþòñÿ ïàðàáîëàìè ñî ñëåãêàðàçëè÷íûìè êîý��èöèåíòàìè è ïðè ïîäõîäÿùåéòðàíñëÿöèè îíè ïî÷òè ñîâïàäóò â èõ çíà÷èòåëü�íîé ÷àñòè. Âûáåðåì äîïóñòèìóþ ïîãðåøíîñòü �è íàëîæèì êðèâûå êðåñò-íàêðåñò, êàê ïîêàçàíîíà ðèñ. 5á. Åñëè êàêàÿ-òî ÷àñòü êðèâîé äëÿ W1 íåóêëàäûâàåòñÿ â äîïóñòèìóþ ïîãðåøíîñòü (øòðèõè),òî ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷êè ìîæíî îòáðîñèòü íà ðà�çóìíîì îñíîâàíèè: ñêåéëèíã åñòü ñâîéñòâî áîëüøèõìàñøòàáîâ è ïåðâè÷íûå äàííûå äëÿ ìàëûõ L ìåíååíàäåæíû. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì óêëàäûâàåòñÿêðèâàÿ äëÿ W2 è ò. ä. Ïðè íàëè÷èè íåêîòîðîãîðàçáðîñà òî÷åê òàêîå ïîñòðîåíèå áóäåò âûãëÿäåòü

åñòåñòâåííûì. Åñëè æå ðàçáðîñ òî÷åê ìàë, òîøàã ïî W íóæíî âûáðàòü áîëåå ìåëêèì: òîãäàìíîãî÷èñëåííûå êðèâûå ïëîòíî çàïîëíÿò ïîëîñêóøèðèíîé � è ðåçóëüòèðóþùàÿ ñêåéëèíãîâàÿ êðèâàÿáóäåò âûãëÿäåòü àêêóðàòíî.Èç ñêàçàííîãî ÿñíî, ÷òî ýìïèðè÷åñêè äîâîëüíîòðóäíî îòëè÷èòü ñèòóàöèþ ñ îòñóòñòâèåì ñêåéëèíãàîò ñèòóàöèè, êîãäà ñêåéëèíã èìååò ìåñòî, íî èìå�þòñÿ ñóùåñòâåííûå ïîïðàâêè ê íåìó. Â ðàññìàòðè�âàåìîì ñëó÷àå ñîîòíîøåíèå (26) òðèâèàëüíî âûïîë�íÿåòñÿ ïðè L & � â ëîêàëèçîâàííîé �àçå, êîãäà�min � 1=� è g � �=L â ñîîòâåòñòâèè ñ �îðìóëîé(26) ïðè F (x) � 1=x; ïîýòîìó â íåêîòîðîì ñìûñëåñèòóàöèÿ áëèçêà ê ñêåéëèíãó.Íåñêîëüêî ñëîâ î âàðèàíòå êîíå÷íî-ðàçìåðíîãîñêåéëèíãà, îñíîâàííîì íà ñòàòèñòèêå óðîâíåé [12℄.Â ýòîì ñëó÷àå èñïîëüçóþòñÿ äîâîëüíî áîëüøèå ñè�ñòåìû, ñ ðàçìåðàìè äî 10242 [13℄, è ñóùåñòâîâà�íèå ëîêàëèçàöèè âñåõ ñîñòîÿíèé â 2D-ñèñòåìàõ âû�ãëÿäèò óáåäèòåëüíî óæå íà óðîâíå ïåðâè÷íûõ äàí�íûõ (ðèñ. 4â), áåç àïåëëÿöèè ê îäíîïàðàìåòðè÷åñêî�ìó ñêåéëèíãó. Îäíàêî â ýòîì ïîäõîäå îáñóæäàåòñÿëèøü ïåðåõîä îò ìåòàëëè÷åñêîãî ðåæèìà ïðè ìàëûõL ê ëîêàëèçîâàííîìó ðåæèìó ïðè áîëüøèõ L è íåäåëàåòñÿ ïîïûòêè ïðîâåñòè ðàçëè÷èå ìåæäó ýêñïî�íåíöèàëüíîé è ñòåïåííîé ëîêàëèçàöèåé.5. ÂÎÇÌÎÆÅÍ ËÈÎÄÍÎÏÀ�ÀÌÅÒ�È×ÅÑÊÈÉ ÑÊÅÉËÈÍ�?Â ðàçä. 3 ìû ïîêàçàëè íàðóøåíèå îäíîïàðà�ìåòðè÷åñêîãî ñêåéëèíãà äëÿ âåëè÷èíû �min. Åñëè�min � min, òî, î÷åâèäíî, ñêåéëèíãà íåò è äëÿ min.Åñëè æå �min è min ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íû, òî ñîá�ñòâåííûå �óíêöèè êâàçèîäíîìåðíîé ñèñòåìû èìå�þò ñòðóêòóðó, õàðàêòåðèçóåìóþ äâóìÿ ìàñøòàáàìè,1=�min è 1=min (ñì. ðèñ. 2), è ñêåéëèíã íåâîçìîæåíïî �èçè÷åñêèì ïðè÷èíàì. Ýòè ñîîáðàæåíèÿ ïîä�òâåðæäàþòñÿ àíàëèçîì ïåðâè÷íûõ ÷èñëåííûõ äàí�íûõ (ðàçä. 4). Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò äîïóñêàåò äâåèíòåðïðåòàöèè:I) ãèïîòåçà îäíîïàðàìåòðè÷åñêîãî ñêåéëèíãà [1℄â ïðèíöèïå îøèáî÷íà;II) ìèíèìàëüíûé ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà íå ÿâëÿ�åòñÿ ïðàâèëüíîé ñêåéëèíãîâîé ïåðåìåííîé.Âîçìîæíîñòü I) íå òàê àáñóðäíà, êàê ìîæåò êà�çàòüñÿ. Îáîñíîâàíèÿ ñêåéëèíãà â �îðìàëèçìå �-ìî-äåëåé [33℄ �àêòè÷åñêè ïðîâàëèëèñü èç-çà êàòàñòðî��û âûñøèõ ãðàäèåíòîâ [55, 56℄, à îòñóòñòâèå ñêåé�ëèíãà íà óðîâíå �óíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ [57℄ äåëàåòíåòðèâèàëüíûì âîïðîñ î âûáîðå ñêåéëèíãîâûõ ïåðå�777



È. Ì. Ñóñëîâ ÆÝÒÔ, òîì 128, âûï. 4 (10), 2005ìåííûõ. ×òî êàñàåòñÿ ýêñïåðèìåíòà, òî îí ïîäòâåð�æäàåò ñêîðåå ¾òåîðèþ êâàíòîâûõ ïîïðàâîê¿, ÷åì¾òåîðèþ ñëàáîé ëîêàëèçàöèè¿. Òåì íå ìåíåå ãèïîòå�çà îäíîïàðàìåòðè÷åñêîãî ñêåéëèíãà ïðåäñòàâëÿåòñÿ�èçè÷åñêè óáåäèòåëüíîé. Â åå ïîëüçó ñâèäåòåëüñòâó�þò à) àíàëèòè÷åñêèé ñêåéëèíã â êâàçèñëó÷àéíûõ ñè�ñòåìàõ [58�60℄; á) ñïðàâåäëèâîñòü ñêåéëèíãîâîãî ñî�îòíîøåíèÿ s = �(d� 2) â òåîðèÿõ òèïà Âîëõàðäòà èÂîëü�ëå [25, 26, 41℄; â) ïåðåíîðìèðóåìîñòü ïðè d < 4â òî÷íîé òåîðåòèêî-ïîëåâîé �îðìóëèðîâêå ïðîáëå�ìû [29�31℄ (ñì. ïðèìå÷àíèå 1).Ïåðåéäåì ê îáñóæäåíèþ âîçìîæíîñòè II). Êàêÿñíî èç ðàçä. 2, ñóùåñòâîâàíèå ñêåéëèíãà äëÿ âå�ëè÷èíû �1D âûãëÿäèò äîñòàòî÷íî óáåäèòåëüíûì èïîäòâåðæäàåòñÿ îïûòîì òåîðèè �àçîâûõ ïåðåõî�äîâ [44�46℄. Ñîîòíîøåíèå æå (10) ìåæäó �1D èmin íå ñòîëü î÷åâèäíî, êàê ìîæåò êàçàòüñÿ: òàê,â êâàçèñëó÷àéíûõ ñèñòåìàõ èçâåñòíû ñèòóàöèè, êî�ãäà min > 0, íî �1D = 1 [58, 59, 61℄7) (ñì. òàê�æå îáñóæäåíèå â ðàáîòå [50℄ ìàòåìàòè÷åñêèõ àñïåê�òîâ âîïðîñà). Îñíîâàíèåì äëÿ �îðìóëû (10) ÿâëÿ�åòñÿ êîíñòðóèðîâàíèå ïî Ìîòòó ñîáñòâåííûõ �óíê�öèé êâàçèîäíîìåðíîé ñèñòåìû ïóòåì ñøèâêè äâóõðåøåíèé òèïà (16), íàðàñòàþùèõ ñ ïðîòèâîïîëîæ�íûõ êîíöîâ ñèñòåìû. Äëÿ òî÷íîé ñøèâêè òðåáóåòñÿíàëè÷èå âñåõ ÷ëåíîâ â ðàçëîæåíèè (16), ÷òî îçíà�÷àåò êîíå÷íîñòü êîý��èöèåíòà Am è ïðèñóòñòâèå1=min â êà÷åñòâå ìàêñèìàëüíîãî ìàñøòàáà äëèíû.Ýòè ñîîáðàæåíèÿ ïðàâèëüíû ïðè íåáîëüøîì ÷èñëå÷ëåíîâ â ðàçëîæåíèè (16). Îäíàêî â ïðåäåëå áîëü�øèõ L ñïåêòð ëÿïóíîâñêèõ ýêñïîíåíò s ñòàíîâèòñÿêâàçèíåïðåðûâíûì, à ÷èñëî ñëàãàåìûõ â ðàçëîæå�íèè (16) ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè. Â òàêîé ñèòóà�öèè íèêàêîé êîíêðåòíûé ÷ëåí â ðàçëîæåíèè (16) íåèìååò çíà÷åíèÿ, à ñóùåñòâåí ëèøü èíòåãðàëüíûé ý���åêò, ñîîòâåòñòâóþùèé íåêîòîðîìó ó÷àñòêó ñïåêò-ðà s.�àññìîòðèì êîý��èöèåíòû As â �îðìóëå (16),îïðåäåëÿåìûå ïîñòðîåíèåì Ìîòòà, â çàâèñèìîñòèîò s (ðèñ. 6). Ïðè ýòîì âîçìîæíû äâå êà÷åñòâåí�íî ðàçëè÷íûå ñèòóàöèè. Â ïåðâîé èç íèõ (ðèñ. 6à)âñå As îêàçûâàþòñÿ îäíîãî ïîðÿäêà; òîãäà îêðåñò�íîñòü min äàåò ñóùåñòâåííûé âêëàä è ìàñøòàá1=min äåéñòâèòåëüíî ñîîòâåòñòâóåò äëèíå ëîêàëèçà�öèè �1D . Â äðóãîé ñèòóàöèè (ðèñ. 6á ) âêëàä îêðåñò�íîñòè min ñèëüíî ïîäàâëåí è ìàñøòàá 1=min íå7) Â îäíîìåðíîé ìîäåëè (11) ñ Vn = V os(2��n) è èððà�öèîíàëüíûì � ïåðåõîä Àíäåðñîíà ïðîèñõîäèò ïðè V = 2[58, 59, 61℄. Ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà  ïîëîæèòåëåí ïðè âñåõ èð�ðàöèîíàëüíûõ � â îáëàñòè V > 2 [61℄. Òåì íå ìåíåå ðàäèóñëîêàëèçàöèè ðàñõîäèòñÿ äëÿ íåêîòîðûõ çíà÷åíèé �, àíîìàëü�íî áëèçêèõ ê ðàöèîíàëüíûì ÷èñëàì [59℄.

jAsj jAsjs sà ámin max min maxeff�èñ. 6. Êîý��èöèåíòû As, âîçíèêàþùèå ïðè êîí-ñòðóèðîâàíèè ñîáñòâåííîé �óíêöèè êâàçèîäíîìåð-íîé ñèñòåìû ïóòåì ñøèâêè äâóõ ðàçëîæåíèé òèïà(13), â çàâèñèìîñòè îò sèìååò �èçè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ. Äëèíà ëîêàëèçàöèè�1D îïðåäåëÿåòñÿ íåêîòîðûì ý��åêòèâíûì ïîêàçà�òåëåì eff , êîòîðûé îáåñïå÷èâàåò ïîäõîäÿùåå îáðå�çàíèå8) â îáëàñòè ìàëûõ s (ðèñ. 6á )�1D � 1eff : (54)Ñîãëàñíî �îðìóëå (8), ñêåéëèíãîâîå ñîîòíîøåíèå(26) íóæíî ïîñòóëèðîâàòü íå äëÿ min, à äëÿ eff 9).Ïîñëå ýòîãî çàâèñèìîñòü eff îò ïàðàìåòðîâ ìîæåòáûòü óñòàíîâëåíà èç óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ñêåé�ëèíãà.Ïîÿñíèì ïîñëåäíåå â ðàìêàõ îáñóæäàâøåãîñÿâûøå ÷èñëåííîãî àëãîðèòìà. Âåðíåìñÿ ê ðèñ. 5,íî áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî êðèâûå äëÿ W0, W1; : : :îòíîñÿòñÿ íå ê g = 1=minL, à ê g = 1=n0L, ãäån0 � ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà ñ �èêñèðîâàííûìíîìåðîì n0. Ïîïûòêà ñîâìåñòèòü êðèâûå äëÿW0 è W1 ìàñøòàáíûì ïðåîáðàçîâàíèåì â îáùåìñëó÷àå îêàçûâàåòñÿ íåóäà÷íîé. Ïîýòîìó ïðè ïåðå-8) Èç óðàâíåíèÿ (44) ÿñíî, ÷òî s-é ÷ëåí â ðàçáèåíèè (18)ëîêàëèçîâàí â ïîïåðå÷íîì íàïðàâëåíèè íà òîì æå ìàñøòàáå1=�s, ÷òî è ìàñøòàá, íà êîòîðîì îí èçìåíÿåòñÿ â ïðîäîëüíîìíàïðàâëåíèè. Àíàëîãè÷íîå ñâîéñòâî îæèäàåòñÿ äëÿ óðàâíå�íèÿ (16), ÷òî îáåñïå÷èâàåò ðàâåíñòâî ïðîäîëüíîé è ïîïåðå÷�íîé äëèí ëîêàëèçàöèè. Ïîñëåäíåå �óíäàìåíòàëüíîå ñâîéñòâîíå íàðóøàåòñÿ ïðè çàìåíå íèæíåé ãðàíèöû ñïåêòðà min íàý��åêòèâíîå îáðåçàíèå eff .9) Êâàçèîäíîìåðíàÿ ñîáñòâåííàÿ �óíêöèÿ ñîäåðæèò ìíîãîõàðàêòåðíûõ ìàñøòàáîâ 1=1, 1=2; : : : , 1=m è âñå îíè ñóùå�ñòâåííû âáëèçè åå öåíòðà. Ìàëûå ìàñøòàáû ïîñëåäîâàòåëü�íî ¾âûìèðàþò¿ ïî ìåðå ñìåùåíèÿ îò ìàêñèìóìà ñîáñòâåí�íîé �óíêöèè ê åå õâîñòàì, ïîêà íå îñòàåòñÿ åäèíñòâåííûéìàñøòàá 1=m. Îäíàêî â ñèòóàöèè ðèñ. 6á ýòî ïðîèñõîäèò íàòàêèõ ðàññòîÿíèÿõ, ãäå ñîáñòâåííóþ �óíêöèþ ìîæíî ñ÷èòàòüíóëåì äëÿ âñåõ ïðàêòè÷åñêèõ öåëåé. Âûáîðîì åäèíñòâåííîãîïàðàìåòðà �1D íåëüçÿ â ïîëíîé ìåðå îõàðàêòåðèçîâàòü âåñüíàáîð ìàñøòàáîâ 1=s: â ëó÷øåì ñëó÷àå ýòî âîçìîæíî äëÿíàèáîëåå ñóùåñòâåííûõ èç íèõ, êîòîðûå îïðåäåëÿþò îáùóþ�îðìó ñîáñòâåííîé �óíêöèè è ñîîòâåòñòâóþò ý��åêòèâíîìóîáðåçàíèþ eff .778



ÆÝÒÔ, òîì 128, âûï. 4 (10), 2005 Àíàëèòè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ êîíå÷íî-ðàçìåðíîãî ñêåéëèíãà : : :õîäå îòW0 êW1 çàìåíèì n0 íà n1 , ò. å. èçìåíèì íî�ìåð ëÿïóíîâñêîé ýêñïîíåíòû. Òîãäà êðèâàÿ äëÿ W1èçìåíèò ñâîþ �îðìó è ïîäáîðîì �n = n1�n0 ìîæ�íî äîáèòüñÿ åå íàèëó÷øåãî ñîâïàäåíèÿ ñ êðèâîé äëÿW0 ïîñëå òðàíñëÿöèè. Àíàëîãè÷íî, äëÿW2 ïîäáåðåìn2 ñ íîìåðîì n2 è ò. ä. Â ðåçóëüòàòå ñêåéëèíãîâîåïîñòðîåíèå îïðåäåëèò íå òîëüêî çàâèñèìîñòü �(W ),íî è çàâèñèìîñòü n(W ). �àçóìååòñÿ, òàêîå ïîñòðîå�íèå áóäåò ñîäåðæàòü íåñêîëüêî áîëüøèé ïðîèçâîë,÷åì â èñõîäíîì âàðèàíòå àëãîðèòìà [7�11℄: íå òîëü�êî îáùèé ìàñøòàá äëÿ �, íî è íà÷àëüíûé íîìåð n0îñòàåòñÿ ïðîèçâîëüíûì.Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèøëè ê êîíñòðóêòèâíîéìîäè�èêàöèè îáùåïðèíÿòîãî ÷èñëåííîãî àëãîðèò�ìà. Ýòà ìîäè�èêàöèÿ ïîçâîëÿåò óëó÷øèòü êà÷åñòâîñêåéëèíãà è âîçìîæíî ïðèâåäåò ê óñòðàíåíèþ ïðî�òèâîðå÷èé, îòìå÷åííûõ â ðàçä. 1.6. ÀÍÀËÈÒÈ×ÅÑÊÈÉ ÑÊÅÉËÈÍ�Ïðåäëîæåííûé àëãîðèòì ìîæåò áûòü ðåàëèçî�âàí àíàëèòè÷åñêè, åñëè ïåðâè÷íûå äàííûå äëÿ ñêåé�ëèíãîâîãî ïîñòðîåíèÿ çàäàíû â âèäå çàâèñèìîñòèg = 1=pL îò p, W , L:g = Q(p;W; �); � = lnL; (55)ãäå p � íåïðåðûâíûé íîìåð ëÿïóíîâñêîé ýêñïîíåí�òû, àíàëîãè÷íûé èñïîëüçîâàííîìó â óðàâíåíèè (51).Ëèíåàðèçóåì (55) âáëèçè íåêîòîðîãî çíà÷åíèÿ �0,g = Q(p;W; �0) +Q0� (p;W; �0)(� � �0) �� g0 +A(� � �0): (56)Àíàëîãè÷íàÿ ëèíåàðèçàöèÿ äëÿ W = W1 âáëèçèçíà÷åíèÿ �1, âûáðàííîãî èç óñëîâèÿ Q(p;W1; �1) == Q(p;W; �0),

g = Q(p;W1; �1) +Q0� (p;W1; �1)(� � �1) �� g0 +B(� � �1) (57)äàåò äðóãîé íàêëîí ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè, â ðå�çóëüòàòå ÷åãî ëèíåéíûå ó÷àñòêè (56), (57) íå ìî�ãóò áûòü ñîâìåùåíû ìàñøòàáíûì ïðåîáðàçîâàíèåì.Ïðîâåäåì â �îðìóëå (57) èçìåíåíèå p òàêèì îáðà�çîì, ÷òîáû îáåñïå÷èòü ðàâåíñòâî A = B:g = Q(p1;W1; �1) +Q0� (p1;W1; �1)(� � �1) �� g0 +A(� � �1): (58)Ñ÷èòàÿ p1, W1, �1 áëèçêèìè ê p, W , �0, ïîëó÷èì èçñîîòâåòñòâèÿ (56) è (58)Q0p(p;W; �0)�p+Q0W (p;W; �0)�W ++Q0� (p;W; �0)�� = 0;Q00�p(p;W; �0)�p+Q00�W (p;W; �0)�W ++Q00��(p;W; �0)�� = 0 (59)èëè, ðàçðåøàÿ îòíîñèòåëüíî �p è �� ,�p = Q0�Q00�W �Q0WQ00��Q0pQ00�� �Q0�Q00�p �W;�� = Q0WQ00�p �Q0pQ00�WQ0pQ00�� �Q0�Q00�p �W: (60)Èíòåðïðåòèðóÿ èçìåíåíèå � êàê èçìåíåíèå ln � ,�� = � ln �; (61)ïåðåïèøåì (58) â âèäå�g = Q0� (p;W; �0)� ln(L=�): (62)Ïåðåõîäÿ â �îðìóëàõ (60)�(62) ê áåñêîíå÷íî ìàëûìïðèðàùåíèÿì, ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèédpdW = �Q0W (p;W; �0)Q00�� (p;W; �0)�Q0� (p;W; �0)Q00�W (p;W; �0)Q0p(p;W; �0)Q00�� (p;W; �0)�Q0� (p;W; �0)Q00�p(p;W; �0) ;d ln �dW = �Q0p(p;W; �0)Q00�W (p;W; �0)�Q0W (p;W; �0)Q00�p(p;W; �0)Q0p(p;W; �0)Q00�� (p;W; �0)�Q0� (p;W; �0)Q00�p(p;W; �0) ; (63)dgd ln(L=�) = Q0� (p;W; �0);ïîñëåäîâàòåëüíî îïðåäåëÿþùèõ çàâèñèìîñòè p(W ),�(W ) è g = F (L=�). Óðàâíåíèÿ (63) ñîîòâåòñòâó�þò îáû÷íîìó ñêåéëèíãîâîìó ïîñòðîåíèþ (ðàçä. 4,5) äëÿ ìàêñèìàëüíîãî ðàçìåðà ñèñòåìû L0 = exp �0,ïðè êîòîðîì çàâèñèìîñòè g(lnL) ëèíåàðèçóþòñÿâáëèçè lnL0 è òîëüêî èõ ëèíåéíûå ó÷àñòêè (îòìå�÷åíû íà ðèñ. 4á ) ñîâìåùàþòñÿ ïðè ìàñøòàáíûõ ïðå�
îáðàçîâàíèÿõ. Äëÿ ñàìîñîãëàñîâàííîñòè ïîäõîäà çà�âèñèìîñòü îò �0 äîëæíà èñ÷åçàòü â ïðåäåëå �0 !1.Åñëè çàâèñèìîñòü (55) çàäàíà â íåÿâíîé �îðìå:G(g; p;W; �) = 0; (64)òî óðàâíåíèÿ (63) ïðèíèìàþò âèä779



È. Ì. Ñóñëîâ ÆÝÒÔ, òîì 128, âûï. 4 (10), 2005dpdW = �G0W (G00g�G0� �G00��G0g)�G0� (G00gWG0� �G00�WG0g)G0p(G00g�G0� �G00��G0g)�G0� (G00gpG0� �G00�pG0g) ;d ln �dW = �G0p(G00gWG0� �G00�WG0g)�G0W (G00gpG0� �G00�pG0g)G0p(G00g�G0� �G00��G0g)�G0� (G00gpG0� �G00�pG0g) ; (65)dgd ln(L=�) = �G0�G0g :Âñå �óíêöèè â ïðàâîé ÷àñòè çàâèñÿò îò g0, p, W ,�0, ãäå �0 � �èêñèðîâàííûé ïàðàìåòð, à g0 îïðå�äåëÿåòñÿ êàê �óíêöèÿ p, W èç óðàâíåíèÿ ñâÿçèG(g0; p;W; �0) = 0.Ê ñîæàëåíèþ, çàâèñèìîñòü (64) äëÿ ñòàíäàðòíûõëÿïóíîâñêèõ ïîêàçàòåëåé s íåèçâåñòíà; ïîýòîìó íè�æå ïðåäñòàâëåíû èëëþñòðàòèâíûå âû÷èñëåíèÿ äëÿïîêàçàòåëåé �s, êîãäà óðàâíåíèå (64) èìååò âèä (51).Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ìîæíî óïðîñòèòü ïóòåì ðàç�ëîæåíèÿ h(1=gL) áåç ñóùåñòâåííûõ �èçè÷åñêèõ ïî�ñëåäñòâèé10):G(g; p;W; �) = exp(�2�0)g2 +'(p)�W 2 f(g) = 0; (66)ãäå '(p) = 2 (1� os p); f(g) = th(1=2g):Òîãäà óðàâíåíèÿ (65) ïðèâîäÿòñÿ ê âèäód'(p)dW 2 = �g20f(g0)W 2 � exp(�2�0)g20W 2 = '(p)W 2 ; (67)d ln �d lnW = �1; (68)dgd ln � = 2g0 exp(�2�0)2 exp(�2�0) +W 2 g30 f 0(g0) ; (69)ãäå g0 ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé p, W , îïðåäåëÿåìîé óðàâ�íåíèåì G(g0; p;W; �0) = 0, ÷òî ó÷òåíî âî âòîðîì ðà�âåíñòâå (67). �åøàÿ óðàâíåíèÿ (67), (68)'(p) = 2 (1� os p) = 0W 2; � = 1W (70)è èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî (66), ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèÿW 2 = exp(�2�0)g20 [f(g0)� 0℄ ; dgdg0 = 1; (71)ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ �óíêöèÿ g = F (L=�) íàõîäèòñÿâ íåÿâíîé �îðìå:21 g2[f(g)� 0℄ = (�=L)2: (72)

Çäåñü 0 è 1 � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå. Ââèäóîãðàíè÷åííîñòè âåëè÷èíû '(p), 0 � '(p) � 4, îäíî�ïàðàìåòðè÷åñêèé ñêåéëèíã îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíûìëèøü ïðè óñëîâèèW 2 < 40 �W 21: (73)ÄëÿW > W1 ñëåäóåò ïîëàãàòü p = �, ÷òî âîçâðàùà�åò íàñ ê êîíöåïöèè ìèíèìàëüíîé ëÿïóíîâñêîé ýêñ�ïîíåíòû è îòñóòñòâèþ ñêåéëèíãà � ïðè ýòîì ñîõðà�íÿþòñÿ âñå ðåçóëüòàòû ðàçä. 3.Ñèòóàöèÿ îêàçûâàåòñÿ êà÷åñòâåííî ðàçëè÷íîéäëÿ 0 < 1 è 0 > 1, êîãäà ñîîòâåòñòâåííî W1 > Wè W1 < W. Ñêåéëèíãîâàÿ �óíêöèÿ g = F (�=L),îïðåäåëÿåìàÿ óðàâíåíèåì (72), ïîêàçàíà íà ðèñ. 7a:äëÿ 0 < 1 îíà áëèçêà ê ýìïèðè÷åñêè íàéäåííîé â ðà�áîòå [10℄, òîãäà êàê â ñëó÷àå 0 > 1 âîçíèêàåò êîíå÷�íûé ïðåäåë g� = 1=2 arth(1=0) ïðè �=L ! 0. Çàâè�ñèìîñòè g(L) äëÿW < W1 ïîëó÷àþòñÿ èç �îðìóëû(66) ïîñëå ïîäñòàíîâêè '(p) èç �îðìóëû (70), òîãäàêàê ïðè W > W1 îíè îñòàþòñÿ òàêèìè æå, êàê âðàçä. 3 (ðèñ. 7á,â). Ïîâåäåíèå õàðàêòåðíûõ ìàñøòà�áîâ äëÿ 0 > 1 è 0 < 1 ïîêàçàíî ñîîòâåòñòâåííî íàðèñ. 8à è ðèñ. 8á.Êàê âèäíî íà ðèñ. 7, 8, ïðè 0 < 1 èìååò ìåñòîýêñïîíåíöèàëüíàÿ ëîêàëèçàöèÿ âñåõ ñîñòîÿíèé â ñî�îòâåòñòâèè ñ îáùåïðèíÿòûìè ïðåäñòàâëåíèÿìè; ïðè0 > 1 ñîõðàíÿåòñÿ �àçà ñî ñòåïåííîé ëîêàëèçàöèåé,íî ïîâåäåíèå õàðàêòåðíûõ ìàñøòàáîâ èçìåíÿåòñÿ ïîñðàâíåíèþ ñ ðåçóëüòàòàìè ðàçä. 3. Ñèíãóëÿðíîñòü âòî÷êå W1 â äåéñòâèòåëüíîñòè �èêòèâíà è ñâÿçàíàñ òåì, ÷òî ïðè W < W1 ìû ïîñòóëèðîâàëè òî÷íûéñêåéëèíã. Â äåéñòâèòåëüíîñòè æå ñêåéëèíã ÿâëÿåò�ñÿ ïðèáëèæåííûì, òàê êàê êîððåëÿöèîííûé ðàäè�óñ � êîíå÷åí âáëèçè W1 è ïîïðàâêè ê ñêåéëèíãó,ñâÿçàííûå ñ li=� (ñì. (4)), íå ìîãóò ñ÷èòàòüñÿ ïðå�íåáðåæèìî ìàëûìè. Ñ ó÷åòîì ïîñëåäíèõ êà÷åñòâåí�íîå ðàçëè÷èå ìåæäó îáëàñòüþ W < W1 è îáëàñòüþW > W1 èñ÷åçàåò: èìååòñÿ õîðîøèé ñêåéëèíã ïðèW . W1 è åãî îòñóòñòâèå ïðè W & W1, íî ðàçðó�øåíèå ñêåéëèíãà ïðîèñõîäèò ïîñòåïåííî, ïóòåì íà�ðàñòàíèÿ ïîïðàâîê ê íåìó.10) Ýòî äàåò ëèøü îãðàíè÷åíèå ñî ñòîðîíû ìàëûõ L â îáëàñòè g� 1.780



ÆÝÒÔ, òîì 128, âûï. 4 (10), 2005 Àíàëèòè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ êîíå÷íî-ðàçìåðíîãî ñêåéëèíãà : : :Îñòàíîâèìñÿ íà �èçè÷åñêîì ñìûñëå ïàðàìåòðà0. Ôîðìàëüíî îí âîçíèêàåò èç-çà òîãî, ÷òî óñëîâèåñêåéëèíãà îïðåäåëÿåò ëèøü �îðìó äè��åðåíöèàëü�íûõ óðàâíåíèé (63), íî íå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ê íèì.Â êîíêðåòíîé ìîäåëè Àíäåðñîíà çíà÷åíèå 0 �èêñè�ðîâàíî è íèêàêèì ïðîèçâîëîì íî îáëàäàåò. Îäíàêîâûøå ìû íå �èêñèðîâàëè �óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿP (V ) è èñïîëüçîâàëè ëèøü åå ïåðâûé è âòîðîé ìî�ìåíòû (ñì. (27)). Ïîýòîìó èñõîäíîå óðàâíåíèå ñâÿ�çè (66) îïèñûâàåò íå îäíó, à öåëîå ìíîæåñòâî ìî�äåëåé Àíäåðñîíà, â êîòîðûõ çíà÷åíèÿ êîíñòàíòû 0ðàçëè÷íû. Åñòåñòâåííî îæèäàòü, ÷òî ïóòåì èçìåíå�íèÿ ìîäåëè çíà÷åíèå 0 ìîæíî ìåíÿòü â äîñòàòî÷�íî øèðîêèõ ïðåäåëàõ, ÷òîáû ïåðåêðûòü îáëàñòè êàê0 < 1, òàê è 0 > 1. Òîãäà âñå äâóìåðíûå ñèñòåìûðàñïàäàþòñÿ íà äâà êëàññà, â îäíîì èç êîòîðûõ èìå�åòñÿ �àçîâûé ïåðåõîä, â äðóãîì � ýêñïîíåíöèàëü�íàÿ ëîêàëèçàöèÿ âñåõ ñîñòîÿíèé11). Â ýêñïåðèìåí�òàëüíîì àñïåêòå òàêîå óòâåðæäåíèå âûñêàçûâàëîñüÇàâàðèöêîé â ñåðåäèíå 1980-õ ãîäîâ (ñì. ðàáîòó [62℄è ññûëêè â íåé).Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ïðîâåäåííîå ðàññìîòðåíèå íî�ñèò èëëþñòðàòèâíûé õàðàêòåð. Äëÿ ñòàíäàðòíûõ ëÿ�ïóíîâñêèõ ïîêàçàòåëåé s èñõîäíîå óðàâíåíèå (66)èìååò äðóãîé âèä, ÷òî ìîæåò ïðèâåñòè ê ñóùå�ñòâåííîìó èçìåíåíèþ ïîëó÷åííûõ çàâèñèìîñòåé. Â÷àñòíîñòè, äëÿ êîððåëÿöèîííîãî ðàäèóñà � âìåñòî�îðìóëû (70) îæèäàåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíàÿ çàâèñè�ìîñòü � � exp(onst=W 2), ñëåäóþùàÿ èç îäíîïà�ðàìåòðè÷åñêîãî ñêåéëèíãà [1℄ èëè òåîðèè Âîëõàðä�òà �Âîëü�ëå [25℄.7. ÑÂßÇÜ Ñ Ó�ÀÂÍÅÍÈÅÌ�ÅËË-ÌÀÍÍÀ � ËÎÓÂ òåîðèè îäíîïàðàìåòðè÷åñêîãî ñêåéëèíãà [1℄ âêà÷åñòâå ñêåéëèíãîâîé ïåðåìåííîé g(L) èñïîëüçóåò�ñÿ ïîëíàÿ ïðîâîäèìîñòü (êîíäàêòàíñ) GL êîíå÷íîãîáëîêà ðàçìåðîì Ld â åäèíèöàõ e2=h. Äëÿ íåå ñïðà�âåäëèâî óðàâíåíèå �åëë-Ìàííà � Ëîód ln gd lnL = �(g); (74)ãäå �óíêöèÿ �(g) èìååò àñèìïòîòèêè11) Êîíå÷íî, ìîãóò ñóùåñòâîâàòü ïðèíöèïèàëüíûå îãðàíè÷å�íèÿ, êîòîðûå äåëàþò íåâîçìîæíîé ðåàëèçàöèþ ñëó÷àÿ 0 > 1,íî â íàñòîÿùåå âðåìÿ äëÿ ýòîãî íå âèäíî îñíîâàíèé.

�(g) == 8><>: (d� 2) + Ag + : : : (A < 0); g � 1;ln g; g � 1: (75)Íóëåâîé ÷ëåí ïåðâîé àñèìïòîòèêè ñâÿçàí ñ ñóùå�ñòâîâàíèåì êîíå÷íîé óäåëüíîé ïðîâîäèìîñòè � â ìå�òàëëè÷åñêîì ñîñòîÿíèè (òàê ÷òî GL � �Ld�2), à ïî�ïðàâî÷íûé ÷ëåí A=g îïðåäåëÿåòñÿ ñóììèðîâàíèåì¾âååðíûõ¿ äèàãðàìì [63℄. Âòîðàÿ àñèìïòîòèêà ñâÿ�çàíà ñ ïðåäïîëîæåíèåì îá ýêñïîíåíöèàëüíîé ëîêà�ëèçàöèè, áëàãîäàðÿ êîòîðîé GL � exp(�onstL).Ïîñëåäíåå ïðåäïîëîæåíèå â îáùåì ñëó÷àå íåâåð�íî: òàê, äëÿ ñòåïåííîé ëîêàëèçàöèè GL � L�� è�(g) = ��; g � 1: (76)Èç èçëîæåííîãî âûøå ÿñíî, ÷òî â 2D-ñèñòåìàõ�-�óíêöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíîé â îáëàñòè ìà�ëûõ g è ìîæåò èìåòü ðàçëè÷íîå ïîâåäåíèå â ðàçíûõñëó÷àÿõ (ðèñ. 9). Ýòîò âûâîä ÿâëÿåòñÿ ñîâåðøåííîåñòåñòâåííûì ñ òî÷êè çðåíèÿ îáùåé òåîðèè �àçîâûõïåðåõîäîâ [29℄. Ñêåéëèíã ÿâëÿåòñÿ ñâîéñòâîì áîëü�øèõ ìàñøòàáîâ, è óðàâíåíèå (74) èìååò ðåàëüíûéñìûñë ëèøü ïðè j�(g)j � 1 (ò. å. â óçêîé ïîëîñêåâáëèçè ãîðèçîíòàëüíîé îñè íà ðèñ. 9), êîãäà g(L)ìåäëåííî ìåíÿåòñÿ. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå g(L) èçìå�íÿåòñÿ íà àòîìíîì ìàñøòàáå, ãäå íåò íèêàêèõ îñíî�âàíèé íè äëÿ ìàñøòàáíîé èíâàðèàíòíîñòè, íè äëÿóíèâåðñàëüíîñòè. Ñ îáùåé òî÷êè çðåíèÿ ñóùåñòâîâà�íèå óíèâåðñàëüíûõ àñèìïòîòèê (75) âûãëÿäèò äîñòà�òî÷íî ñëó÷àéíûì, à ïðåäïîëîæåíèå îá óíèâåðñàëü�íîñòè �(g) äëÿ âñåõ g [1℄ ÿâëÿåòñÿ î÷åâèäíîé èäå�àëèçàöèåé (ýêñïåðèìåíòàëüíûå àñïåêòû ýòîãî ñì. âðàáîòå [62℄).Ïðè d > 2 óðàâíåíèå (74) èìååò íåïîäâèæíóþòî÷êó g�, ñ êîòîðîé è ñâÿçàí ïåðåõîä Àíäåðñîíà.Ïðè d = 2 + � íåïîäâèæíàÿ òî÷êà íàõîäèòñÿ âîáëàñòè áîëüøèõ g è èñ÷åçàåò â ïðåäåëå � ! 0.Ýòîò âûâîä îá îòñóòñòâèè ïåðåõîäà Àíäåðñîíà â2D-ñèñòåìàõ îñòàåòñÿ íåèçìåííûì, òàê êàê ìåòàë�ëè÷åñêàÿ �àçà äåéñòâèòåëüíî îòñóòñòâóåò (ðàçä. 3).Îáñóæäàâøèéñÿ âûøå ïåðåõîä ïðîèñõîäèò â ãëó�áèíå ëîêàëèçîâàííîé �àçû è ñîîòâåòñòâóåò ¾ïåðå�êëþ÷åíèþ¿ ñ îäíîé �-�óíêöèè íà äðóãóþ ïðè èç�ìåíåíèè âíåøíèõ ïàðàìåòðîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, íèêà�êîé ñóùåñòâåííîé ðåâèçèè â îáëàñòè ñëàáîé ëîêàëè�çàöèè íå òðåáóåòñÿ.781
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�èñ. 7. à) Ñêåéëèíãîâàÿ �óíêöèÿ g = F (�=L), îïðåäåëÿåìàÿ óðàâíåíèåì (72). á, â) Çàâèñèìîñòè g(L) äëÿ 0 > 1 è0 < 1
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�èñ. 8. Ïîâåäåíèå õàðàêòåðíûõ ìàñøòàáîâ ïðè0 > 1 (à) è 0 < 1 (á )8. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅÌû ïîêàçàëè, ÷òî îáùåïðèíÿòûé ÷èñëåííûé àë�ãîðèòì, îñíîâàííûé íà ìåòîäå òðàíñ�åð-ìàòðèöû,ÿâëÿåòñÿ äå�åêòíûì, òàê êàê ìèíèìàëüíûé ïîêà�çàòåëü Ëÿïóíîâà íå óäîâëåòâîðÿåò îäíîïàðàìåòðè�÷åñêîìó ñêåéëèíãó. Äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ ñêåéëèíãà

β

g∗
d = 2 + ε

g

−α

ln g�èñ. 9. Ôóíêöèÿ �åëë-Ìàííà � Ëîó �(g) íå ÿâëÿ-åòñÿ óíèâåðñàëüíîé â îáëàñòè ìàëûõ gòðåáóåòñÿ ìîäè�èêàöèÿ àëãîðèòìà, êîíñòðóêòèâíîñâîäÿùàÿñÿ ê èçìåíåíèþ íîìåðà ëÿïóíîâñêîé ýêñ�ïîíåíòû â ïðîöåññå ñêåéëèíãîâûõ ïîñòðîåíèé. Ýòàìîäè�èêàöèÿ íå ñâÿçàíà ñ áîëüøèì óâåëè÷åíèåì âû�÷èñëèòåëüíîé ðàáîòû, òàê êàê âûñøèå ïîêàçàòåëèËÿïóíîâà âñå ðàâíî îïðåäåëÿþòñÿ â ïðîöåññå íà-õîæäåíèÿ min [22℄. Ôàêòè÷åñêè àâòîðû ðàáîò [8�11℄ìîãóò èñïîëüçîâàòü óæå èìåþùèåñÿ ïåðâè÷íûå äàí�íûå è äàòü èì äðóãóþ èíòåðïðåòàöèþ. Âîçìîæíî,ýòî ïðèâåäåò ê ðàçðåøåíèþ ïðîòèâîðå÷èé, îòìå÷åí�íûõ â ðàçä. 1.Óæå íà íàñòîÿùåì ýòàïå ìîæíî ïîíÿòü ñòðàííûéäðåé� ðåçóëüòàòîâ äëÿ d = 3 ïî ìåðå óâåëè÷åíèÿðàçìåðîâ ñèñòåìû: � = 0:66 [7℄, � = 1:2 � 0:3 [8℄,� = 1:35 � 0:15 [15℄, � = 1:54 � 0:08 [16℄, � == 1:58 � 0:02 [21℄. Äëÿ ìàëûõ L ÷èñëî ÷ëåíîâ âóðàâíåíèè (16) ñðàâíèòåëüíî íåâåëèêî è ìàêñèìàëü�782



ÆÝÒÔ, òîì 128, âûï. 4 (10), 2005 Àíàëèòè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ êîíå÷íî-ðàçìåðíîãî ñêåéëèíãà : : :íûé ìàñøòàá 1=min äåéñòâèòåëüíî ñîîòâåòñòâóåòêîððåëÿöèîííîìó ðàäèóñó �1D ; îïèñàíèå ïåðåõîäàÀíäåðñîíà ïîëó÷àåòñÿ î÷åíü ãðóáûì, íî ðåçóëüòà�òû ÿâëÿþòñÿ ïðàâèëüíûìè â ïðåäåëàõ ñâîåé ãðóáî�ñòè. Äëÿ áîëüøèõ L ðàçëè÷èå ìåæäó ìèíèìàëüíûìè ý��åêòèâíûì ïîêàçàòåëÿìè Ëÿïóíîâà ñòàíîâèòñÿñóùåñòâåííûì è ðåçóëüòàòû, �îðìàëüíî óòî÷íÿÿñü,â äåéñòâèòåëüíîñòè ñòàíîâÿòñÿ íåâåðíûìè.Áóêâàëüíîå èñïîëüçîâàíèå êîíöåïöèè ìèíè�ìàëüíîé ëÿïóíîâñêîé ýêñïîíåíòû ïðèâîäèò ê îäíî�çíà÷íîìó âûâîäó î ñóùåñòâîâàíèè â 2D-ñèñòåìàõ�àçîâîãî ïåðåõîäà òèïà Êîñòåðëèöà �Òàóëåñà ìåæ�äó ýêñïîíåíöèàëüíîé è ñòåïåííîé ëîêàëèçàöèåé.Â ðåçóëüòàòå óêàçàííîé ìîäè�èêàöèè àëãîðèòìàâîçíèêàåò ïðåäñòàâëåíèå î äâóõ êëàññàõ 2D-ñèñòåì,â îäíîì èç êîòîðûõ èìååòñÿ �àçîâûé ïåðåõîä,â äðóãîì � ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ëîêàëèçàöèÿ âñåõñîñòîÿíèé.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå�ÔÔÈ (ãðàíò �03-02-17519).ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. E. Abrahams, P. W. Anderson, D. C. Liiardello, andT. V. Ramakrishman, Phys. Rev. Lett. 42, 673 (1979).2. B. L. Al'tshuler, A. G. Aronov, D. E. Khmel'nitskii,and A. I. Larkin, in Quantum Theory of Solids, ed. byI. M. Lifshitz, Mir Publishers, Mosow, 1982.3. S. V. Kravhenko, G. V. Kravhenko, J. E. Furneaux,V. M. Pudalov, and M. D. Iorio, Phys. Rev. B 50, 8039(1994).4. S. V. Kravhenko, W. E. Mason, G. E. Bowker,J. E. Furneaux, V. M. Pudalov, and M. D. Iorio, Phys.Rev. B 51, 7038 (1995).5. S. V. Kravhenko, D. Simonian, M. P. Sarahik et al.,Phys. Rev. Lett. 77, 4938 (1996).6. E. Abrahams, S. V. Kravhenko, and M. P. Sarahik,Rev. Mod. Phys. 73, 251 (2001).7. J. L. Pihard and G. Sarma, J. Phys. C: Sol. St. Phys.14, L127 (1981); 14, L617 (1981).8. A. MaKinnon and B. Kramer, Phys. Rev. Lett. 47,1546 (1981).9. A. MaKinnon and B. Kramer, Z. Phys. 53, 1 (1983).10. M. Shreiber and M. Ottomeier, J. Phys.: Condens.Matter 4, 1959 (1992).

11. K. Slevin, Y. Asada, and L. I. Deyh, E-print arhives,ond-mat/0404530.12. B. I. Shklovskii, B. Shapiro, B. R. Sears et al., Phys.Rev. B 47, 11487 (1993).13. I. Kh. Zharekeshev and B. Kramer, Phys. Rev. B 51,17239 (1995).14. B. Kramer, K. Broderix, A. MaKinnon, andM. Shreiber, Physia A 167, 163 (1990).15. E. Hofstetter and M. Shreiber, Europhys. Lett. 21,933 (1993).16. A. MaKinnon, J. Phys.: Condens. Matter 6, 2511(1994).17. M. Shreiber and H. Grussbah, Phys. Rev. Lett. 76,1687 (1996).18. I. Kh. Zharekeshev and B. Kramer, Phys. Rev. B 51,17239 (1995).19. I. Kh. Zharekeshev and B. Kramer, Phys. Rev. Lett.79, 717 (1997).20. I. Kh. Zharekeshev and B. Kramer, Ann. Phys.(Leipzig) 7, 442 (1998).21. K. Slevin and T. Ohtsuki, Phys. Rev. Lett. 82, 382(1999).22. P. Markos, J. Phys. A: Math Gen 33, L393 (2000).23. P. Markos and M. Heneke, J. Phys.: Condens. Matter6, L765 (1994).24. I. M. Suslov, E-print arhives, ond-mat/0105325,ond-mat/0106357.25. D. Vollhardt and P. W�olfle, Phys. Rev. B 22, 4666(1980); Phys. Rev. Lett. 48, 699 (1982); D. Vollhardtand P. W�olfle, in Modern Problems in CondensedMatter Sienes, ed. by V. M. Agranovih andA. A. Maradudin, v. 32, North-Holland, Amsterdam(1992).26. A. Kawabata, Sol. St. Comm. 38, 823 (1981);B. Shapiro, Phys. Rev. B 25, 4266 (1982); À. Â. Ìÿñ�íèêîâ, Ì. Â. Ñàäîâñêèé, ÔÒÒ 34, 3569 (1982).27. È. Ì. Ñóñëîâ, ÆÝÒÔ 102, 1951 (1992).28. È. Ì. Ñóñëîâ, ÓÔÍ 168, 503 (1998).29. Ø. Ìà, Ñîâðåìåííàÿ òåîðèÿ êðèòè÷åñêèõ ÿâëåíèé,Ìèð, Ìîñêâà (1980).30. A. Nitzan, K. F. Freed, and M. N. Cohen, Phys. Rev.B 15, 4476 (1977).31. Ì. Â. Ñàäîâñêèé, ÓÔÍ 133, 223 (1981).783



È. Ì. Ñóñëîâ ÆÝÒÔ, òîì 128, âûï. 4 (10), 200532. Í. Í. Áîãîëþáîâ, Ä. Â. Øèðêîâ, Ââåäåíèå â òåîðèþêâàíòîâàííûõ ïîëåé, Íàóêà, Ìîñêâà (1976).33. F. Wegner, Z. Phys. B 35, 207 (1979); L. Sh�afer andF. Wegner, Z. Phys. B 38, 113 (1980); S. Hikami, Phys.Rev. B 24, 2671 (1981); Ê. Á. Å�åòîâ, À. È. Ëàð�êèí, Ä. Å. Õìåëüíèöêèé, ÆÝÒÔ 79, 1120 (1980);K. B. Efetov, Adv. Phys. 32, 53 (1983).34. F. Wegner, Nul. Phys. B 316, 663 (1989).35. H. Kunz, R. Souillard, J. de Phys. Lett. 44, L411(1983).36. Ê. Á. Å�åòîâ, ÆÝÒÔ 93, 1125 (1987); 94, 357(1988).37. B. Shapiro, Phys. Rev. Lett. 50, 747 (1983).38. D. Belitz and T. R. Kirkpatrik, Rev. Mod. Phys. 66,261 (1994).39. Í. �. Æäàíîâà, Ì. Ñ. Êàãàí, Å. �. Ëàíäñáåðã,ÆÝÒÔ 117, 761 (2000).40. H. Kunz and R. Souillard, J. de Phys. Lett. 44, L506(1983).41. È. Ì. Ñóñëîâ, ÆÝÒÔ 108, 1686 (1995).42. V. N. Kuzovkov et al., J. Phys.: Condens. Matter 14,13777 (2002).43. V. N. Kuzovkov and W. von Niessen, Eur. Phys. J.B 42, 529 (2004).44. M. P. Nightingale, Physia A 83, 561 (1976).45. B. Derrida and J. Vannimenus, J. de Phys. Lett. 41,L473 (1980).46. B. Derrida, J. Phys. A: Math Gen 14, L5 (1981).

47. Â. È. Îñåëåäåö, Òðóäû Ìîñê. ìàò. îáùåñòâà, 19, 197(1968).48. Í. Ìîòò, Ô. Äýâèñ, Ýëåêòðîííûå ïðîöåññû â íåêðèñ-òàëëè÷åñêèõ âåùåñòâàõ, Ìèð, Ìîñêâà (1982).49. �. À. Êîðí, Ò. Ì. Êîðí, Ñïðàâî÷íèê ïî ìàòåìàòè�êå, Íàóêà, Ìîñêâà (1977).50. È. Ì. Ëè�øèö, Ñ. À. �ðåäåñêóë, Ë. À. Ïàñòóð, Ââå�äåíèå â òåîðèþ íåóïîðÿäî÷åííûõ ñèñòåì, Íàóêà,Ìîñêâà (1982).51. D. J. Thouless, Phys. Rep. 13, 92 (1974).52. À. Î. �åëü�îíä, Èñ÷èñëåíèå êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé,Íàóêà, Ìîñêâà (1967).53. B. J. Last and D. J. Thouless, J. Phys. C: Sol. St. Phys.7, 699 (1974).54. R. Haydok, Phil. Mag. B 43, 203 (1981); N. F. Mottand M. Kaveh, Adv. Phys. 34, 329 (1985).55. Â. Å. Êðàâöîâ, È. Â. Ëåðíåð, Â. È. Þäñîí, ÆÝÒÔ94, 255 (1988).56. F. Wegner, Z. Phys. B 78, 33 (1990).57. Á. Ë. Àëüòøóëåð, Â. Å. Êðàâöîâ, È. Â. Ëåðíåð,ÆÝÒÔ 91, 2276 (1986).58. È. Ì. Ñóñëîâ, ÆÝÒÔ 83, 1079 (1982).59. È. Ì. Ñóñëîâ, ÆÝÒÔ 84, 1792 (1983).60. È. Ì. Ñóñëîâ, ÆÝÒÔ 92, 1433 (1987).61. S. Aubry and G. Andre, Ann. Israel. Phys. So. 3, 133(1980).62. Ý. È. Çàâàðèöêàÿ, ÆÝÒÔ 93, 952 (1987).63. Ë. Ï. �îðüêîâ, À. È. Ëàðêèí, Ä. Å. Õìåëüíèöêèé,Ïèñüìà â ÆÝÒÔ 30, 248 (1979).

784


