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�ÀÑÕÎÄßÙÈÅÑß �ßÄÛ ÒÅÎ�ÈÈ ÂÎÇÌÓÙÅÍÈÉÈ. Ì. Ñóñëîâ **Èíñòèòóò �èçè÷åñêèé ïðîáëåì èì. Ï. Ë. Êàïèöû117334, Ìîñêâà, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 25 ÿíâàðÿ 2005 ã.Ìíîãèå ðÿäû òåîðèè âîçìóùåíèé ðàñõîäÿòñÿ �àêòîðèàëüíî. Èõ ïîâåäåíèå â âûñîêèõ ïîðÿäêàõ ìîæåòáûòü íàéäåíî ìåòîäîì Ëèïàòîâà è îïðåäåëÿåòñÿ ïåðåâàëüíûìè êîí�èãóðàöèÿìè � èíñòàíòîíàìè � ñî-îòâåòñòâóþùèõ �óíêöèîíàëüíûõ èíòåãðàëîâ. Çíàíèå àñèìïòîòèêè Ëèïàòîâà è íåñêîëüêèõ ïåðâûõ ÷ëåíîâðÿäà, ïîëó÷åííûõ ïóòåì ïðÿìûõ äèàãðàììíûõ âû÷èñëåíèé, äàåò èí�îðìàöèþ îáî âñåõ ÷ëåíàõ ðÿäà, ñóì-ìèðîâàíèå êîòîðîãî ïîçâîëÿåò â íåêîòîðîì ïðèáëèæåíèè ðåøèòü ìíîãèå ïðîáëåìû ñèëüíîé ñâÿçè. Ýòîòïîäõîä äåìîíñòðèðóåòñÿ íà ïðèìåðå âîññòàíîâëåíèÿ �óíêöèé �åëë-Ìàííà�Ëîó òåîðèè '4, ÊÝÄ è ÊÕÄïðè ïðîèçâîëüíûõ êîíñòàíòàõ ñâÿçè. Ïðåäñòàâëåí îáçîð ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè ðàñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ èïîêàçàíî, â êàêîì ñìûñëå ïîíèìàþòñÿ ðÿäû òåîðèè âîçìóùåíèé. Äàí íàãëÿäíûé âûâîä àñèìïòîòèêèËèïàòîâà äëÿ îñíîâíûõ çàäà÷ òåîðåòè÷åñêîé �èçèêè. Ïðåäëîæåíî ðåøåíèå ïðîáëåìû ðåíîðìàëîííûõâêëàäîâ, çàòîðìîçèâøåé ðàçâèòèå âñåãî íàïðàâëåíèÿ â êîíöå 1970-õ ãîäîâ. Èçëîæåíû ìåòîäû ïðàêòè-÷åñêîãî ñóììèðîâàíèÿ ðÿäîâ òåîðèè âîçìóùåíèé äëÿ êîíñòàíòû ñâÿçè ïîðÿäêà 1 è â ïðåäåëå ñèëüíîéñâÿçè. Äàíà èíòåðïðåòàöèÿ áîðåëåâñêîãî èíòåãðàëà äëÿ ðÿäîâ, ¾íå ñóììèðóåìûõ ïî Áîðåëþ¿. Îáñóæäà-åòñÿ âû÷èñëåíèå âûñøèõ ïîïðàâîê ê àñèìïòîòèêå Ëèïàòîâà.PACS: 03.65.-w, 11.10.Hi, 71.23.An ÑÎÄÅ�ÆÀÍÈÅ1. Àðãóìåíò Äàéñîíà: àêòóàëüíûå ðÿäûòåîðèè âîçìóùåíèé èìåþò ðàäèóñ ñõîäè-ìîñòè, ðàâíûé íóëþ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13512. Ìåòîä Ëèïàòîâà: êîëè÷åñòâåííàÿ îöåí-êà ðàñõîäèìîñòè ðÿäîâ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13513. Â êàêîì ñìûñëå ïîíèìàþòñÿ ðÿäû òåî-ðèè âîçìóùåíèé? Îáçîð ìàòåìàòè÷åñêîéòåîðèè ðàñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ . . . . . . . . . . . . . 13533.1. Ìîæíî ëè ðàáîòàòü ñ ðàñõîäÿùèìèñÿ ðÿäà-ìè? . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13543.2. Ïðèíöèï Ýéëåðà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13543.3. Êàê îïðåäåëèòü ñóììó ðÿäà?. . . . . . . . . . . . 13563.4. Àñèìïòîòè÷åñêàÿ òðàêòîâêà ðàñõîäÿùèõñÿðÿäîâ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13563.5. Ôèçè÷åñêèå àðãóìåíòû . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1357
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8.2. Êâàíòîâàÿ ýëåêòðîäèíàìèêà . . . . . . . . . . . . 13918.3. ÊÕÄ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13939. Âûñøèå ïîïðàâêè ê àñèìïòîòèêå Ëè-ïàòîâà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 139610. Ïåðñïåêòèâû . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1397Ëèòåðàòóðà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13991. À��ÓÌÅÍÒ ÄÀÉÑÎÍÀ: ÀÊÒÓÀËÜÍÛÅ�ßÄÛ ÒÅÎ�ÈÈ ÂÎÇÌÓÙÅÍÈÉ ÈÌÅÞÒ�ÀÄÈÓÑ ÑÕÎÄÈÌÎÑÒÈ, �ÀÂÍÛÉÍÓËÞÂ ñòàíäàðòíûõ ðóêîâîäñòâàõ ïî äèàãðàììíîéòåõíèêå [2�4℄ ïîñòðîåíèå äèàãðàììíûõ ðÿäîâ îïè�ñûâàåòñÿ òàê, êàê åñëè áû ýòè ðÿäû áûëè õîðî�øî îïðåäåëåíû. Â äåéñòâèòåëüíîñòè æå ïî÷òè âñåàêòóàëüíûå ðÿäû òåîðèè âîçìóùåíèé áåçíàäåæíîðàñõîäÿòñÿ, èìåÿ íóëåâîé ðàäèóñ ñõîäèìîñòè. Ïåð�âûé àðãóìåíò òàêîãî ðîäà ïðèâåäåí Ô. Äàéñîíîìåùå â 1952 ã. â îòíîøåíèè êâàíòîâîé ýëåêòðîäèíà�ìèêè [5℄; ìû âîñïðîèçâåäåì åãî íà áîëåå ïðîñòûõïðèìåðàõ.�àññìîòðèì �åðìè-ãàç ñ òî÷å÷íûì âçàèìîäåé�ñòâèåì gÆ(r � r0) è ïîñòðîèì ðÿä òåîðèè âîçìó�ùåíèé ïî êîíñòàíòå ñâÿçè g. Åãî ðàäèóñ ñõîäèìî�ñòè îïðåäåëÿåòñÿ ðàññòîÿíèåì îò íà÷àëà êîîðäè�íàò äî áëèæàéøåé îñîáîé òî÷êè â êîìïëåêñíîéïëîñêîñòè è ìîæåò áûòü óñòàíîâëåí èç ñëåäóþùèõñîîáðàæåíèé. Êàê èçâåñòíî, â ñëó÷àå îòòàëêèâà�íèÿ (g > 0) îñíîâíîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ�åðìè-æèäêîñòüþ, òîãäà êàê â ñëó÷àå ïðèòÿæåíèÿ(g < 0) èìååò ìåñòî êóïåðîâñêàÿ íåóñòîé÷èâîñòü,ïðèâîäÿùàÿ ê ñâåðõïðîâîäèìîñòè (ðèñ. 1à). Ïðè èç�ìåíåíèè g îñíîâíîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû êà÷åñòâåííîìåíÿåòñÿ ïðè ïðîõîæäåíèè òî÷êè g = 0: òåì ñà�ìûì áëèæàéøàÿ îñîáàÿ òî÷êà íàõîäèòñÿ â íà÷àëåêîîðäèíàò è ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ðÿäà îêàçûâàåòñÿðàâíûì íóëþ.Åùå áîëåå ïðîñòûì ïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ çàäà÷àî ñïåêòðå êâàíòîâîé ÷àñòèöû â ïîòåíöèàëåU(x) = x2 + gx4 ; (1:1)ò. å. çàäà÷à îá îäíîìåðíîì àíãàðìîíè÷åñêîì îñöèë�ëÿòîðå. Åñëè ïðè g > 0 ñèñòåìà èìååò õîðîøî îïðå�äåëåííûå óðîâíè, òî ïðè g < 0 ýòè óðîâíè ñòàíî�âÿòñÿ ìåòàñòàáèëüíûìè èç-çà âîçìîæíîñòè óõîäà÷àñòèöû íà áåñêîíå÷íîñòü (ðèñ. 1á ). Ïîýòîìó ðÿäòåîðèè âîçìóùåíèé ïî êîíñòàíòå ñâÿçè g ðàñõîäèò�ñÿ ïðè ëþáûõ êîíå÷íûõ g, â ÷åì ìîæíî óáåäèòüñÿ ïîìîùüþ ïðÿìîãî âû÷èñëåíèÿ åãî êîý��èöèåí�

òîâ: ïåðâûå 150 êîý��èöèåíòîâ áûëè âû÷èñëåíûÁåíäåðîì è Âó [6℄, ÷òî ÿâèëîñü ïðÿìîé äåìîíñòðà�öèåé ðàñõîäèìîñòè ðÿäà è ïîçâîëèëî äåòàëüíî ååèññëåäîâàòü.Îäíàêî â êâàíòîâîìåõàíè÷åñêèõ çàäà÷àõ ñèòóà-öèÿ ñ íóëåâûì ðàäèóñîì ñõîäèìîñòè âûãëÿäèò äî�ñòàòî÷íî ñëó÷àéíîé: äëÿ ýòîãî íóæíî ñïåöèàëüíîïîäîáðàòü âèä ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè è ñïåöèàëü�íî ¾ïëîõî¿ îïðåäåëèòü êîíñòàíòó ñâÿçè. Íàïðî�òèâ, â çàäà÷àõ êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ òàêàÿ ñè-òóàöèÿ îêàçûâàåòñÿ ñîâåðøåííî òèïè÷íîé: �àêòè�÷åñêè òàê óñòðîåíû âñå àêòóàëüíûå òåîðèè ñ îäíîéêîíñòàíòîé ñâÿçè.Õîòÿ àðãóìåíò Äàéñîíà ÿâëÿåòñÿ ñîâåðøåííîáåññïîðíûì, íà ïðîòÿæåíèè ìíîãèõ ëåò íàáëþäà�ëàñü òåíäåíöèÿ ê åãî çàìàë÷èâàíèþ èëè ïðèíèæå�íèþ åãî ñòàòóñà � íàó÷íàÿ îáùåñòâåííîñòü îêàçà�ëàñü íå ãîòîâîé ê âîñïðèÿòèþ ïðîáëåìû ðàñõîäè�ìîñòè ðÿäîâ òåîðèè âîçìóùåíèé.2. ÌÅÒÎÄ ËÈÏÀÒÎÂÀ:ÊÎËÈ×ÅÑÒÂÅÍÍÀß ÎÖÅÍÊÀ�ÀÑÕÎÄÈÌÎÑÒÈ �ßÄÎÂÍîâûé ýòàï íà÷àëñÿ â 1977 ãîäó, êîãäà ïîÿâèë�ñÿ ìåòîä Ëèïàòîâà [7℄, ïîçâîëÿþùèé ïðîâåñòè âû�÷èñëåíèå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ òåîðèè âîçìóùåíèé èäàòü êîëè÷åñòâåííóþ îöåíêó ðàñõîäèìîñòè ðÿäîâ.Èäåÿ ìåòîäà ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Åñëè íåêîòîðàÿ�óíêöèÿ F (g) ðàñêëàäûâàåòñÿ â ðÿä ïî g,F (g) = 1XN=0FNgN ; (2:1)òî åå êîý��èöèåíòû ðàçëîæåíèÿ FN ìîãóò îïðåäå�ëÿòüñÿ ïî �îðìóëåFN = ZC dg2�i F (g)gN+1 ; (2:2)ãäå êîíòóð C îõâàòûâàåò òî÷êó g = 0 â êîìïëåêñ�íîé ïëîñêîñòè. Ïåðåïèñûâàÿ çíàìåíàòåëü â âèäå1351
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�èñ. 1. Ê àðãóìåíòó Äàéñîíàexp f�(N + 1) ln gg, ìû èìååì ïðè áîëüøèõ N ýêñ�ïîíåíòó ñ áîëüøèì ïîêàçàòåëåì, ÷òî ïîçâîëÿåò íà�äåÿòüñÿ íà èñïîëüçîâàíèå ìåòîäà ïåðåâàëà.Êàê èçâåñòíî, çàäà÷è, äëÿ êîòîðûõ èñïîëüçóåò�ñÿ äèàãðàììíàÿ òåõíèêà, ìîãóò áûòü ïåðå�îðìóëè�ðîâàíû íà ÿçûêå �óíêöèîíàëüíûõ èíòåãðàëîâ òè�ïà Z(g) = Z D' exp (�S0f'g � gSintf'g) ; (2:3)äëÿ êîòîðûõ êîý��èöèåíòû ðàçëîæåíèÿ èìåþòñëåäóþùèé âèä:ZN = ZC dg2�ig �� Z D' exp (�S0f'g � gSintf'g �N ln g) : (2.4)Èäåÿ Ëèïàòîâà ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïåðåâàë â (2.4)èùåòñÿ íå ïðîñòî ïî g, íî ïî g è ' îäíîâðåìåííî;îí ñóùåñòâóåò äëÿ âñåõ èíòåðåñíûõ ñëó÷àåâ è ðåà�ëèçóåòñÿ íà íåêîòîðîé ëîêàëèçîâàííîé â ïðîñòðàí�ñòâå �óíêöèè '(x), íàçûâàåìîé èíñòàíòîíîì. Ïðè

ýòîì îêàçûâàåòñÿ, ÷òî óñëîâèÿ ïðèìåíèìîñòè ïåðå�âàëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ âûïîëíåíû ïðè áîëüøèõ Níåçàâèñèìî îò åãî ïðèìåíèìîñòè ê èñõîäíîìó èíòå�ãðàëó (2.3). À ýòî â êîðíå ìåíÿåò äåëî: åñëè òî÷íîåâû÷èñëåíèå �óíêöèîíàëüíûõ èíòåãðàëîâ, êàê ïðà�âèëî, íåâîçìîæíî, òî â ïåðåâàëüíîì ïðèáëèæåíèèîíè âñåãäà ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû.Çíàÿ êîý��èöèåíòû ðàçëîæåíèÿ äëÿ �óíêöèî�íàëüíûõ èíòåãðàëîâ, ìîæíî ïåðåéòè ê ðàçëîæåíè�ÿì äëÿ �óíêöèé �ðèíà, âåðøèííûõ ÷àñòåé è ò. ä.:ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî äëÿ �àêòîðèàëüíûõ ðÿäîâñóùåñòâóåò ïðîñòàÿ àëãåáðà, ïîçâîëÿþùàÿ ìàíèïó�ëèðîâàòü ñ íèìè òàê æå ïðîñòî, êàê ñ êîíå÷íûìèâûðàæåíèÿìè ([8, ðàçä. 5.3℄). Òèïè÷íàÿ �óíêöèî�íàëüíàÿ �îðìà àñèìïòîòèêè Ëèïàòîâà äëÿ êîý���èöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ ëþáîé âåëè÷èíû F (g) èìå�åò âèä FN = �(N + b)aN ; (2:5)ãäå �(x) � ãàììà-�óíêöèÿ, à ïàðàìåòðû a, b,  çà�âèñÿò îò êîíêðåòíîé çàäà÷è. Â ðàìêàõ êîíêðåòíîéòåîðèè êîíñòàíòà a óíèâåðñàëüíà, ïàðàìåòð b çà�âèñèò îò èçó÷àåìîé âåëè÷èíû F (g), òîãäà êàê  ñî�äåðæèò çàâèñèìîñòü îò âíåøíèõ êîîðäèíàò èëè èì�ïóëüñîâ.1352
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�èñ. 2. Çàâèñèìîñòü ý��åêòèâíîãî âçàèìîäåé-ñòâèÿ îò ìàñøòàáà ðàññòîÿíèé â òåîðèè '4, ÊÝÄè ÊÕÄÇíàíèå àñèìïòîòèêè Ëèïàòîâà è íåñêîëüêèõ ïåð�âûõ ïîðÿäêîâ òåîðèè âîçìóùåíèé, ïîëó÷åííûõ ïó�òåì ïðÿìûõ äèàãðàììíûõ âû÷èñëåíèé, äàåò èí��îðìàöèþ îáî âñåõ ÷ëåíàõ ðÿäà. Åãî ñóììèðîâà�íèå ïîçâîëÿåò â íåêîòîðîì ïðèáëèæåíèè ðåøèòüìíîãèå ïðîáëåìû ñèëüíîé ñâÿçè. Íàèáîëåå àêòóàëü�íîé âûãëÿäèò âîçìîæíîñòü âîññòàíîâëåíèÿ �óíê�öèè �åëë-Ìàííà �Ëîó �(g), îïèñûâàþùåé çàâèñè�ìîñòü ý��åêòèâíîé êîíñòàíòû ñâÿçè g(L) îò ìàñ�øòàáà ðàññòîÿíèé L:� dgd lnL2 = �(g): (2:6)Â ðåëÿòèâèñòñêèõ òåîðèÿõ ðàçëîæåíèå �(g) íà÷èíà�åòñÿ ñ êâàäðàòè÷íîãî ÷ëåíà, �(g) = �2g2 + : : : , èïðè ìàëûõ g èç óðàâíåíèÿ (2.6) ñëåäóåò èçâåñòíûéðåçóëüòàò [3; 9; 10℄g(L) = g01� �2g0 ln(L2=L20) ; (2:7)ãäå g0 � çíà÷åíèå g(L) íà ìàñøòàáå L0. Â êâàíòî�âîé ýëåêòðîäèíàìèêå (ÊÝÄ) è òåîðèè '4 êîíñòàíòà�2 ïîëîæèòåëüíà è ðîñò g(L) ïðîèñõîäèò â îáëàñ-òè ìàëûõ L (ðèñ. 2). Â êâàíòîâîé õðîìîäèíàìèêå(ÊÕÄ) çíàê �2 îòðèöàòåëüíûé: ïîýòîìó âçàèìîäåé�ñòâèå êâàðêîâ è ãëþîíîâ ìàëî â îáëàñòè ìàëûõ L(àñèìïòîòè÷åñêàÿ ñâîáîäà), íî âîçðàñòàåò ïðè óâå�ëè÷åíèè L, óêàçûâàÿ íà òåíäåíöèþ ê êîí�àéíìåí�òó (ðèñ. 2). Ïðèíöèïèàëüíûé âîïðîñ ñîñòîèò â òîì,÷åì çàìåíÿåòñÿ �îðìóëà (2.7) â îáëàñòè ïðîìåæó�òî÷íîé è ñèëüíîé ñâÿçè. Ñîãëàñíî êëàññè�èêàöèèÁîãîëþáîâà è Øèðêîâà [2℄, ðîñò g(L) ïðåêðàùàåòñÿ,

åñëè �(g) èìååò íóëü ïðè êîíå÷íûõ g, è ïðîäîëæà�åòñÿ äî áåñêîíå÷íîñòè, åñëè �(g) / g� ñ � � 1 ïðèg ! 1. Â ñëó÷àå æå �(g) / g� ñ � > 1 èòóàöèÿìîæåò èíòåðïðåòèðîâàòüñÿ äâóìÿ ñïîñîáàìè: åñëèñ÷èòàòü âçàèìîäåéñòâèå êîíå÷íûì íà áîëüøèõ ðàñ�ñòîÿíèÿõ, òî òåîðèÿ âíóòðåííå ïðîòèâîðå÷èâà � ý���åêòèâíûé çàðÿä g(L) îáðàùàåòñÿ â áåñêîíå÷íîñòüïðè íåêîòîðîì êîíå÷íîì L (ïîëþñ Ëàíäàó), à ïðèL < L çàâèñèìîñòü g(L) íå îïðåäåëåíà; åñëè æåðàññìàòðèâàòü òåîðèþ ïîëÿ êàê ïðåäåë ðåøåòî÷íûõòåîðèé, òî îíà ÿâëÿåòñÿ ¾òðèâèàëüíîé¿ ââèäó èñ�÷åçíîâåíèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ïðè L ! 1 (¾íóëü çà�ðÿäà¿). Ïåðâûå ïîïûòêè âîññòàíîâëåíèÿ �óíêöèè�åëë-Ìàííà �Ëîó äëÿ òåîðèè '4 áûëè ïðåäïðèíÿòûâ ðàáîòàõ [11�13℄.Ïðèìåíåííûé ïåðâîíà÷àëüíî ê ñêàëÿðíûì òåî�ðèÿì òèïà '4 [7℄ ìåòîä Ëèïàòîâà áûë çà êîðîòêîåâðåìÿ îáîáùåí íà âåêòîðíûå ïîëÿ [14℄, çàäà÷è ñ �åð�ìèîíàìè [15℄, ñêàëÿðíóþ ýëåêòðîäèíàìèêó [16℄, òåî�ðèþ ßíãà �Ìèëëñà [17; 18℄, íå ãîâîðÿ óæå î áîëüøîì÷èñëå êâàíòîâîìåõàíè÷åñêèõ çàäà÷ (ñì. ñáîðíèê ñòà�òåé [19℄ è îáçîðû [20; 21℄). Íà î÷åðåäè áûëè ïðè�ìåíåíèÿ åãî ê òåîðèÿì, ïðåäñòàâëÿþùèì ïðàêòè÷å�ñêèé èíòåðåñ � êâàíòîâîé ýëåêòðîäèíàìèêå [22; 23℄è ÊÕÄ [24�26℄.Âî âñåõ ðàññìîòðåííûõ ñëó÷àÿõ ðàñõîäèìîñòü ðÿ�äîâ òåîðèè âîçìóùåíèé îêàçàëàñü �àêòîðèàëüíîé.Åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî ¾ðàñõîäÿùèåñÿ ðÿäû � ýòî èçîá�ðåòåíèå äüÿâîëà¿, òî ïðèäåòñÿ ïðèçíàòü, ÷òî òâîðåöìèðîçäàíèÿ â ýòîì òîæå ó÷àñòâîâàë: îïèñàíèå �è�çè÷åñêîé ðåàëüíîñòè ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ ðàñõî�äÿùèõñÿ ðÿäîâ ñ êàêîé-òî ïîòðÿñàþùåé çàêîíîìåð�íîñòüþ.3. Â ÊÀÊÎÌ ÑÌÛÑËÅ ÏÎÍÈÌÀÞÒÑß�ßÄÛ ÒÅÎ�ÈÈ ÂÎÇÌÓÙÅÍÈÉ? ÎÁÇÎ�ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÒÅÎ�ÈÈ�ÀÑÕÎÄßÙÈÕÑß �ßÄÎÂÂ ñîçäàâøåéñÿ ñèòóàöèè óìåíèå ðàáîòàòü ñ ðàñ�õîäÿùèìèñÿ ðÿäàìè äîëæíî âõîäèòü â ïðîãðàììóòåîðåòè÷åñêîãî ìèíèìóìà, òîãäà êàê �àêòè÷åñêè ñî�îòâåòñòâóþùàÿ òåîðèÿ ïî÷òè íå èçâåñòíà �èçè÷å�ñêîé àóäèòîðèè. Ïðè÷èíà ýòîãî â òîì, ÷òî ñòàíäàðò�íûå óíèâåðñèòåòñêèå êóðñû ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëè�çà ñîîòâåòñòâóþò â äàííîì âîïðîñå óðîâíþ ñåðåäè�íû 19-ãî âåêà, êîãäà ðàñõîäÿùèåñÿ ðÿäû áûëè ïðàê�òè÷åñêè èçãíàíû èç ìàòåìàòèêè. Íèæå ìû äàäèìêðàòêèé îáçîð ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè ðàñõîäÿùèõ�ñÿ ðÿäîâ [27℄.1353



È. Ì. Ñóñëîâ ÆÝÒÔ, òîì 127, âûï. 6, 20053.1. Ìîæíî ëè ðàáîòàòü ñ ðàñõîäÿùèìèñÿðÿäàìè?Êîãäà ìû âïåðâûå ñòàëêèâàåìñÿ ñ ðÿäàìè,a0 + a1 + a2 + a3 + : : :+ aN + : : : ; (3:1)òî íàøå åñòåñòâåííîå æåëàíèå ñîñòîèò â òîì, ÷òî�áû ðàáîòàòü ñ íèìè êàê ñ êîíå÷íûìè ñóììàìè. Íîâ îáùåì ñëó÷àå ýòî íåïðàâèëüíî: ñ ðÿäîì ìîæíî îá�ðàùàòüñÿ êàê ñ êîíå÷íîé ñóììîé, åñëè îí íå ïðîñòîñõîäèòñÿ, à ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî [28℄:ja0j+ ja1j+ ja2j+ ja3j+ : : :+ jaN j+ : : : <1: (3:2)Åñëè ðÿä ñõîäèòñÿ, íî íå àáñîëþòíî, êàê çíàêîïåðå�ìåííûé ãàðìîíè÷åñêèé ðÿä1� 12 + 13 � 14 + 15 � : : : ; (3:3)òî â íåì íåäîïóñòèìà ïðîèçâîëüíàÿ ïåðåñòàíîâêà÷ëåíîâ: ñîãëàñíî òåîðåìå �èìàíà, ïóòåì íàäëåæà�ùåé ïåðåñòàíîâêè ðÿä ìîæíî ïðîñóììèðîâàòü ê ëþ�áîé íàïåðåä çàäàííîé ñóììå [28℄. Äåëî â òîì, ÷òîñóììà ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà ïîíèìàåòñÿ êàê ïðåäåë ÷àñ-òè÷íûõ ñóìì, êîòîðûé ìîæíî èçìåíÿòü ïðîèçâîëü�íûì îáðàçîì, îòîäâèãàÿ îòðèöàòåëüíûå ÷ëåíû íàáåñêîíå÷íîñòü, à ïîëîæèòåëüíûå ïðèáëèæàÿ ê íóëþèëè íàîáîðîò.Ìîæíî îæèäàòü, ÷òî ñèòóàöèÿ åùå áîëåå óñëîæ�íèòñÿ, êîãäà ìû ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ ðàñõîäÿ�ùèõñÿ ðÿäîâ. Ýòî äåéñòâèòåëüíî òàê, è êîëè÷åñòâîçàïðåùåííûõ îïåðàöèé ïðè ðàáîòå ñ ðàñõîäÿùèìèñÿðÿäàìè åùå áîëåå âîçðàñòàåò:1) åñòåñòâåííî, íåäîïóñòèìà ïåðåñòàíîâêà ÷ëå�íîâ;2) íåäîïóñòèìà ãðóïïèðîâêà ÷ëåíîâ, íàïðèìåð,1�1+1�1+1�1+ : : : 6= (1�1)+(1�1)+(1�1)+ : : : 6=6= 1 + (�1 + 1) + (�1 + 1) + (�1 + 1) + : : : ; (3.4)3) íåäîïóñòèìî ¾ðàçáàâëåíèå¿ ðÿäà íóëÿìè:a0 + a1 + a2 + a3 + : : : 6=6= a0 + 0 + a1 + 0 + a2 + 0 + a3 + 0 + : : : (3.5)Òåïåðü ìû ïîäõîäèì ê öåíòðàëüíîé èäåå òåîðèè ðàñ�õîäÿùèõñÿ ðÿäîâ: íåïðîòèâîðå÷èâàÿ ðàáîòà ñ íèìèâ ïðèíöèïå âîçìîæíà, íî ¾ïðàâèëà èãðû¿ äîëæíûáûòü íå òàêèìè, êàê ïðè îáðàùåíèè ñ êîíå÷íûìèñóììàìè è ñõîäÿùèìèñÿ ðÿäàìè, à áîëåå æåñòêèìè.

3.2. Ïðèíöèï ÝéëåðàÊàêîâû æå ýòè íîâûå ¾ïðàâèëà èãðû¿? Ïðåäâà�ðèòåëüíûé îòâåò íà ýòîò âîïðîñ äàí åùå Ë. Ýéëå�ðîì, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ïîäëèííûì ïèîíåðîì òåîðèèðàñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ. Ñ�îðìóëèðîâàííûé Ýéëåðîìïðèíöèï ñîñòîèò â îòêàçå îò èñïîëüçîâàíèÿ ÷èñëî�âûõ ðÿäîâ òèïà (3.1), à òàêæå ðÿäîâ ïî ïðîèçâîëü�íîé ñèñòåìå �óíêöèé2),a0f0(x)+a1f1(x)+a2f2(x)+: : :+aNfN (x)+: : : ; (3:6)è ïðèçíàíèè îñîáîé ðîëè ñòåïåííûõ ðÿäîâ:a0 + a1x+ a2x2 + a3x3 + : : :+ aNxN + : : : (3:7)Ñóùåñòâåííàÿ îñîáåííîñòü ñòåïåííûõ ðÿäîâ ñîñòîèòâ íàëè÷èè åñòåñòâåííîé íóìåðàöèè ÷ëåíîâ, èí�îð�ìàöèÿ î êîòîðîé íå òåðÿåòñÿ ïðè ïåðåñòàíîâêàõ èäðóãèõ ìàíèïóëÿöèÿõ; ïîýòîìó ñî ñòåïåííûìè ðÿ�äàìè ìîæíî îáðàùàòüñÿ êàê ñ îáû÷íûìè ñóììàìè.Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî âñå çàïðåùåííûå îïåðàöèè àâ�òîìàòè÷åñêè èñêëþ÷àþòñÿ: åñëè ìû ïîíèìàåì ÷èñ-ëîâîé ðÿä (3.1) êàê ïðåäåë ñòåïåííîãî ðÿäà (3.7) ïðèx! 1, òî ïåðåñòàíîâêà ÷ëåíîâ, ðàçáàâëåíèå íóëÿìèè àññîöèèðîâàíèå ïðèâîäÿò ê ðÿäàì, îòëè÷íûì îòèñõîäíîãî:a1+a0+a3+a2+: : :! a1+a0x+a3x2+a2x3 : : : ; (3:8)a0 + 0 + a1 + 0 + a2 + 0 + a3 + : : :!! a0 + 0 � x+ a1x2 + 0 � x3 + a2x4 ++ 0 � x5 + a3x6 : : : ; (3.9)(a0 + a1) + (a2 + a3) + (a4 + a5) + : : :!! (a0 + a1) + (a2 + a3)x + (a4 + a5)x2 + : : : (3.10)�ëóáèííàÿ ïðè÷èíà ñïðàâåäëèâîñòè ïðèíöèïà Ýéëå�ðà ñâÿçàíà ñ òåì, ÷òî ñòåïåííîé ðÿä âíóòðè êðóãàñõîäèìîñòè ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è îïðåäåëÿåò àíàëè�òè÷åñêóþ �óíêöèþ, êîòîðóþ ìîæíî ïðîäîëæàòü çàïðåäåëû îáëàñòè ñõîäèìîñòè. Ïîýòîìó âîëüíûå ìà�íèïóëÿöèè ñî ñòåïåííûìè ðÿäàìè îïðàâäàíû ëèáîêàê äåéñòâèÿ íàä àáñîëþòíî ñõîäÿùèìèñÿ ðÿäàìè,ëèáî ïî ïðèíöèïó àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ. Îä�íàêî àíàëèòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ ìîæåò èìåòü íåñêîëü�êî âåòâåé, èí�îðìàöèÿ î êîòîðûõ òåðÿåòñÿ ïðè èñ�ïîëüçîâàíèè ðàñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ. Ïîýòîìó ïðèíöèï2) �àçóìååòñÿ, ðå÷ü èäåò î ðàñõîäÿùèõñÿ ðÿäàõ. Èñïîëüçî�âàíèå ñõîäÿùèõñÿ ðàçëîæåíèé òèïà (3.6) (íàïðèìåð, ïî îðòî�ãîíàëüíîé ñèñòåìå �óíêöèé), êîíå÷íî æå, âîçìîæíî.1354



ÆÝÒÔ, òîì 127, âûï. 6, 2005 �àñõîäÿùèåñÿ ðÿäû òåîðèè âîçìóùåíèéÝéëåðà íå ÿâëÿåòñÿ âïîëíå çàìêíóòûì è ìîæåò ïðè�âîäèòü ê ïëîõî îïðåäåëåííûì âûðàæåíèÿì, òðåáóþ�ùèì ïðàâèëüíîé èíòåðïðåòàöèè. Ýòî ñîçäàåò áîëü�øèå ïðîáëåìû ïðè åãî ñòðîãîì ìàòåìàòè÷åñêîì îá�îñíîâàíèè. Êîíñòðóêòèâíûå ðåçóëüòàòû òåîðèè ðàñ�õîäÿùèõñÿ ðÿäîâ [27℄ îáû÷íî ñîîòâåòñòâóþò ÷àñòè÷�íûì äîêàçàòåëüñòâàì ïðèíöèïà Ýéëåðà ïðè ðàçëè÷�íûõ îãðàíè÷èòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ. Ñèòóàöèÿâûãëÿäèò òàê, ÷òî ýòîò ïðèíöèï ñïðàâåäëèâ âî âñåìïàðàìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå, îáðàçîâàííîì êîý���èöèåíòàìè ðÿäà, çà èñêëþ÷åíèåì íåêîòîðîãî âûêî�ëîòîãî ìíîæåñòâà, íà êîòîðîì îí ñïðàâåäëèâ ëèøüïîñëå ñîîòâåòñòâóþùåãî äîîïðåäåëåíèÿ ñóììû ðÿ�äà. Âûêîëîòîå ìíîæåñòâî èìååò ñëîæíóþ ñòðóêòó�ðó è åãî òðóäíî ëîêàëèçîâàòü ñ ïîìîùüþ êîíå÷íîãî÷èñëà òåîðåì. Ïî ýòîé ïðè÷èíå â ñîâðåìåííîé ìàòå�ìàòèêå ïðèíöèï Ýéëåðà íå ìîæåò áûòü ïðèíÿò áåç�îãîâîðî÷íî. Íî îí è íå îòðèöàåòñÿ, òàê êàê �àêòîâ,îäíîçíà÷íî åãî îïðîâåðãàþùèõ, ïî-âèäèìîìó íå ñó�ùåñòâóåò.Ïî ñóòè äåëà, ïðèíöèï Ýéëåðà ñîîòâåòñòâóåò òî�ìó, ÷òî ÿâî÷íûì ïîðÿäêîì ïðèíÿòî â �èçèêå. Èìå�åòñÿ óáåæäåíèå, ÷òî �îðìàëüíûå ìàíèïóëÿöèè ñîñòåïåííûìè ðÿäàìè ¾íà áóêâàõ¿ íå ìîãóò ïðèâåñ-òè ê çàâåäîìî íåïðàâèëüíûì ðåçóëüòàòàì, äàæå åñ�ëè â ïðîìåæóòî÷íûõ âû÷èñëåíèÿõ èñïîëüçîâàëèñüðàñõîäÿùèåñÿ ðÿäû. Ïîÿâëåíèå æå ïëîõî îïðåäå�ëåííûõ âûðàæåíèé íå ÿâëÿåòñÿ ïðèíöèïèàëüíîéïðîáëåìîé, òàê êàê èõ ïðàâèëüíàÿ èíòåðïðåòàöèÿìîæåò áûòü óñòàíîâëåíà èç �èçè÷åñêèõ ñîîáðàæå�íèé � òåì áîëåå, ÷òî ó �èçèêîâ èìååòñÿ áîëüøîéîïûò ïî âûâîäó âñÿ÷åñêèõ ¾ïðàâèë îáõîäà¿. Ïðèýòîì âàæíî ñîáëþäàòü äâà ïðàâèëà: íå ïîäñòàâëÿòü÷èñëåííûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà ðàçëîæåíèÿ x äî ïå�ðåâîäà ðÿäà â ñõîäÿùóþñÿ �îðìó è íå ïðîâîäèòüòåéëîðîâñêèõ ðàçëîæåíèé â çàâåäîìî ñèíãóëÿðíûõòî÷êàõ.Â ñâÿçè ñ ïîñëåäíèì çàìåòèì, ÷òî ðàñõîäÿùèåñÿðÿäû êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ õîòÿ è èìåþò íóëåâîéðàäèóñ ñõîäèìîñòè, íî âîçíèêàþò èç �óíêöèîíàëü�íûõ èíòåãðàëîâ òèïà (2.3) â ðåçóëüòàòå ðåãóëÿðíîãîðàçëîæåíèÿ ýêñïîíåíòû ïî êîíñòàíòå ñâÿçè g è ïî�ñëåäóþùåé (íåêîððåêòíîé) ïåðåñòàíîâêè ñóììèðî�âàíèÿ è èíòåãðèðîâàíèÿ. Ñìûñë òåîðèè ñóììèðîâà�íèÿ â òîì, ÷òîáû ïðîâåñòè îáðàòíóþ ïåðåñòàíîâêó;âûÿñíÿåòñÿ, ÷òî åå ìîæíî ñäåëàòü ¾â äðóãîì ìåñòå¿,÷åì îáåñïå÷èâàåòñÿ ñâîáîäà �îðìàëüíûõ ìàíèïóëÿ�öèé.Ìîæåò ïîêàçàòüñÿ, ÷òî òðåáîâàíèå ïîëüçîâàòüñÿòîëüêî ñòåïåííûìè ðÿäàìè ÿâëÿåòñÿ î÷åíü îãðàíè�÷èòåëüíûì. Íà ñàìîì äåëå ýòî íå òàê: â �èçè÷åñêèõïðèëîæåíèÿõ ÷èñëîâîé ðÿä ìîæåò âîçíèêíóòü òîëü�

êî â ðåçóëüòàòå òîãî, ÷òî ïàðàìåòðàì ìîäåëè ïðåä�ïèñûâàþòñÿ êàêèå-òî îïðåäåëåííûå çíà÷åíèÿ. Îáû÷�íî äîñòàòî÷íî âåðíóòüñÿ ê îáùåé ïîñòàíîâêå çàäà÷èèëè íåñêîëüêî îáîáùèòü ìîäåëü, ÷òîáû ðÿä îêàçàëñÿñòåïåííûì õîòÿ áû ïî îäíîìó ïàðàìåòðó. ×àñòî âû�ðó÷àþò íåõèòðûå �îðìàëüíûå ïðèåìû. Íàïðèìåð,åñëè â óðàâíåíèè Øðåäèíãåðà ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåð�ãèÿ U(x) ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê âîçìóùåíèå, òî ïî�ëó÷àåìûé ðÿä íå áóäåò ñòåïåííûì; íî åñëè ïåðåäåãî ïîñòðîåíèåì �îðìàëüíî çàìåíèòü U(x) íà gU(x)(èìåÿ â âèäó, ÷òî g ! 1 â êîíöå âû÷èñëåíèé), òî ðÿäîêàæåòñÿ ñòåïåííûì ïî g.Íåñêîëüêî ñëîâ î ðàñõîäÿùèõñÿ ÷èñëîâûõ ðÿ�äàõ (3.1). Íåïðîòèâîðå÷èâûå ìàíèïóëÿöèè ñ íèìèâ ïðèíöèïå âîçìîæíû [27℄, åñëè (3.1) ïîíèìàåòñÿêàê ñèìâîëè÷åñêàÿ çàïèñü, êîòîðóþ íåëüçÿ îòîæäå�ñòâëÿòü ñ îáû÷íîé ñóììîé � ïîñëåäíåå ïîðîæäàåòïàðàäîêñû, ïðèâîäèìûå îáû÷íî â ó÷åáíèêàõ [28℄. Òà�êèå ìàíèïóëÿöèè äîëæíû ïðîâîäèòüñÿ ïî ñïåöèàëü�íûì ïðàâèëàì, êîòîðûå äîâîëüíî èñêóññòâåííû è èç�âåñòíû ëèøü ñïåöèàëèñòàì. Â ñâîåé êîíñòðóêòèâíîé÷àñòè ýòè ïðàâèëà âîçíèêàþò èç ïðèíöèïà Ýéëåðà,åñëè îòîæäåñòâèòü ÷èñëîâîé ðÿä (3.1) ñî ñòåïåííûìðÿäîì (3.7) â ïðåäåëå x ! 1. Òàêîå îòîæäåñòâëåíèå�îðìàëüíî âñåãäà âîçìîæíî, íî íóæíî áûòü óâåðåí�íûì â òîì, ÷òî â ðÿäå (3.1) íå ïðîâîäèëàñü ïåðåñòà�íîâêà ÷ëåíîâ, íå âû÷åðêèâàëèñü íóëè è ò. ä. Ïðîêîí�òðîëèðîâàòü ïîñëåäíåå ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæíî, åñ�ëè ÷èñëîâîé ðÿä íå ïîëó÷åí èç èçâåñòíîãî ñòåïåííî�ãî ðÿäà. Ïî ýòîé ïðè÷èíå ÷èñëîâûå ðÿäû ïðàêòè÷å�ñêè íå èìåþò ñàìîñòîÿòåëüíîãî çíà÷åíèÿ.Îäíèì èç âàðèàíòîâ ïðèìåíåíèÿ ïðèíöèïà Ýéëå�ðà ÿâëÿåòñÿ èçâåñòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Áîðåëÿ: ðàç�äåëèâ è óìíîæèâ êàæäûé ÷ëåí ðÿäà íà N ! è ââå�äÿ èíòåãðàë, îïðåäåëÿþùèé ãàììà-�óíêöèþ, ïîëó�÷èì ïîñëå ïåðåñòàíîâêè ñóììèðîâàíèÿ è èíòåãðèðî�âàíèÿF (g) = 1XN=0FNgN = 1XN=0 FNN ! 1Z0 dx xNe�xgN == 1Z0 dx e�x 1XN=0 FNN ! (gx)N : (3.11)Ñòåïåííîé ðÿä â ïðàâîé ÷àñòè èìååò �àêòîðèàëüíîóëó÷øåííóþ ñõîäèìîñòü è îïðåäåëÿåò áîðåëåâñêèéîáðàç B(z) �óíêöèè F (g), ñâÿçàííûé ñ íåé èíòå�ãðàëüíûì ïðåîáðàçîâàíèåìF (g) = 1Z0 dx e�xB(gx); B(z) = 1XN=0 FNN ! zN : (3:12)1355



È. Ì. Ñóñëîâ ÆÝÒÔ, òîì 127, âûï. 6, 2005Ïðåîáðàçîâàíèå Áîðåëÿ äàåò åñòåñòâåííûé ñïîñîáñóììèðîâàíèÿ �àêòîðèàëüíî ðàñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâêâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ.3.3. Êàê îïðåäåëèòü ñóììó ðÿäà?Ïåðåéäåì ê îáñóæäåíèþ ñîâðåìåííîãî âçãëÿäàíà ïðîáëåìó. ¾Èäåàëüíóþ¿ ïðîãðàììó �îðìàëèçà�öèè ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.1. Ââåäåì êàêîå-íèáóäü îïðåäåëåíèå ñóììû ðÿäàS, êîòîðîå äëÿ ñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ ñîâïàäàåò ñ îáû÷�íûì.2. �àññìîòðèì êëàññ ïðåîáðàçîâàíèé L, ïåðåâî�äÿùèõ îäèí ðÿä â äðóãîé áåç èçìåíåíèÿ ñóììû:a0 + a1 + a2 + a3 + : : :+ aN + : : : = S !! b0 + b1 + b2 + b3 + : : :+ bN + : : : = S: (3.13)3. Óáåäèìñÿ, ÷òî êëàññ L äîñòàòî÷íî øèðîê è ïîç�âîëÿåò ý��åêòèâíî ïåðåâîäèòü ñõîäÿùèåñÿ ðÿäû âðàñõîäÿùèåñÿ è íàîáîðîò.4. Îïèøåì êëàññ ïðåîáðàçîâàíèé L: ýòî è áóäóòòå íîâûå ¾ïðàâèëà èãðû¿, êîòîðûå ïîçâîëÿò ñâîáîä�íî ìàíèïóëèðîâàòü ñ ðÿäàìè, íå îáðàùàÿ âíèìàíèåíà èõ ñõîäèìîñòü.�åàëèçîâàíà ëè ýòà ïðîãðàììà â ñîâðåìåííîé ìà�òåìàòèêå? Ôàêòè÷åñêè, äà. Âî âñÿêîì ñëó÷àå, îïè�ñàí äîñòàòî÷íî øèðîêèé ïîäêëàññ êëàññà L, âïîëíåäîñòàòî÷íûé äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ öåëåé. Íî, ê ñîæàëå�íèþ, òåîðèÿ íå èìååò òîãî èçÿùíîãî âèäà, êîòîðûéìû ïîïûòàëèñü ïðåäñòàâèòü. Äåëî â òîì, ÷òî ïðîáëå�ìû âîçíèêàþò óæå íà óðîâíå ïåðâîãî ïóíêòà: íå óäà�åòñÿ äàòü îïðåäåëåíèå ñóììû, êîòîðîå áûëî áû îäè�íàêîâî óäîáíî äëÿ âñåõ ñëó÷àåâ � ìåòîäû ñóììèðî�âàíèÿ, óäîáíûå äëÿ ñèëüíî ðàñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ, îêà�çûâàþòñÿ íåóäîâëåòâîðèòåëüíûìè äëÿ ñëàáî ðàñõî�äÿùèõñÿ è íàîáîðîò. Ïîýòîìó ïðèíèìàåòñÿ ïðåäåëü�íî ëèáåðàëüíàÿ òî÷êà çðåíèÿ: �îðìàëüíî äîïóñêà�þòñÿ ëþáûå îïðåäåëåíèÿ ñóììû, à ìàòåìàòèêà êàêàáñòðàêòíàÿ íàóêà èçó÷àåò ëèøü èõ âçàèìíîå ñîîò�âåòñòâèå. Âûáîð æå êîíêðåòíîãî îïðåäåëåíèÿ âîç�ëàãàåòñÿ íà ïîòðåáèòåëÿ. Òàêàÿ ïîçèöèÿ ìàòåìàòè�êîâ âûãëÿäèò íå âïîëíå äæåíòëüìåíñêîé: åñëè ïî�òðåáèòåëþ èçâåñòíî îïðåäåëåíèå ñóììû, òî âî âñåìîñòàëüíîì îí ðàçáåðåòñÿ ñàìîñòîÿòåëüíî. Íî ýòà ïî�çèöèÿ èìååò ïîä ñîáîé ðåàëüíûå îñíîâàíèÿ (ðàçä. 7).Â ïðèíöèïå èçâåñòíî, êàê ðåøàòü ïîäîáíûå ïðîá-ëåìû. Âñïîìíèì, êàê â �èçèêå ââîäèòñÿ ñòàíäàðòòåìïåðàòóðû. Çäåñü òîæå íåò åäèíîãî ìåòîäà èç�ìåðåíèÿ, îõâàòûâàþùåãî âñþ îáëàñòü òåìïåðàòóð;ïîýòîìó ââîäèòñÿ íåñêîëüêî ñòàíäàðòîâ � äëÿ âû�ñîêèõ òåìïåðàòóð, äëÿ íèçêèõ, äëÿ ñâåðõíèçêèõ è

ò. ä., � êîòîðûå ÷àñòè÷íî ïåðåêðûâàþòñÿ è â îáëàñ-òè ïåðåêðûòèÿ äàþò îäíî è òî æå. Àíàëîãè÷íûìîáðàçîì ìîæíî ïîñòóïèòü è â òåîðèè ðàñõîäÿùèõñÿðÿäîâ, ãäå èìååòñÿ ìíîãî ¾õîðîøèõ¿ ìåòîäîâ ñóììè�ðîâàíèÿ, ïîëíîñòüþ äðóã ñ äðóãîì ñîãëàñîâàííûõ3),íà îñíîâå êîòîðûõ è åñòåñòâåííî ïðèíÿòü êîìáèíè�ðîâàííîå îïðåäåëåíèå ñóììû ðÿäà. Ôàêòè÷åñêè ¾õî�ðîøèìè¿ ÿâëÿþòñÿ ìåòîäû, îñíîâàííûå íà ïðèíöè�ïå Ýéëåðà; ïîýòîìó òàêîé ïîäõîä âîçâðàùàåò íàñ êýòîìó ïðèíöèïó, íî íà áîëåå âûñîêîì �îðìàëüíîìóðîâíå è ñ íåêîòîðûìè îãðàíè÷åíèÿìè.Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèâåäåì äâà âîçìîæíûõîïðåäåëåíèÿ ñóììû.Îïðåäåëåíèå Ýéëåðà. Åñëè ñòåïåííîé ðÿä (3.7)ñõîäèòñÿ ïðè ìàëûõ x, òî îí îïðåäåëÿåò ðåãóëÿðíóþ�óíêöèþ f(x), àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå êîòîðîéäàåò ñóììó ðÿäà (3.7) çà ïðåäåëàìè êðóãà ñõîäèìî�ñòè.Â �èçè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ ýòî îïðåäåëåíèå ïðè�íèìàåòñÿ áåç îãîâîðîê. Êàê óæå óêàçûâàëîñü, îíî íåÿâëÿåòñÿ âïîëíå çàìêíóòûì, òàê êàê îñòàåòñÿ âîïðîñî âûáîðå âåòâè àíàëèòè÷åñêîé �óíêöèè. Îäíàêî âñèòóàöèÿõ, êîãäà òàêîå îïðåäåëåíèå èìååò ñìûñë,âñå âû÷èñëåíèÿ ìîãóò áûòü ïðîäåëàíû ñ èñïîëüçîâà�íèåì ëèøü ñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ, ÷òî è óñòðàíÿåò óêà�çàííóþ íåîïðåäåëåííîñòü. �åàëüíàÿ ïîòðåáíîñòü âòåîðèè ðàñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ âîçíèêàåò ëèøü â ñëó�÷àå íóëåâîãî ðàäèóñà ñõîäèìîñòè, êîãäà îïðåäåëåíèåÝéëåðà òåðÿåò ñìûñë.Îïðåäåëåíèå Áîðåëÿ ïðèìåíèìî è â ïîñëåäíåìñëó÷àå; ñîãëàñíî åìó ñóììà èñõîäíîãî ðÿäà â (3.11)äàåòñÿ �îðìóëàìè (3.12). Ýòî îïðåäåëåíèå ñîãëà�ñóåòñÿ ñ äðóãèìè îïðåäåëåíèÿìè, îñíîâàííûìè íàïðèíöèïå Ýéëåðà, è óäîâëåòâîðÿåò âñåì íåîáõîäè�ìûì òðåáîâàíèÿì.3.4. Àñèìïòîòè÷åñêàÿ òðàêòîâêàðàñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâÑîâðåìåííàÿ òåîðèÿ ðàñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ èìååò¾äâà èñòî÷íèêà � äâå ñîñòàâíûå ÷àñòè¿. Èçëîæåí�íîå âûøå ïðåäñòàâëÿåò ñóòü òåîðèè ñóììèðîâàíèÿ, âçàêîí÷åííîì âèäå ñ�îðìóëèðîâàííîé Áîðåëåì [29℄.Áîëåå øèðîêî èçâåñòíà àñèìïòîòè÷åñêàÿ òðàêòîâ�êà ðàñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ, ïðèíàäëåæàùàÿ Ïóàíêàðå[30℄. Ñòåïåííîé ðÿä ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèì äëÿ�óíêöèè f(x), åñëèf(x) = a0+a1x+a2x2+ : : :+aNxN+RN (x); (3:14)3) Íî ñóùåñòâóåò è ìíîãî ¾ïëîõèõ¿, êîòîðûå ïðîòèâîðå÷àòäðóã äðóãó.1356



ÆÝÒÔ, òîì 127, âûï. 6, 2005 �àñõîäÿùèåñÿ ðÿäû òåîðèè âîçìóùåíèéãäå RN (x) = O(xN+1) ; x! 0 ; (3:15)ò. å. ïðè ìàëûõ x �óíêöèÿ f(x) õîðîøî àïïðîêñèìè�ðóåòñÿ îòðåçêîì ðÿäà. Àñèìïòîòè÷åñêàÿ òðàêòîâêàêîíñòðóêòèâíà òîëüêî ïðè íàëè÷èè ìàëîãî ïàðàìåò�ðà, íî â ýòîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå óäîáíîé �îíà ïîçâîëÿåò íå ïðîâîäèòü ñóììèðîâàíèÿ äàëåêèõ÷ëåíîâ ðÿäà è äàæå íå èíòåðåñîâàòüñÿ èõ ïîâåäåíè�åì. Äðóãèì äîñòîèíñòâîì ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü ïî�ñòðîåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî ðÿäà (3.6) ïî ïðîèçâîëü�íîé ñèñòåìå �óíêöèé � ïðè óñëîâèè, ÷òî êàæäàÿèç �óíêöèé fn(x) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ áûñòðåå, ÷åìfn�1(x)4).Ñîîòâåòñòâèå ìåæäó �óíêöèÿìè è ñòåïåííû�ìè àñèìïòîòè÷åñêèìè ðÿäàìè íå ÿâëÿåòñÿ âçàèì�íî-îäíîçíà÷íûì, òàê êàê ê f(x) ìîæíî äîáàâèòü�óíêöèþ òèïà exp(�a=x), äëÿ êîòîðîé âñå êîý��è�öèåíòû ðÿäà (3.14) ðàâíû íóëþ. Äëÿ ðÿäîâ, ñõîäÿ�ùèõñÿ ïðè ìàëûõ x, ýòà íåîäíîçíà÷íîñòü èñêëþ÷à�åòñÿ òðåáîâàíèåì àíàëèòè÷íîñòè ïðè x = 0, òîãäàêàê äëÿ ðÿäîâ ñ íóëåâûì ðàäèóñîì ñõîäèìîñòè òà�êîå óñëîâèå íàëîæèòü íåëüçÿ. Íà ïåðâûé âçãëÿä, ýòîîçíà÷àåò íåâîçìîæíîñòü ïðèïèñàòü ðàñõîäÿùåìóñÿðÿäó êàêóþ-òî îïðåäåëåííóþ ñóììó.Â äåéñòâèòåëüíîñòè ýòî íå òàê. Ñìûñë àñèìïòî�òè÷åñêîãî ðàâåíñòâà â òîì, ÷òî ÷àñòè÷íàÿ ñóììà ðÿ�äà a0 + : : : + aNxN ñ íåêîòîðîé òî÷íîñòüþ RN (x)¾ïîõîæà¿ íà �óíêöèþ f(x). Íè÷åãî óäèâèòåëüíî�ãî, ÷òî òàêèõ �óíêöèé äëÿ çàäàííîé òî÷íîñòè îêà�çûâàåòñÿ ìíîãî. Åñëè óìåíüøàòü äîïóñòèìóþ âåëè�÷èíó îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà RN (x), òî ìíîæåñòâî òà�êèõ �óíêöèé ñóæàåòñÿ è â êîíå÷íîì èòîãå ìîæåòîñòàòüñÿ îäíà. Êàê âûÿñíÿåòñÿ, èìåííî ýòî è ïðîèñ�õîäèò: äîñòàòî÷íî ëèøü íåìíîãî óæåñòî÷èòü �îðìóîñòàòî÷íîãî ÷ëåíà, ÷òîáû ñîîòâåòñòâèå ìåæäó �óíê�öèÿìè è àñèìïòîòè÷åñêèìè ðÿäàìè ñòàëî âçàèì�íî-îäíîçíà÷íûì. Èìåííî, âìåñòî ñòàíäàðòíîãî óñëî�âèÿ (3.15) äîñòàòî÷íî ïðèíÿòü òàê íàçûâàåìîå ñèëü�íîå àñèìïòîòè÷åñêîå óñëîâèåjRN (x)j < CN jxjN+1 ; x 2 G ; (3:16)ãäå G � íåêîòîðàÿ îáëàñòü, ñîäåðæàùàÿ òî÷êóx = 0, CN � ñïåöèàëüíî ïîäîáðàííûå êîý��èöè�åíòû. Åäèíñòâåííóþ �óíêöèþ, êîòîðàÿ óäîâëåòâî�ðÿåò ñèëüíîìó àñèìïòîòè÷åñêîìó óñëîâèþ è ¾áîëü�øå âñåãî ïîõîæà¿ íà àñèìïòîòè÷åñêèé ðÿä, êàê ðàç4) Ïðè x � 1 ðÿäó (3.6), â îòëè÷èå îò ðÿäà (3.7), íåëüçÿ ïðè�äàòü âîîáùå íèêàêîãî ñìûñëà, íî ýòî è íå î÷åíü àêòóàëüíî:åñëè ðàçëîæåíèå íå ðåãóëÿðíî è íå èñïîëüçóåò ìàëîãî ïàðà�ìåòðà, òî çà÷åì èì ïîëüçîâàòüñÿ?

è åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü åãî ñóììîé. Ñîãëàñíî òåîðå�ìå Âàòñîíà [27℄, äëÿ øèðîêîãî êëàññà ðàñõîäÿùèõñÿðÿäîâ ýòà åäèíñòâåííàÿ �óíêöèÿ îïðåäåëÿåòñÿ áîðå�ëåâñêèì èíòåãðàëîì (3.12). Òàêèì îáðàçîì, êàê òåî-ðèÿ ñóììèðîâàíèÿ, òàê è àñèìïòîòè÷åñêàÿ òåîðèÿïðèõîäÿò ê ïðèçíàíèþ áîðåëåâñêîé ñóììû â êà÷å�ñòâå åñòåñòâåííîé ñóììû ðàñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà.Èç ñêàçàííîãî ÿñíî, êàê ðåøàåòñÿ ïðîáëåìàíåïåðòóðáàòèâíûõ âêëàäîâ òèïà exp(�a=x), êîòîðàÿ÷àñòî ñ÷èòàåòñÿ àðãóìåíòîì ïðîòèâ èñïîëüçîâàíèÿðÿäîâ òåîðèè âîçìóùåíèé. Ïðèíÿòèå áîðåëåâñêîãîîïðåäåëåíèÿ ñóììû îçíà÷àåò, ÷òî òàêèå ÷ëåíû íåäîëæíû â ÿâíîì âèäå äîáàâëÿòüñÿ ê áîðåëåâñêîìóèíòåãðàëó (3.12). Ïðè �îðìàëüíûõ ìàíèïóëÿöèÿõñî ñòåïåííûìè ðÿäàìè òàêèå ÷ëåíû íå âîçíèêàþò,åñëè íå ïðîâîäèòü òåéëîðîâñêèõ ðàçëîæåíèé â çàâå�äîìî ñèíãóëÿðíûõ òî÷êàõ.3.5. Ôèçè÷åñêèå àðãóìåíòûÏðèâåäåì òåïåðü �èçè÷åñêèå àðãóìåíòû â ïîëü�çó òîãî, ÷òî ðÿäû òåîðèè âîçìóùåíèé äîëæíû ïîíè�ìàòüñÿ â áîðåëåâñêîì ñìûñëå.Ïóñòü ñòåïåííîé ðÿä (3.7) èìååò êîíå÷íûé ðàäè�óñ ñõîäèìîñòè; òîãäà îïðåäåëÿåìàÿ èì àíàëèòè÷å�ñêàÿ �óíêöèÿ f(x) èìååò îñîáûå òî÷êè A, B, C; : : : ,íàõîäÿùèåñÿ íà êîíå÷íîì ðàññòîÿíèè îò íà÷àëà êî�îðäèíàò (ðèñ. 3a). Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî â ýòîì ñëó�÷àå áîðåëåâñêîå îïðåäåëåíèå ñóììû ñîâïàäàåò ñ ýé�ëåðîâûì, êîòîðîå çàâåäîìî óäîâëåòâîðèòåëüíî äëÿ�èçè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé.Ïóñòü îäíà èç îñîáûõ òî÷åê A ïðèáëèæàåòñÿ êíà÷àëó êîîðäèíàò. Â ñëó÷àå ïîëþñà èëè ñòåïåííîéñèíãóëÿðíîñòè ýòî ïðèâåäåò ê ðàñõîäèìîñòè êîý���èöèåíòîâ ðÿäà, è ïðè íóëåâîì ðàäèóñå ñõîäèìîñòèîí ïîòåðÿåò ñìûñë. Íî ñóùåñòâóåò êàòåãîðèÿ ñèí�ãóëÿðíîñòåé, êîòîðûå ìîæíî ïðèáëèæàòü ê íà÷àëóêîîðäèíàò, íå âûçûâàÿ ðàñõîäèìîñòè êîý��èöèåí�òîâ, � ýòî òî÷êè âåòâëåíèÿ ñ ýêñïîíåíöèàëüíî óáû�âàþùèì ñêà÷êîì íà ðàçðåçå. Òàê, àñèìïòîòèêå Ëè�ïàòîâà (2.5) ñîîòâåòñòâóåò ñêà÷îê íà ðàçðåçå5) äëÿ�óíêöèè F (g) [31, 32℄:�F (g) = 2�i� 1ag�b exp�� 1ag� : (3:17)5) Ñîîòâåòñòâèå ìåæäó (3.17) è (2.5) ìîæíî óñòàíîâèòü, âû�÷èñëÿÿ ñêà÷îê íà ðàçðåçå äëÿ áîðåëåâñêîé ñóììû ðÿäà ñ àñèì�ïòîòèêîé êîý��èöèåíòîâ (2.5). Äðóãîé ñïîñîá âûâîäà � çà�ïèñàòü èíòåãðàëüíóþ �îðìóëó Êîøè äëÿ òî÷êè g, ëåæàùåé âîáëàñòè àíàëèòè÷íîñòè, è äå�îðìèðîâàòü êîíòóð èíòåãðèðî�âàíèÿ òàê, ÷òîáû îí ïðîõîäèë âîêðóã ðàçðåçà. Òîãäà ñêà÷îêíà ðàçðåçå (3.17) ïîðîæäàåò àñèìïòîòèêó (2.5) êîý��èöèåí�òîâ ðàçëîæåíèÿ.1357
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�èñ. 3. Åñëè îäíà èç îñîáûõ òî÷åê A ïðèáëèæà-åòñÿ ê íà÷àëó êîîðäèíàò, òî ðàäèóñ ñõîäèìîñòè róìåíüøàåòñÿ (à). Ïðè êîíå÷íûõ r ýéëåðîâà ñóììàSE ñîâïàäàåò ñ áîðåëåâñêîé SB; ïðè r = 0 ïåðâàÿòåðÿåò ñìûñë, òîãäà êàê âòîðàÿ äîîïðåäåëÿåò åå ïîíåïðåðûâíîñòè (á )Ïðè óìåíüøåíèè ðàäèóñà ñõîäèìîñòè r áîðåëåâñêàÿè ýéëåðîâà ñóììû èçìåíÿþòñÿ, îñòàâàÿñü ðàâíûìèäðóã äðóãó; ïðè r = 0 ýéëåðîâà ñóììà òåðÿåò ñìûñë,òîãäà êàê áîðåëåâñêàÿ ñîîòâåòñòâóåò åå äîîïðåäåëå�íèþ ïî íåïðåðûâíîñòè (ðèñ. 3á ).Ïðåäåëó r ! 0 ìîæíî ïðèäàòü ïðÿìîé �èçè÷å�ñêèé ñìûñë. Âåðíåìñÿ ê çàäà÷å î �åðìè-ãàçå ñ òî�÷å÷íûì âçàèìîäåéñòâèåì, îáñóæäàâøåéñÿ â ðàçä. 1.Êóïåðîâñêàÿ íåóñòîé÷èâîñòü èìååò ìåñòî äëÿ ïðîèç�âîëüíûõ g < 0 ëèøü ïðè òåìïåðàòóðå, ðàâíîé íóëþ.Ïðè êîíå÷íîé òåìïåðàòóðå T îáëàñòü íåóñòîé÷èâî�ñòè ñäâèãàåòñÿ â ñòîðîíó îòðèöàòåëüíûõ g íà âåëè�÷èíó g, êîòîðàÿ ñâÿçàíà ñ òåìïåðàòóðîé ñîîòíîøå�íèåì òèïà �îðìóëû ÁÊØ, T / expf�onst=gg. Âðåçóëüòàòå ðÿä òåîðèè âîçìóùåíèé ïðèîáðåòàåò êî�íå÷íûé ðàäèóñ ñõîäèìîñòè g, êîòîðûé ñòðåìèòñÿê íóëþ ïðè ïîíèæåíèè òåìïåðàòóðû. Âîîáùå ãîâî�ðÿ, çíà÷åíèå íåêîòîðîé âåëè÷èíû, âû÷èñëåííîå ïðèñòðîãîì íóëå òåìïåðàòóðû, íå ñîâïàäàåò ñ åå ïðåäå�

ëîì ïðè T ! 0. Ôèçè÷åñêèé æå ñìûñë èìååò èìåííîïðåäåë T ! 0, ò. å. çíà÷åíèå ïðè T = 0 âñåãäà ïðà�âèëüíî äîîïðåäåëÿòü ïî íåïðåðûâíîñòè. Èìåííî ýòîè äåëàåò áîðåëåâñêàÿ ñóììà ðÿäà.4. ÀÑÈÌÏÒÎÒÈÊÀ ËÈÏÀÒÎÂÀ Â �ÀÇÍÛÕÑËÓ×ÀßÕÂû÷èñëåíèå àñèìïòîòèêè Ëèïàòîâà (2.5) îêà�çûâàåòñÿ äîñòàòî÷íî ãðîìîçäêèì, åñëè ñòàâèòü öå�ëüþ íàõîæäåíèå âñåõ åå ïàðàìåòðîâ a; b; . Åñëè æåîãðàíè÷èòüñÿ îïðåäåëåíèåì òîëüêî åå �óíêöèîíàëü�íîé �îðìû, òî âîçìîæíû ïðîñòûå ñòðóêòóðíûå âû�÷èñëåíèÿ, ñâîäÿùèåñÿ ê �îðìàëüíîìó ðàçëîæåíèþâáëèçè ïåðåâàëà è âûäåëåíèþ çàâèñèìîñòè îò N .Íèæå ìû ïðîäåìîíñòðèðóåì òàêèå âû÷èñëåíèÿ äëÿîñíîâíûõ çàäà÷ òåîðåòè÷åñêîé �èçèêè.4.1. Òåîðèÿ '4Íà÷íåì ñ n-êîìïîíåíòíîé òåîðèè '4, äëÿ êîòî�ðîé äåéñòâèå èìååò âèäSfg; 'g == Z ddx8<:12 nX�=1 [��'�(x)℄2 + 12m2 nX�=1'2�(x)++ 14g nX�=1'2�(x)!29=; (4.1.1)(d � ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà) è ðàññìàòðèâàþòñÿ�óíêöèîíàëüíûå èíòåãðàëû âèäàZM (g) = Z D''�1(x1)'�2 (x2) : : : '�M (xM )�� exp (�Sfg; 'g) ; (4.1.2)÷åðåç êîòîðûå âûðàæàþòñÿ M -òî÷å÷íûå �óíêöèè�ðèíà GM (g) = ZM (g)Z0(g) ; (4:1:3)ñîîòâåòñòâóþùèå äèàãðàììàì ñM âíåøíèìè êîíöà�ìè. Â äàëüíåéøåì áóäåì èñïîëüçîâàòü ñîêðàùåííûåîáîçíà÷åíèÿ äëÿ èíòåãðàëà (4.1.2),Z(g) = Z D''(1) : : : '(M) exp (�Sfg; 'g) ; (4:1:4)è íîðìèðîâàòü åãî íà àíàëîãè÷íûé èíòåãðàë ñM = 0, g = 0, âêëþ÷àÿ ìíîæèòåëü Z�10 (0) â ñèìâîëD'. Ôàêòè÷åñêè ÿâíûé âèä äåéñòâèÿ íàì íå ïîòðå�áóåòñÿ, à áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ ëèøü õàðàêòåðíûå1358



ÆÝÒÔ, òîì 127, âûï. 6, 2005 �àñõîäÿùèåñÿ ðÿäû òåîðèè âîçìóùåíèéäëÿ íåãî ñâîéñòâà îäíîðîäíîñòè, ïîçâîëÿþùèå çàïè�ñàòü åãî â âèäåSfg; 'g = Sf�gg ; ãäå ' = �pg : (4:1:5)Íà÷íåì ñ êîíå÷íîìåðíîãî èíòåãðàëà òèïà (4.1.4), êî�ãäà D' = d'1d'2 : : : d'm, è ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ� = ���������� �1�2��m ���������� ; S0f�g = ���������� �S=��1�S=��2: : :�S=��m ���������� ;S00f�g =  �2S��i��j  ; (4.1.6)
êîòîðûå ïîçâîëÿþò çàïèñûâàòü âñå âûðàæåíèÿ ïîàíàëîãèè ñ îäíîêðàòíûì èíòåãðàëîì. Ïðè ïåðåõî�äå ê áåñêîíå÷íîìó ÷èñëó èíòåãðèðîâàíèé S0f�g èS00f�g ïåðåéäóò â ïåðâóþ è âòîðóþ �óíêöèîíàëü�íûå ïðîèçâîäíûå, ïîíèìàåìûå ñîîòâåòñòâåííî êàêâåêòîð è ëèíåéíûé îïåðàòîð.Ñîãëàñíî ðàçä. 2, êîý��èöèåíòû ðàçëîæåíèÿ äà�þòñÿ �îðìóëîéZN = IC dg2�ig Z D''(1) : : : '(M) �� exp��Sf�gg �N ln g� ; (4.1.7)à óñëîâèÿ ïåðåâàëà èìåþò âèäS0f�g = 0 ; g = Sf�gN : (4:1:8)�àçëîæåíèå âûðàæåíèÿ â ýêñïîíåíòå (4.1.7) äî êâàä-ðàòè÷íûõ ÷ëåíîâ ïî Æ� = �� � è Æg = g � g äàåò�N�N ln g�N2 (Æ�; S00f�gÆ�)Sf�g � N2g2 (Æg)2 : (4:1:9)Ó÷èòûâàÿ, ÷òîÆ� = pg�Æ'+ Æg2g'� ; Æ' = '� ' ; (4:1:10)è ñäâèãàÿ íà÷àëî îòñ÷åòà Æ', èìååìZN = e�Ng�N�M=2 1Z�1 dt2� Z D'�(1) : : : �(M) �� exp��12 (Æ'; S00f�gÆ') + N2 t2� ; (4.1.11)

ãäå ìû ïîëîæèëè Æg = igt, òàê êàê ïåðåâàëüíàÿòî÷êà ïðîõîäèòñÿ â âåðòèêàëüíîì íàïðàâëåíèè. Âû�÷èñëåíèå ãàóññîâà èíòåãðàëà äàåòZN = onstp�det[S00f�g℄ Sf�g�N �� ��N + M2 � ; (4.1.12)è âîñïðîèçâîäèòñÿ �óíêöèîíàëüíàÿ �îðìà àñèìïòî�òèêè Ëèïàòîâà (2.5).�åçóëüòàò (4.1.12) íå çàâèñèò îò ÷èñëà èíòåãðèðî�âàíèé m è â ïðèíöèïå îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâûì ïðèm ! 1, ò. å. ïðè ïåðåõîäå ê �óíêöèîíàëüíîìó èí�òåãðàëó. Îäíàêî â ðåàëüíîì �óíêöèîíàëüíîì èíòå�ãðàëå âñåãäà èìåþòñÿ íóëåâûå ìîäû, ñâÿçàííûå ññèììåòðèåé äåéñòâèÿ, Sf�g = SfL̂�g, îòíîñèòåëü�íî íåêîòîðîé íåïðåðûâíîé ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé,îïðåäåëÿåìûõ îïåðàòîðîì L̂; òîãäà åñëè � � èíñòàí�òîí (ò. å. ðåøåíèå óðàâíåíèÿ S0f�g = 0), òî è L̂� �òîæå èíñòàíòîí (S0fL̂�g = 0). Ââèäó íåïðåðûâíî�ñòè ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé ñóùåñòâóåò îïåðàòîð L̂,ñêîëü óãîäíî áëèçêèé ê åäèíè÷íîìó, L̂� = 1 + �T̂ ,îòêóäà ëåãêî çàêëþ÷èòü, ÷òî T̂� åñòü ñîáñòâåííûéâåêòîð îïåðàòîðà S00f�g, ñîîòâåòñòâóþùèé íóëåâî�ìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ. Ïîýòîìó det[S00f�g℄ = 0è ðåçóëüòàò (4.1.12) ðàñõîäèòñÿ. Ýòà ðàñõîäèìîñòü âäåéñòâèòåëüíîñòè �èêòèâíà è ñâÿçàíà ëèøü ñ íåïðè�ìåíèìîñòüþ ãàóññîâà ïðèáëèæåíèÿ äëÿ èíòåãðèðî�âàíèÿ ïî íóëåâûì ìîäàì.Äëÿ êîððåêòíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ïîñëåäíèìââîäÿòñÿ êîëëåêòèâíûå ïåðåìåííûå �i, êîòîðûå�îðìàëüíûì îáðàçîì îïðåäåëÿþòñÿ äëÿ ïðîèçâîëü�íîé êîí�èãóðàöèè ' è ÿâëÿþòñÿ åå �óíêöèîíàëà�ìè, �i = fif'g. Ïðèìåðîì òàêîé ïåðåìåííîé ÿâëÿåò�ñÿ öåíòð èíñòàíòîíà x0, êîòîðûé ìîæíî îïðåäåëèòüóñëîâèåì Z ddx'4(x)(x � x0) = 0 ; (4:1:13)òàê ÷òî x0 = Z ddx'4(x)xZ ddx'4(x) : (4:1:14)Èíòåãðèðîâàíèå ïî êîëëåêòèâíûì ïåðåìåííûì ââî�äèòñÿ ïóòåì âíåñåíèÿ ïîä èíòåãðàë (4.1.11) ðàçëîæå�íèÿ åäèíèöû1 = rYi=1 Z d�iÆ (�i � fif'g) ; (4:1:15)1359



È. Ì. Ñóñëîâ ÆÝÒÔ, òîì 127, âûï. 6, 2005ãäå �óíêöèîíàëû fif'g ìîæíî âûáðàòü6) îäíîðîä�íûìè ïî ' ñî ñòåïåíüþ îäíîðîäíîñòè ðàâíîé íóëþ(ñð. ñ (4.1.14)). Ëèíåàðèçóåì àðãóìåíòû Æ-�óíêöèéâ (4.1.15) âáëèçè ïåðåâàëüíîé êîí�èãóðàöèè,1 = rYi=1 Z d�i Æ (�i � fif'g � (f 0if'g; Æ')) == rYi=1 Z d�i Æ (�i � fif�g�� pg(f 0if�g; Æ')) ; (4.1.16)è âûáåðåì èíñòàíòîí òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëî�âèå �i � fif�g = 0 (òàê â (4.1.14) ýòîìó ñîîòâåò�ñòâóåò âûáîð ðåøåíèÿ, ñèììåòðè÷íîãî îòíîñèòåëü�íî òî÷êè x = x0); òîãäà � ñòàíîâèòñÿ �óíêöèåé �i.ò. å. � � ��. Ñäåëàåì ëèíåéíóþ çàìåíó Æ' ! ŜÆ'ñ det Ŝ = 1, äèàãîíàëèçóþùóþ ìàòðèöó îïåðàòîðàS00f�g, è ïîëîæèìD' = D0' rYi=1 d ~'i ; (4:1:17)ãäå ìû âûäåëèëè r ïåðåìåííûõ èíòåãðèðîâàíèÿ(îòìå÷àåìûõ òèëüäîé), êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò íó�ëåâûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì îïåðàòîðà S00f�gè �àêòè÷åñêè íå âõîäÿò â ýêñïîíåíòó (4.1.11).Ïîäñòàâëÿÿ (4.1.16), (4.1.17) â (4.1.11), óñòðàíÿÿÆ-�óíêöèè èíòåãðèðîâàíèåì ïî Æ ~'i è âû÷èñëÿÿ ãàóñ�ñîâ èíòåãðàë ïî D0', èìååìZN = S�N0 ��N + M + r2 � ;S0 = Sf�g ; (4.1.18) = S�(M+r)=20(2�)1+r=2 s� detS00f0gdet[S00f�g℄P 0 1det[f 0f�g℄P �� Z rYi=1 d�i �(1)� : : : �(M)� ; (4.1.19)ãäå f 0f�g � îïåðàòîð, ìàòðèöà êîòîðîãî ñîñòàâëå�íà èç ñòîëáöîâ f 0if�g, èíäåêñû ¾P¿ è ¾P 0¿ îòìå�÷àþò ïðîåêòèðîâàíèå íà ïîäïðîñòðàíñòâî íóëåâûõìîä è ïîäïðîñòðàíñòâî, äîïîëíèòåëüíîå ê íåìó7).Ïðè �àêòè÷åñêîì âû÷èñëåíèè êîíñòàíòû  âîçíèêà�þò óëüòðà�èîëåòîâûå ðàñõîäèìîñòè, êîòîðûå, êàê6) Ôàêòè÷åñêè ðåçóëüòàòû íå çàâèñÿò îò êîíêðåòíîãî âèäà�óíêöèîíàëîâ [33℄ è ñóùåñòâåííà ëèøü èõ ëèíåéíàÿ íåçàâè�ñèìîñòü.7) Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ îïðåäåëèòåëü det[f 0f�g℄P çàâèñèòîò êîëëåêòèâíûõ ïåðåìåííûõ è äîëæåí âíîñèòüñÿ ïîä èíòå�ãðàë ïî d�i.

îáû÷íî, óñòðàíÿþòñÿ ïåðåíîðìèðîâêîé ìàññû è çà�ðÿäà. Îáùàÿ ñõåìà òàêèõ ïåðåíîðìèðîâîê ðàçðàáî�òàíà Áðåçàíîì è Ïàðèçè [8; 34℄. Êîíêðåòíûå çíà÷å�íèÿ ïàðàìåòðîâ àñèìïòîòèêè (4.1.18) ìîãóò áûòüíàéäåíû â ðàáîòàõ [7; 14; 34; 35℄, à íàèáîëåå îáùèå�îðìàëüíûå ðåçóëüòàòû � â ðàáîòàõ [36�38℄.Ñîãëàñíî (4.1.18) íà êàæäóþ ñòåïåíü ñâîáîäû,ñîîòâåòñòâóþùóþ íóëåâûì ìîäàì, ïðèõîäèòñÿ 1=2â àðãóìåíòå ãàììà-�óíêöèè. Ýòî íàïîìèíàåò êëàñ�ñè÷åñêèé çàêîí ðàâíîðàñïðåäåëåíèÿ è ïðè áëèæàé�øåì ðàññìîòðåíèè â òî÷íîñòè åìó ñîîòâåòñòâóåò.Äåéñòâèòåëüíî, êëàññè÷åñêàÿ ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñóììàZ îïðåäåëÿåòñÿ êîí�èãóðàöèîííûì èíòåãðàëîì îòexp(�H=T ) è ïðè óâåëè÷åíèè ÷èñëà êîëåáàòåëüíûõñòåïåíåé ñâîáîäû ros íà åäèíèöó ïðîèñõîäèò çàìå�íà Z ! ZT 1=2, ÷òî äàåò äîïîëíèòåëüíûé âêëàä 1=2â òåïëîåìêîñòü [39℄. Èíòåðåñóþùèé íàñ èíòåãðàë(4.1.4) îïðåäåëÿåòñÿ ýêñïîíåíòîé exp (�Sf�g=g), èêîíñòàíòà ñâÿçè g èãðàåò ðîëü òåìïåðàòóðû. Óâå�ëè÷åíèå íà åäèíèöó ÷èñëà íóëåâûõ ìîä r ñîîòâåò�ñòâóåò óìåíüøåíèþ íà åäèíèöó ros è äàåò çàìåíóZ ! Zg�1=2; ïðè âû÷èñëåíèè àñèìïòîòèêè Ëèïàòî�âà ìíîæèòåëü g�1=2 îöåíèâàåòñÿ â ïåðåâàëüíîé òî÷�êå g � 1=N (ñì. (4.1.8)), ÷òî ïðèâîäèò ê çàìåíåZN ! ZNN1=2 è äîáàâëåíèþ 1=2 â àðãóìåíò ãàì�ìà-�óíêöèè. Â òåîðèè '4 ïðè d < 4 ïîëíîå ÷èñëîíóëåâûõ ìîä ðàâíî r = d + n � 1, èç êîòîðûõ d ñî�îòâåòñòâóþò òðàíñëÿöèÿì èíñòàíòîíà, à (n � 1) �åãî âðàùåíèÿì â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå. Â áåçìàñ�ñîâîé ÷åòûðåõìåðíîé òåîðèè ê íèì äîáàâëÿåòñÿ äè�ëàòàöèîííàÿ ìîäà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ èçìåíåíèþ ðà�äèóñà èíñòàíòîíà è ñâÿçàííàÿ ñ ìàñøòàáíîé èíâàðè�àíòíîñòüþ.Çàêîí ðàâíîðàñïðåäåëåíèÿ ìîæåò íàðóøàòüñÿïðè íàëè÷èè ìÿãêèõ ìîä, êîòîðûå ñâÿçàíû ñ ïðè�áëèæåííûìè ñèììåòðèÿìè ñèñòåìû. Òîãäà íåêîòî�ðûå ñòåïåíè ñâîáîäû â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè âûãëÿ�äÿò êàê íóëåâûå ìîäû (ðèñ. 4à), íî ïðè áîëåå òî÷íîìðàññìîòðåíèè ñîîòâåòñòâóþò äâèæåíèþ â ìåäëåííî�ìåíÿþùåìñÿ ïîòåíöèàëüíîì ðåëüå�å (ðèñ. 4á ), êî�òîðûé ìîæåò ñâîäèòüñÿ ê êîëåáàíèÿì â íåàíàëèòè�÷åñêîì ìèíèìóìå (ðèñ. 4â); òîãäà èõ âêëàä â àðãó�ìåíò ãàììà-�óíêöèè îêàçûâàåòñÿ îòëè÷íûì îò íóëÿè 1=2.Ïðîáëåìà, âîçíèêàþùàÿ ïðè íàëè÷èè ìÿãêèõìîä, ñîñòîèò â òîì, ÷òî èíñòàíòîí � ÿâëÿåòñÿ ëèøüïðèáëèæåííûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ S0f�g = 0, òî�ãäà êàê òî÷íîãî ðåøåíèÿ ìîæåò âîîáùå íå ñóùåñòâî�âàòü. Ïîýòîìó ïðè ðàçëîæåíèè äåéñòâèÿ âáëèçè �âîçíèêàþò ëèíåéíûå ïî Æ� ÷ëåíû, òðåáóþùèå àê�êóðàòíîãî èñêëþ÷åíèÿ. Ââåäåì êîëëåêòèâíóþ ïåðå�ìåííóþ z, õàðàêòåðèçóþùóþ ïîëîæåíèå â ìåäëåí�1360
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�èñ. 4. Ìÿãêèå ìîäû â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè âûãëÿ-äÿò êàê íóëåâûå (à), íî ïðè áîëåå òî÷íîì ðàññìîò-ðåíèè ñîîòâåòñòâóþò äâèæåíèþ â ìåäëåííîìåíÿþ-ùåìñÿ ïîòåíöèàëå (á ), êîòîðûé ìîæåò ñâîäèòüñÿ êíåàíàëèòè÷åñêîìó ìèíèìóìó (â)íîìåíÿþùåìñÿ ïîòåíöèàëå (ðèñ. 4á ), êîòîðàÿ �îð�ìàëüíûì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ äëÿ ïðîèçâîëüíîéèíñòàíòîííîé êîí�èãóðàöèè è ÿâëÿåòñÿ åå �óíêöèî�íàëîì, z = ff�g. Èäåÿ ñîñòîèò â ïîèñêå ýêñòðåìóìàäåéñòâèÿ ïðè äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè (êîíñòðýéí�òå) ff�g = onst, ò. å. �èêñèðîâàííîì çíà÷åíèè z, èïîñëåäóþùåì èíòåãðèðîâàíèè ïî z. Òîãäà èíñòàíòîíîïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåìS0f�g � �f 0f�g = 0 (4:1:20)(� � ìíîæèòåëü Ëàãðàíæà), à èíòåãðèðîâàíèå ïî zââîäèòñÿ ïóòåì âíåñåíèÿ ïîä �óíêöèîíàëüíûé èí�òåãðàë ðàçëîæåíèÿ åäèíèöû1 = Z dz Æ(z � ff�g) == Z dz Æ (z � ff�g � (f 0f�g; Æ�)) : (4.1.21)Âûáèðàÿ èíñòàíòîí èç óñëîâèÿ z = ff�g, ïîëó÷èìZ(g) = Z D''(1) : : : '(M) �� exp8><>:�Sf�g+(S0f�g; Æ�)+12(Æ�; S00f�gÆ�)g 9>=>;�� Z dz Æ (�(f 0f�g; Æ�)) ; (4.1.22)è ëèíåéíûå ïî Æ� ÷ëåíû â ýêñïîíåíòå óñòðàíÿþò�ñÿ Æ-�óíêöèåé ââèäó óñëîâèÿ (4.1.20). Ïîñêîëüêó �ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé z, ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî D'îñòàåòñÿ íåòðèâèàëüíûé èíòåãðàë ïî z, êîòîðûé è

ñîîòâåòñòâóåò äâèæåíèþ â ìåäëåííîìåíÿþùåìñÿ ïî�òåíöèàëå (ðèñ. 4á ). Çàìåòèì, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèÿ(4.1.20)�(4.1.22) íè ê ÷åìó íå îáÿçûâàþò è ïðè æåëà�íèè ëþáàÿ ñòåïåíü ñâîáîäû ìîæåò áûòü îáúÿâëåíàìÿãêîé ìîäîé; ðàçóìååòñÿ, ýòî èìååò ñìûñë ëèøü âñëó÷àÿõ, êîãäà åñòü ñîìíåíèÿ â ñïðàâåäëèâîñòè ãàóñ�ñîâà ïðèáëèæåíèÿ.Ïðèìåðàìè ìÿãêèõ ìîä ÿâëÿþòñÿ äèëàòàöèè âìàññèâíîé ÷åòûðåõìåðíîé èëè (4��)-ìåðíîé òåîðèè'4 [37, 38℄ è èçìåíåíèå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ýëåìåíòàð�íûìè èíñòàíòîíàìè â äâóõèíñòàíòîííîé êîí�èãóðà�öèè (ðàçä. 4.4 è ðàçä. 9). Èç ñêàçàííîãî ÿñíî, ÷òî âîáùåì ñëó÷àå ïàðàìåòð b, îïðåäåëÿþùèé ñäâèã àðãó�ìåíòà ãàììà-�óíêöèè, ñîäåðæèò âêëàä îò âíåøíèõëèíèé (M=2), íóëåâûõ ìîä (r=2) è äîïîëíèòåëüíûéâêëàä �, ñâÿçàííûé ñ ìÿãêèìè ìîäàìè.4.2. Êâàíòîâàÿ ýëåêòðîäèíàìèêàÏðîñòåéøèé (âàêóóìíûé) �óíêöèîíàëüíûé èí�òåãðàë äëÿ êâàíòîâîé ýëåêòðîäèíàìèêè èìååò âèäZ = Z DAD � D �� exp�� Z d4x �14(��A� � ��A�)2 ++ � (i��� �m+ e�A�) �� ; (4.2.1)ãäå A� � âåêòîð-ïîòåíöèàë, à � è  � �åðìèîí�íûå ïîëÿ, ïîñòðîåííûå ñ èñïîëüçîâàíèåì òàê íàçû�âàåìûõ ãðàññìàíîâûõ ïåðåìåííûõ. Ïîñëåäíèå ÿâëÿ�þòñÿ àáñòðàêòíûìè îáúåêòàìè, äëÿ êîòîðûõ �îð�ìàëüíûì îáðàçîì îïðåäåëåíû àëãåáðàè÷åñêèå îïå�ðàöèè [40, 41℄, è íàëè÷èå èõ â ýêñïîíåíòå íå ïîç�âîëÿåò ïðÿìî èñïîëüçîâàòü îáû÷íóþ ñõåìó ìåòîäàËèïàòîâà. Âûõîä èç ñèòóàöèè [15℄ îñíîâàí íà òîì,÷òî äåéñòâèå êâàäðàòè÷íî ïî �åðìèîííûì ïîëÿì, àâçÿòèå ãàóññîâà èíòåãðàëà ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç ýëåìåí�òàðíûõ îïåðàöèé â ãðàññìàíîâîé àëãåáðå � îí ðàâåíäåòåðìèíàíòó ñîîòâåòñòâóþùåé êâàäðàòè÷íîé �îð�ìû:Z = Z DA det (i��� �m+ e�A�)�� exp��14 Z d4x(��A� � ��A�)2� : (4.2.2)Çàïèñûâàÿ det(: : : ) êàê expfln det(: : : )g, ïîëó÷èì ý���åêòèâíîå äåéñòâèå, ñîäåðæàùåå òîëüêî âåêòîð-ïî-òåíöèàë A� , ê êîòîðîìó óæå ìîæíî ïðèìåíèòü ìå�òîä Ëèïàòîâà.Äåòåðìèíàíò îïåðàòîðà ÿâëÿåòñÿ ñëèøêîì ñëîæ�íûì îáúåêòîì, ÷òîáû ñ íèì ìîæíî áûëî êîíñòðóê�òèâíî ðàáîòàòü, è â êîíöå 70-õ ãîäîâ [22; 23℄ áûëè12 ÆÝÒÔ, âûï. 6 1361



È. Ì. Ñóñëîâ ÆÝÒÔ, òîì 127, âûï. 6, 2005çàòðà÷åíû áîëüøèå óñèëèÿ äëÿ ïðèâåäåíèÿ åãî ê áî�ëåå óäîáíîé �îðìå. Òðóäíîñòü ñîñòîÿëà â òîì, ÷òîíóæíî áûëî óñòàíîâèòü îáùèå ñâîéñòâà ïåðåâàëü�íîé êîí�èãóðàöèè, åùå íå èìåÿ óäîáíîãî âûðàæå�íèÿ äëÿ ý��åêòèâíîãî äåéñòâèÿ [22℄. Áûëî óñòàíîâ�ëåíî, ÷òî äëÿ ïåðåâàëüíîé êîí�èãóðàöèè âåëè÷èíàeA�(x) âåëèêà è ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ àñèìïòîòè�êîé äåòåðìèíàíòà ïðè e ! i1, òàê êàê ìàêñèìàëü�íàÿ ñêîðîñòü ðîñòà äîñòèãàåòñÿ ïðè ÷èñòî ìíèìûõe [20℄det (i��� �m+ e�A�) == exp� e412�2 Z d4x �A2��2� : (4.2.3)�åçóëüòàò (4.2.3) íå ÿâëÿåòñÿ êàëèáðîâî÷íî-èíâà-ðèàíòíûì è ñïðàâåäëèâ ëèøü äëÿ óçêîãî ìíîæå�ñòâà êàëèáðîâîê, âûáðàííûõ èç óñëîâèÿ, ÷òîáû âåê�òîð-ïîòåíöèàë èçìåíÿëñÿ íà òîì æå õàðàêòåðíîììàñøòàáå, ÷òî è �èçè÷åñêîå ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå,êîòîðîå ïðåäïîëàãàåòñÿ êâàçèêëàññè÷åñêèì8). Ôàê�òè÷åñêè óêàçàííàÿ êàëèáðîâêà áëèçêà ê ëîðåíöå�âîé, â ÷åì ìîæíî óáåäèòüñÿ, ðàññìàòðèâàÿ êîí�è�ãóðàöèè, îáëàäàþùèå äîñòàòî÷íî âûñîêîé ñèììåò�ðèåé [20; 23℄.Ñ ó÷åòîì (4.2.3) â (4.2.2) âîçíèêàåò �óíê-öèîíàëüíûé èíòåãðàë ñ ý��åêòèâíûì äåéñòâèåì(g = e2=4� � ïîñòîÿííàÿ òîíêîé ñòðóêòóðû)SefffAg == Z d4x�14(��A� � ��A�)2 � 43g2 �A2��2� ; (4.2.4)äëÿ êîòîðîãî àñèìïòîòèêà òåîðèè âîçìóùåíèé ìî�æåò áûòü íàéäåíà â ïåðåâàëüíîì ïðèáëèæåíèè.Ñòðóêòóðà àñèìïòîòèêè îïðåäåëÿåòñÿ ñâîéñòâàìèîäíîðîäíîñòè äëÿ äåéñòâèÿ, êîòîðûå àíàëîãè÷íû òà�êîâûì äëÿ òåîðèè '4 ïðè èñïîëüçîâàíèè g2 â êà�÷åñòâå êîíñòàíòû ñâÿçè. Ñîãëàñíî ðàçä. 4.1 îáùèé÷ëåí àñèìïòîòèêè èìååò âèä S�N0 �(N + b)g2N , ãäåS0 � èíñòàíòîííîå äåéñòâèå. Ôàêòè÷åñêè ðàçëîæå�íèå ïðîèñõîäèò ïî ïðîèçâîëüíûì öåëûì (à íå òîëü�êî ÷åòíûì) ñòåïåíÿì g è çàìåíà N ! N=2 äàåò ðå�çóëüòàò S�N=20 �(N=2+b)gN äëÿ âêëàäà N -ãî ïîðÿä�êà. Ñïðàâåäëèâîñòü óêàçàííîé �îðìàëüíîé çàìåíûñâÿçàíà ñ òåì, ÷òî ïðÿìîå ðàçëîæåíèå (4.2.2) ïî ïî�ñëåäíåìó ÷ëåíó â (4.2.4) íåêîððåêòíî, òàê êàê �óíê�öèîíàëüíîå èíòåãðèðîâàíèå áóäåò çàòðàãèâàòü êîí��èãóðàöèè, äëÿ êîòîðûõ ðåçóëüòàò (4.2.4) íåñïðà�âåäëèâ. Âû÷èñëåíèå äîëæíî ïðîâîäèòüñÿ ìåòîäîì8) Îáùàÿ ñõåìà âûâîäà ðåçóëüòàòîâ òèïà (4.2.3) èëëþñòðè�ðóåòñÿ â ðàçä. 4.3 íà áîëåå ïðîñòîì ïðèìåðå.

ïåðåâàëà, êîòîðûé äàåò íåïðåðûâíóþ �óíêöèþ îòN , à òîò �àêò, ÷òî îíà äîëæíà áðàòüñÿ â öåëûõ èëèïîëóöåëûõ òî÷êàõ, ÿâëÿåòñÿ âíåøíèì óñëîâèåì.Ñ ó÷åòîì çíà÷åíèÿ èíñòàíòîííîãî äåéñòâèÿ, äëÿäàëåêèõ êîý��èöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ èíòåãðàëà(4.2.1) èìååì [14; 15℄ZN = onstS�N=20 ��N + r2 � ; S0 = 4�333=2 ; (4:2:5)ãäå ïîëíîå ÷èñëî íóëåâûõ ìîä r ðàâíî 11: â íåãî âõî�äÿò 4 òðàíñëÿöèè, ìàñøòàáíîå ïðåîáðàçîâàíèå è 6÷åòûðåõìåðíûõ âðàùåíèé (èíñòàíòîí ïî ñèììåòðèèñîîòâåòñòâóåò òâåðäîìó òåëó íåïðàâèëüíîé �îðìû).Èçëîæåííóþ ñõåìó ìîæíî ïðèìåíèòü äëÿ èññëå�äîâàíèÿ äðóãèõ âåëè÷èí [42℄. Íàèáîëåå îáùàÿ âåð�øèíà â ÊÝÄ, ñîäåðæàùàÿ M �îòîííûõ è 2L ýëåê�òðîííûõ ëèíèé, îïðåäåëÿåòñÿ �óíêöèîíàëüíûì èí�òåãðàëîìZM;L = Z DAD � D A(x1) : : :: : : A(xM ) (y1) � (z1) : : :  (yL) � (zL)�� exp�� Z d4x �14(��A� � ��A�)2 ++ � (i��� �m+ e�A�) �� : (4.2.6)Èíòåãðèðîâàíèå ïî �åðìèîííûì ïîëÿì äàåòZM;L = Z DAA(x1) : : :: : : A(xM )G(y1; z1) : : : G(yL; zL)�� det (i��� �m+ e�A�)�� exp��14 Z d4x(��A� � ��A�)2� + : : : ; (4.2.7)ãäå G(x; x0) � �óíêöèÿ �ðèíà îïåðàòîðà Äèðàêà(i��� �m+ e�A�)G(x; x0) = Æ(x� x0); (4:2:8)à ìíîãîòî÷èåì ïîêàçàíû ÷ëåíû ñ äðóãèìè ñïàðèâà�íèÿìè  (yi) è � (zk). Ôóíêöèîíàëüíàÿ �îðìà ðåçóëü�òàòà ìîæåò áûòü íàéäåíà ïóòåì îïèñàííûõ âûøåñòðóêòóðíûõ âû÷èñëåíèé, ñâîäÿùèõñÿ ê ðàçìåðíî�ìó àíàëèçó. Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ïåðåâàëüíîéêîí�èãóðàöèè e � N�1=4, A(x) � N1=2; äëÿ óñòà�íîâëåíèÿ ðàçìåðíîñòè G(x; x0) âûïèøåì âûòåêàþ�ùåå èç (4.2.8) óðàâíåíèå ÄàéñîíàG(x; x0) = G0(x � x0)�� Z d4y G0(x� y)e�A�(y)G(y; x0) : (4.2.9)1362



ÆÝÒÔ, òîì 127, âûï. 6, 2005 �àñõîäÿùèåñÿ ðÿäû òåîðèè âîçìóùåíèé×òîáû âûÿñíèòü ñòðóêòóðó ðåøåíèÿ, ðàññìîòðèìñêàëÿðíûé àíàëîã (4.2.9) è ïðåäïîëîæèì, ÷òî �óíê�öèÿ A�(x) ñèëüíî ëîêàëèçîâàíà âáëèçè x = 0; òîãäàâ èíòåãðàëå ìîæíî ïîëîæèòü G(y; x0) � G(0; x0), ïî�ñëå ÷åãî óðàâíåíèå ëåãêî ðåøàåòñÿ:G(x; x0) = G0(x� x0)�� G0(�x0) Z d4y G0(x� y)e�A�(y)1 + Z d4y G0(�y)e�A�(y) : (4.2.10)Ââèäó óñëîâèÿ eA�(x) � N1=4 è êîíå÷íîñòè ïðåäåëà(4.2.10) ïðè e ! 1 èìååì G(x; x0) � N0; åñòåñòâåí�íî îæèäàòü, ÷òî ýòîò ðåçóëüòàò èìååò îáùèé õàðàê�òåð è íå ñâÿçàí ñî ñäåëàííûìè ïðåäïîëîæåíèÿìè.ÂêëàäN -ãî ïîðÿäêà äëÿ èíòåãðàëà (4.2.6) èìååò âèäonst�33=24�3 �N=2 ��N + r +M2 � (�g)N (4:2:11)äëÿ ÷åòíûõ M è ñ ëèøíèì ìíîæèòåëåì eN1=4 äëÿíå÷åòíûõ M .4.3. Äðóãèå çàäà÷è ñ �åðìèîíàìèÂ êà÷åñòâå ïðèìåðà äðóãèõ çàäà÷ ñ �åðìèîíà�ìè ðàññìîòðèì âçàèìîäåéñòâèå Þêàâû [15℄, ê êîòî�ðîìó ïî÷òè áåç èçìåíåíèé ñâîäèòñÿ îïèñàíèå ýëåê�òðîí-�îíîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ â ìåòàëëå:Z = Z D'D � D exp�� Z ddx �12(��')2++ 12m2'2 + � (i��� +M) + � � ' �� : (4.3.1)Èíòåãðèðîâàíèå ïî �åðìèîíàì äàåòZ = Z D' det (i��� +M + �')�� exp�� Z ddx �12(��')2 + 12m2'2�� : (4.3.2)Ïðåîáðàçîâàíèå �åðìèîííîãî äåòåðìèíàíòà íà÷íåìñ ðåøåíèÿ àíàëîãè÷íîé çàäà÷è äëÿ äåòåðìèíàíòàîïåðàòîðà Øðåäèíãåðà, íîðìèðîâàííîãî íà äåòåð�ìèíàíò íåâîçìóùåííîé çàäà÷è (òàêàÿ íîðìèðîâêàâñåãäà âîçíèêàåò èç-çà íîðìèðîâêè �óíêöèîíàëüíî�ãî èíòåãðàëà íà âàêóóìíûé èíòåãðàë íåâçàèìîäåé�ñòâóþùåé òåîðèè):D(z) = det [���E + zV (x)℄det [���E℄ == det �1 + z V (x)���E � : (4.3.3)

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òîD(z) =Ys �1 + z�s� ; (4:3:4)ãäå �s � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ çàäà÷èf���E � �sV (x)g es(x) = 0 : (4:3:5)×èñëî ýëåêòðîííûõ ñîñòîÿíèé s ñ ýíåðãèåé ìåíü�øå E â êâàçèêëàññè÷åñêîì ïîòåíöèàëå ��V (x) ìî�æåò áûòü íàéäåíî ìåòîäîì Òîìàñà �Ôåðìè; ââîäÿëîêàëüíûé �åðìèåâñêèé èìïóëüñp(x) =pE + �V (x) � [�V (x)℄1=2 ; (4:3:6)èìååìs = Z n(x) ddx = Z Kdd pd(x) ddx �� Z Kdd [�V (x)℄d=2 ddx ; (4.3.7)ãäå n(x) � ëîêàëüíàÿ ïëîòíîñòü ýëåêòðîíîâ, Kd �ïëîùàäü åäèíè÷íîé ñ�åðû â d-ìåðíîì ïðîñòðàí�ñòâå, äåëåííàÿ íà (2�)d. Ïîñêîëüêó çíà÷åíèå �s â(4.3.5) ñîîòâåòñòâóåò óñëîâèþ, ÷òî íèæå ýíåðãèè Eíàõîäèòñÿ ðîâíî s ýëåêòðîíîâ, ñîîòíîøåíèå (4.3.7)îïðåäåëÿåò àñèìïòîòèêó �s ïðè áîëüøèõ s:s = A�d=2s ; A = Kdd Z [V (x)℄d=2 ddx : (4:3:8)Òåïåðü ëåãêî îöåíèòü âåëè÷èíó (4.3.4) ïðè áîëüøèõz: lnD(z) = 1Xs�1 ln�1 + z�s� �� Ad2 1Z�A�2=d d�s �d=2�1s ln�1 + z�s� �� Ad2zd=2 �zA2=dZ0 dxx1+d=2 ln (1 + x) �� Azd=2 �sin(�d=2) : (4.3.9)Ïðè d < 2 âåðõíèé ïðåäåë èíòåãðèðîâàíèÿ ìîæíîñ÷èòàòü áåñêîíå÷íûì, ïîñëå ÷åãî èíòåãðàë âû÷èñëÿ�åòñÿ ïóòåì çàìåíû x! ax ïîä ëîãàðè�ìîì è ïîñëå�äóþùåãî äè��åðåíöèðîâàíèÿ ïî ïàðàìåòðó a. Ïîä�ñòàíîâêà Kd = 21�d��d=2=�(d=2) äàåò îêîí÷àòåëü�íûé ðåçóëüòàòD(z) == exp���(�d=2)(4�)d=2 Z ddx [zV (x)℄d=2� : (4.3.10)1363 12*



È. Ì. Ñóñëîâ ÆÝÒÔ, òîì 127, âûï. 6, 2005Êàê èçâåñòíî, îïåðàòîð Äèðàêà ïîëó÷àåòñÿ ïóòåì�àêòîðèçàöèè îïåðàòîðà Êëåéíà ��îðäîíà, êîòî�ðûé ïîñëå âèêîâñêîãî ðàçâîðîòà ñâîäèòñÿ ê îïåðà�òîðó Øðåäèíãåðà��+m2 = (i��� +m) (�i��� +m) : (4:3:11)Àíàëîãè÷íîå ñîîòíîøåíèå èìååò ìåñòî ïðè çàìåíåm íà �'(x), ãäå '(x) � ìåäëåííîìåíÿþùàÿñÿ �óíê�öèÿ. Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè áîëüøèõ �det� i��� +M + �'i��� +M � ��sdet���+ �2'2(x)�� � �� exp���(�d=2)2 (4�)d=2 Z ddx [�'(x)℄d� (4.3.12)è â (4.3.2) âîçíèêàåò ý��åêòèâíîå äåéñòâèåSeff = Z ddx �12(��')2 + 12m2'2 ++�(�d=2)2 (4�)d=2 gd=2'd(x)� ; (4.3.13)ãäå g = �2 � ý��åêòèâíàÿ êîíñòàíòà ñâÿçè, ïî êîòî�ðîé ïðîèñõîäèò ðàçëîæåíèå èíòåãðàëà (4.3.1).Ïðè 2 � d < 4 è d � 4 ðàñõîäèìîñòü èíòåãðàëàâ (4.3.9) óñòðàíÿåòñÿ ïóòåì ïåðåíîðìèðîâêè ìàññûè çàðÿäà [34℄, â ðåçóëüòàòå ÷åãî ln(1+x) çàìåíÿåòñÿñîîòâåòñòâåííî íà ln(1+x)�x è ln(1+x)�x+x2=2.Èíòåãðàë âû÷èñëÿåòñÿ ïóòåì çàìåíû x ! ax â ïî�ñëåäíèõ âåëè÷èíàõ è ïîñëåäóþùåãî äè��åðåíöèðî�âàíèÿ ïî ïàðàìåòðó a; ïîëó÷àåìûé ðåçóëüòàò äëÿd 6= 2; 4 �îðìàëüíî ñîâïàäàåò ñ (4.3.13). Ïðè d = 2è d = 4 ñëåäóåò ó÷èòûâàòü êîíå÷íîñòü âåðõíåãî ïðå�äåëà â ïîñëåäíåì èíòåãðàëå (4.3.9), ïîñëå ÷åãî îíâû÷èñëÿåòñÿ ñ ëîãàðè�ìè÷åñêîé òî÷íîñòüþ.Ý��åêòèâíîå äåéñòâèå (4.3.13) ïðèâîäèòñÿ ê âè�äó Sefffg; 'g = Sf�gg1=� ; (4:3:14)ãäå � = 'g1=2� ; � = d� 2d ;à èíòåãðàë äëÿ êîý��èöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ çàìåíà�ìè ~g = g1=�, ~N = �N ïðèâîäèòñÿ ê âèäó, õàðàê�òåðíîìó äëÿ òåîðèè '4. Ñîîòâåòñòâåííî ðåçóëüòàòîòëè÷àåòñÿ îò ïîñëåäíåé çàìåíîé N ! �N :ZN =  S��N0 �(�N + b): (4:3:15)

4.4. Çàäà÷è ñ âûðîæäåííûì âàêóóìîìÎñîáóþ êàòåãîðèþ çàäà÷ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé çà�äà÷è ñ âûðîæäåííûì âàêóóìîì, äëÿ êîòîðûõ âû÷èñ�ëåíèå àñèìïòîòèêè Ëèïàòîâà èìååò ñóùåñòâåííóþñïåöè�èêó.Â êà÷åñòâå ïðîñòåéøåãî ïðèìåðà ðàññìîòðèì îä�íîìåðíûé èçèíãîâñêèé �åððîìàãíåòèê, îñíîâíîå ñî�ñòîÿíèå êîòîðîãî äâóêðàòíî âûðîæäåíî: âñå åãî ñïè�íû ìîãóò áûòü íàïðàâëåíû ââåðõ èëè âíèç. Çàäà÷àîá ýêñòðåìóìå äåéñòâèÿ êðîìå äâóõ óêàçàííûõ âàêó�óìîâ èìååò ðåøåíèå òèïà äîìåííîé ñòåíêè (ðèñ. 5à),êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ïðèìåðîì òîïîëîãè÷åñêîãî èíñòàí�òîíà, ñîîòâåòñòâóþùåãî ïåðåõîäó ìåæäó äâóìÿ âû�ðîæäåííûìè âàêóóìàìè. Ñâÿçàííàÿ ñ ýòèì ïðîáëå�ìàòèêà îáóñëîâëåíà òåì, ÷òî à) âêëàä òîïîëîãè÷å�ñêèõ èíñòàíòîíîâ â àñèìïòîòèêó êîý��èöèåíòîâðàçëîæåíèÿ îêàçûâàåòñÿ ÷èñòî ìíèìûì, ÷òî óêà�çûâàåò â êàêîì-òî ñìûñëå íà èõ íåñóùåñòâåííîñòü;á) îáû÷íî â ïîäîáíûõ çàäà÷àõ èìåþòñÿ òåîðåìû îáîòñóòñòâèè äðóãèõ íåòðèâèàëüíûõ êëàññè÷åñêèõ ðå�øåíèé.×òîáû ðàçîáðàòüñÿ â ýòîì âîïðîñå, ñíèìåì âû�ðîæäåíèå ìåæäó âàêóóìàìè, ïðèëîæèâ ìàãíèòíîåïîëå, îðèåíòèðîâàííîå âäîëü îñè �åððîìàãíåòèêà.Òîãäà îäèíî÷íûå âîçáóæäåíèÿ òèïà äîìåííîé ñòåí�êè âîçíèêàòü íå ìîãóò � èì ñîîòâåòñòâóåò áåñêîíå÷�íî áîëüøîé (â ïðåäåëå áåñêîíå÷íîãî îáúåìà) ïðî�èãðûø â ýíåðãèè � íî îíè ìîãóò âîçíèêàòü â âè�äå ïàðû ¾èíñòàíòîí � àíòèèíñòàíòîí¿ (ðèñ. 5á ). Åñ�ëè âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó êîìïîíåíòàìè ïàðû ñîîò�âåòñòâóåò îòòàëêèâàíèþ, òî ñóùåñòâóåò ðàâíîâåñíîåðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè; ïðè óâåëè÷åíèè ìàãíèòíî�ãî ïîëÿ îíî óìåíüøàåòñÿ è âîçíèêàåò ëîêàëèçîâàí�
а

б H�èñ. 5. Äîìåííàÿ ñòåíêà � ïðèìåð òîïîëîãè÷åñêî-ãî èíñòàíòîíà, âîçíèêàþùåãî â çàäà÷àõ ñ âûðîæ-äåííûì âàêóóìîì (à); ïðè ñíÿòèè âûðîæäåíèÿ ïå-ðåâàëüíàÿ êîí�èãóðàöèÿ îïðåäåëÿåòñÿ èíñòàíòîí�àíòèèíñòàíòîííîé ïàðîé (á )1364



ÆÝÒÔ, òîì 127, âûï. 6, 2005 �àñõîäÿùèåñÿ ðÿäû òåîðèè âîçìóùåíèéíûé èíñòàíòîí, õàðàêòåðíûé äëÿ ìåòîäà Ëèïàòîâà.Ïðè óìåíüøåíèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ ðàññòîÿíèå ìåæ�äó êîìïîíåíòàìè ïàðû óâåëè÷èâàåòñÿ è âîçðàñòàþòåãî �ëóêòóàöèè, òàê ÷òî â ïðåäåëå òî÷íîãî âûðîæ-äåíèÿ ïàðà ðàñïàäàåòñÿ íà ñâîáîäíûå èíñòàíòîí èàíòèèíñòàíòîí.Ñèëüíûå �ëóêòóàöèè ðàññòîÿíèÿ ìåæäó êîìïî�íåíòàìè ïàðû ïðèâîäÿò ê òîìó, ÷òî óñëîâèÿ ïðèìå�íèìîñòè ïåðåâàëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ â ìåòîäå Ëèïà�òîâà îêàçûâàþòñÿ äîâîëüíî æåñòêèìè è ñîîòâåòñòâó�þò íå N � 1, à N � 1=�, ãäå � � ìàëûé ïàðà�ìåòð, õàðàêòåðèçóþùèé ðàçëè÷èå ìåæäó âàêóóìà�ìè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðè 1 � N � 1=� âîçíè�êàåò ïðîìåæóòî÷íàÿ àñèìïòîòèêà, ïðàêòè÷åñêè íåçàâèñÿùàÿ îò �, êîòîðàÿ â ïðåäåëå � ! 0 ïðåâðà�ùàåòñÿ â èñòèííóþ àñèìïòîòèêó âûðîæäåííîé çà�äà÷è. Èç ñêàçàííîãî ÿñíî, ÷òî äëÿ íàõîæäåíèÿ ïî�ñëåäíåé àñèìïòîòèêè ìîæíî âîîáùå íå ðàññìàòðè�âàòü ñëó÷àé ñòðîãîãî âûðîæäåíèÿ � = 0. Ïðè ëþáûõæå êîíå÷íûõ � îäèíî÷íûå èíñòàíòîíû íå ñóùåñòâó�þò è, ñëåäîâàòåëüíî, íå äàþò âêëàäà â àñèìïòîòèêóòåîðèè âîçìóùåíèé, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ èíñòàí�òîí-àíòèèíñòàíòîííîé ïàðîé.Èçëîæåííàÿ �èçè÷åñêàÿ êàðòèíà ïîëó÷åíà Áðå�çàíîì, Ïàðèçè è Çèíí-Æþñòèíîì [43℄ â ðåçóëü�òàòå ðàññìîòðåíèÿ êâàíòîâîìåõàíè÷åñêîé çàäà÷è îäâóõúÿìíîì ïîòåíöèàëå. Ìîæíî îæèäàòü, ÷òî àíà�ëîãè÷íàÿ ñèòóàöèÿ èìååò ìåñòî äëÿ äðóãèõ çàäà÷ñ âûðîæäåííûì âàêóóìîì, èç êîòîðûõ íàèáîëüøèéèíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò òåîðèÿ ßíãà �Ìèëëñà.4.5. Òåîðèÿ ßíãà �Ìèëëñà è ÊÕÄÒîïîëîãè÷åñêèé èíñòàíòîí â òåîðèè ßíãà �Ìèë-ëñà áûë íàéäåí â ðàáîòå Áåëàâèíà è äð. [44℄, ÷òîÿâèëîñü ïåðâûì óêàçàíèåì íà âûðîæäåíèå âàêóóìàâ ÊÕÄ. Ïåðåâàëüíîå âû÷èñëåíèå �óíêöèîíàëüíî�ãî èíòåãðàëà âáëèçè îäíîèíñòàíòîííîé êîí�èãóðà�öèè áûëî ïðîèçâåäåíî 'ò Õî�òîì [45℄ äëÿ ïîëåé ßí�ãà �Ìèëëñà ñ SU(2)-ñèììåòðèåé, âçàèìîäåéñòâóþ-ùèõ ñ �åðìèîíàìè è ñêàëÿðíûìè ÷àñòèöàìè; îáîá�ùåíèå íà ïðîèçâîëüíóþ SU(N)-ñèììåòðèþ áûëîäàíî â ðàáîòå [46℄. Ëèïàòîâ, Áóõâîñòîâ è Ìàëêîâ [18℄èññëåäîâàëè ïåðåâàëüíûå êîí�èãóðàöèè äëÿ ïîëåéßíãà �Ìèëëñà, âçàèìîäåéñòâóþùèõ ñî ñêàëÿðíûìïîëåì; èçìåíÿÿ ñîîòíîøåíèå ìåæäó äâóìÿ êîíñòàí�òàìè ñâÿçè, âõîäÿùèìè â òåîðèþ, îêàçàëîñü âîçìîæ�íûì íåïðåðûâíî ïåðåéòè îò èíñòàíòîíà, ñîîòâåò�ñòâóþùåãî òåîðèè '4, ê ïåðåâàëüíîé êîí�èãóðàöèèäëÿ ÷èñòîé òåîðèè ßíãà �Ìèëëñà è óáåäèòüñÿ, ÷òîîíà ñîîòâåòñòâóåò èíñòàíòîí-àíòèèíñòàíòîííîé ïà�ðå; òåì ñàìûì èçëîæåííàÿ âûøå �èçè÷åñêàÿ êàðòè�

íà áûëà ïðîñëåæåíà ïðèìåíèòåëüíî ê äàííîé ñèòó�àöèè. Áîãîìîëüíûé è Ôàòååâ [17℄ âîñïîëüçîâàëèñüðåçóëüòàòîì 'ò Õî�òà [45℄ äëÿ îäèíî÷íîãî èíñòàíòî�íà è âû÷èñëèëè âêëàä â àñèìïòîòèêó òåîðèè âîçìó�ùåíèé îò èíñòàíòîí�àíòèèíñòàíòîííîé êîí�èãóðà�öèè äëÿ ïîëåé ßíãà �Ìèëëñà ñ SU(2)-ñèììåòðèåé.Àñèìïòîòèêà Ëèïàòîâà â ðåàëüíîé ÊÕÄ âû÷èñ�ëÿëàñü Áàëèöêèì [24℄ è Ôàëååâûì è Ñèëüâåñòðî�âûì [25; 26℄. Íèæå ìû èçëîæèì îáùóþ ñõåìó òàêèõâû÷èñëåíèé.Íà÷íåì ñ ïðàâèëà êîìáèíèðîâàíèÿ èíñòàíòî�íîâ [33℄, êîòîðîå ñ�îðìóëèðóåì äëÿ �óíêöèîíàëü�íîãî èíòåãðàëàZM (g) = Z DAA(1)A(2) : : : A(M) �� exp (�SfA; gg) ; (4.5.1)ãäå A(i) � áîçîííîå ïîëå, à èíäåêñ ¾i¿ âêëþ÷àåò âñåáÿ êàê êîîðäèíàòíûå, òàê è âíóòðåííèå ñòåïåíèñâîáîäû. Ïóñòü ïóòåì çàìåíû A ! B=g äåéñòâèåSfA; gg ïðèâîäèòñÿ ê âèäó SfBg=g2, à óðàâíåíèåS0fBg = 0 èìååò èíñòàíòîííîå ðåøåíèå B. Ñëåäóÿñõåìå ðàçä. 4.1, íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî îäíîèíñòàí�òîííûé âêëàä â ZM (g) èìååò ñòðóêòóðóZ(1)M (g) = 0g�M�re�S0=g2 �� Z rYi=1 d�iB(1)� B(2)� : : : B(M)� ; (4.5.2)ãäå S0 = SfBg, r � ÷èñëî íóëåâûõ ìîä, �i � ñîîò�âåòñòâóþùèå èì êîëëåêòèâíûå ïåðåìåííûå, à B� �çàâèñÿùàÿ îò íèõ èíñòàíòîííàÿ êîí�èãóðàöèÿ.Åñëè â êà÷åñòâå B âçÿòü êîìáèíàöèþ B� + B�0äâóõ ýëåìåíòàðíûõ èíñòàíòîíîâ, òî ñîîòâåòñòâóþ�ùèé äâóõèíñòàíòîííûé âêëàä ïðåäñòàâèòñÿ â âèäåñóììû ÷ëåíîâZLL0(g) = 20 g�M�2re�2S0=g2 �� Z rYi=1 d�id�0iB(1)� : : : B(L)� B(1)�0 : : : B(L0)�0 �� exp��Sint(B�; B�0)g2 � (4.5.3) L + L0 = M . Âçàèìîäåéñòâèå èíñòàíòîíîâSint(B�; B�0) ââåäåíî ñîîòíîøåíèåìSfB� +B�0g �� SfB�g+ SfB�0g+ Sint(B�; B�0); (4.5.4)è â ïðåíåáðåæåíèè èì ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà(4.5.3) åñòü ïðîñòî ïðîèçâåäåíèå äâóõ âûðàæåíèé1365



È. Ì. Ñóñëîâ ÆÝÒÔ, òîì 127, âûï. 6, 2005òèïà (4.5.2) ñ M = L è M = L0. Ýêñïîíåíòàîãðàíè÷èâàåò âçàèìîäåéñòâèå èíñòàíòîíîâ óñëîâèåìSint(B�; B�0) . g2, è ïðè ìàëûõ g â ïðåäýêñïîíåíòåîíî íå ñóùåñòâåííî; ýòî ïîçâîëÿåò ïðåíåáðå÷ü ïå�ðåêðûòèåì B� è B�0 . Â ðåçóëüòàòå â ñóììå ïî Lè L0 îñòàþòñÿ ëèøü ÷ëåíû ñ L = M , L0 = 0 èL = 0, L0 = M , êîòîðûå, î÷åâèäíî, ðàâíû. Âîç�íèêàþùèé ìíîæèòåëü 2 ñîêðàùàåòñÿ ñ êîìáèíàòîð�íûì ìíîæèòåëåì 1=2!, êîòîðûé íóæíî ââåñòè, ââèäóòîãî ÷òî êîí�èãóðàöèè, ðàçëè÷àþùèåñÿ ïåðåñòàíîâ�êîé èíñòàíòîíîâ, ó÷èòûâàþòñÿ äâàæäû. Â ðåçóëüòà�òå äâóõèíñòàíòîííûé âêëàä èìååò âèäZ(2)M (g) = 20 g�M�2re�2S0=g2 �� Z rYi=1 d�id�0iB(1)� : : : B(M)� �� exp��Sint(B�; B�0)g2 � ; (4.5.5)÷åì è îïðåäåëÿåòñÿ ïðàâèëî êîìáèíèðîâàíèÿ èí�ñòàíòîíîâ: ïîìèìî èí�îðìàöèè, ñîäåðæàùåéñÿ â�îðìóëå (4.5.2), òðåáóåòñÿ çíàòü âçàèìîäåéñòâèå èí�ñòàíòîíîâ â îáëàñòè, ãäå îíî ìàëî.Â ðåëÿòèâèñòñêèõ ìàñøòàáíî-èíâàðèàíòíûõ òåî�ðèÿõ óäîáíî ÿâíî âûäåëèòü â (4.5.2) èíòåãðèðîâàíèåïî ðàäèóñó � è öåíòðó x0 èíñòàíòîíà [41℄, ïîíèìàÿïîä �i ëèøü âíóòðåííèå ñòåïåíè ñâîáîäû,Z(1)M (g) = Hg�M�re�S0=g2 Z Yi d�i Z d4x0 �� Z d� ��M�5e� ln��B� (y1) : : : B� (yM ) ; (4.5.6)ãäå yi = (xi � x0)=�, � = ��2S0, �2 � ïåðâûéíåèñ÷åçàþùèé êîý��èöèåíò ðàçëîæåíèÿ �óíêöèè�åëë-Ìàííà �Ëîó, � � èìïóëüñ â òî÷êå íîðìèðîâêè,à ÷ëåí exp(� ln��) îäíîçíà÷íî èçâëåêàåòñÿ èç ïðåä�ýêñïîíåíòû òðåáîâàíèåì ïåðåíîðìèðóåìîñòè [41℄.Ôîðìóëà (4.5.6) ñîãëàñóåòñÿ ñ ðåçóëüòàòîì 'ò Õî��òà äëÿ ïîëåé ßíãà �Ìèëëñà ñ SU(N)-ñèììåòðèåé(S0 = 8�2, r = 4N, � = (11N � 2Nf )=3) [45, 46℄ è(ïîñëå çàìåíû g2 ! g) ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ðåçóëü�òàòàìè äëÿ òåîðèè '4 [7; 14; 37℄.Ëàãðàíæèàí ÊÕÄ èìååò âèäL = �14 �F a���2 � 12� ���Aa��2 ++Xf � f D̂ f + ���!a ���!a � �gfab!bA�� ;F a�� = ��Aa� � ��Aa� + �gfabAb�A� ;D̂ = i� ��� � i�gAa�T a� ; (4.5.7)

ãäå Aa� ,  f , !a � ãëþîííûå, êâàðêîâûå è äóõîâûå ïî�ëÿ, T a è fab � ãåíåðàòîðû �óíäàìåíòàëüíîãî ïðåä�ñòàâëåíèÿ è ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû àëãåáðû Ëè,� � ïàðàìåòð êàëèáðîâêè, èíäåêñ ¾f¿ íóìåðóåò ñîð�òà êâàðêîâ, ÷èñëî êîòîðûõ ðàâíî Nf . Íàèáîëåå îá�ùèé �óíêöèîíàëüíûé èíòåãðàë äëÿ ÊÕÄ ñîäåðæèòâ ïðåäýêñïîíåíòå M ãëþîííûõ, 2L äóõîâûõ è 2Kêâàðêîâûõ ïîëåé:ZMLK = Z DAD�!D!D � D A(x1) : : :: : : A(xM )!(y1)�!(�y1) : : : !(yL)�!(�yL)��  (z1) � (�z1) : : :  (zK) � (�zK)�� exp ��SfA; �!; !; � ;  g� ; (4.5.8)ãäå ìû îïóñêàåì âåêòîðíûå èíäåêñû, íå ñóùåñòâåí�íûå äëÿ íàøèõ öåëåé. Ïîñëå çàìåíû A ! B=�g åâ�êëèäîâî äåéñòâèå ïðèíèìàåò âèäSfA; �!; !; � ;  g �! SfBg�g2 ++ Z d4x h�!Q̂! +Xf � f D̂ fi ; (4.5.9)è èíòåãðèðîâàíèå ïî �åðìèîííûì ïîëÿì äàåòZMLK = (1=�g)M Z DAB(x1) : : :: : : B(xM )G(y1; �y1) : : : G(yL; �yL)�� ~G(z1; �z1) : : : ~G(zK ; �zK) det Q̂�det D̂�Nf �� exp��SfBg=�g2	+ : : : ; (4.5.10)ãäå G è ~G � �óíêöèè �ðèíà îïåðàòîðîâ Q̂ è D̂,à ìíîãîòî÷èåì ïîêàçàíû ÷ëåíû ñ äðóãèìè ñïàðèâà�íèÿìè. Ñóùåñòâåííî, ÷òî SfBg, G è ~G íå çàâèñÿòîò �g. Ôóíêöèîíàëüíûé èíòåãðàë (4.5.10) îïðåäåëÿ�åòñÿ ÿíã-ìèëëñîâñêèì äåéñòâèåì è îäíîèíñòàíòîí�íûé âêëàä äëÿ íåãî ìîæåò áûòü âûïèñàí àíàëîãè÷�íî (4.5.2). Àñèìïòîòèêà òåîðèè âîçìóùåíèé îïðåäå�ëÿåòñÿ èíñòàíòîí-àíòèèíñòàíòîííîé êîí�èãóðàöè�åé, âêëàä êîòîðîé ñòðîèòñÿ àíàëîãè÷íî �îðìóëå(4.5.5). Âçàèìîäåéñòâèå èíñòàíòîíîâ îïðåäåëÿåòñÿêîí�îðìíûì ïàðàìåòðîì � [24℄:Sint = �h � ; � = �2I�2A(R2 + �2I + �2A)2 ; (4:5:11)ãäå �I è �A � ðàäèóñû èíñòàíòîíà è àíòèèí�ñòàíòîíà, R � ðàññòîÿíèå ìåæäó èõ öåíòðàìè,h = h(�; �0) çàâèñèò îò èõ îðèåíòàöèè â èçîòî�ïè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå. Äàëåå íóæíî ó÷åñòü, ÷òî1366



ÆÝÒÔ, òîì 127, âûï. 6, 2005 �àñõîäÿùèåñÿ ðÿäû òåîðèè âîçìóùåíèédet D̂fB� + B�0g 6= det D̂fB�g det D̂fB�0g, òàê êàêdet D̂fB�g îòëè÷åí îò íóëÿ ëèøü ïðè ó÷åòå êîíå÷íî�ñòè ìàññû êâàðêà, òîãäà êàê det D̂fB�+B�0g îïðåäå�ëÿåòñÿ âçàèìîäåéñòâèåì èíñòàíòîíîâ è îñòàåòñÿ êî�íå÷íûì â áåçìàññîâîì ïðåäåëå [24℄,det D̂fB� +B�0g = onst � �3=2: (4:5:12)Âûäåëÿÿ â ÿâíîì âèäå èíòåãðèðîâàíèå ïî ðàäèó�ñàì è öåíòðàì èíñòàíòîíîâ è ïåðåõîäÿ ê èìïóëüñ�íîìó ïðåäñòàâëåíèþ, ïîëó÷èì äëÿ èíñòàíòîí-àíòè-èíñòàíòîííîãî âêëàäàZ(IA)MLL0 = onst�gM+2r e�2S0=g2 Z Yi d�id�0i �� Z d� �3M+6L+5L0�5e2� ln��hB�i�p1 : : : hB�i�pM �� hG�i�k1;�k01 : : : hG�i�kL;�k0Lh ~G�i�q1 ;�q01 : : :: : : h ~G�i�qL0 ;�q0L0 �� �1Z0 d��1+�=2�3Nf=2 e�h(�;�0)�=�g2 + : : : ; (4.5.13)ãäå hBik, hGik;k0 , h ~Gik;k0 � �óðüå-êîìïîíåíòû B(x),G(x; x0), ~G(x; x0), � � �I . Çäåñü ó÷òåíî, ÷òî ãëàâíûéâêëàä ïðîèñõîäèò îò îáëàñòè R � �A � �I , è èñïîëü�çîâàíî ñîîòíîøåíèå (18) ðàáîòû [24℄.Ñîãëàñíî ðåöåïòó ðàáîòû [17℄ (ñì. ïîäðîá�íåå [33℄), ïîñëåäíèé èíòåãðàë çàìåíÿåòñÿ ñâîèìñêà÷êîì íà ðàçðåçå, ïîñëå ÷åãî (4.5.13) äàåò ñêà÷îêíà ðàçðåçå ïîëíîé âåëè÷èíû ZMLL0 :�ZMLL0(�g) = i � onst�1�g�M+2r+��3Nf �� exp��2S0�g2 � ; (4.5.14)ãäå ó÷òåíà íåçàâèñèìîñòü B�, G�, ~G� îò �g è ïðåä�ïîëîæåíà ñõîäèìîñòü âñåõ èíòåãðàëîâ9). Èñïîëüçóÿñâÿçü ñêà÷êà íà ðàçðåçå ñ àñèìïòîòèêîé êîý��èöè�åíòîâ ðàçëîæåíèÿ (ñì. (3.17)), ïîëó÷èì äëÿ âêëàäàN -ãî ïîðÿäêà â ZMLL0 [17; 24; 47℄[ZMLK ℄N �g2N = onst (16�2)�N �� ��N + M2 + 4N + 11(N �Nf )6 � �g2N (4.5.15)9) Äëÿ êâàðêîâîãî êîððåëÿòîðà èíòåãðàë ïî � ñîäåðæèòðàñõîäèìîñòè, ñïîñîá óñòðàíåíèÿ êîòîðûõ â [24; 26℄ âûçûâàåòñîìíåíèÿ [48℄. Ïðè M � 1 ýòîò èíòåãðàë ñõîäèòñÿ.

äëÿ ÷åòíûõ M è ñ ëèøíèì ìíîæèòåëåì �gN1=2äëÿ íå÷åòíûõ M . Ñòðóêòóðà ðåçóëüòàòà ñîîòâåò�ñòâóåò îáñóæäàâøåéñÿ â ðàçä. 4.1: â àðãóìåíòå ãàì�ìà-�óíêöèè ÷ëåí M=2 ñâÿçàí ñ êîëè÷åñòâîì âíåø�íèõ ëèíèé, 4N åñòü ïîëîâèíà ÷èñëà íóëåâûõ ìîä,à 11(N�Nf )=6 åñòü äîïîëíèòåëüíûé âêëàä ìÿãêîéìîäû, ñîîòâåòñòâóþùåé èçìåíåíèþ ðàññòîÿíèÿ ìåæ�äó èíñòàíòîíîì è àíòèèíñòàíòîíîì. Çíà÷åíèÿ onstäëÿ îòäåëüíûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ ïîëó÷åíû â ðàáî�òàõ [17; 24; 25℄.5. �ÅÍÎ�ÌÀËÎÍÛ. Ï�ÎÁËÅÌÀÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎ�Î ÎÁÎÑÍÎÂÀÍÈßÌÅÒÎÄÀ ËÈÏÀÒÎÂÀ5.1. Àðãóìåíòàöèÿ 'ò Õî�òàÏîÿâëåíèå ìåòîäà Ëèïàòîâà âûçâàëî áîëüøîé ðå�çîíàíñ, è çà êîðîòêîå âðåìÿ îí áûë ïðèìåíåí ïðàê�òè÷åñêè êî âñåì àêòóàëüíûì çàäà÷àì òåîðåòè÷åñêîé�èçèêè (ñì. ñáîðíèê ñòàòåé [19℄). Îäíàêî óæå â 1977ãîäó çàðîäèëîñü íàïðàâëåíèå, ñòàâÿùåå ïîä ñîìíå�íèå ìåòîä Ëèïàòîâà. Îíî áåðåò íà÷àëî ñ ðàáîòû Ëà�óòðóïà [49℄, êîòîðàÿ ñîäåðæàëà ñëåäóþùåå ëþáîïûò�íîå çàìå÷àíèå. Åñòåñòâåííàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ðåçóëü�òàòà Ëèïàòîâà (2.5) ñîñòîèò â òîì, ÷òî èìååòñÿ �àê�òîðèàëüíî áîëüøîå ÷èñëî äèàãðàìì îäèíàêîâîãî ïî�ðÿäêà (ag)N . Îäíàêî â îáùåì ñëó÷àå òàêàÿ èíòåð�ïðåòàöèÿ íåïðàâèëüíà � ñóùåñòâóþò ïðèìåðû îò�äåëüíûõ äèàãðàìì N -ãî ïîðÿäêà, èìåþùèõ âåëè÷è�íó ïîðÿäêà N !, � ýòî äèàãðàììû, ñîäåðæàùèå äëèí�íûå öåïî÷êè ïåòåëü (ðèñ. 6à). Òàêèå �àêòîðèàëü�íûå âêëàäû îòäåëüíûõ äèàãðàìì ïîëó÷èëè íàçâà�íèå ¾ðåíîðìàëîíîâ¿, òàê êàê îíè âîçíèêàþò ëèøüâ ïåðåíîðìèðóåìûõ òåîðèÿõ10): ïðèâåäåííûé â [49℄ïðèìåð (ðèñ. 6à) îòíîñèëñÿ ê êâàíòîâîé ýëåêòðîäè�íàìèêå, íî àíàëîãè÷íûå äèàãðàììû ñóùåñòâóþò âÊÕÄ è ÷åòûðåõìåðíîé òåîðèè '4. Ñòðîãî ãîâîðÿ, èççàìå÷àíèÿ Ëàóòðóïà íè÷åãî íå ñëåäîâàëî: ìåòîä Ëè�ïàòîâà îñíîâàí íà �îðìàëüíîì âû÷èñëåíèè �óíê-öèîíàëüíîãî èíòåãðàëà (2.4) è íè â êîåé ìåðå íå îïè�ðàåòñÿ íà ñòàòèñòè÷åñêèé àíàëèç äèàãðàìì. Ïîýòî�ìó åñòåñòâåííî îæèäàòü, ÷òî ðåíîðìàëîííûå âêëà�äû óæå ó÷òåíû â èíñòàíòîííîì ðåçóëüòàòå (2.5).Îäíàêî âñêîðå 'ò Õî�ò [50℄ äåëàåò óòâåðæäåíèå,÷òî ðåíîðìàëîíû äàþò íåçàâèñèìûé ìåõàíèçì ðàñ�õîäèìîñòè ðÿäà òåîðèè âîçìóùåíèé è íå ó÷èòûâàþò�ñÿ â àñèìïòîòèêå Ëèïàòîâà. Àðãóìåíòàöèÿ 'ò Õî��òà îñíîâàíà íà îáñóæäåíèè àíàëèòè÷åñêèõ ñâîéñòâ10) Èìåþòñÿ â âèäó òåîðèè ñ áåãóùåé êîíñòàíòîé ñâÿçè, êîòî�ðûå õàðàêòåðèçóþòñÿ ëîãàðè�ìè÷åñêîé ñèòóàöèåé. Â ñóïåð�ïåðåíîðìèðóåìûõ òåîðèÿõ ðåíîðìàëîíîâ íåò.1367
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�èñ. 6. à) Ïðèìåð äèàãðàììû äëÿ êâàíòîâîé ýëåê-òðîäèíàìèêè, äàþùåé âêëàä ïîðÿäêà N ! â N -ìïîðÿäêå òåîðèè âîçìóùåíèé [49℄. Áîëåå øèðîêèéêëàññ ðåíîðìàëîííûõ äèàãðàìì ïîëó÷àåòñÿ ïóòåìâûäåëåíèÿ â ïðîèçâîëüíîé äèàãðàììå äëÿ ÊÝÄâíóòðåííåé �îòîííîé ëèíèè (á ) è âñòàâêè â íååöåïî÷êè ýëåêòðîííûõ ïåòåëü (â). ã) Âñåâîçìîæíûåâñòàâêè â �îòîííóþ ëèíèþ ñîîòâåòñòâóþò ¾îäå-âàíèþ¿ âçàèìîäåéñòâèÿ. ä) Ïðèìåð �óíêöèè, äëÿêîòîðîé óñëîâèÿ ïðèìåíèìîñòè ìåòîäà ïåðåâàëà�îðìàëüíî âûïîëíåíû, íî åãî èñïîëüçîâàíèå äàåòíåïðàâèëüíûé ðåçóëüòàòáîðåëåâñêèõ îáðàçîâ; åãî àêòóàëüíîñòü ÿñíà èç òî�ãî, ÷òî äëÿ �óíêöèè ñ êîý��èöèåíòàìè ðàçëîæåíèÿaN�(N + b) áîðåëåâñêèé îáðàç èìååò îñîáåííîñòü âòî÷êå z = 1=a,B(z) =XN aNN b�1zN � (1� az)�b;za! 1 ; (5.1)

ò. å. ïàðàìåòð a àñèìïòîòèêè Ëèïàòîâà (2.5) îïðå�äåëÿåò ïîëîæåíèå îäíîé èç îñîáåííîñòåé â áîðåëåâ�ñêîé ïëîñêîñòè. 'Ò Õî�ò ïðèõîäèò ê ýòîìó ðåçóëü�òàòó äðóãèì ïóòåì, áåç ññûëîê íà ìåòîä Ëèïàòîâà.Èñïîëüçóÿ âîçìîæíîñòü ïðèâåäåíèÿ äåéñòâèÿ ê �îð�ìå Sf�g=g (ðàçä. 4), ìîæíî ïåðåïèñàòü òèïè÷íûé�óíêöèîíàëüíûé èíòåãðàë è îïðåäåëåíèå áîðåëåâ�ñêîãî îáðàçà (3.12) â âèäåZ(g) = Z D� exp��Sf�gg � ; (5:2)Z(g) = 1Z0 dx e�x=gB(x); (5:3)ãäå îïóñêàþòñÿ ìíîæèòåëè òèïà gn, êîòîðûå ñîêðà�ùàþòñÿ ïðè ïåðåõîäå ê �óíêöèÿì �ðèíà, îïðåäåëÿ�åìûì îòíîøåíèåì äâóõ �óíêöèîíàëüíûõ èíòåãðà�ëîâ. Òîãäà áîðåëåâñêèé îáðàç èíòåãðàëà (5.2) èìååòâèäB(z) = Z D�Æ (z � Sf�g) = Iz=Sf�g d�jS0f�gj ; (5:4)ãäå jS0f�gj � ìîäóëü âåêòîðà, ââåäåííîãî â (4.1.6),à ïîñëåäíåå èíòåãðèðîâàíèå ïðîâîäèòñÿ ïî ãèïåðïî�âåðõíîñòè z = Sf�g. Åñëè �(x) � èíñòàíòîí, òîS0f�g = 0 è áîðåëåâñêèé îáðàç (5.4) èìååò îñîáåí�íîñòü â òî÷êå z = Sf�g, êîòîðàÿ äëÿ èíñòàíòîíà ñíàèìåíüøèì äåéñòâèåì S0 ñîâïàäàåò ñ 1=a. Êðîìåòîãî, èìåþòñÿ ñèíãóëÿðíîñòè â òî÷êàõ mS0, îòâå÷à�þùèå êîí�èãóðàöèÿì, ñîäåðæàùèì m áåñêîíå÷íîóäàëåííûõ ýëåìåíòàðíûõ èíñòàíòîíîâ, è ñèíãóëÿð�íîñòè, ñîîòâåòñòâóþùèå èíñòàíòîíàì äðóãîé �îð�ìû. Åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî îñîáåííîñòü ïðè z = S0 �áëèæàéøàÿ ê íà÷àëó êîîðäèíàò, òî âîñïðîèçâîäèò�ñÿ ðåçóëüòàò (2.5) ìåòîäà Ëèïàòîâà. Îäíàêî 'ò Õî�òäîïóñêàåò ñóùåñòâîâàíèå ñèíãóëÿðíîñòåé, îòëè÷íûõîò èíñòàíòîííûõ: â ýòîì ñëó÷àå àñèìïòîòèêà êîý���èöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ ìîæåò îïðåäåëÿòüñÿ îäíîéèç íèõ, áëèæàéøåé ê íà÷àëó êîîðäèíàò.Â êà÷åñòâå âîçìîæíîãî ìåõàíèçìà âîçíèêíîâå�íèÿ íîâûõ ñèíãóëÿðíîñòåé 'ò Õî�ò ðàññìàòðèâà�åò ðåíîðìàëîíû. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ äèàãðàììóäëÿ êâàíòîâîé ýëåêòðîäèíàìèêè è âûäåëèì â íåé ëè�íèþ âèðòóàëüíîãî �îòîíà ñ èìïóëüñîì k (ðèñ. 6á ):åé ñîîòâåòñòâóåò èíòåãðèðîâàíèå ïî îáëàñòè áîëü�øèõ èìïóëüñîâ òèïàZ d4k k�2n; (5:5)ãäå n � öåëîå; åñëè ñ÷èòàòü âñå ïåðåíîðìèðîâêè âû�ïîëíåííûìè, òî èíòåãðàë ñõîäèòñÿ è n � 3. Ïðè1368



ÆÝÒÔ, òîì 127, âûï. 6, 2005 �àñõîäÿùèåñÿ ðÿäû òåîðèè âîçìóùåíèéâñòàâêå â �îòîííóþ ëèíèþ N ýëåêòðîííûõ ïåòåëü(ðèñ. 6â) ïîä èíòåãðàëîì âîçíèêàåò äîïîëíèòåëüíûéìíîæèòåëü lnN (k2=m2) (m � ìàññà ýëåêòðîíà), ïðè�âîäÿùèé ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ê ðåçóëüòàòó � N !.Ïðîèçâîëüíûå âñòàâêè â �îòîííóþ ëèíèþ ñîîòâåò�ñòâóþò ¾îäåâàíèþ¿ âçàèìîäåéñòâèÿ è ïðèâîäÿò êçàìåíå êîíñòàíòû âçàèìîäåéñòâèÿ g0 íà áåãóùóþêîíñòàíòó ñâÿçè g(k2) (ðèñ. 6ã), êîòîðàÿ ïîÿâëÿåò�ñÿ ïîä èíòåãðàëîì (5.5). Ïðîñóììèðóåì ïîñëåäîâà�òåëüíîñòü äèàãðàìì òèïà ðèñ. 6â: ýòî ñîîòâåòñòâóåòèñïîëüçîâàíèþ äëÿ �óíêöèè �åëë-Ìàííà �Ëîó îä�íîïåòëåâîãî ïðèáëèæåíèÿ �(g) = �2g2 è äàåò èçâåñò�íûé ðåçóëüòàòg(k2) = g01� �2g0 ln(k2=m2) : (5:6)Ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî îáëàñòè k2 & m2 èìååìZ d4kk�2ng(k2) == g0XN Z d4k k�2n��2g0 ln k2m2�N �� g0XN N !� �2n� 2�N gN0 ; (5.7)÷òî ïîñëå ñóììèðîâàíèÿ ïî ìåòîäó Áîðåëÿ äàåò ðå�íîðìàëîííûå ñèíãóëÿðíîñòè â òî÷êàõ11)zn = n� 2�2 ; n = 3; 4; 5; : : : (5:8)áîðåëåâñêîé ïëîñêîñòè z. Â òåîðèè '4 è ÊÝÄ èíñòàí�òîííûå îñîáåííîñòè ëåæàò íà îòðèöàòåëüíîé ïîëó�îñè, à ðåíîðìàëîííûå � íà ïîëîæèòåëüíîé (ðèñ. 7à);â ÊÕÄ � íàîáîðîò. Èç ïðèâåäåííîãî ðàññóæäåíèÿÿñíî, ÷òî �àêòîðèàëüíûå âêëàäû îòäåëüíûõ äèà�ãðàìì âîçíèêàþò â ëþáîé òåîðèè ïîëÿ, äëÿ êîòîðîéðàçëîæåíèå �-�óíêöèè íà÷èíàåòñÿ ñ êâàäðàòè÷íîãî÷ëåíà.Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî àðãóìåíòàöèÿ 'ò Õî�òà âîòíîøåíèè ðåíîðìàëîíîâ îñòàâëÿåò áåç îòâåòà ãëàâ�íûå âîïðîñû: ïî÷åìó ìîæíî ïðèäàâàòü çíà÷åíèå îò�äåëüíûì ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì äèàãðàìì, êîòîðûåïðè N ! 1 ñîñòàâëÿþò áåñêîíå÷íî ìàëóþ äîëþèõ ïîëíîãî ÷èñëà? Êàê ðåøàåòñÿ ïðîáëåìà äâîéíîãîñ÷åòà, ò. å. îòêóäà èçâåñòíî, ÷òî ðåíîðìàëîíû óæå íåó÷òåíû â èíñòàíòîííîì âêëàäå (2.5)? Îäíàêî îáùàÿïîñòàíîâêà âîïðîñà î âîçìîæíîñòè âêëàäîâ íåèí�ñòàíòîííîé ïðèðîäû â àñèìïòîòèêó êîý��èöèåíòîâ11) Àíàëîãè÷íûå ñèíãóëÿðíîñòè ñ n = 0;�1;�2; : : : âîçíèêà�þò îò èíòåãðèðîâàíèÿ ïî îáëàñòè ìàëûõ èìïóëüñîâ (¾èí�ðà�êðàñíûå ðåíîðìàëîíû¿).
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�èñ. 7. à) Êàðòèíà ñèíãóëÿðíîñòåé äëÿ òåîðèè '4,ïðåäñòàâëåííàÿ 'ò Õî�òîì [50℄. á ) Îáëàñòü àíàëè-òè÷íîñòè ñîãëàñíî ðåçóëüòàòàì ðàáîòû [48℄. Èç àíà-ëèòè÷íîñòè B(z) ïðè j arg zj < �=2 + Æ (â) ñëåäóåòàíàëèòè÷íîñòü �(g) ïðè j arg gj < � + Æ (ã), ò. å. íàâñåì �èçè÷åñêîì ëèñòå ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòèðàçëîæåíèÿ èìååò ñìûñë: îíà âñêðûâàåò ïðîáåë âìàòåìàòè÷åñêîé îáîñíîâàííîñòè ìåòîäà Ëèïàòîâà.Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü �óíêöèÿ f(x) èìååò ðåçêèéìàêñèìóì â òî÷êå x0 è ìåäëåííûé ¾õâîñò¿ ïðè áîëü�øèõ x (ðèñ. 6ä), òàê ÷òî âêëàäû â èíòåãðàë R f(x) dxîò îêðåñòíîñòè ìàêñèìóìà è îáëàñòè õâîñòà ñðàâíè�ìû. Èññëåäîâàíèå èíòåãðàëà íà ïåðåâàë îáíàðóæèòòî÷êó ìàêñèìóìà x0 è (ïðè óñëîâèè åãî äîñòàòî÷íîéðåçêîñòè) �îðìàëüíóþ ïðèìåíèìîñòü ìåòîäà ïåðå�âàëà; îäíàêî âû÷èñëåíèå èíòåãðàëà â ïåðåâàëüíîìïðèáëèæåíèè áóäåò îøèáî÷íûì, òàê êàê áóäåò ïî�òåðÿí âêëàä õâîñòà. Åñëè òàêèå õâîñòû èìåþòñÿ âèíòåãðàëå (2.4), òî ìåòîä Ëèïàòîâà ìîæåò îêàçàòü�ñÿ íåâåðíûì.Ïðàêòè÷åñêîå îòñóòñòâèå íåïåðåâàëüíûõ ìåòî�äîâ âû÷èñëåíèÿ �óíêöèîíàëüíûõ èíòåãðàëîâ äåëà�åò íåâîçìîæíûì ïðÿìîå èññëåäîâàíèå âêëàäà âîç�ìîæíûõ õâîñòîâ, è àðãóìåíòàöèþ 'ò Õî�òà òðóä�íî îïðîâåðãíóòü. Òåì íå ìåíåå â èçâåñòíîì ñìûñ�ëå îíà ¾íååñòåñòâåííà¿: äëÿ ëþáîãî èíòåãðàëà òè�ïà (5.2) êîíå÷íîé êðàòíîñòè ìîæíî äîêàçàòü, ÷òîà) ïðè g ! 0 îí îïðåäåëÿåòñÿ ïåðåâàëüíûìè òî÷�êàìè [51℄ (ñîãëàñíî (4.1.8) g ! 0 ïðè N ! 1) èá) âñå îñîáåííîñòè â áîðåëåâñêîé ïëîñêîñòè ñâÿçàíû1369



È. Ì. Ñóñëîâ ÆÝÒÔ, òîì 127, âûï. 6, 2005ñ ýêñòðåìóìàìè äåéñòâèÿ (àðãóìåíòàöèÿ 'ò Õî�òà,îñíîâàííàÿ íà �îðìóëå (5.4), ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìîéè äîñòàòî÷íîé). Ïîýòîìó ðåíîðìàëîííûå ñèíãóëÿð�íîñòè ìîãóò âîçíèêàòü ëèøü â ïðåäåëå áåñêîíå÷íîãî÷èëà èíòåãðèðîâàíèé. Îäíàêî êîíñòðóêòèâíûå àð�ãóìåíòû â ïîëüçó èõ ñóùåñòâîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ äî�âîëüíî ñëàáûìè è ïðè áëèæàéøåì ðàññìîòðåíèèíå âûäåðæèâàþò êðèòèêè [48℄. Äàëüíåéøèå èññëåäî�âàíèÿ ïîêàçàëè, ÷òî ñóììèðîâàíèå áîëåå ñëîæíûõïîñëåäîâàòåëüíîñòåé äèàãðàìì ïðèâîäèò ê ñèëüíîéïåðåíîðìèðîâêå ðåíîðìàëîííîãî âêëàäà è äåëàåòïîëíîñòüþ íåîïðåäåëåííûì îáùèé êîý��èöèåíò ïå�ðåä íèì [52℄; �àêòè÷åñêè íåâîçìîæíî óòâåðæäàòü,÷òî îí íå îáðàùàåòñÿ â íóëü. Òàêèì îáðàçîì, ñóùå�ñòâîâàíèå ðåíîðìàëîííûõ ñèíãóëÿðíîñòåé íå ÿâëÿ�åòñÿ äîêàçàííûì, ÷òî ïðèçíàåòñÿ ñàìûìè àêòèâíû�ìè ñòîðîííèêàìè ýòîãî íàïðàâëåíèÿ [53℄.Íåñìîòðÿ íà ýòî, òî÷êà çðåíèÿ 'ò Õî�òà ñðà�çó æå ñòàëà îáùåïðèíÿòîé [54�60℄. Â çíà÷èòåëüíîéìåðå ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ðåíîðìàëîííûé ìåõà�íèçì �îðìóëèðóåòñÿ íà äèàãðàììíîì ÿçûêå, óäîá�íîì äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé. Íå ïðåäñòàâ�ëÿåò ïðîáëåìû âñòàâèòü öåïî÷êó ïåòåëü â ëþáóþäèàãðàììó è èññëåäîâàòü êà÷åñòâåííûå ïîñëåäñòâèÿðàñõîäèìîñòè ðÿäà òåîðèè âîçìóùåíèé äëÿ ëþáîãîèçó÷àåìîãî ÿâëåíèÿ. Ñèíòåç æå èíñòàíòîííûõ ðå�çóëüòàòîâ ñ äèàãðàììíûìè âû÷èñëåíèÿìè õîòÿ èâîçìîæåí (ñì. [8℄), íî îêàçûâàåòñÿ äîâîëüíî ãðî�ìîçäêèì. �àçóìååòñÿ, èñïîëüçîâàíèå êîíöåïöèè ðå�íîðìàëîíîâ â êà÷åñòâå ¾ìîäåëè¿ íå âûçûâàåò âîçðà�æåíèé � òåì áîëåå ÷òî ìîæíî óêàçàòü ÷åòêèå ïðåä�ïîëîæåíèÿ, ïðè êîòîðûõ ýòî îïðàâäàíî (ðàçä. 5.3).Íî, ê ñîæàëåíèþ, ýòî ñèëüíî çàòîðìîçèëî ðåàëü�íîå èññëåäîâàíèå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ òåîðèè âîçìó�ùåíèé: ëåêöèÿ 'ò Õî�òà [50℄ ïîñåÿëà ñîìíåíèÿ âñïðàâåäëèâîñòè ìåòîäà Ëèïàòîâà, è èíòåðåñ ê íåìóðåçêî óïàë: òàê, äî ñèõ ïîð íå âû÷èñëåíà ïîëíîöåí�íàÿ àñèìïòîòèêà òåîðèè âîçìóùåíèé â ÊÝÄ è ÊÕÄ,õîòÿ âñå ïðèíöèïèàëüíûå âîïðîñû ðåøåíû åùå âêîíöå 70-õ ãîäîâ.5.2. Îòñóòñòâèå ðåíîðìàëîííûõñèíãóëÿðíîñòåé â òåîðèè '4Â ðàáîòå [48℄ èññëåäîâàíû áîðåëåâñêèå îáðàçûòåîðèè '4 è äîêàçàíà èõ àíàëèòè÷íîñòü â êîìïëåêñ�íîé ïëîñêîñòè ñ ðàçðåçîì îò ïåðâîé èíñòàíòîííîéîñîáåííîñòè äî áåñêîíå÷íîñòè (ðèñ. 7á ), ÷òî ñîîò�âåòñòâóåò ãèïîòåçå Ëå �èéî è Çèíí-Æþñòèíà [35℄,ëåæàùåé â îñíîâå îäíîãî èç ý��åêòèâíåéøèõ ìåòî�äîâ ñóììèðîâàíèÿ � ¾êîí�îðì-áîðåëÿ¿ (ðàçä. 6.1).Ñîïîñòàâëåíèå ñ êàðòèíîé 'ò Õî�òà (ðèñ. 7à) ïîêà�

çûâàåò, ÷òî âñå èíñòàíòîííûå îñîáåííîñòè ïîãëîùà�þòñÿ ðàçðåçîì, à ðåíîðìàëîííûå ñèíãóëÿðíîñòè îò�ñóòñòâóþò.Èäåÿ ðàáîòû [48℄ îñíîâàíà íà èñïîëüçîâàíèè ìî�äè�èöèðîâàííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Áîðåëÿ, ïðè êîòî�ðîì N ! çàìåíÿåòñÿ íà �(N + b0) ñ ïðîèçâîëüíûì b0,F (g) = 1Z0 dx e�xxb0�1B(gx);B(g) = 1XN=0 FN�(N + b0)gN (5.9)(ïðåîáðàçîâàíèå Áîðåëÿ �Ëåðóà). Íåòðóäíî äîêà�çàòü, ÷òî îáëàñòü àíàëèòè÷íîñòè äëÿ âñåõ áîðåëåâ�ñêèõ îáðàçîâ îäèíàêîâà è åå äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòüïðè êàêîì-òî �èêñèðîâàííîì b0. Ïðàêòè÷åñêè óäî�áåí âûáîð b0 = 1=2, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷à�åòñÿ ïðîñòîé ðåçóëüòàò äëÿ áîðåëåâñêîãî îáðàçà ýêñ�ïîíåíòû,F (g) = e�g ! B(z) = 12p� ne2ipz + : :o ; (5:10)ñîõðàíÿþùèé åå ýêñïîíåíöèàëüíóþ �îðìó. Ýòî ïîç�âîëÿåò çàïèñàòü ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ áîðåëåâñêîãîîáðàçà �óíêöèîíàëüíîãî èíòåãðàëà (2.3):B(z) = 12p� Z D' exp (�S0f'g)�� hexp�2ipzSintf'g�+ : :i ; (5.11)èñïîëüçóÿ êîòîðîå, íåòðóäíî óñòàíîâèòü îáëàñòüàíàëèòè÷íîñòè ïðè m2 > 0 äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîìåð�íîãî èíòåãðàëà òèïà (2.3), ò. å. �óíêöèîíàëüíîãî èí�òåãðàëà, îïðåäåëåííîãî íà ðåøåòêå êîíå÷íîãî ðàçìå�ðà.Ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ê áåñêîíå÷íîìó îáúåìó ñèñ-òåìû âîçìîæåí ïîñëå îïðåäåëåíèÿ �óíêöèé �ðèíàè ïåðåõîäà ê îòíîøåíèþ äâóõ èíòåãðàëîâ òèïà (2.3).Ýòîò ïðåäåë íå ÿâëÿåòñÿ ñèíãóëÿðíûì äëÿ ñèñòåì,íàõîäÿùèõñÿ âíå òî÷åê �àçîâûõ ïåðåõîäîâ, òàê êàêêîíå÷íîñòü êîððåëÿöèîííîãî ðàäèóñà ïîçâîëÿåò ïðî�âåñòè ðàçáèåíèå íà êâàçèíåçàâèñèìûå ïîäñèñòåìû;äëÿ òåîðèè '4 ýòî îáåñïå÷èâàåòñÿ óæå èñïîëüçîâàí�íûì óñëîâèåì m2 > 0.Ïåðåõîä ê êîíòèíóàëüíîìó ïðåäåëó ÿâëÿåòñÿòðèâèàëüíûì ïðè îòñóòñòâèè óëüòðà�èîëåòîâûõðàñõîäèìîñòåé, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò óñëîâèþ d < 2.Ïðè íàëè÷èè óëüòðà�èîëåòîâûõ ðàñõîäèìîñòåé äî�êàçàòåëüñòâî âêëþ÷àåò ñëåäóþùèå ýòàïû:à) óñòàíîâëåíèå îáëàñòè àíàëèòè÷íîñòè B(z) äëÿêîíå÷íîãî ïàðàìåòðà îáðåçàíèÿ � ïðè èñïîëüçîâà�íèè ðåãóëÿðèçàöèè �åéíìàíîâñêîãî òèïà;1370



ÆÝÒÔ, òîì 127, âûï. 6, 2005 �àñõîäÿùèåñÿ ðÿäû òåîðèè âîçìóùåíèéá) óñòàíîâëåíèå îáëàñòè àíàëèòè÷íîñòè äëÿ áî�ðåëåâñêîãî îáðàçà �óíêöèè �åëë-Ìàííà �Ëîó è àíî�ìàëüíûõ ðàçìåðíîñòåé, îïðåäåëåííûõ â ñõåìå îáðå�çàíèÿ; ýòè �óíêöèè ñîäåðæàò ëèøü ñëàáóþ çàâèñè�ìîñòü îò �, èñ÷åçàþùóþ ïðè �!1;â) äîêàçàòåëüñòâî íåèçìåííîñòè îáëàñòè àíàëè�òè÷íîñòè â ïðîöåññå ïåðåíîðìèðîâêè çàðÿäà;ã) ïåðåõîä ê ïåðåíîðìèðîâàííûì âåðøèíàì è ðå�íîðìãðóïïîâûì �óíêöèÿì â äðóãèõ ñõåìàõ ðåíîð�ìèðîâêè.Îáñóäèì òîíêèé ìîìåíò â äîêàçàòåëüñòâå, íåäî�ñòàòî÷íî îñâåùåííûé â [48℄. Ëþáàÿ âåëè÷èíà, îïðå�äåëÿåìàÿ ðÿäîì òåîðèè âîçìóùåíèé, ÿâëÿåòñÿ �óíê�öèåé çàòðàâî÷íîãî çàðÿäà gB è ïàðàìåòðà îáðåçà�íèÿ �. Ïðè ïåðåõîäå ê ïåðåíîðìèðîâàííîìó çàðÿäóg âîçíèêàåò �óíêöèÿ F (g;�), ñîäåðæàùàÿ îñòàòî÷�íóþ çàâèñèìîñòü îò �, íî â ñèëó ïåðåíîðìèðóåìîñòèèìåþùàÿ êîíå÷íûé ïðåäåë F (g) ïðè �!1. Àíàëî�ãè÷íî, åå áîðåëåâñêèé îáðàç B(z;�) èìååò êîíå÷íûéïðåäåë B(z). Â [48℄ ñòðîãî äîêàçàíà àíàëèòè÷íîñòüB(z;�) ïðè êîíå÷íûõ � â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòèz ñ ðàçðåçîì îò ïåðâîé èíñòàíòîííîé îñîáåííîñòèäî áåñêîíå÷íîñòè. Àíàëèòè÷íîñòü B(z) â òîé æå îá-ëàñòè èìååòñÿ ïðè óñëîâèè ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè(òåîðåìà Âåéåðøòðàññà [61℄), êîòîðàÿ èìååò ìåñòîâ ñëó÷àå îãðàíè÷åííîñòè B(z;�) (ïðèíöèï êîìïàêò�íîñòè ðåãóëÿðíûõ �óíêöèé [62℄). Ïîýòîìó êîíå÷íî�ñòè ïðåäåëà ïî � äîñòàòî÷íî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðå�ãóëÿðíîñòè B(z). Ê ñîæàëåíèþ, ïåðåíîðìèðóåìîñòüòåîðèè ñòðîãî äîêàçàíà ëèøü â ðàìêàõ òåîðèè âîçìó�ùåíèé, ò. å. íå äëÿ ñàìèõ �óíêöèé F (g;�), B(z;�),à äëÿ èõ êîý��èöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ ïî g è z. Äîêà�çàòåëüñòâî â [48℄ ïðåäïîëàãàåò êîíå÷íîñòü ïðåäåëîâíà óðîâíå �óíêöèé, è â ýòîì ñìûñëå ÿâëÿåòñÿ íåïîë�íûì. Îäíàêî êîíå÷íîñòü óêàçàííûõ ïðåäåëîâ òðåáó�åòñÿ äëÿ �àêòè÷åñêîãî ñóùåñòâîâàíèÿ ïåðåíîðìè�ðóåìîñòè è äîëæíà ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê íåîáõîäè�ìîå äëÿ íåå �èçè÷åñêîå óñëîâèå. Îíî òåñíî ñâÿçàíîñ íåîáõîäèìîñòüþ äîîïðåäåëåíèÿ �óíêöèîíàëüíûõèíòåãðàëîâ, êîòîðàÿ îáñóæäàåòñÿ íèæå (ðàçä. 5.3).5.3. Îáùèé êðèòåðèé îòñóòñòâèÿðåíîðìàëîííûõ ñèíãóëÿðíîñòåé×åòûðåõìåðíàÿ òåîðèÿ '4 ñ÷èòàåòñÿ òèïè÷íûìïðåäñòàâèòåëåì ¾ðåíîðìàëîííûõ¿ òåîðèé, è îáíàðó�æåííîå â íåé îòñóòñòâèå ðåíîðìàëîííûõ ñèíãóëÿð�íîñòåé ñòàâèò ïîä ñîìíåíèå êîíöåïöèþ ðåíîðìàëî�íîâ â öåëîì. Îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíûì ïðîÿñíèòü ñè�òóàöèþ ñ ðåíîðìàëîíàìè â ïðîèçâîëüíîé òåîðèè ïî�ëÿ [63℄. Âåðíåìñÿ ê ïðèìåðó êâàíòîâîé ýëåêòðîäèíà�ìèêè è ðàññìîòðèì ïðîñòåéøèé êëàññ ðåíîðìàëîí�

íûõ äèàãðàìì, ïîëó÷àåìûé âñåâîçìîæíûìè âñòàâ�êàìè â �îòîííóþ ëèíèþ (ðèñ. 6á, â). Çàìåòèì, ÷òîïðè èçâåñòíîé �-�óíêöèè íå ïðåäñòàâëÿåò ïðîáëå�ìû ïðîñóììèðîâàòü âñå òàêèå äèàãðàììû: äëÿ ýòîãîäîñòàòî÷íî ðåøèòü óðàâíåíèå �åëë-Ìàííà �Ëîódgd ln k2 = �(g) = �2g2 + �3g3 + : : : (5:12)ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì g(k2) = g0 ïðè k2 = m2 èèññëåäîâàòü ðàçëîæåíèå ïî g0 äëÿ èíòåãðàëà òèïà(5.7).�åøåíèå óðàâíåíèÿ (5.12) èìååò âèäF (g) = F (g0)+ ln k2m2 ; ãäå F (g) = Z dg�(g) ;(5:13)è ñ ó÷åòîì ïîâåäåíèÿ F (g) ïðè ìàëûõ g ìîæíî çà�ïèñàòüF (g) = � 1�2g + f(g) ; ãäå limg!0 gf(g) = 0 : (5:14)Ôîðìàëüíî ðàçðåøàÿ (5.13) îòíîñèòåëüíî g, èìååìg(k2) = F�1�� 1�2g0 + f(g0) + ln k2m2� : (5:15)Ïðàâàÿ ÷àñòü ðåãóëÿðíà â òî÷êå g0 = 0 è ìîæåòáûòü ðàçëîæåíà â ðÿä ïî ñòåïåíÿì g0. Ñòðóêòóðàðÿäà èìååò âèäg = 1XN=1AN � g0r(x)�N ; x = �2 ln k2m2 ; (5:16)ãäå r(x) � ðàäèóñ ñõîäèìîñòè, à êîý��èöèåíòû ANçàâèñÿò îò N ñòåïåííûì îáðàçîì. �àäèóñ ñõîäèìî�ñòè îïðåäåëÿåòñÿ ðàññòîÿíèåì äî îñîáåííîñòè, áëè�æàéøåé ê íà÷àëó êîîðäèíàò.Åñëè z � îñîáàÿ òî÷êà �óíêöèè F�1(z), òî îñî�áûå òî÷êè ïî ïåðåìåííîé g0 â (5.15) îïðåäåëÿþòñÿóðàâíåíèåì z = � 1�2g0 + f(g0) + ln k2m2 (5:17)èëè g0x� 1 = �2g0[z � f(g0)℄ : (5:18)Åñëè âåëè÷èíà z êîíå÷íà, òî ïðè áîëüøèõ x óðàâ�íåíèå (5.18) èìååò êîðåíü g0 � 1=x, ëåæàùèé â îáëà�ñòè ìàëûõ g0, ãäå ïðàâàÿ ÷àñòü (5.18) íåñóùåñòâåííàâ ñèëó �îðìóëû (5.14); òåì ñàìûì èìååòñÿ îñîáåí�íîñòü â òî÷êå g � 1=x, è ðÿä (5.16) ïðèíèìàåò âèäg(k2) = 1XN=1AN (g0x)N == 1XN=1AN ��2 ln k2m2�N gN0 ; (5.19)1371



È. Ì. Ñóñëîâ ÆÝÒÔ, òîì 127, âûï. 6, 2005÷òî ïîñëå ïîäñòàíîâêè â èíòåãðàë (5.7) äàåò ñèíãó�ëÿðíîñòè â òî÷êàõ (5.8) (ïðè áîëüøèõ N èíòåãðàëîïðåäåëÿåòñÿ áîëüøèìè k, êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþòáîëüøèå x). Åñëè æå z = 1, òî óðàâíåíèå (5.17)íå èìååò ðåøåíèé äëÿ g0 � 1=x è ðàçëîæåíèå òèïà(5.19) âîçìîæíî ëèøü ñ êîý��èöèåíòàìèAN , óáûâà�þùèìè áûñòðåå ëþáîé ýêñïîíåíòû: ðåíîðìàëîííûéâêëàä îêàçûâàåòñÿ çàâåäîìî ìåíüøå èíñòàíòîííîãî,à îñîáåííîñòè â áîðåëåâñêîé ïëîñêîñòè íå âîçíèêà�þò.Åñëè �óíêöèÿ z = F (g) ðåãóëÿðíà â òî÷êå g0 èF 0(g0) 6= 0, òî â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè g0 ñóùåñòâó�åò îáðàòíàÿ �óíêöèÿ g = F�1(z), êîòîðàÿ òàêæåÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé. Ïîýòîìó îñîáûå òî÷êè �óíê�öèè F�1(z) ñóòü z = F (g), ãäå âñåâîçìîæíûå gîïðåäåëÿþòñÿ óñëîâèåìF 0(g) = 0 èëè F 0(g) íå ñóùåñòâóåò : (5:20)�åçþìèðóÿ, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó âûâîäó. �åíîð�ìàëîííûå ñèíãóëÿðíîñòè èìåþò ìåñòî, åñëè ñóùå�ñòâóåò õîòÿ áû îäíà òî÷êà g (âêëþ÷àÿ g =1), äëÿêîòîðîé âûïîëíåíî óñëîâèå (5.20) è z = F (g) <1;â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ðåíîðìàëîííûõ ñèíãóëÿðíîñòåéíåò.Ïåðå�îðìóëèðóÿ ðåçóëüòàòû â òåðìèíàõ ñàìîé�-�óíêöèè, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó. �åíîðìàëîí�íûå ñèíãóëÿðíîñòè îòñóòñòâóþò, åñëèà) �-�óíêöèÿ äîñòàòî÷íî ìåäëåííî ìåíÿåòñÿ íàáåñêîíå÷íîñòè, �(g) � g� ñ � � 1;á) ñèíãóëÿðíîñòè �(g) â êîíå÷íûõ òî÷êàõ g ÿâëÿ�þòñÿ äîñòàòî÷íî ñëàáûìè, òàê ÷òî �óíêöèÿ 1=�(g)íåèíòåãðèðóåìà â g (íàïðèìåð, �(g) � (g � g) ñ � 1). Ïðè íàðóøåíèè õîòÿ áû îäíîãî èç óñëîâèé(à, á) èìåþòñÿ ñèíãóëÿðíîñòè â òî÷êàõ (5.8).Èññëåäîâàíèå áîëåå ñëîæíûõ êëàññîâ ðåíîð�ìàëîííûõ äèàãðàìì âîçìîæíî íà îñíîâå îáùå�ãî óðàâíåíèÿ ðåíîðìãðóïïû â �îðìå Êàëëà�íà �Ñèìàí÷èêà [63℄ è ïðèâîäèò ê àíàëîãè÷íûìâûâîäàì: ìîæíî óñòàíîâèòü íåîáõîäèìûå è äîñòà�òî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåíîðìàëîííûõñèíãóëÿðíîñòåé, íî (ïðè èñïîëüçîâàíèè èí�îðìà�öèè òîëüêî èç ðåíîðìàëèçàöèîííîé ãðóïïû) íåëüçÿñäåëàòü íèêàêèõ îäíîçíà÷íûõ óòâåðæäåíèé.Òåïåðü âñïîìíèì, ÷òî ðÿä òåîðèè âîçìóùåíèéäëÿ �-�óíêöèè ÿâëÿåòñÿ �àêòîðèàëüíî ðàñõîäÿ�ùèìñÿ, ÷òî ñâÿçàíî ñ ñóùåñòâîâàíèåì ðàçðåçà â êîì�ïëåêñíîé ïëîñêîñòè g, èñõîäÿùåãî èç íà÷àëà êîîðäè�íàò. Ïîýòîìó òî÷êè g = 0 è g =1 ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìèâåòâëåíèÿ, à �óíêöèÿ �(g) ïðåäñòàâëÿåòñÿ áîðåëåâ�ñêèì èíòåãðàëîì

�(g) = 1Z0 dz e�zB(gz) = g�1 1Z0 dz e�z=gB(z): (5:21)Ïðåäïîëîæèì, ÷òî áîðåëåâñêèé îáðàç B(z) èìå�åò ñòåïåííîå ïîâåäåíèå íà áåñêîíå÷íîñòè12),B(z) / z� (òîãäà �(g) / g�), è ðåãóëÿðåí â îáëàñòèj arg zj < �=2 + Æ, Æ > 0 (ðèñ. 7â). Òîãäà �óíêöèÿ�(g) ðåãóëÿðíà ïðè j arg gj < � + Æ (ðèñ. 7ã), ÷òîîçíà÷àåò îòñóòñòâèå îñîáåííîñòåé ïðè êîíå÷íûõ gíà �èçè÷åñêîì ëèñòå ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè. Âýòîì ñëó÷àå ïîâåäåíèå �-�óíêöèè íà áåñêîíå÷íîñòè(�(g) � g� ñ � � 1) äàåò óñëîâèå îòñóòñòâèÿðåíîðìàëîííûõ ñèíãóëÿðíîñòåé.Ïîëó÷åííûé êðèòåðèé ìîæåò áûòü êîíñòðóê�òèâíî èñïîëüçîâàí ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñîãëàñíî'ò Õî�òó (ðèñ. 7à), â òåîðèè '4 è ÊÝÄ èíñòàí�òîííûå îñîáåííîñòè ðàñïîëîæåíû íà îòðèöàòåëü�íîé ïîëóîñè, òîãäà êàê âîçìîæíûå ðåíîðìàëîííûåñèíãóëÿðíîñòè � íà ïîëîæèòåëüíîé. Ïðåäïîëîæèì,÷òî ðåíîðìàëîííûå ñèíãóëÿðíîñòè îòñóòñòâóþò: òî�ãäà à) óñëîâèå ðåãóëÿðíîñòè �(g) ïðè êîíå÷íûõ g(ðèñ. 7â, ã) âûïîëíåíî; á) àñèìïòîòèêà êîý��èöè�åíòîâ ðàçëîæåíèÿ �N îïðåäåëÿåòñÿ áëèæàéøåé èí�ñòàíòîííîé îñîáåííîñòüþ è ìîæåò áûòü íàéäåíà ìå�òîäîì Ëèïàòîâà; â) áîðåëåâñêèé èíòåãðàë õîðîøîîïðåäåëåí è ðÿä òåîðèè âîçìóùåíèé äëÿ �(g) äî�ïóñêàåò îäíîçíà÷íîå ñóììèðîâàíèå, ÷òî ïîçâîëÿåòîïðåäåëèòü åå ïîâåäåíèå íà áåñêîíå÷íîñòè. Åñëèðîñò �-�óíêöèè îêàçûâàåòñÿ áîëåå áûñòðûì, ÷åìg�  � > 1, òî èñõîäíîå ïðåäïîëîæåíèå íåâåðíîè îò ïðîòèâíîãî äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ðåíîðìà�ëîííûõ ñèíãóëÿðíîñòåé. Åñëè æå îêàçûâàåòñÿ, ÷òî�(g) � g� ñ � � 1, òî ïðåäïîëîæåíèå î íåñóùåñòâåí�íîñòè ðåíîðìàëîíîâ ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîãëàñîâàííûì.Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ äëÿ ÊÕÄ ñïðàâåäëèâûïîñëå èçìåíåíèÿ çíàêîâ g è z.Íàìå÷åííàÿ ïðîãðàììà ïî âîññòàíîâëåíèþ�-�óíêöèé áûëà âûïîëíåíà â ðàáîòàõ [42; 47; 64; 65℄è îáñóæäàåòñÿ â ðàçä. 8. Äëÿ òåîðèè '4 è ÊÝÄ èí�äåêñ � áëèçîê ê åäèíèöå, à äëÿ ÊÕÄ � ñóùåñòâåííîìåíüøå, ïîýòîìó (â ïðåäåëàõ íåîïðåäåëåííîñòèðåçóëüòàòîâ) ñàìîñîãëàñîâàííîå èñêëþ÷åíèå ðåíîð�ìàëîííûõ ñèíãóëÿðíîñòåé îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíûì.Áîëåå òîãî, äëÿ òåîðèè '4 è ÊÝÄ èìåþòñÿ àð�ãóìåíòû â ïîëüçó òî÷íîãî ðàâåíñòâà � = 1. Òàêèëè èíà÷å, �-�óíêöèè â ýòèõ òåîðèÿõ ÿâëÿþòñÿçíàêîïîñòîÿííûìè, è óñëîâèå íåñóùåñòâåííîñòèðåíîðìàëîíîâ ñîâïàäàåò ñ óñëîâèåì èõ âíóòðåííåéíåïðîòèâîðå÷èâîñòè.12) Ýòî ïðåäïîëîæåíèå íåñóùåñòâåííî è ðàññóæäåíèÿ ìîæ�íî ïðîâåñòè áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè.1372



ÆÝÒÔ, òîì 127, âûï. 6, 2005 �àñõîäÿùèåñÿ ðÿäû òåîðèè âîçìóùåíèéÅäèíñòâåííîé òåîðèåé ïîëÿ, â êîòîðîé ñóùå�ñòâîâàíèå ðåíîðìàëîííûõ ñèíãóëÿðíîñòåé ñ÷èòàåò�ñÿ òâåðäî óñòàíîâëåííûì, ÿâëÿåòñÿ O(n)-ñèììåò-ðè÷íàÿ ñèãìà-ìîäåëü â ïðåäåëå n ! 1 [53℄. Â ýòîìñëó÷àå îäíîïåòëåâàÿ �-�óíêöèÿ îêàçûâàåòñÿ òî÷íîéè �(g) / g2 ïðè âñåõ g, òàê ÷òî � = 2 è ñàìîñî�ãëàñîâàííîå èñêëþ÷åíèå ðåíîðìàëîíîâ îêàçûâàåòñÿíåâîçìîæíûì; îäíàêî â ÷åòûðåõìåðíîì ñëó÷àå ýòàòåîðèÿ âíóòðåííå ïðîòèâîðå÷èâà. Ëþáîïûòíî, ÷òîîáðûâ ðÿäà äëÿ �-�óíêöèè íà ëþáîì êîíå÷íîì ÷èñ�ëå ÷ëåíîâ íåìåäëåííî ñîçäàåò ðåíîìàëîííûå ñèíãó�ëÿðíîñòè: ýòî ïîêàçûâàåò íåâîçìîæíîñòü ðåøåíèÿïðîáëåìû ðåíîðìàëîíîâ â ðàìêàõ ïåòëåâîãî ðàçëî�æåíèÿ [56, 57℄.Çàìåòèì, ÷òî âîçìîæíîñòü ñóùåñòâîâàíèÿ ðå�íîðìàëîííûõ ñèíãóëÿðíîñòåé äåëàåò �óíêöèîíàëü�íûå èíòåãðàëû ïëîõî îïðåäåëåííûìè. Êëàññè÷åñêîåîïðåäåëåíèå �óíêöèîíàëüíîãî èíòåãðàëà ÷åðåç òåî�ðèþ âîçìóùåíèé ÿâëÿåòñÿ äå�åêòíûì ââèäó ðàñõî�äèìîñòè ðàçëîæåíèÿ â ðÿä ïî êîíñòàíòå ñâÿçè; äëÿåãî êîíñòðóêòèâíîãî ñóììèðîâàíèÿ íóæíî çíàòüàíàëèòè÷åñêèå ñâîéñòâà â áîðåëåâñêîé ïëîñêîñòè(ðàçä. 6), êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ íåîïðåäåëåííûìè, ïîêàíå óñòàíîâëåíî, ñóùåñòâóþò ëè ðåíîðìàëîííûå ñèí�ãóëÿðíîñòè. Ìîæíî ñîìíåâàòüñÿ è â êîððåêòíîñòèîïðåäåëåíèÿ �óíêöèîíàëüíîãî èíòåãðàëà êàê ìíîãî�ìåðíîãî èíòåãðàëà íà ðåøåòêå: ðåøåòî÷íàÿ òåîðèÿìîæåò ïðèíöèïèàëüíî îòëè÷àòüñÿ îò êîíòèíóàëü�íîé, òàê êàê ðåíîðìàëîííûå âêëàäû îïðåäåëÿþòñÿîáëàñòüþ ñêîëü óãîäíî áîëüøèõ èìïóëüñîâ. Âîçíè�êàåò òóïèêîâàÿ ñèòóàöèÿ: ðåøåíèå ïðîáëåìû ðåíîð�ìàëîíîâ òðåáóåò èññëåäîâàíèÿ �óíêöèîíàëüíûõ èí�òåãðàëîâ, à ïîñëåäíèå ïëîõî îïðåäåëåíû èç-çà íåðå�øåííîñòè ïðîáëåìû ðåíîðìàëîíîâ. Ïðåäëàãàåìàÿñõåìà ñàìîñîãëàñîâàííîãî èñêëþ÷åíèÿ ðåíîðìàëîí�íûõ ñèíãóëÿðíîñòåé ÿâëÿåòñÿ, ïî-âèäèìîìó, åäèí�ñòâåííûì âîçìîæíûì âûõîäîì èç ïîëîæåíèÿ. Ïðèýòîì êîíòèíóàëüíàÿ òåîðèÿ ïî îïðåäåëåíèþ ïîíèìà�åòñÿ êàê ïðåäåë ðåøåòî÷íûõ òåîðèé13).13) Ïîäîáíàÿ �èëîñî�èÿ ñîäåðæèòñÿ óæå â ñàìîì ïîíÿ�òèè ïåðåíîðìèðóåìîñòè. �åàëüíî ñòðîèòñÿ ý��åêòèâíàÿ òåî-ðèÿ äëÿ ìàëûõ èìïóëüñîâ, ïðèìåíèìîñòü êîòîðîé îãðàíè÷è�âàåòñÿ ñâåðõó ïàðàìåòðîì �, è ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî òîò æå ìàñ�øòàá îïðåäåëÿåò ñóùåñòâåííóþ îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ. Ïå�ðåíîðìèðóåìîñòü ñîñòîèò â âîçìîæíîñòè ïðåäåëüíîãî ïåðå�õîäà � ! 1 áåç ðàçðóøåíèÿ ñòðóêòóðû òåîðèè. Ïðîêîíòðî�ëèðîâàòü æå ðåàëüíûé âêëàä èìïóëüñîâ, áîëüøèõ �, â ðàì�êàõ ý��åêòèâíîé òåîðèè íåâîçìîæíî: âñåãäà ìîæíî ïðåäïî�ëîæèòü, ÷òî íà áîëüøèõ èìïóëüñàõ ñèäèò êàêîé-íèáóäü ¾÷åð�òèê¿, êîòîðûé îáåñïå÷èâàåò ñóùåñòâåííûé âêëàä â �èçè÷å�ñêèå âåëè÷èíû, íî óáåãàåò ïðè óâåëè÷åíèè �. Ëþáîïûòíî, ÷òî�èçè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ òàêîãî ¾÷åðòèêà¿ âîçíèêàåò â òåîðèèïåðåõîäà Àíäåðñîíà, ãäå åãî ðîëü èãðàåò âêëàä ðåøåòî÷íîãîèíñòàíòîííîãî ìèíèìóìà [8; 36; 37℄.

6. Ï�ÀÊÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÑÓÌÌÈ�ÎÂÀÍÈÅ�ßÄÎÂ ÒÅÎ�ÈÈ ÂÎÇÌÓÙÅÍÈÉ�àññìîòðèì ïðîáëåìó ïðàêòè÷åñêîãî ñóììèðîâà�íèÿ ñòåïåííîãî ðÿäàW (g) = 1XN=0WN (�g)N ; (6:1)êîý��èöèåíòû êîòîðîãî èìåþò àñèìïòîòèêó aN�(N + b) è ïðåäïîëàãàþòñÿ çàäàííûìè ÷èñ�ëåííî. Â ýòîì ðàçäåëå îãðàíè÷èìñÿ ðÿäàìè ñîçíàêîïåðåìåííîé àñèìïòîòèêîé, â ñîîòâåòñòâèè ñ÷åì âûäåëÿåì èç êîý��èöèåíòîâ ìíîæèòåëü (�1)Nè ñ÷èòàåì, ÷òî a = �1=S0 > 0, êàê ýòî èìååò ìåñòîâ òåîðèè '4.6.1. Êîí�îðì-áîðåëü è äðóãèå ìåòîäûÏîíèìàÿ ñóììó ðÿäà (6.1) â áîðåëåâñêîì ñìûñëå(ðàçä. 3), áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ìîäè�èöèðîâàííûìïðåîáðàçîâàíèåì Áîðåëÿ (5.9),W (g) = 1Z0 dx e�xxb0�1B(gx) ;B(z) = 1XN=0BN (�z)N ; BN = WN�(N + b0) ; (6.2)ãäå ïðîèçâîëüíûé ïàðàìåòð b0 óäîáíî èñïîëüçîâàòüäëÿ îïòèìèçàöèè ïðîöåäóðû ñóììèðîâàíèÿ [35℄.Äëÿ áîðåëåâñêîãî îáðàçà B(z) ïðåäïîëàãàåì àíàëè�òè÷åñêèå ñâîéñòâà, õàðàêòåðíûå äëÿ òåîðèè òåîðèè'4 (ðàçä. 5.2), � ò. å. àíàëèòè÷íîñòü â êîìïëåêñíîéïëîñêîñòè z ñ ðàçðåçîì îò �1=a äî �1 (ðèñ. 8à).�ÿä äëÿ B(z) ñõîäèòñÿ â êðóãå ðàäèóñà jzj < 1=aè äëÿ ïðîâåäåíèÿ èíòåãðèðîâàíèÿ â (6.2) òðåáóåòñÿåãî àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå, êîòîðîå ïðè êîý���èöèåíòàõ WN , çàäàííûõ ÷èñëåííî, ïðåäñòàâëÿåòíåêîòîðóþ ïðîáëåìó. Åå ýëåãàíòíîå ðåøåíèå, ïðåä�ëîæåííîå Ëå �èéî è Çèíí-Æþñòèíîì [35℄, ñîñòî�èò â èñïîëüçîâàíèè êîí�îðìíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿz = f(u), îòîáðàæàþùåãî ïëîñêîñòü ñ ðàçðåçîì íàåäèíè÷íûé êðóã juj < 1 (ðèñ. 8á ): òîãäà ïåðåðàçëî�æåíèå B(z) â ðÿä ïî uB(z) = 1XN=0 BN(�z)N ��z = f(u) ! B(u) == 1XN=0UNuN (6.3)ïðè ëþáûõ z äàåò ñõîäÿùèéñÿ ðÿä. Äåéñòâè�òåëüíî, âñå âîçìîæíûå îñîáûå òî÷êè P; Q; R; : : :1373



È. Ì. Ñóñëîâ ÆÝÒÔ, òîì 127, âûï. 6, 2005

���������
���������
���������
���������
���������
���������
���������
���������
���������

���������
���������
���������
���������
���������
���������
���������
���������
��������� �������

�������
�������
�������
�������
�������
�������

�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������

����
��
��
��

�����
���
���
���

Q

R′

1

R

Q′

O

u

P

g = ∞g = 0

в

O
g = 0 g = ∞

1

u

г

Q′

P
1−1

g = 0

g = ∞
Q

б

u

R′

R

O−1/a

QR P

g

а

�èñ. 8. Áîðåëåâêèé îáðàç àíàëèòè÷åí â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ñ ðàçðåçîì (�1;�1=a) (à) è åãî îáëàñòü àíàëè-òè÷íîñòè ìîæíî êîí�îðìíî îòîáðàçèòü íà åäèíè÷íûé êðóã (á ). Åñëè îãðàíè÷èòüñÿ àíàëèòè÷åñêèì ïðîäîëæåíèåìíà ïîëîæèòåëüíóþ ïîëóîñü, òî äîïóñòèìî êîí�îðìíîå ïðåîáðàçîâàíèå íà ëþáóþ îáëàñòü, äëÿ êîòîðîé òî÷êà u = 1ÿâëÿåòñÿ áëèæàéøåé ê íà÷àëó êîîðäèíàò èç âñåõ ãðàíè÷íûõ òî÷åê (â); ïðè ýêñòðåìàëüíîé �îðìå òàêîãî ïðåîáðàçî-âàíèÿ îòîáðàæåíèå ïðîèñõîäèò íà ïëîñêîñòü ñ ðàçðåçîì (1;1) (ã)�óíêöèè B(z) ëåæàò íà ðàçðåçå, à èõ îáðàçûP; Q; Q0; R; R0; : : : � íà ãðàíèöå êðóãà juj = 1,òàê ÷òî âòîðîé ðÿä â (6.3) ñõîäèòñÿ ïðè âñåõjuj < 1; íî âíóòðåííîñòü êðóãà juj < 1 íàõîäèòñÿâî âçàèìíî-îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ îáëà�ñòüþ àíàëèòè÷íîñòè â ïëîñêîñòè z. Êîí�îðìíîåîòîáðàæåíèå îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëàìèz = 4a u(1� u)2 èëè u = (1 + az)1=2 � 1(1 + az)1=2 + 1 ; (6:4)îòêóäà ëåãêî íàéòè ñâÿçü UN è BN :U0 = B0 ; UN = NXK=1BK ��4a�K �� CN�KN+K�1 (N � 1); (6.5)ãäå CKN � áèíîìèàëüíûå êîý��èöèåíòû.Ââèäó ñòåïåííîãî ïîâåäåíèÿ B(z) íà áåñêîíå÷íî�ñòè áîðåëåâñêèé èíòåãðàë (6.2) áûñòðî ñõîäèòñÿ, èåãî âåðõíèé ïðåäåë ìîæåò áûòü âûáðàí êîíå÷íûìâ ñîîòâåòñòâèè ñ æåëàåìîé òî÷íîñòüþ. Òîãäà ïàðà�ìåòð u îãðàíè÷åí ñâåðõó âåëè÷èíîé umax < 1, èâòîðîé ðÿä â (6.3) ñõîäèòñÿ. Àâòîðû ðàáîòû [35℄äåéñòâóþò íå âïîëíå êîððåêòíî, ïîäñòàâëÿÿ ðàçëî�æåíèå ïî u = u(z) â áîðåëåâñêèé èíòåãðàë (6.2) èèíòåãðèðóÿ: ïåðåñòàíîâêà ñóììèðîâàíèÿ è èíòåãðè�ðîâàíèÿ íå ÿâëÿåòñÿ áåçîáèäíîé, ÷òî äåëàåò ñõîäè�ìîñòü àëãîðèòìà íåî÷åâèäíîé è â ïðèíöèïå ìîæåò

ïðèâîäèòü ê ïîòåðå ñõîäèìîñòè. Òåì íå ìåíåå ñõî�äèìîñòü èìååòñÿ è â òàêîì ïîäõîäå, òàê êàê àñèì�ïòîòèêà êîý��èöèåíòîâ UN îêàçûâàåòñÿ ñòåïåííîé(ñì. [65, ðàçä. 2.1℄)14). Ïðè óâåëè÷åíèè b0 îñöèëëèðó�þùèé õàðàêòåð àñèìïòîòèêè ìåíÿåòñÿ íà ìîíîòîí�íûé, ÷òî ëåæèò â îñíîâå ìåòîäèêè îïðåäåëåíèÿ ïî�ãðåøíîñòè, èñïîëüçîâàííîé â ðàáîòå [35℄.Åñëè èçâåñòíî Nm ïåðâûõ êîý��èöèåíòîâ ðÿäà(6.1), òî �îðìóëà (6.5) îïðåäåëÿåò ñòîëüêî æå ïåð�âûõ êîý��èöèåíòîâ ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà â (6.3). Äëÿg � 1 ñóùåñòâåííûå çíà÷åíèÿ u îêàçûâàþòñÿ ïî�ðÿäêà íåñêîëüêèõ äåñÿòûõ, ÷òî ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòüíåïëîõóþ òî÷íîñòü óæå ïðè íåáîëüøèõNm. Ïîãðåø�íîñòü ñóììèðîâàíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîéÆW (g) / expn�3(N2m=ag)1=3o ; ag . N2m ; (6:6)èç êîòîðîé ÿñíû âîçìîæíîñòè ïðîäâèæåíèÿ â îá�ëàñòü ñèëüíîé ñâÿçè � ìàêñèìàëüíî äîñòèæèìûåçíà÷åíèÿ g èìåþò ïîðÿäîê N2m. Èçëîæåííàÿ ñõåìàèñïîëüçîâàëàñü äëÿ âû÷èñëåíèÿ êðèòè÷åñêèõ èíäåê�14) Äëÿ íàõîæäåíèÿ àñèìïòîòèêè UN âêëàäû, íàéäåííûåâ [65℄, íóæíî ïðîñóììèðîâàòü ïî âñåì ñèíãóëÿðíîñòÿì, ÷èñ�ëî êîòîðûõ â îáùåì ñëó÷àå áåñêîíå÷íî. Ó÷èòûâàÿ êîíå÷íîñòüýòîé ñóììû ïðè ëþáîì �èêñèðîâàííîì N = N0, ëåãêî äîêà�çàòü, ÷òî ïðè N !1 îíà îïðåäåëÿåòñÿ ÷ëåíîì, ñîäåðæàùèììàêñèìàëüíóþ ñòåïåíü N .1374



ÆÝÒÔ, òîì 127, âûï. 6, 2005 �àñõîäÿùèåñÿ ðÿäû òåîðèè âîçìóùåíèéñîâ òåîðèè �àçîâûõ ïåðåõîäîâ [35℄ è ïîçâîëèëà îïðå�äåëèòü èõ ñ òî÷íîñòüþ äî òðåòüåãî çíàêà.Äðóãîé ñïîñîá àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿîñíîâàí íà ïîñòðîåíèè ïàäå-àïïðîêñèìàíò [66℄:�óíêöèÿ B(z) àïïðîêñèìèðóåòñÿ îòíîøåíèåì ïîëè�íîìîâ PM (z)=QL(z) ñòåïåíåéM è L, êîý��èöèåíòûêîòîðûõ ïîäîáðàíû òàê, ÷òîáû âîñïðîèçâîäèòüèçâåñòíûå ïåðâûå ÷ëåíû ðàçëîæåíèÿ (6.1). Ñõîäè�ìîñòü äèàãîíàëüíûõ (M = L) è êâàçèäèàãîíàëüíûõ(M � L) àïïðîêñèìàíò ê èñêîìîé �óíêöèè ïðèM ! 1 äîêàçàíà äëÿ øèðîêîãî êëàññà �óíêöèé,íî â îáùåì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ìåäëåí�íîé. Ïðè êîíå÷íûõ æå M è L èñïîëüçîâàíèåïàäå-àïïðîêñèìàöèè íàâÿçûâàåò áîðåëåâñêîìó îá�ðàçó âïîëíå îïðåäåëåííîå (è â îáùåì íåïðàâèëüíîå)ïîâåäåíèå íà áåñêîíå÷íîñòè. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåò�ñÿ íåïðàâèëüíàÿ àñèìïòîòèêà W (g) ïðè g !1, ÷òîïî íåïðåðûâíîñòè èíäóöèðóåò íåêîòîðóþ îøèáêóïðè g � 1. Ïîýòîìó ðåçóëüòàòû, ïîëó÷àåìûå ïðèðàçëè÷íîì âûáîðå ïàäå-àïïðîêñèìàíò, íåñêîëüêîðàçëè÷àþòñÿ, è ïðèìåíåíèå ìåòîäà ñâÿçàíî ñ èçâåñò�íîé äîëåé ñóáúåêòèâèçìà. Ñèòóàöèÿ ìåíÿåòñÿ, åñëèäëÿ W (g) èçâåñòíà àñèìïòîòèêà ñèëüíîé ñâÿçè: òî�ãäà ïîâåäåíèå ïàäå-àïïðîêñèìàíò íà áåñêîíå÷íîñòèìîæåò áûòü ñîãëàñîâàíî ñ àñèìïòîòèêîé B(z), ÷òîïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ðàâíîìåðíóþ ïî g òî÷íîñòü.Ïðè íàëè÷èè äîñòàòî÷íî äëèííîãî ðàçëîæåíèÿàñèìïòîòèêà ñèëüíîé ñâÿçè ìîæåò áûòü ¾ïðîùó�ïàíà¿ ïî ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè, êàê ýòî ñäåëàíîâ êëàññè÷åñêîé ðàáîòå [66℄. Êðîìå òîãî, ìîæíîèñïîëüçîâàòü èí�îðìàöèþ î ñèíãóëÿðíîñòè â òî÷êå�1=a è âûáîð ïðîöåäóðû ïîä÷èíèòü òðåáîâàíèþ,÷òîáû âñå ïîëþñû ïàäå-àïïðîêñèìàíò ðàñïîëàãà�ëèñü íà îòðèöàòåëüíîé ïîëóîñè � òîãäà ýòîò ìåòîäèñïîëüçóåò òó æå èí�îðìàöèþ, ÷òî è îïèñàííûéâûøå ¾êîí�îðì-áîðåëü¿. Ïåðâûå âû÷èñëåíèÿ êðè�òè÷åñêèõ èíäåêñîâ ïðîâîäèëèñü ýòèì ìåòîäîì [66℄è äàëè ðåçóëüòàòû, ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàþùèå ñðåçóëüòàòàìè ðàáîòû [35℄. Ìåòîä Ïàäå �Áîðåëÿïðåäïî÷òèòåëüíî èñïîëüçîâàòü â ñëó÷àÿõ, êîãäààíàëèòè÷åñêèå ñâîéñòâà B(z) íåèçâåñòíû � òîãäàïîñòðîåíèå ïàäå-àïïðîêñèìàíò äàåò èí�îðìàöèþ îðàñïîëîæåíèè ïåðâûõ ñèíãóëÿðíîñòåé.Â ìíîãîçàðÿäíûõ çàäà÷àõ âìåñòî àïïðîêñèìàíòÏàäå ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ àïïðîêñèìàíòû ×èñõîë�ìà [67℄, ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé ðàöèîíàëüíûå �óíê�öèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ. Áîëåå ý��åêòèâíûéïîäõîä ê òàêèì çàäà÷àì îñíîâàí íà ïîñòðîåíèèòàê íàçûâàåìîãî ðåçîëüâåíòíîãî ðÿäà [68℄: â ýòîìñëó÷àå âñå çàðÿäû óìíîæàþòñÿ íà âñïîìîãàòåëü�íûé ïàðàìåòð �, ïî êîòîðîìó ñòðîÿòñÿ îáû÷íûå ïà�äå-àïïðîêñèìàíòû, à â êîíöå âû÷èñëåíèé ïîëàãàåòñÿ

� = 1. Òàêîé ìåòîä ïîëíîñòüþ ñîõðàíÿåò ñèììåòðèþèñõîäíîé çàäà÷è è íå ïðèâîäèò ê ïîòåðå èí�îðìà�öèè ïðè ïðîåöèðîâàíèè íà ëþáûå ïîäïðîñòðàíñòâàçàðÿäîâ ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè [69, 70℄. Áîëåå ñëîæ�íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü àïïðîêñèìàíò ñòðîèòñÿ ïðèèñïîëüçîâàíèè �-àëãîðèòìà Âèííà [71℄, îñíîâàííîãîíà ¾ñèëüíîì¿ ïðåîáðàçîâàíèè Áîðåëÿ (ðàçä. 7). Ñóì�ìèðîâàíèå ïî Çîììåð�åëüäó �Âàòñîíó [13℄ îñíîâà�íî íà àíàëèòè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ íå áîðåëåâñêèõ îá�ðàçîâ, à èõ êîý��èöèåíòíûõ �óíêöèé. Áîëåå îá�ùàÿ �îðìà ¾êîí�îðì-áîðåëÿ¿ èñïîëüçîâàëàñü â ðà�áîòå [12℄. Ïîñëåäíèå äâà ìåòîäà äàþò ïðèíöèïèàëü�íóþ âîçìîæíîñòü ¾óãàäàòü¿ àñèìïòîòèêó ñèëüíîéñâÿçè, ñèñòåìàòè÷åñêîìó èññëåäîâàíèþ êîòîðîé ïî�ñâÿùåí ñëåäóþùèé ðàçäåë.Îòäåëüíîå íàïðàâëåíèå ñâÿçàíî ñ èñïîëüçîâàíè�åì âàðèàöèîííîé òåîðèè âîçìóùåíèé [72, 73℄, êîòî�ðàÿ ïîçâîëÿåò ñ�îðìóëèðîâàòü èíòåðïîëÿöèîííóþñõåìó ìåæäó îáëàñòÿìè ñëàáîé è ñèëüíîé ñâÿçè, åñ�ëè î ïîñëåäíåé èìååòñÿ äîñòóïíàÿ èí�îðìàöèÿ. Äëÿïðîáëåìû êðèòè÷åñêèõ èíäåêñîâ òàêàÿ èí�îðìàöèÿñîñòîèò â õàðàêòåðå ïðèáëèæåíèÿ ê íåïîäâèæíîéòî÷êå ðåíîðìãðóïïû è ìîæåò áûòü âûðàæåíà â òåð�ìèíàõ ñèëüíîé ñâÿçè ïóòåì ðàçëîæåíèÿ ïî çàòðàâî÷�íîìó (à íå ïåðåíîðìèðîâàííîìó) çàðÿäó. Â ðåçóëü�òàòå ðàñõîäÿùèéñÿ ðÿä òåîðèè âîçìóùåíèé ïðåîá�ðàçóåòñÿ â ñõîäÿùóþñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü àïïðîê�ñèìàöèé, ÷òî îáåñïå÷èâàåò òî÷íîñòü, ñîïîñòàâèìóþñ êîí�îðì-áîðåëåì [74℄. Ê ñîæàëåíèþ, â ýòîì ïîä�õîäå íå èñïîëüçîâàíû ÿâíî �àêò ðàñõîäèìîñòè ðÿ�äà è åãî àñèìïòîòèêà Ëèïàòîâà. Èí�îðìàöèÿ î ïî�ñëåäíåé ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà ëèøü êîñâåííî ïó�òåì èíòåðïîëÿöèè êîý��èöèåíòíîé �óíêöèè: ïðåä�ïðèíÿòàÿ Êëåéíåðòîì ïîïûòêà òàêîãî ðîäà [75℄ íåïðèâåëà ê óâåëè÷åíèþ òî÷íîñòè, ÷òî ïîáóäèëî åãîâûñòóïèòü ñ óòâåðæäåíèåì î íåñóùåñòâåííîñòè èí��îðìàöèè î âûñîêèõ ïîðÿäêàõ. �àçóìååòñÿ, òàêîåóòâåðæäåíèå íå ìîæåò áûòü ïðàâèëüíûì â îáùåìñëó÷àå: òî÷íîå çàäàíèå êîý��èöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿýêâèâàëåíòíî òî÷íîìó çàäàíèþ �óíêöèè, ïîýòîìóëþáîå óâåëè÷åíèå èí�îðìàöèè ïðè íàäëåæàùåì èñ�ïîëüçîâàíèè äîëæíî ïðèâîäèòü ê ïîâûøåíèþ òî÷íî�ñòè. Êîíêðåòíûé ðåçóëüòàò Êëåéíåðòà ñâÿçàí ëèøüñ òåì, ÷òî èíòåðïîëÿöèÿ, îñóùåñòâëÿåìàÿ âàðèàöè�îííîé ñõåìîé, íå õóæå, ÷åì ðåçóëüòàò èíòåðïîëÿöèèêîý��èöèåíòíîé �óíêöèè.Ïðèëîæåíèå ðàñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ ê âû÷èñëåíèþêðèòè÷åñêèõ èíäåêñîâ îñíîâàíî íà èñïîëüçîâàíèèóðàâíåíèÿ ðåíîðìãðóïïû â �îðìå Êàëëàíà �Ñè-ìàí÷èêà, â êîòîðîå ïîìèìî �óíêöèè �åëë-Ìàí-íà �Ëîó �(g) âõîäÿò ðåíîðìãðóïïîâûå �óíêöèè �(g)è �4(g) [34; 76; 77℄ (òàê íàçûâàåìûå àíîìàëüíûå ðàç�1375



È. Ì. Ñóñëîâ ÆÝÒÔ, òîì 127, âûï. 6, 2005ìåðíîñòè). Åñëè g� � íåòðèâèàëüíûé íóëü �óíê�öèè �(g), òî çíà÷åíèÿ àíîìàëüíûõ ðàçìåðíîñòåé âýòîé òî÷êå îïðåäåëÿþò êðèòè÷åñêèå èíäåêñû � è �,�(g�) = �, �4(g�) = 1=� � 2 + �, òîãäà êàê îñòàëüíûåèíäåêñû îïðåäåëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ èçâåñòíûõ ñîîò�íîøåíèé [39℄. �åíîðìãðóïïîâûå �óíêöèè âû÷èñëÿ�þòñÿ â âèäå ðÿäîâ ïî g, êîòîðûå ìîãóò áûòü ïðîñóì�ìèðîâàíû ïåðå÷èñëåííûìè ìåòîäàìè.Íà îñíîâå òàêîãî ïîäõîäà äîñòèãíóò áîëüøîéïðîãðåññ â îïèñàíèè êðèòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿðàçëè÷íûõ ñèñòåì. Êðèòè÷åñêèå èíäåêñû äëÿO(n)-ñèììåòðè÷íîé òåîðèè '4 (n = 0; 1; 2; 3) áû�ëè âû÷èñëåíû â ïèîíåðñêèõ ðàáîòàõ [35, 66℄ äëÿðàçìåðíîñòåé ïðîñòðàíñòâà d = 3 è d = 2 íàîñíîâå ñîîòâåòñòâåííî øåñòèïåòëåâûõ è ÷åòûðåõ�ïåòëåâûõ ðàçëîæåíèé. Â äàëüíåéøåì îíè áûëèðàñïðîñòðàíåíû íà áîëüøèå n è âûñøèå êîíñòàíòûñâÿçè [78, 79℄, ÷òî ïîçâîëèëî, â ÷àñòíîñòè, îöåíèòüâû÷èñëèòåëüíûå âîçìîæíîñòè 1=n-ðàçëîæåíèÿ.Ïîçæå áûëè íàéäåíû è èñïîëüçîâàíû äëÿ óòî÷íå�íèÿ êðèòè÷åñêèõ èíäåêñîâ ñåìèïåòëåâûå âêëàäûâ ðåíîðìãðóïïîâûå �óíêöèè ïðè d = 3 [75; 80℄ èïÿòèïåòëåâûå âêëàäû äëÿ d = 2 [81, 82℄. Â ïîñëåä�íèõ ðàáîòàõ áûëè îáíàðóæåíû ñèñòåìàòè÷åñêèåîòêëîíåíèÿ ðåçóëüòàòîâ ïåðåñóììèðîâàíèÿ îò èç�âåñòíûõ òî÷íûõ çíà÷åíèé êðèòè÷åñêèõ èíäåêñîâ.Èíòåðïðåòàöèÿ èõ êàê ïðîÿâëåíèå íåàíàëèòè÷åñêèõâêëàäîâ â ðåíîðìãðóïïîâûå �óíêöèè [81, 82℄, íàíàø âçãëÿä, ÿâëÿåòñÿ íåñêîëüêî ïðåæäåâðåìåííîé.Ïðè ó÷åòå êóáè÷åñêîé àíèçîòðîïèè âîçíèêàåòäâóõçàðÿäíûé âàðèàíò n-êîìïîíåíòíîé òåîðèè '4 âñîîòâåòñòâèè ñ íàëè÷èåì â äåéñòâèè äâóõ èíâàðè�àíòîâ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà. Ïðè n = 3 ýòà ìîäåëüîïèñûâàåò êóáè÷åñêèå êðèñòàëëû, à ïðè n = 0 �ñëàáîíåóïîðÿäî÷åííûå èçèíãîâñêèå �åððîìàãíåòè�êè, â ÷åì ìîæíî óáåäèòüñÿ, âûïîëíÿÿ óñðåäíåíèåïî êîí�èãóðàöèÿì ïðèìåñåé ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ðåï-ëèê [83℄. Âû÷èñëåíèå êîý��èöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿè ñóììèðîâàíèå ðåíîðìãðóïïîâûõ ðÿäîâ äëÿ ýòèõñèñòåì ïðîâîäèëèñü â ðàáîòàõ [69; 84�86℄ â ÷åòû�ðåõ- [69, 84℄, ïÿòè- [85℄ è øåñòèïåòëåâîì [86, 87℄ ïðè�áëèæåíèÿõ (ñì. òàêæå [88, 89℄).Øåñòèïåòëåâûå ðàçëîæåíèÿ ïîëó÷åíû è äëÿ äðó�ãèõ äâóõçàðÿäíûõ ìîäåëåé: mn-ìîäåëè, îïèñûâàþ�ùåé íåêîòîðûå ìàãíèòíûå è ñòðóêòóðíûå �àçîâûåïåðåõîäû, à ïðè m = 0 � êðèòè÷åñêîå ïîâåäåíèån-êîìïîíåíòíûõ ïðèìåñíûõ ìàãíåòèêîâ [87℄, è äëÿO(m)�O(n)-ñèììåòðè÷íîé ìîäåëè, îòâå÷àþùåé òàêíàçûâàåìûì êèðàëüíûì �àçîâûì ïåðåõîäàì [90℄.Ñóììèðîâàíèå ïîëó÷åííûõ ðÿäîâ [90�93℄ ïîçâîëèëîâûÿñíèòü ñòðóêòóðó �àçîâûõ ïîðòðåòîâ óðàâíåíèéðåíîðìãðóïïû è õàðàêòåð óñòîé÷èâîñòè íåòðèâèàëü�

íûõ íåïîäâèæíûõ òî÷åê. Åùå áîëåå ñëîæíûå �òðåõçàðÿäíûå � âàðèàíòû òåîðèè '4 âîçíèêàþò ïðèîïèñàíèè ñâåðõïðîâîäíèêîâ ñ íåòðèâèàëüíûì ñïà�ðèâàíèåì, ìíîãîïîäðåøåòî÷íûõ àíòè�åððîìàãíåòè�êîâ, ñòðóêòóðíûõ �àçîâûõ ïåðåõîäîâ, ñâåðõòåêó÷èõïåðåõîäîâ â íåéòðîííîé æèäêîñòè è ò. ï. Íåêîòî�ðûå èç íèõ èçó÷åíû â òðåõ-, ÷åòûðåõ- è øåñòèïåò�ëåâîì ïðèáëèæåíèÿõ â ðàáîòàõ [70; 94�96℄. Íåäàâíîáûëè íàéäåíû è ïðîñóììèðîâàíû ïÿòèïåòëåâûå ðàç�ëîæåíèÿ äëÿ äâóìåðíûõ êèðàëüíîé [97℄, êóáè÷åñêîéè mn-ìîäåëåé [82℄. Íàêîíåö, ïóòåì ñóììèðîâàíèÿòðåõ- è ÷åòûðåõïåòëåâûõ ðàçëîæåíèé èññëåäîâàëàñüêðèòè÷åñêàÿ äèíàìèêà ÷èñòîé è ïðèìåñíîé ìîäåëåéÈçèíãà [98, 99℄, à òàêæå, â áîëåå íèçêèõ ïðèáëèæå�íèÿõ, ý��åêòû äàëüíîäåéñòâèÿ [100℄ è íàðóøåíèåðåïëè÷íîé ñèììåòðèè [101℄.Çàìåòèì, ÷òî âìåñòî ðÿäîâ ïî êîíñòàíòå ñâÿ�çè, ïîñòðîåííûõ äëÿ �èçè÷åñêîé ðàçìåðíîñòèïðîñòðàíñòâà, ìîæíî ñóììèðîâàòü ðàñõîäÿùèåñÿ�-ðàçëîæåíèÿ, ïîëó÷åííûå äëÿ �îðìàëüíîé çàäà÷èî �àçîâîì ïåðåõîäå â (4 � �)-ìåðíîì ïðîñòðàí�ñòâå [77; 102; 103℄. ×åòûðåõïåòëåâûå ðàçëîæåíèÿäëÿ O(n)-ñèììåòðè÷íîé òåîðèè [104℄, ïðîñóììèðî�âàííûå â [105℄, áûëè ïðîäîëæåíû äî ïÿòèïåòëåâîãîóðîâíÿ [106℄ è ñóììèðîâàëèñü â [80℄. Â ðàáîòå [107℄ïîëó÷åíû ïÿòèïåòëåâûå ðàçëîæåíèÿ äëÿ êóáè÷å�ñêîé ìîäåëè, íà îñíîâå êîòîðûõ â [108℄ âûâåäåíûïÿòèïåòëåâûå p�-ðàçëîæåíèÿ äëÿ êðèòè÷åñêèõ èí�äåêñîâ ïðèìåñíîé ìîäåëè Èçèíãà; èõ ñóììèðîâàíèåîáñóæäàëîñü â [108�110℄.Äåòàëüíîå îáñóæäåíèå ñîâðåìåííîãî ñîñòîÿíèÿòåîðèè êðèòè÷åñêèõ ÿâëåíèé, áàçèðóþùåéñÿ íà ìíî�ãîïåòëåâûõ ðåíîðìãðóïïîâûõ ðàçëîæåíèÿõ, è îá�øèðíóþ áèáëèîãðà�èþ ìîæíî íàéòè â íåäàâíèõ îá�çîðàõ [89; 96; 111℄.6.2. Ñóììèðîâàíèå â ïðåäåëå ñèëüíîé ñâÿçèÏðè ïðîäâèæåíèè â îáëàñòü ñèëüíîé ñâÿçè âîçíè�êàåò ñóùåñòâåííàÿ çàâèñèìîñòü ðåçóëüòàòîâ îò ïðî�öåäóðû ñóììèðîâàíèÿ, êîòîðàÿ äîïóñêàåò ðàçëè÷�íûå âàðèàöèè. Äëÿ àíàëèçà âîçíèêàþùèõ íåîïðå�äåëåííîñòåé æåëàòåëüíî óñòàíîâèòü ïðÿìóþ ñâÿçüàñèìïòîòèêèW (g) â ïðåäåëå ñèëüíîé ñâÿçè ñî çíà÷å�íèÿìè êîý��èöèåíòîâWN . Ìû ðåøèì ýòó çàäà÷ó âïðåäïîëîæåíèè ñòåïåííîãî õàðàêòåðà àñèìïòîòèêèW (g) =W1g� ; g !1 ; (6:7)íà àäåêâàòíîñòü êîòîðîãî óêàçûâàþò âñå ìîäåëè, äî�ïóñêàþùèå àíàëèç è áëèçêèå ê ðåàëüíûì çàäà÷àìòåîðèè ïîëÿ. Ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à èìååò ðåøåíèå âðàìêàõ ñòàíäàðòíîé ïðîöåäóðû ¾êîí�îðì-áîðåëÿ¿(ðàçä. 6.1) [65℄, íî áîëåå ý��åêòèâíûé àëãîðèòì âîç�1376



ÆÝÒÔ, òîì 127, âûï. 6, 2005 �àñõîäÿùèåñÿ ðÿäû òåîðèè âîçìóùåíèéíèêàåò ïðè èñïîëüçîâàíèè ìîäè�èöèðîâàííîãî êîí��îðìíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ.Åñëè äîãîâîðèòüñÿ îòîáðàæàòü z = 0 â u = 0, àz = 1 â u = 1, òî �îðìóëà (6.4) äàåò åäèíñòâåí�íîå êîí�îðìíîå ïðåîáðàçîâàíèå, êîòîðîå ïîçâîëÿåòïðîâîäèòü àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå áîðåëåâñêî�ãî îáðàçà íà ïðîèçâîëüíûå êîìïëåêñíûå z. Îäíàêîïîñëåäíåå íå ÿâëÿåòñÿ îáÿçàòåëüíûì: äëÿ ïðîâåäå�íèÿ èíòåãðèðîâàíèÿ â (6.2) äîñòàòî÷íî àíàëèòè÷å�ñêîãî ïðîäîëæåíèÿ íà ïîëîæèòåëüíóþ ïîëóîñü. Ïî�ýòîìó äîïóñòèìî êîí�îðìíîå ïðåîáðàçîâàíèå íà ëþ�áóþ îáëàñòü, äëÿ êîòîðîé òî÷êà u = 1 ÿâëÿåòñÿ áëè�æàéøåé ê íà÷àëó êîîðäèíàò èç âñåõ ãðàíè÷íûõ òî�÷åê (ðèñ. 8â): âòîðîé ðÿä â (6.3) áóäåò ñõîäèòüñÿ ïðèjuj < 1 è â ÷àñòíîñòè � íà èíòåðâàëå 0 < u < 1, êî�òîðûé ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè.Ïðåèìóùåñòâî òàêîãî êîí�îðìíîãî ïðåîáðàçîâà�íèÿ ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ðàñõîäèìîñòü ïåðåðàçëîæåí�íîãî ðÿäà â (6.3) îïðåäåëÿåòñÿ áëèæàéøåé îñîáîéòî÷êîé u = 1, ñâÿçàííîé ñ îñîáåííîñòüþ W (g) ïðèg !1, è àñèìïòîòèêà êîý��èöèåíòîâUN îïðåäåëÿ�åòñÿ ïàðàìåòðàìè àñèìïòîòèêè (6.7). Çàïèøåì UNâ òåðìèíàõ B(u),UN = IC du2�i B(u)uN+1 ; (6:8)è äå�îðìèðóåì êîíòóð C, îõâàòûâàþùèé òî÷êóu = 0, òàê, ÷òîáû îí ïðîõîäèë âîêðóã ðàçðåçîâ,ïðîâåäåííûõ îò âñåõ îñîáûõ òî÷åê äî áåñêîíå÷íî�ñòè. Òîãäà ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî àñèìïòîòèêà UN ïðèáîëüøèõ N îïðåäåëÿåòñÿ áëèæàéøåé îñîáîé òî÷êîéu = 1. ×òîáû óìåíüøèòü âêëàäû äðóãèõ îñîáûõ òî�÷åê P; Q; Q0; : : : , èõ æåëàòåëüíî îòîäâèíóòü ïîäàëü�øå. Ýòî ïðèâîäèò íàñ ê ýêñòðåìàëüíîé �îðìå ïðåîá�ðàçîâàíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåé îòîáðàæåíèþ íà ïëîñ�êîñòü ñ ðàçðåçîì (1;1) (ðèñ. 8ã),z = ua(1� u) ; (6:9)äëÿ êîòîðîãî ëåãêî íàéòè ñâÿçü UN è BN :U0 = B0 ;UN = NXK=1 BKaK (�1)KCK�1N�1 (N � 1) : (6.10)Àñèìïòîòèêà UN ïðè áîëüøèõ N èìååò âèäUN = U1N��1 ; N !1 ; (6:11)U1 = W1a��(�)�(b0 + �) (6:12)è îïðåäåëÿåòñÿ ïàðàìåòðàìè àñèìïòîòèêè (6.7). Âðåçóëüòàòå ìû ïðèõîäèì ê ïðîñòîìó àëãîðèòìó: âû�÷èñëÿÿ ïî çàäàííûì WN êîý��èöèåíòû BN ñîãëàñ�íî �îðìóëàì (6.2), ïåðåñ÷èòûâàÿ èõ â UN ñîãëàñíî

(6.10) è ïðîâîäÿ ïðè áîëüøèõ N îáðàáîòêó ïî ñòå�ïåííîìó çàêîíó (6.11), ìû îïðåäåëÿåì ïàðàìåòðûW1 è � àñèìïòîòèêè (6.7).Ïðè ïðàêòè÷åñêîì èñïîëüçîâàíèè àëãîðèòìà âîç�íèêàþò ïðîáëåìû, ñâÿçàííûå ñ ðîñòîì ñëó÷àéíûõîøèáîê. Åñëè êîý��èöèåíòû WN çàäàíû ñ îòíî�ñèòåëüíîé òî÷íîñòüþ Æ (îøèáêà âû÷èñëåíèÿ èëèîêðóãëåíèÿ), òî ñëó÷àéíàÿ îøèáêà â UN îáíàðóæè�âàåò êàòàñòðî�è÷åñêèé ðîñòÆUN � Æ � 2N : (6:13)Ïðè âû÷èñëåíèÿõ ñ äâîéíîé êîìïüþòåðíîé òî÷íî�ñòüþ (Æ � 10�14) ÆUN ñòàíîâèòñÿ ïîðÿäêà åäèíèöûïðè N � 45, ÷òî îãðàíè÷èâàåò òî÷íîñòü âîññòàíîâ�ëåíèÿ àñèìïòîòèêè (6.7) óðîâíåì ïîðÿäêà 1%.Ê ñ÷àñòüþ, âëèÿíèå ãëàäêèõ îøèáîê íîñèò ñîâåð�øåííî äðóãîé õàðàêòåð, è ìîæíî ãîâîðèòü î ñâîå�îáðàçíîé ¾ñóïåð-óñòîé÷èâîñòè¿ àëãîðèòìà (â òîìñìûñëå, ÷òî îøèáêà íà âûõîäå îêàçûâàåòñÿ ìåíü�øå, ÷åì îøèáêà íà âõîäå). Ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå(6.10) îáëàäàåò çàìå÷àòåëüíûì ñâîéñòâîìNXK=1Km(�1)KCK�1N�1 = 0 (6:14)äëÿ m = 0; 1; : : : ; N � 2, è äîáàâëåíèå ê âåëè÷èíåBK=aK (èìåþùåé ñòåïåííîå ïîâåäåíèå ïî K) ïðî�èçâîëüíîãî ïîëèíîìà Pm(K) âîîáùå íå âëèÿåò íààñèìïòîòèêó UN . Àíàëîãè÷íîå ñâîéñòâî èìååò ìåñòîäëÿ øèðîêîãî êëàññà ãëàäêèõ �óíêöèé, êîòîðûå õî�ðîøî àïïðîêñèìèðóþòñÿ ïîëèíîìàìè: òàê, çàìåíàBK=aK ! BK=aK + f(K), ãäå f(K) � öåëàÿ �óíê�öèÿ ñ áûñòðî óáûâàþùèìè êîý��èöèåíòàìè ðÿäàÒåéëîðà, äàåò èçìåíåíèå UN , áûñòðî óáûâàþùåå ñðîñòîì N . Â ðåàëüíûõ çàäà÷àõ èçâåñòíî íåñêîëü�êî ïåðâûõ êîý��èöèåíòîâ WN è èõ àñèìïòîòèêà,òîãäà êàê ïðîìåæóòî÷íûå êîý��èöèåíòû îïðåäåëÿ�þòñÿ èíòåðïîëÿöèåé. Îøèáêè èíòåðïîëÿöèè ÿâëÿ�þòñÿ ãëàäêèìè è ìîæíî íàäåÿòüñÿ íà èõ íåñóùå�ñòâåííîñòü äàæå ïðè èõ áîëüøîé âåëè÷èíå. Òàêèìîáðàçîì, èçëîæåííûé àëãîðèòì îêàçûâàåòñÿ èäåàëü�íî ïðèñïîñîáëåííûì ê íàèáîëåå àêòóàëüíîé ïîñòà�íîâêå çàäà÷è.Ïðè îáðàáîòêå UN íà ñòåïåííóþ çàâèñèìîñòü ìî�æåò áûòü èñïîëüçîâàíà ñòàíäàðòíàÿ ïðîöåäóðà ìè�íèìèçàöèè �2 [112℄, à âûáîð ðàáî÷åãî èíòåðâàëàNmin � N � Nmax ïðîâîäèòñÿ èç ñëåäóþùèõ ñîîáðà�æåíèé. Âåðõíèé ïðåäåëNmax âûáèðàåòñÿ èç óñëîâèÿÆUN � UN , òàê êàê òî÷êè ñ á�îëüøèìè N óæå íå ñî�äåðæàò èí�îðìàöèè; ýòîò âûáîð íå î÷åíü êðèòè÷åí,òàê êàê ïðè ìèíèìèçàöèè �2 àâòîìàòè÷åñêè äèñêðè�ìèíèðóþòñÿ òî÷êè ñ áîëüøîé ñòàòèñòè÷åñêîé îøèá�13 ÆÝÒÔ, âûï. 6 1377



È. Ì. Ñóñëîâ ÆÝÒÔ, òîì 127, âûï. 6, 2005êîé. Íèæíèé ïðåäåë Nmin îïðåäåëÿåòñÿ òðåáîâàíè�åì, ÷òîáû âåëè÷èíà �2 ïðèíèìàëà ¾íîðìàëüíûå¿çíà÷åíèÿ; ýòî èñêëþ÷àåò ñèñòåìàòè÷åñêóþ îøèáêó,ñâÿçàííóþ ñ òåì, ÷òî çàâèñèìîñòü UN åùå íå ñòàëààñèìïòîòè÷åñêîé (6.11).Îãðàíè÷åííîñòü ñâåðõó èñïîëüçóåìûõ çíà÷åíèéN ïðèâîäèò ê ñóùåñòâåííîé çàâèñèìîñòè ðåçóëüòà�òîâ îò ïðîèçâîëüíîãî ïàðàìåòðà b0 (ñì. (6.2)), òàêêàê îí îïðåäåëÿåò ñêîðîñòü âûõîäà íà àñèìïòîòèêó.×òîáû ñîðèåíòèðîâàòüñÿ â ýòîì âîïðîñå, ó÷òåì ïî�ïðàâêè ê àñèìïòîòèêå (6.7), ñ÷èòàÿ èõ ñòåïåííûìè:W (g) =W1g� +W 01g�0 +W 001g�00 + : : : (6:15)Ñîîòâåòñòâåííî äëÿ UN ïîëó÷èì àíàëîãè÷íî (6.11),(6.12):UN = W1a��(�)�(b0 + �)N��1 ++ W 01a�0�(�0)�(b0 + �0)N�0�1 + : : : (6.16)Ïðåíåáðåæåì äëÿ íà÷àëà ïîïðàâêàìè ê (6.16),ïîêàçàííûìè ìíîãîòî÷èåì. Ôîðìàëüíàÿ îáðàáîòêà(6.16) ïî ñòåïåííîìó çàêîíó (6.11) äàåò íåïëîõèåðåçóëüòàòû, òàê êàê â äâîéíîì ëîãàðè�ìè÷åñêîììàñøòàáå �óíêöèÿ (6.16) ìåíÿåòñÿ ïëàâíî è õîðîøîàïïðîêñèìèðóåòñÿ ïðÿìîé ëèíèåé; ïðè ýòîì, îäíà�êî, ïîëó÷àþòñÿ íåêîòîðûå ý��åêòèâíûå çíà÷åíèÿ� è U1.Çàìåòèì, ÷òî èç-çà ïîëþñîâ ãàììà-�óíêöèè ïåð�âûé ÷ëåí â (6.16) îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðè b0 = ��,à âòîðîé � ïðè b0 = ��0; ïðè ýòèõ çíà÷åíèÿõ b0âîçíèêàþò ÷èñòî ñòåïåííûå çàêîíû UN / N�0�1 èUN / N��1, â ðåçóëüòàòå ÷åãî êà÷åñòâî îáðàáîò�êè âîçðàñòàåò è �2 ðåçêî ïàäàåò. Ïîýòîìó ïðè èç�ìåíåíèè b0 äîëæíà íàáëþäàòüñÿ ñëåäóþùàÿ êàðòè�íà (ðèñ. 9): âåëè÷èíà �2 èìååò ðåçêèå ìèíèìóìûïðè b0 = ��0 è b0 = ��; ý��åêòèâíûé èíäåêñ �effâ îêðåñòíîñòè òî÷êè b0 = �� ¾ïðîâàëèâàåòñÿ¿ äî�0, à âíå åå áëèçîê ê �, äîñòèãàÿ òî÷íîãî ðàâåíñòâà�eff = � ïðè b0 = ��0; ý��åêòèâíûé ïàðàìåòð U1ïðè b0 = ��0 ñîîòâåòñòâóåò òî÷íîìó çíà÷åíèþ W1,à â îêðåñòíîñòè b0 = �� ïðîõîäèò ÷åðåç íóëü, ïðè�÷åì íàêëîí ëèíåéíîãî ó÷àñòêà âáëèçè êîðíÿU1 � W1a��(�) (b0 + �) (6:17)äàåò îöåíêóW1, íå î÷åíü ÷óâñòâèòåëüíóþ ê ïîãðåø�íîñòÿì â �. Âëèÿíèå îòáðîøåííûõ â (6.16) ÷ëåíîâïðèâîäèò ëèøü ê ìàëûì âîçìóùåíèÿì îïèñàííîéêàðòèíû.

b0
U1Uex1 �� â��0

à b0��
�2

��0�e�
b0�� ��0 á��0

�èñ. 9. Òåîðåòè÷åñêèå çàâèñèìîñòè �2, �eff è U1îò b0 â ïðåíåáðåæåíèè ïîïðàâêàìè ê (6.16), ïîêà-çàííûìè ìíîãîòî÷èåì. Ïðè îáðàáîòêå ïóòåì ëî-ãàðè�ìèðîâàíèÿ çàâèñèìîñòè ÷àñòî îêàçûâàþòñÿðàçðûâíûìè (øòðèõè) [65℄Èç ñêàçàííîãî âûòåêàåò âîçìîæíîñòü ðàçëè÷íûõîöåíîê èíäåêñà �: 1) ïî çíà÷åíèþ �eff â ïåðâîì ìè�íèìóìå �2 (ïðèíèìàåì íóìåðàöèþ ìèíèìóìîâ ñîñòîðîíû áîëüøèõ b0); 2) ïî ïîëîæåíèþ âòîðîãî ìè�íèìóìà �2; 3, 4) ïî ñìåíå çíàêà U1; òåõíè÷åñêè ýòàîöåíêà ïðîâîäèëàñü â äâóõ âàðèàíòàõ � ñ èñïîëüçî�âàíèåì îáðàáîòêè ïóòåì ëîãàðè�ìèðîâàíèÿ èëè îá�ðàáîòêè ñ �èêñèðîâàííûì èíäåêñîì �, ïðèáëèæåí�íîå çíà÷åíèå êîòîðîãî áðàëîñü èç ïðåäûäóùèõ îöå�íîê.Íåñêîëüêî îöåíîê ïîëó÷àåòñÿ è äëÿ W1: 1) ïîçíà÷åíèþ U1 â ïåðâîì ìèíèìóìå �2; 2, 3) ïî íàêëî�íó ëèíåéíîãî ó÷àñòêà çàâèñèìîñòè U1(b0) âáëèçè åå1378
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�èñ. 10. Çàâèñèìîñòè �2, �eff è ~U1 îò b0 äëÿ èíòå-ãðàëà (6.18) ïðè îáðàáîòêå â èíòåðâàëå 24 � N � 50.Øòðèõîâîé ëèíèåé ïîêàçàíà çàâèñèìîñòü ~U1(b0)âáëèçè êîðíÿ ïðè îáðàáîòêå ñ �èêñèðîâàííûì çíà-÷åíèåì èíäåêñà � = �0:25êîðíÿ ïðè îáðàáîòêå ñ �èêñèðîâàííûì èíäåêñîì �;ïîñëåäíèé âàðüèðóåòñÿ â ïðåäåëàõ ðàçáðîñà çíà÷å�íèé, ïîëó÷åííûõ óêàçàííûìè âûøå ñïîñîáàìè, ÷òîäàåò âåðõíþþ è íèæíþþ îöåíêè W1.Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ðàçëè÷èå ìåæäó íåñêîëüêè�ìè îöåíêàìè � è W1 èìååò òîò æå ïîðÿäîê âåëè÷è�íû, ÷òî è îòêëîíåíèå êàæäîé èç íèõ îò òî÷íîãî çíà�÷åíèÿ; ýòî äàåò ñïîñîá îïðåäåëåíèÿ ïîãðåøíîñòè ðå�çóëüòàòîâ. Íàëè÷èå íåñêîëüêèõ îöåíîê èìååò áîëü�øîå çíà÷åíèå: åñëè äâå îöåíêè ïî ñëó÷àéíûì ïðè÷è�íàì ìîãóò îêàçàòüñÿ áëèçêèìè, ïðèâîäÿ ê çàíèæåí�íîé âåëè÷èíå ïðîãíîçèðóåìîé îøèáêè, òî ñëó÷àéíîåñáëèæåíèå òðåõ èëè ÷åòûðåõ îöåíîê ïðåäñòàâëÿåòñÿìàëîâåðîÿòíûì.Ïðîèëëþñòðèðóåì ñêàçàííîå íà ïðèìåðå èíòå�ãðàëà W (g) = 1Z0 d' exp ��'2 � g'4� ; (6:18)êîòîðûé ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê íóëüìåðíûé àíà�

ëîã �óíêöèîíàëüíîãî èíòåãðàëà òåîðèè '4. Åãîàñèìïòîòèêà ïðè g ! 1 èìååò âèä (6.7) ñ ïàðàìåò�ðàìè � = �1=4, W1 = �(1=4)=4, à ïîïðàâêè ê íåéèìåþò âèä ðÿäà ïî ñòåïåíÿì g�1=2. Ïðè èñïîëüçîâà�íèè êîý��èöèåíòîâ WN , çàäàííûõ ñ äâîéíîé êîì�ïüþòåðíîé òî÷íîñòüþ (Æ � 10�14), ïîëó÷åíû çàâèñè�ìîñòè15), ïîêàçàííûå íà ðèñ. 10, èç êîòîðûõ ïîëó÷à�þòñÿ îöåíêè� = �0:235� 0:025 ; W1 = 0:908� 0:025 ;�0 = �0:75� 0:08 ; (6.19)â õîðîøåì ñîãëàñèè ñ òî÷íûìè çíà÷åíèÿìè� = �0:25 ; W1 = 0:9064 : : : ;�0 = �0:75 : (6.20)Äëÿ ïðîâåðêè èíòåðïîëÿöèîííîé óñòîé÷èâîñòè àë�ãîðèòìà âîñïîëüçóåìñÿ âîçìîæíîñòüþ çàïèñàòü êî�ý��èöèåíòû ðàçëîæåíèÿ â âèäå16)WN = aN�(N + b)���1 + A1N + A2N2 + : : :+ AKNK + : : :� ; (6.21)òàê êàê îòíîñèòåëüíûå ïîïðàâêè ê àñèìïòîòèêå Ëè�ïàòîâà èìåþò âèä ðåãóëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ ïî 1=N .Ýòî ïðåäñòàâëåíèå óäîáíî èñïîëüçîâàòü äëÿ èíòåð�ïîëÿöèè êîý��èöèåíòíîé �óíêöèè, îáðûâàÿ ðÿäíà êîíå÷íîì ÷èñëå ÷ëåíîâ è âûáèðàÿ ïàðàìåòðûAK èç ñîîòâåòñòâèÿ ñ íåñêîëüêèìè ïåðâûìè êîý���èöèåíòàìè WN . Ïðè èñïîëüçîâàíèè äëÿ èíòåð�ïîëÿöèè ïàðàìåòðîâ àñèìïòîòèêè Ëèïàòîâà, ïåð�âîé ïîïðàâêè ê íåé A1=N è îäíîãî êîý��èöèåíòàW1 [65℄ ïîëó÷àåòñÿ ðåçóëüòàò � = �0:245 � 0:027,W1 = 0:899 � 0:014, ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàþùèé ñ(6.20). Åãî ïîãðåøíîñòü ïî-ïðåæíåìó îïðåäåëÿåòñÿîøèáêàìè îêðóãëåíèÿ, õîòÿ îøèáêè èíòåðïîëÿöèèèìåþò âåëè÷èíó íà 10 ïîðÿäêîâ áîëüøå.Â êà÷åñòâå âòîðîãî ïðèìåðà ðàññìîòðèì çàäà÷óîá îñíîâíîì ñîñòîÿíèè E0(g) àíãàðìîíè÷åñêîãî îñ�öèëëÿòîðà (1.1), êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê îä�íîìåðíîé òåîðèè '4. Ïðè èñïîëüçîâàíèè êîý��èöè�åíòîâ WN , âû÷èñëåííûõ â ðàáîòå [6℄  òî÷íîñòüþÆ � 10�12, ïîëó÷àþòñÿ ðåçóëüòàòû äëÿ ïàðàìåòðîâàñèìïòîòèêè [65℄15) Ïî òåõíè÷åñêèì ïðè÷èíàì çäåñü è â äàëüíåéøåì ïðèâî�äÿòñÿ êîý��èöèåíòû ~UN = UN�(b0 + N0), íîðìèðîâàííûåòàê, ÷òîáû èìåòü ïîñòîÿííûé ïðåäåë ïðè b0 !1; N0 � íèæ�íèé ïðåäåë ñóììèðîâàíèÿ â (6.5), êîòîðûé ìîæåò îòëè÷àòüñÿîò åäèíèöû, åñëè íåñêîëüêî ïåðâûõ ÷ëåíîâ ðÿäà (6.1) ðàâíûíóëþ. Àíàëîãè÷íî, ~U1 = U1�(b0 +N0).16) ×àñòî âîçíèêàþùèå âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ àíàëèòè÷íî�ñòüþ êîý��èöèåíòíîé �óíêöèè è åå èíòåðïîëÿöèåé, îáñóæ-äàþòñÿ â íàøåì êîììåíòàðèè [113℄ ê ðàáîòå [114℄.1379 13*



È. Ì. Ñóñëîâ ÆÝÒÔ, òîì 127, âûï. 6, 2005� = 0:317� 0:032 ; W1 = 0:74� 0:14; (6:22)êîòîðûå ñîãëàñóþòñÿ ñ òî÷íûìè çíà÷åíèÿìè� = 0:3333 : : : , W1 = 0:6679 : : : è ïîêàçûâàþòàäåêâàòíóþ îöåíêó îøèáêè.Íàëè÷èå íàäåæíîé îöåíêè îøèáîê ïîçâîëÿåòïî-íîâîìó ïîäîéòè ê ïðîáëåìå îïòèìèçàöèè ïðîöå�äóðû ñóììèðîâàíèÿ. Íà àáñòðàêòíîì óðîâíå îïòè�ìèçàöèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî ââîäèòñÿ íåêîòîðàÿ âà�ðèàöèÿ ïðîöåäóðû ñóììèðîâàíèÿ, õàðàêòåðèçóåìàÿïðîèçâîëüíûì ïàðàìåòðîì �, êîòîðûé çàòåì âûáè�ðàåòñÿ èç ñîîáðàæåíèé ëó÷øåé ñõîäèìîñòè àëãîðèò�ìà. Íàïðèìåð, èñõîäíûé ðÿä (6.1) ìîæíî âîçâåñòè âñòåïåíü � è ñóììèðîâàòü ïåðåðàçëîæåííûé ðÿäW (g)� = ~W0 � ~W1g + ~W2g2 � : : :++ ~aN�(N + b)(�g)N + : : : ; (6.23)êîòîðûé ïî ñâîéñòâàì àíàëîãè÷åí èñõîäíîìó (ìåíÿ�åòñÿ ëèøü ïàðàìåòð  àñèìïòîòèêè Ëèïàòîâà [8℄).Òåîðåòè÷åñêè èñïîëüçîâàíèå ðÿäà (6.23) íè÷åì íåõóæå, ÷åì èñïîëüçîâàíèå ðÿäà (6.1), è çíà÷åíèå ëþ�áîé âåëè÷èíû Q, ïîëó÷åííîé â ðåçóëüòàòå ñóììèðî�âàíèÿ, íå äîëæíî çàâèñåòü îò �. Â óñëîâèÿõ îãðàíè�÷åííîé èí�îðìàöèè î ðÿäå (6.1) çàâèñèìîñòü Q îò �âîçíèêàåò, íî ñ óâåëè÷åíèåì èí�îðìàöèè ñòàíîâèò�ñÿ âñå áîëåå ñëàáîé. Â îáùåì ñëó÷àå ðàâíîìåðíàÿ ïî� ñõîäèìîñòü íå èìååò ìåñòà è ïðèáëèæåííîå çíà÷å�íèå Q áëèçêî ê òî÷íîìó ëèøü â îáëàñòè íåêîòîðîãî¾ïëàòî¿ (ðèñ. 11à), ïðè óäàëåíèè îò êîòîðîãî îòêëî�íåíèÿ áûñòðî íàðàñòàþò; ïî ìåðå óâåëè÷åíèÿ èí�îð�ìàöèè ïëàòî ðàñøèðÿåòñÿ è óïëîùàåòñÿ (ñì., íàïðè�ìåð, [115℄). ßñíî, ÷òî íàèëó÷øàÿ ñõîäèìîñòü äîñòè�ãàåòñÿ â öåíòðå ïëàòî, íî âûáîð ýòîãî ¾öåíòðà¿ íåâñåãäà î÷åâèäåí: ïëàòî ìîæåò áûòü àñèììåòðè÷íûìèëè ïëîõî âûðàæåííûì, åãî öåíòð ìîæåò ñäâèãàòü�ñÿ â ïðîöåññå ñõîäèìîñòè è ò. ä. Ïîýòîìó âûáîð îï�òèìàëüíîãî �, à ñëåäîâàòåëüíî, íàèëó÷øåãî ïðèáëè�æåíèÿ äëÿ Q, ÿâëÿåòñÿ âåñüìà ñóáúåêòèâíûìè.Íà íàø âçãëÿä, ïðîáëåìà îïòèìèçàöèè ìîæåòáûòü ðåøåíà îáúåêòèâíî. Äåëî â òîì, ÷òî îò � çàâè�ñèò íå òîëüêî ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå Q, íî è îøèá�êà åãî îïðåäåëåíèÿ; åñëè ýòà îøèáêà îöåíåíà ïðà�âèëüíî, òî òî÷íîå çíà÷åíèå Qexat äîëæíî áûòü ñîâ�ìåñòèìî ñ ïðèáëèæåííûìè ðåçóëüòàòàìè ïðè ëþáûõ� (ðèñ. 11á ): òåì ñàìûì ñíèìàåòñÿ ïðîáëåìà �èê�òèâíîé çàâèñèìîñòè Q îò �. Åñëè òàêàÿ ¾èäåàëüíàÿ¿ñèòóàöèÿ äîñòèãíóòà, òî âûáîð îïòèìàëüíîãî çíà÷å�íèÿ � ñâîäèòñÿ ê âûáîðó ðåçóëüòàòà ñ ìèíèìàëüíîéïîãðåøíîñòüþ.Ïðîöåäóðó îïòèìèçàöèè ëîãè÷íî ïðîâîäèòü íàñòàäèè èíòåðïîëÿöèè, òàê êàê âñå íåîïðåäåëåííî�
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�èñ. 11. à) Ëþáàÿ âåëè÷èíà Q, ïîëó÷åííàÿ â ðå-çóëüòàòå ñóììèðîâàíèÿ ðÿäà, òåîðåòè÷åñêè íå çà-âèñèò îò îïòèìèçàöèîííîãî ïàðàìåòðà �, íî â óñëî-âèÿõ îãðàíè÷åííîé èí�îðìàöèè òàêàÿ çàâèñèìîñòüâîçíèêàåò. Ïðè óâåëè÷åíèè èí�îðìàöèè ýòà çàâè-ñèìîñòü ýâîëþöèîíèðóåò îò êðèâîé 1 ê êðèâûì 2, 3è ò. ä. Îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå � ëåæèò âáëèçè öåí-òðà ïëàòî. á ) Îò � çàâèñèò íå òîëüêî ïðèáëèæåííîåçíà÷åíèå Q (ñïëîøíàÿ êðèâàÿ), íî è îøèáêà åãîîïðåäåëåíèÿ (êîðèäîð îøèáîê çàøòðèõîâàí); ïðèïðàâèëüíîé îöåíêå îøèáêè òî÷íîå çíà÷åíèå Qexatäîëæíî áûòü ñîâìåñòèìî ñî âñåìè äàííûìè. Â ïî-êàçàííîé ¾èäåàëüíîé¿ ñèòóàöèè âûáîð îïòèìàëü-íîãî çíà÷åíèÿ � ñâîäèòñÿ ê âûáîðó ðåçóëüòàòà ñìèíèìàëüíîé ïîãðåøíîñòüþñòè ðåçóëüòàòîâ â êîíå÷íîì ñ÷åòå ñâÿçàíû ñ íåòî÷�íûì çíàíèåì êîý��èöèåíòîâ WN . Åñëè ïåðåïèñàòü(6.21) â ýêâèâàëåíòíîé �îðìåWN = aNN~b�(N + b� ~b)(1 + ~A1N � ~N++ ~A2(N � ~N)2 + : : :+ ~AK(N � ~N)K + : : :) (6.24)è ïðîâîäèòü èíòåðïîëÿöèþ ïóòåì îáðûâà ðÿäà è1380



ÆÝÒÔ, òîì 127, âûï. 6, 2005 �àñõîäÿùèåñÿ ðÿäû òåîðèè âîçìóùåíèéïîäáîðà êîý��èöèåíòîâ ~AK , òî âîçíèêàåò ìíîæå�ñòâî ðåàëèçàöèé èíòåðïîëÿöèîííîé ïðîöåäóðû, õà�ðàêòåðèçóåìîå äâóìÿ ïàðàìåòðàìè, ~b è ~N . Îïòè�ìèçàöèÿ ïî ~b ïðîâîäèòñÿ èç òåîðåòè÷åñêèõ ñîîáðà�æåíèé [65℄ è äàåò ~b = b � 1=2, ÷òî ñîîòâåòñòâó�åò ïàðàìåòðèçàöèè àñèìïòîòèêè Ëèïàòîâà â âèäåaNN b�1=2�(N + 1=2). Îïòèìèçàöèÿ ïî ~N ïðîäå�ìîíñòðèðîâàíà â [65℄ íà ïðèìåðå ðÿäà äëÿ àíãàð�ìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà ïðè èñïîëüçîâàíèè èíòåð�ïîëÿöèè ïî ïåðâûì 9 êîý��èöèåíòàì. �ðóáàÿ îï�òèìèçàöèÿ ïðîâîäèëàñü ïî çàâèñèìîñòÿì �2 îò ~Näëÿ íåñêîëüêèõ �èêñèðîâàííûõ çíà÷åíèé b0, êîòî�ðûå èìåþò ìèíèìóìû â óçêîì èíòåðâàëå çíà÷åíèé~N = �(5:0�5.5), ÷òî îïðåäåëÿåò ìíîæåñòâî èíòåð�ïîëÿöèé, ñîâìåñòèìûõ ñî ñòåïåííûì çàêîíîì äëÿàñèìïòîòèêèW (g). Çàòåì ïðîâîäèëàñü ñèñòåìàòè÷å�ñêàÿ îáðàáîòêà ñ îïðåäåëåíèåì ïàðàìåòðîâ � è W1;¾èäåàëüíàÿ¿ êàðòèíà, îæèäàåìàÿ ñîãëàñíî ðèñ. 11á,ïîëó÷àëàñü ïðè ðàñøèðåíèè êîðèäîðà îøèáîê äëÿ� â 1.3 ðàçà, à äëÿ W1 � â 1.1 ðàçà, ÷òî äîïóñòèìîââèäó ïîðÿäêîâîãî õàðàêòåðà îöåíêè îøèáîê. Åñëèâûáðàòü çíà÷åíèÿ � èW1, ñîâìåñòèìûå ñî âñåì ìàñ�ñèâîì äàííûõ, è ìèíèìèçèðîâàòü îäíîñòîðîííþþîøèáêó, òî ïîëó÷àåòñÿ ðåçóëüòàò� = 0:38� 0:05; W1 = 0:52� 0:12; (6:25)îòëè÷èå êîòîðîãî îò òî÷íîãî àäåêâàòíî îöåíèâàåòñÿåãî ïîãðåøíîñòüþ.Åñëè èí�îðìàöèè î êîý��èöèåíòàõ WN äîñòà�òî÷íî äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ àñèìïòîòèêè W (g), òîñóììèðîâàíèå ðÿäà (6.1) ïðè ïðîèçâîëüíûõ g íå ñî�ñòàâëÿåò ïðîáëåìû: ïåðâûå êîý��èöèåíòû UN âû�÷èñëÿþòñÿ ïî �îðìóëå (6.10), à äàëåå èõ ìîæíî ïðî�äîëæèòü ñîãëàñíî àñèìïòîòèêå U1N��1; òåì ñàìûìèçâåñòíû âñå êîý��èöèåíòû ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà (6.3).Îøèáêà ñóììèðîâàíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ òî÷íîñòüþ âîñ�ñòàíîâëåíèÿ àñèìïòîòèêè UN , êîòîðóþ áóäåì õàðàê�òåðèçîâàòü âåëè÷èíîé �; â äåéñòâèòåëüíîñòè îíà çà�âèñèò îò N ëîãàðè�ìè÷åñêè, íî â îãðàíè÷åííîì èí�òåðâàëå ìîæåò ñ÷èòàòüñÿ ïîñòîÿííîé. Åñëè ââåñòèõàðàêòåðíûé ìàñøòàá N, íà êîòîðîì îòíîñèòåëü�íàÿ îøèáêà ñðàâíèâàåòñÿ ñ �, è ïðèíÿòü àïïðîêñè�ìàöèþ ÆUNUN = 8<: 0; N < N;�; N � N; (6:26)

òî äëÿ òî÷íîñòè ñóììèðîâàíèÿ ïîëó÷èìÆW (g)W (g) ��8><>: �; ag & N�exp��2(N=ag)1=2	 ; ag . N: (6.27)Ïðè ïðîñòîì ñóììèðîâàíèè ðÿäà ñ èñïîëüçîâàíèåìNm èçâåñòíûõ êîý��èöèåíòîâ òî÷íîñòü ñóììèðîâà�íèÿ äàåòñÿ �îðìóëîé (6.27) ñ N = Nm, � � 1 èîêàçûâàåòñÿ õóæå, ÷åì (6.6). Îäíàêî èíòåðïîëÿöè�îííàÿ óñòîé÷èâîñòü àëãîðèòìà ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü�� 1 è N � Nm óæå ïðè íåáîëüøèõ Nm [65℄.7. �ßÄÛ, ¾ÍÅ ÑÓÌÌÈ�ÓÅÌÛÅ ÏÎÁÎ�ÅËÞ¿Êàê ÿñíî èç ðàçä. 3, îïðåäåëåíèå ñóììû �àê�òîðèàëüíîãî ðÿäà íå ìîæåò ñóùåñòâåííî îòëè÷àòü�ñÿ îò áîðåëåâñêîãî (ò. å. äîëæíî áûòü áîðåëåâñêèìèëè ýêâèâàëåíòíûì åìó), òàê êàê èíà÷å íåïðîòèâî�ðå÷èâàÿ ðàáîòà ñ ðàñõîäÿùèìèñÿ ðÿäàìè îêàçûâàåò�ñÿ íåâîçìîæíîé. Òåì íå ìåíåå â ëèòåðàòóðå ÷àñòîãîâîðÿò î ðÿäàõ, ¾íå ñóììèðóåìûõ ïî Áîðåëþ¿. Òà�êàÿ òåðìèíîëîãèÿ ÿâëÿåòñÿ êðàéíå íåóäà÷íîé è èñ�ïîëüçóåòñÿ â äâóõ ñèòóàöèÿõ.Ïåðâàÿ ñèòóàöèÿ ñâÿçàíà ñ ðÿäàìè, êîý��èöèåí�òû êîòîðûõ ðàñòóò ñóùåñòâåííî áûñòðåå, ÷åì N !.Â ýòîì ñëó÷àå ñòàíäàðòíîå ïðåîáðàçîâàíèå (3.11)íåý��åêòèâíî, íî ìîæíî èñïîëüçîâàòü ¾ñèëüíîå¿ïðåîáðàçîâàíèå ÁîðåëÿF (g) = 1XN=0FNgN == 1XN=0 FN�(kN + 1) 1Z0 dx xkN e�xgN == 1Z0 dx e�x 1XN=0 FN�(kN + 1)(gxk)N ; (7.1)ïîçâîëÿþùåå ñóììèðîâàòü ðÿäû ñ êîý��èöèåíòà�1381



È. Ì. Ñóñëîâ ÆÝÒÔ, òîì 127, âûï. 6, 2005ìè, ðàñòóùèìè êàê (N !)k ñ ïðîèçâîëüíûì êîíå÷íûìk17).Âòîðàÿ ñèòóàöèÿ áîëåå íåòðèâèàëüíà è ñâÿçàíà ñ�àêòîðèàëüíûìè ðÿäàìè, èìåþùèìè çíàêîïîñòîÿí�íûå êîý��èöèåíòû. Êàê ÿñíî èç ïðîñòîãî ïðèìåðàF (g) = 1XN=0aNN !gN = 1Z0 dx e�x1� agx ;ag > 0 ; (7.2)â ýòîì ñëó÷àå îñîáûå òî÷êè B(z) ëåæàò íà ïîëîæè�òåëüíîé ïîëóîñè è ÷åðåç íèõ ïðîõîäèò êîíòóð èíòå�ãðèðîâàíèÿ â (3.12). Áîðåëåâñêèé èíòåãðàë îêàçûâà�åòñÿ ïëîõî îïðåäåëåííûì è âîçíèêàåò ïðîáëåìà åãîïðàâèëüíîé èíòåðïðåòàöèè: òàê, êîíòóð èíòåãðèðî�âàíèÿ â (7.2) ìîæíî ïðîâåñòè âûøå èëè íèæå îñîáîéòî÷êè x = 1=ag èëè ïîíèìàòü èíòåãðàë â ñìûñëåãëàâíîãî çíà÷åíèÿ.×òîáû ïîëó÷èòü âñå ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ èí�òåðïðåòàöèé, çàïèøåì îïðåäåëåíèå ãàììà-�óíêöèèâ âèäå�(z) =Xi i ZCi dx e�xxz�1 ; Xi i = 1 ; (7:3)ãäå C1, C2; : : : � ïðîèçâîëüíûå êîíòóðû, èñõîäÿùèåèç íà÷àëà êîîðäèíàò è óõîäÿùèå íà áåñêîíå÷íîñòü âïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè. Òîãäà ïðåîáðàçîâàíèå Áîðå�ëÿ ïðèâîäèò ê ðåçóëüòàòóF (g) =Xi i ZCi dx e�xxb0�1B(gx) ; (7:4)ãäå êîíòóðû Ci ïåðåñòàþò áûòü ýêâèâàëåíòíûìèèç-çà îñîáåííîñòåé áîðåëåâñêîãî îáðàçà B(z) è íå17) Â ñâÿçè ñ ïîñëåäíèì ìîæåò âîçíèêíóòü âîïðîñ: ïî÷å�ìó òàêèå ñèëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ìû íå èñïîëüçóåì âîîá�ùå âî âñåõ ñëó÷àÿõ? Åñëè ðå÷ü èäåò î �îðìàëüíî òî÷íûõâû÷èñëåíèÿõ, òî âñå îïðåäåëÿåòñÿ ñîîáðàæåíèÿìè àíàëèòè�÷åñêîãî óäîáñòâà � ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ ëþáûì ïðåîáðàçîâà�íèåì, ïîçâîëÿþùèì äîâåñòè âû÷èñëåíèÿ äî êîíöà. ×òî êàñà�åòñÿ ïðèáëèæåííûõ âû÷èñëåíèé, òî èñïîëüçîâàíèå ñèëüíûõìåòîäîâ ñóììèðîâàíèÿ äàëåêî íå ñòîëü æåëàòåëüíî, êàê ìî�æåò êàçàòüñÿ. Êàê èçâåñòíî èç ìàòåìàòèêè, íåòðèâèàëüíîñòü�óíêöèè îïðåäåëÿåòñÿ õàðàêòåðîì è ðàñïîëîæåíèåì åå ñèí�ãóëÿðíîñòåé. Ïðè ñèëüíîì ïðåîáðàçîâàíèè (7.1) áîðåëåâñêèéîáðàç ÿâëÿåòñÿ öåëîé �óíêöèåé è èìååò îäíó ñëîæíî óñòðîåí�íóþ îñîáóþ òî÷êó, íàõîäÿùóþñÿ íà áåñêîíå÷íîñòè. Íî èìåí�íî ïîñëåäíèé �àêò (óñòðîåíà ñëîæíî, à íàõîäèòñÿ äàëåêî)è äîñòàâëÿåò ïðàêòè÷åñêèå íåóäîáñòâà: îñîáóþ òî÷êó ïî÷òèíåâîçìîæíî èññëåäîâàòü, òîãäà êàê åå âëèÿíèå íå ñòàíîâèòñÿáîëåå ñëàáûì. Ïî ýòîé ïðè÷èíå óäîáíî êàê ðàç íàèáîëåå ñëà�áîå ïðåîáðàçîâàíèå Áîðåëÿ, êîãäà áîðåëåâñêèé îáðàç èìååòîñîáåííîñòè â êîíå÷íîé ÷àñòè êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè è óæåèõ ðàñïîëîæåíèå äàåò ñóùåñòâåííóþ èí�îðìàöèþ î �óíêöèè(ðàçä. 6).
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�èñ. 12. Ê áîðåëåâñêîé íåñóììèðóåìîñòèìîãóò áûòü ñîâìåùåíû ñ ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñüþ,êàê ýòî áûëî âîçìîæíî â (7.3). Âûáîð èíòåðïðåòà�öèè îïðåäåëÿåòñÿ ïàðàìåòðàìè i, åñëè â ìíîæåñòâîfCig âêëþ÷åíû âñå íåýêâèâàëåíòíûå êîíòóðû.Íàõîæäåíèå ïðàâèëüíîé èíòåðïðåòàöèè áîðåëåâ�ñêîãî èíòåãðàëà íåâîçìîæíî áåç äîïîëíèòåëüíîé èí��îðìàöèè î ìàòåìàòè÷åñêîì îáúåêòå, ïðåäñòàâëåí�íîì ðàñõîäÿùèìñÿ ðÿäîì. Íà ýòîì îñíîâàíèè â ëèòå�ðàòóðå ïðåîáëàäàåò íèãèëèñòè÷åñêàÿ òî÷êà çðåíèÿíà âîçìîæíîñòü âîññòàíîâëåíèÿ �èçè÷åñêèõ âåëè�÷èí èç èõ ïåðòóðáàòèâíûõ ðàçëîæåíèé [116, 117℄.Îäíàêî çíà÷åíèå óêàçàííîé èí�îðìàöèè íå íóæ�íî ïåðåîöåíèâàòü. Íà íàø âçãëÿä, â îñíîâó èíòåð�ïðåòàöèè ñëåäóåò ïîëîæèòü ïðèíöèï àíàëèòè÷íîñòèïî ïàðàìåòðàì ìîäåëè, êîòîðûé ïðàêòè÷åñêè âñåãäàñïðàâåäëèâ â �èçè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ.Ïóñòü ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ âñåîñîáåííîñòè zi áîðåëåâñêîãî îáðàçà ëåæàò â ëåâîéïîëóïëîñêîñòè (ðèñ. 12à). Òîãäà äëÿ �àêòîðèàëüíûõðÿäîâ ñ àñèìïòîòèêîé êîý��èöèåíòîâ aN�(N + b)áîðåëåâñêèé èíòåãðàë (3.12) ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîéàíàëèòè÷åñêîé �óíêöèåé, óäîâëåòâîðÿþùåé ñèëüíî�ìó àñèìïòîòè÷åñêîìó óñëîâèþ â ñåêòîðå j arg gj � �,jgj < g0 ïðè ëþáîì g0 ([21, ðàçä. 8.1℄), ò. å. íà âñåì�èçè÷åñêîì ëèñòå ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè. Ïîýòî�1382



ÆÝÒÔ, òîì 127, âûï. 6, 2005 �àñõîäÿùèåñÿ ðÿäû òåîðèè âîçìóùåíèéìó âûáîð êîíòóðà èíòåãðèðîâàíèÿ C âäîëü ïîëîæè�òåëüíîé ïîëóîñè ÿâëÿåòñÿ â ýòîì ñëó÷àå áåçóñëîâíîïðàâèëüíûì (ðèñ. 12à). Ïóñòü â ðåçóëüòàòå èçìåíå�íèÿ ïàðàìåòðîâ îñîáåííîñòè áîðåëåâñêîãî îáðàçà ïå�ðåõîäÿò íà ïîëîæèòåëüíóþ ïîëóîñü è ñèòóàöèÿ ñòà�íîâèòñÿ ¾áîðåëåâñêè íåñóììèðóåìîé¿; äëÿ ñîõðàíå�íèÿ àíàëèòè÷íîñòè ïî ïàðàìåòðàì ìîäåëè îñîáûåòî÷êè íå äîëæíû ïåðåñåêàòü êîíòóð C, è åãî ñëåäó�åò äå�îðìèðîâàòü òàê, êàê íà ðèñ. 12á. Ñëåäîâàòåëü�íî, äëÿ ïðàâèëüíîé èíòåðïðåòàöèè áîðåëåâñêîãî èí�òåãðàëà âñå ïàðàìåòðû i â �îðìóëå (6.4), êðîìåîäíîãî, ðàâíû íóëþ.Èíòåðïðåòàöèÿ â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ ñîîò�âåòñòâóåò ïîëóñóììå èíòåãðàëîâ ïî êîíòóðàì C 0 èC 00. Åå îòëè÷èå îò ïðàâèëüíîé èíòåðïðåòàöèè îïðå�äåëÿåòñÿ ïîëóñóììîé èíòåãðàëîâ ïî êîíòóðàì Ci,îõâàòûâàþùèì îñîáûå òî÷êè zi (ðèñ. 12â). Èíòå�ãðàë ïî êîíòóðó Ci èìååò ïîðÿäîê exp(�zi=g) è ïðèèíòåðïðåòàöèè â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ òàêèåíåïåðòóðáàòèâíûå âêëàäû äîëæíû â ÿâíîì âèäå äî�áàâëÿòüñÿ ê áîðåëåâñêîìó èíòåãðàëó. Âûðàæåíèå òà�êîãî ðîäà îáñóæäàëîñü Çèíí-Æþñòèíîì â çàäà÷å îäâóõúÿìíîì ïîòåíöèàëå [118℄.Ìîæíî ëè ãàðàíòèðîâàòü ïîëó÷åíèå îäíîé è òîéæå èíòåðïðåòàöèè áîðåëåâñêîãî èíòåãðàëà ïðè àíà�ëèòè÷åñêîì ïðîäîëæåíèè ïî ðàçëè÷íûì ïàðàìåò�ðàì? Íåòðèâèàëüíîñòü âîïðîñà ïðîÿâëÿåòñÿ â òîì,÷òî äëÿ ýòîé öåëè íå ïîäõîäèò àíàëèòè÷åñêîå ïðî�äîëæåíèå ïî êîíñòàíòå ñâÿçè. Äåéñòâèòåëüíî, äåé�ñòâèå Sfg; 'g (â òåîðèÿõ òèïà '4) ìîæåò áûòü ïðå�îáðàçîâàíî ê âèäó Sf�g=g è çàìåíà g ! gei ýêâè�âàëåíòíà çàìåíå Sf�g ! Sf�ge�i , ò. å. êîí�èãóðà�öèÿ îñîáåííîñòåé áîðåëåâñêîãî îáðàçà ïîâîðà÷èâàåò�ñÿ â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè íà óãîë  . Äëÿ ïåðåâî�äà îñîáåííîñòåé ñ ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè â ëåâóþïîëóïëîñêîñòü òðåáóåòñÿ  > �=2, ÷òî íåâîçìîæíîïðè ñîõðàíåíèè ñõîäèìîñòè �óíêöèîíàëüíîãî èíòå�ãðàëà.Ôàêòè÷åñêè â ðåàëüíûõ çàäà÷àõ òåîðèè ïîëÿìíîæåñòâî ïàðàìåòðîâ îêàçûâàåòñÿ ñèëüíî îãðàíè�÷åííûì: òðàíñëÿöèîííàÿ èíâàðèàíòíîñòü è äðóãèåñèììåòðèè ïîçâîëÿþò âêëþ÷àòü â äåéñòâèå ëèøüñîîòâåòñòâóþùèå èíâàðèàíòû, à óñëîâèå ïåðåíîðìè�ðóåìîñòè òðåáóåò îãðàíè÷èâàòüñÿ ÷ëåíàìè ñ äîñòà�òî÷íî íèçêèìè ñòåïåíÿìè ïîëåé è èõ ãðàäèåíòîâ.Êîý��èöèåíòû ïðè ñòàðøèõ ñòåïåíÿõ ïîëåé îáû÷�íî àññîöèèðóþòñÿ ñ êîíñòàíòîé ñâÿçè è íå ïîäõî�äÿò äëÿ àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ. Êîý��èöè�åíòû ïðè êâàäðàòè÷íûõ ïî ïîëÿì ÷ëåíàõ òàêæåíå ïîäõîäÿò � ïðè èõ èçìåíåíèè, âîîáùå ãîâîðÿ,òåðÿåòñÿ óñòîé÷èâîñòü âàêóóìà è ïðîèñõîäÿò �à�çîâûå ïåðåõîäû. Ïîýòîìó îñòàþòñÿ êîý��èöèåíòû

ïðè ïðîìåæóòî÷íûõ ñòåïåíÿõ ïîëåé (òèïà '3 â òåî�ðèè '4) è ïåðåêðåñòíûå ÷ëåíû, îïèñûâàþùèå âçàè�ìîäåéñòâèå ìåæäó ðàçëè÷íûìè ïîëÿìè. Àíàëèòè÷�íîñòü ïî ýòèì êîý��èöèåíòàì èìååò ìåñòî â ëþ�áîé êîíå÷íîé ÷àñòè êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè â ñèëóà) ñõîäèìîñòè �óíêöèîíàëüíûõ èíòåãðàëîâ, îïðåäå�ëåííûõ íà êîíå÷íîé ðåøåòêå, á) âîçìîæíîñòè ïðå�äåëüíîãî ïåðåõîäà ê áåñêîíå÷íîìó îáúåìó âíå òî÷åê�àçîâûõ ïåðåõîäîâ, ãäå êîíå÷íîñòü êîððåëÿöèîííî�ãî ðàäèóñà ïîçâîëÿåò ðàçáèòü ñèñòåìó íà êâàçèíåçà�âèñèìûå ïîäñèñòåìû è â) âîçìîæíîñòè ñíÿòèÿ óëü�òðà�èîëåòîâîãî îáðåçàíèÿ â ñèëó ïåðåíîðìèðóåìî�ñòè. �àññìîòðèì íåñêîëüêî êîíêðåòíûõ ïðèìåðîâ.Íóëüìåðíûé ñëó÷àéÂ êà÷åñòâå ïåðâîãî ïðèìåðà ðàññìîòðèì èíòå�ãðàëW (g) = 1Z�1 d' exp��'2 � 2pg'3 � g'4	 == g�1=2 1Z�1 d� exp f�Sf�g=gg ; (7.5)ÿâëÿþùèéñÿ íóëüìåðíûì àíàëîãîì òåîðèé òèïà '4,ñîäåðæàùèõ êóáè÷åñêèå ÷ëåíû. Ñîãëàñíî 'ò Õî��òó [50℄, îñîáåííîñòè â áîðåëåâñêîé ïëîñêîñòè îïðå�äåëÿþòñÿ ýêñòðåìóìàìè áåçðàçìåðíîãî äåéñòâèÿSf�g:Sf�g = 132 h�274+362�8� (92�8)3=2i : (7:6)Ïðè  = 0 èìåþòñÿ äâå ïåðåâàëüíûå òî÷êè � == �i=p2, çíà÷åíèå äåéñòâèÿ â êîòîðûõ îäèíàêîâî,è âîçíèêàåò îñîáåííîñòü â òî÷êå z = Sf�g = �1=4,ëåæàùàÿ íà îòðèöàòåëüíîé ïîëóîñè; ïðè 0 <  < ,ãäå  = (8=9)1=2 � 0:942, èìåþòñÿ äâå êîìïëåêñ�íî-ñîïðÿæåííûå îñîáûå òî÷êè, êîòîðûå ïðè  > âûõîäÿò íà ïîëîæèòåëüíóþ ïîëóîñü (ðèñ. 13à), òàê÷òî ñèòóàöèÿ ñòàíîâèòñÿ ¾áîðåëåâñêè íåñóììèðóå�ìîé¿. Òî÷êà  ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèþ , ïðè êîòî�ðîì âîçíèêàåò âòîðîé ìèíèìóì äåéñòâèÿ Sf�g, ëå�æàùèé íà äåéñòâèòåëüíîé îñè.Ïðè  = 0 êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ C â áîðåëåâ�ñêîì èíòåãðàëå (5.9) ïðîõîäèò âäîëü ïîëîæèòåëüíîéïîëóîñè; î÷åâèäíî, òîò æå âûáîð êîíòóðà ñîõðàíÿåò�ñÿ äëÿ  <  (ðèñ. 13á ). Ïðîâåäåì ðàçðåçû îò îñî�áûõ òî÷åê äî áåñêîíå÷íîñòè âäîëü ëó÷åé, ñîåäèíÿþ�ùèõ èõ ñ íà÷àëîì êîîðäèíàò. Âîçíèêàþùàÿ êîí�è�ãóðàöèÿ (ðèñ. 13á ) ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ÷åòû�ðåõóãîëüíèê A1A2A3A4 ñ áåñêîíå÷íûìè âåðøèíàìèA2, A4, îòîáðàæåíèå êîòîðîãî íà åäèíè÷íûé êðóãäàåòñÿ èíòåãðàëîìØâàðöà �Êðèñòî��åëÿ [51, 119℄,1383
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�èñ. 13. à) Èçìåíåíèå îñîáåííîñòåé â áîðåëåâñêîéïëîñêîñòè ïðè óâåëè÷åíèè  äëÿ èíòåãðàëà (7.5).Âûáîð êîíòóðà èíòåãðèðîâàíèÿ ïðè  <  (á ) è >  (â). Äëÿ ñîõðàíåíèÿ òî÷êèA1 íà �èçè÷åñêîìëèñòå ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè ðàçðåç, èñõîäÿùèé èçòî÷êè A3, óäîáíî âûáðàòü ïàðàáîëè÷åñêèì (ã)

Òàáëèöà 1. �åçóëüòàòû ñóììèðîâàíèÿ ðÿäà äëÿèíòåãðàëà (7.5) ïðè  = 0:25W (g)g Òî÷íîå Ñóììèðîâàíèåçíà÷åíèå ðÿäà0.0625 1.718915 1.7189150.125 1.674422 1.6744220.25 1.604821 1.6048210.50 1.508008 1.5080081 1.387746 1.3877452 1.252226 1.2522204 1.110955 1.110938 0.972181 0.9721232 0.722937 0.72272g !1 1:812g�0:25 1:835g�0:252Òàáëèöà 2. �åçóëüòàòû ñóììèðîâàíèÿ ðÿ-äà äëÿ èíòåãðàëà (7.5) ïðè  = 0:75W (g)g Òî÷íîå Ñóììèðîâàíèåçíà÷åíèå ðÿäà0.0625 1.902930 1.9029280.125 1.937627 1.937550.25 1.903621 1.903000.50 1.787743 1.78511 1.615170 1.6082 1.419861 1.4064 1.226524 1.2058 1.048303 1.02032 0.753306 0.714g !1 1:812g�0:25 1:885g�0:275ïîñëå ÷åãî íåòðóäíî ïåðåéòè ê îòîáðàæåíèþ íà ïëîñ�êîñòü ñ ðàçðåçîì (ðèñ. 8ã). Ïîñëåäíåå îòîáðàæåíèåîïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîéz = p u(1� u)� ; p = ��(1� �)1��a ; (7:7)ãäå 2�� � óãîë ìåæäó äâóìÿ ðàçðåçàìè, 1=a � ðàñ�ñòîÿíèå îò îñîáûõ òî÷åê äî íà÷àëà êîîðäèíàò. Ëþáî�ïûòíî, ÷òî (6.4) è (6.9) ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûìè ñëó÷àÿ�ìè ïðåîáðàçîâàíèÿ (7.7) ïðè � = 2 è � = 1. Êîý��è�öèåíòû UN ïåðåñóììèðîâàííîãî ðÿäà (6.3) äàþòñÿâûðàæåíèåì1384



ÆÝÒÔ, òîì 127, âûï. 6, 2005 �àñõîäÿùèåñÿ ðÿäû òåîðèè âîçìóùåíèéU0 = B0 ;UN = NXK=1BKpK �(N�K+�K)�(N�K+1)�(�K) ; N � 0 (7.8)à èõ àñèìïòîòèêà ïðè N !1UN = U1N�1+�� ; U1 = W1�(��)�(� + b0) (7:9)îïðåäåëÿåò ïàðàìåòðû àñèìïòîòèêè W (g) â ïðå�äåëå ñèëüíîé ñâÿçè. Êàðòèíà ìèíèìóìîâ �2 äëÿ
0 <  <  âïîëíå àíàëîãè÷íà òàêîâîé äëÿ  = 0(ðèñ. 10). Ïðèìåðû ñóììèðîâàíèÿ ðÿäà äëÿ  = 0:25è  = 0:75 ïðèâåäåíû â òàáëèöàõ 1 è 2; êàê è ïðè = 0, òî÷íîñòü ñóììèðîâàíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ òî÷íî�ñòüþ âîññòàíîâëåíèÿ àñèìïòîòèêè, êîòîðàÿ óõóäøà�åòñÿ ïðè ïðèáëèæåíèè  ê  (ñð. òàáë. 1 è 2). Äåé�ñòâèòåëüíî, ïîïðàâî÷íûé ÷ëåí ê àñèìïòîòèêå (7.9)èìååò ïîðÿäîê N�1+�0� è (ââèäó îöåíêè ���0 � 1)ðåàëüíûé áîëüøîé ïàðàìåòð ðàçëîæåíèÿ åñòü N� ,÷òî ïîäòâåðæäàåòñÿ è îöåíêîé òî÷íîñòè ñóììèðîâà�íèÿÆW (g)W (g) � 8<: �; ag & N��expn�(1 + �) �(1� �)1��N� =ag�1=(1+�)o ; ag . N� ; (7:10)àíàëîãè÷íîé (6.27). Ïðè  !  èìååì � ! 0, òî�ãäà êàê èñïîëüçóåìûå çíà÷åíèÿ N îãðàíè÷åíû ñâåð�õó ïî òåõíè÷åñêèì ïðè÷èíàì; ïîýòîìó ïàðàìåòð N�íåèçáåæíî ïåðåñòàåò áûòü áîëüøèì. Òàêèì îáðà�çîì, â ïðåäåëàõ ñ�îðìóëèðîâàííîãî àëãîðèòìà ñëó�÷àé ñòðîãîãî ðàâåíñòâà  =  ÿâëÿåòñÿ íåäîñòèæè�ìûì, õîòÿ íåò íèêàêèõ ïðèíöèïèàëüíûõ îãðàíè÷å�íèé, ÷òîáû ïðèáëèçèòüñÿ ê íåìó ñêîëü óãîäíî áëèç�êî. Äëÿ ïåðåõîäà â îáëàñòü  >  ïðèäàäèì ïà�ðàìåòðó  ïîñòîÿííóþ ìíèìóþ äîáàâêó iÆ, ÷òîáûñíÿòü âûðîæäåíèå îñîáûõ òî÷åê ïðè  = . Ïðè �  ïåðåâàëüíîå äåéñòâèå (7.6) ñîäåðæèò ñèíãó�ëÿðíûé âêëàä ( � )3=2 è ïðè óâåëè÷åíèè  âåðòè�êàëüíîå äâèæåíèå îñîáûõ òî÷åê ñìåíÿåòñÿ ãîðèçîí�òàëüíûì ïîñëå ïîâîðîòà íà óãîë 3�=2, ÷òî ïðèâîäèòê ¾ïåðåêðó÷èâàíèþ¿ êîíòóðà C (ðèñ. 13â). Åñëèðàçðåç, èñõîäÿùèé èç îñîáîé òî÷êè A3, ðàçâåðíóòüâäîëü ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè, òî òî÷êà A1 îêàçûâà�åòñÿ íà äðóãîì ëèñòå ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè è íå äà�åò âêëàäà â ðàñõîäèìîñòü ðÿäà òåîðèè âîçìóùåíèé:ýòî ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì âû÷èñëåíèåì êî�ý��èöèåíòîâ è ñîãëàñóåòñÿ ñ òåì, ÷òî �îðìàëüíîâû÷èñëåííûé âêëàä òî÷êè A1 â êîý��èöèåíòû ðàç�ëîæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ÷èñòî ìíèìûì. ×òîáû ñîõðàíèòüîñîáóþ òî÷êó A1 íà �èçè÷åñêîì ëèñòå ðèìàíîâîéïîâåðõíîñòè, ðàçðåç, èñõîäÿùèé èç òî÷êè A3, äîë�æåí áûòü âûáðàí êðèâîëèíåéíûì. Êîíñòðóêòèâíûéàëãîðèòì ïîëó÷àåòñÿ, åñëè âûáðàòü åãî ïàðàáîëè÷å�ñêèì (ðèñ. 13ã): òîãäà ïðåîáðàçîâàíèå w = pz �A1ïåðåâîäèò êîí�èãóðàöèþ ðèñ. 13ã â ïîëóïëîñêîñòüñ ïðÿìîëèíåéíûì ðàçðåçîì, êîòîðàÿ ïóòåì ïðåîá�ðàçîâàíèÿ Øâàðöà �Êðèñòî��åëÿ ïåðåâîäèòñÿ íàåäèíè÷íûé êðóã, à çàòåì íà ëþáóþ óäîáíóþ îáëàñòüòèïà ðèñ. 8â.

Äâóõúÿìíûé ïîòåíöèàë�àññìîòðèì çàäà÷ó îá îñíîâíîì ñîñòîÿíèè êâàí�òîâîé ÷àñòèöû â ïîòåíöèàëåU(x) = 12x2 � pgx3 + 12gx4 ; (7:11)êîòîðûé ïðè  = 0 ñâîäèòñÿ ê àíãàðìîíè÷åñêîìóîñöèëëÿòîðó (1.1), à ïðè  = 1 ïåðåõîäèò â äâóõú�ÿìíûé ïîòåíöèàë ñ ýêâèâàëåíòíûìè ìèíèìóìàìè.Ïîñëåäíÿÿ çàäà÷à ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ êàê òèïè÷�íûé ïðèìåð çàäà÷ ñ âûðîæäåííûìè âàêóóìàìè, êî�òîðûå ïî ìíåíèþ Çèíí-Æþñòèíà [116℄ â ïðèíöèïåíå ðåøàþòñÿ ïóòåì ñóììèðîâàíèÿ ðÿäà òåîðèè âîç�ìóùåíèé. Çàäà÷à (7.11) ñâîäèòñÿ ê îäíîìåðíîé òå�îðèè ïîëÿ, êîòîðàÿ ïðè 0 <  < 1 èìååò äâà êîì�ïëåêñíî-ñîïðÿæåííûõ èíñòàíòîíà ñ áåçðàçìåðíûìäåéñòâèåìSf�g = �23+2� 12(2�1) �ln 1 + 1�  � �i� : (7:12)Ñ ó÷åòîì m-èíñòàíòîííûõ êîí�èãóðàöèé îñîáåííî�ñòè áîðåëåâñêîãî îáðàçà ïðè  = 0 ëåæàò íà îòðèöà�òåëüíîé ïîëóîñè â òî÷êàõ zm = �(2=3)m, òîãäà êàêïðè 0 <  < 1 îíè ðàñïîëàãàþòñÿ íà äâóõ ëó÷àõ, èñ�õîäÿùèõ èç íà÷àëà êîîðäèíàò (ðèñ. 14à). Â ïîñëåä�íåì ñëó÷àå ðÿä òåîðèè âîçìóùåíèé ìîæåò áûòü ïðî�ñóììèðîâàí ñ ïîìîùüþ êîí�îðìíîãî ïðåîáðàçîâà�íèÿ (7.7). Ñëó÷àé  = 1 ñîîòâåòñòâóåò êðèòè÷åñêîéñèòóàöèè � ! 0: â ñòðîãîì ñìûñëå îíà íåäîñòèæèìà,íî íåò ïðèíöèïèàëüíûõ îãðàíè÷åíèé, ÷òîáû ïðèáëè�çèòüñÿ ê íåé ñêîëü óãîäíî áëèçêî. Ïðè ýòîì íåò íåîá�õîäèìîñòè ñòðîèòü ðÿä òåîðèè âîçìóùåíèé ïðè ïðî�èçâîëüíûõ , à äîñòàòî÷íî èññëåäîâàòü ëèøü èçìå�íåíèå àñèìïòîòèêè Ëèïàòîâà ïðè íåáîëüøèõ îòêëî�íåíèÿõ  îò åäèíèöû [43℄.1385
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�èñ. 14. à) Èçìåíåíèå îñîáåííîñòåé â áîðåëåâñêîéïëîñêîñòè ïðè óâåëè÷åíèè  äëÿ ïîòåíöèàëà (7.11).á, â) Ê èíòåðïðåòàöèè áîðåëåâñêîãî èíòåãðàëà âòåîðèè ßíãà �Ìèëëñà: êðèâàÿ ABCDE â ïëîñêî-ñòè �0, îïðåäåëÿåìàÿ óñëîâèåì Im f(�0) = 0 (á )è ñîîòâåòñòâóþùåå åé èçìåíåíèå äåéñòâèÿ Seff (âåäèíèöàõ 16�2) (â)Òåîðèÿ ßíãà �ÌèëëñàÄëÿ èíòåðïðåòàöèè áîðåëåâñêîãî èíòåãðàëà âòåîðèè ßíãà �Ìèëëñà èñïîëüçóåì ïðîöåäóðó, áëèç�êóþ ê àíàëèòè÷åñêîìó ïðîäîëæåíèþ ïî êîíñòàí�òå ïåðåêðåñòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ïîëÿìè,íî ñîõðàíÿþùóþ êàëèáðîâî÷íóþ èíâàðèàíòíîñòü.Ïðè ýòîì îêàçûâàþòñÿ ïîëåçíûìè ðåçóëüòàòû ðàáî�òû [18℄, â êîòîðîé ðàññìàòðèâàëàñü ìîäåëü

SfA;'g = Z d4x�14 �F a���2+ ������ig�aAa��'��2 ++ 12�2j'j4� ; (7.13)F a�� = ��Aa� � ��Aa� + g�abAb�A� ;îïèñûâàþùàÿ ïîëå ßíãà �Ìèëëñà Aa� ñ SU(2)-ñèì-ìåòðèåé, âçàèìîäåéñòâóþùåå ñ êîìïëåêñíûì ñêà�ëÿðíûì ïîëåì ' (�a = �a=2, ãäå �a � ìàòðèöû Ïàó�ëè). Ïåðåîïðåäåëÿÿ ïîëåâûå ïåðåìåííûå, A! B=g,'! �=�, ïðèâåäåì äåéñòâèå (7.13) ê âèäóSfA;'g = S0fBgg2 + S1fB; �g�2 � SfB; �gg2 ; (7:14)ãäå â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ïðèíÿòî, ÷òî � = �2=g2.Ïðîèçâîëüíûé �óíêöèîíàëüíûé èíòåãðàë Z(g2; �2)òàêîé òåîðèè ìîæåò áûòü ðàçëîæåí â äâîéíîé ðÿäïî g2 è �2:Z(g2; �2) = XK;M ZK;M g2M�2K ; (7:15)êîý��èöèåíòû ZK;M êîòîðîãî ïðè áîëüøèõ K èM îïðåäåëÿþòñÿ ïåðåâàëüíûìè êîí�èãóðàöèÿìè�óíêöèîíàëà (7.14) ñ äîïîëíèòåëüíûìè ÷ëåíàìè�M ln g2 è �K ln�2. Ïåðåâàëüíûå çíà÷åíèÿ g2 è �2ðàâíû g2 = S0fBgM ; �2 = S1fB; �gK ; (7:16)òîãäà êàê ïåðåâàëüíàÿ êîí�èãóðàöèÿ ïîëåéBa�(x) = 4�a��x� �4 � 1(x2 + �2)(�2x2 + 1) ; (7:17)�(x) = �ip�U 4p3[(x2 + �2)(�2x2 + 1)℄1=2 ;�4 = 12�� 1 ;ãäå �a�� � ìàòðèöû 'ò Õî�òà, U � ïîñòîÿííûé ñïè�íîð, UU� = 1. Äëÿ ïåðåâàëüíîãî äåéñòâèÿ èìååìSfB; �g = 16�2 ��2 + 3(sh 4�0 � 4�0)2 sh2 2�0 � ; (7:18)S1fB; �g == 16�2�(�6 h 2�0)e�2�0 2�0 h 2�0 � sh 2�0sh32�0 ;e2�0 = �2 ;1386



ÆÝÒÔ, òîì 127, âûï. 6, 2005 �àñõîäÿùèåñÿ ðÿäû òåîðèè âîçìóùåíèéòîãäà êàê ñîîòâåòñòâóþùåå çíà÷åíèå � îïðåäåëÿåòñÿóñëîâèåì� = �2g2 = MK S1fB; �gS0fBg èëè�SfB; �gS1fB; �g = M +KK : (7.19)Åñëè K è M â (7.15) íàõîäÿòñÿ â íåêîòîðîì ïîñòî�ÿííîì ñîîòíîøåíèè,K = N ; M = ÆN ;  + Æ = 1 ; (7:20)òî àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå êîý��èöèåíòîâ ðàç�ëîæåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîéZK;M = ZN;ÆN / N !Re [Seff (�0)℄�N ; (7:21)ãäåSeff (�0) == 16�2 ��2 + 3(sh4�0 � 4�0)2sh22�0 ��e4�0 + 112 � ; (7.22)à �0 îïðåäåëÿåòñÿ èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ (7.19), êîòî�ðîå ñ ó÷åòîì (7.18) ïðèíèìàåò âèäf(�0) = e2�0 th 2�0 �� 2�0 + 13 sh2 2�0 � 12 sh 2�0 h 2�02�0 h 2�0 � sh 2�0 = 1 : (7.23)Óðàâíåíèå (7.23) èìååò äâà êîìïëåêñíî-ñîïðÿ-æåííûõ ðåøåíèÿ, ñóììèðîâàíèå ïî êîòîðûì èïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ çíàêà Re â (7.21). Íàðèñ. 14á ïîêàçàíà êðèâàÿ ABCDE, îïðåäåëÿåìàÿóñëîâèåì Im f(�0) = 0; ïðè äâèæåíèè âäîëü íååRe f(�0) ìåíÿåòñÿ îò 1 äî 1 íà ó÷àñòêå AB, îò �1äî 0 íà ó÷àñòêå BC è îò 0 äî 1 íà ó÷àñòêå CE.Ôèçè÷åñêèì çíà÷åíèÿì ïàðàìåòðà  (0 �  � 1)ñîîòâåòñòâóþò ó÷àñòêè êðèâîé AB è DE, íà êîòî�ðûõ jSeff (�0)j=16�2 ìåíÿåòñÿ îò 1=3 äî 5:4 è îò 4:2äî 1 (ðèñ. 14â). Àñèìïòîòèêà (7.21) îïðåäåëÿåòñÿïåðåâàëüíîé òî÷êîé ñ ìèíèìàëüíûì çíà÷åíèåìjSeff (�0)j è ïðè èçìåíåíèè  îò 1 äî 0 ý��åêòèâíîïðîèñõîäèò äâèæåíèå ïî òðàåêòîðèè AFF 0E ñîñêà÷êîì ìåæäó òî÷êàìè F è F 0, êîòîðûå ñîîò�âåòñòâóþò îäèíàêîâûì çíà÷åíèÿì  è jSeff (�0)j.Ñêà÷êîîáðàçíîå èçìåíåíèå äåéñòâèÿ (ðèñ. 14â) ìîæ�íî ñäåëàòü íåïðåðûâíûì, åñëè ïðîâîäèòü ïåðåõîä÷åðåç êîìïëåêñíûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà : â ýòîìñëó÷àå îí îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì (7.23) ïðèäâèæåíèè ïî ó÷àñòêó FF 0 â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè�0 (ðèñ. 14á ).

Íà÷àëî êðèâîé A ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèþ �2 = 1,ïðè êîòîðîì ÿíã-ìèëëñîâñêîå ïîëå Aa� èñ÷åçàåò (ñì.(7.17)) è Seff (�0) ñîîòâåòñòâóåò ïåðåâàëüíîìó äåé�ñòâèþ äëÿ òåîðèè '4. Íàïðîòèâ, íà ïðàâîì êîíöåêðèâîé (�0 ! 1 + i�=4) ïàðàìåòð � íåîãðàíè÷åííîâîçðàñòàåò, ÷òî ïðèâîäèò ê èñ÷åçíîâåíèþ ñêàëÿðíî�ãî ïîëÿ '; ïðè ýòîì Seff (�0) ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèþäåéñòâèÿ äëÿ èíñòàíòîí-àíòèèíñòàíòîííîé ïàðû â÷èñòîé òåîðèè ßíãà �Ìèëëñà. Åñëè ñîïîñòàâèòü êî�ý��èöèåíòàì (7.21) �îðìàëüíûé ðÿäZ(~g2) =XN ZN;ÆN ~gN ; ~g = g2�2Æ ; (7:24)òî ïóòåì èçìåíåíèÿ  ìîæíî íåïðåðûâíî ïåðåé�òè îò ðÿäà äëÿ òåîðèè '4 ê ðÿäó äëÿ òåîðèèßíãà �Ìèëëñà è ïðîñëåäèòü ýâîëþöèþ ñèíãóëÿð�íîñòåé áîðåëåâñêîãî îáðàçà, êîòîðûå èìåþò ìåñòîâ òî÷êàõ z = Seff (�0) è z = S�eff (�0). Ñ ó÷å�òîì m-èíñòàíòîííûõ êîí�èãóðàöèé ïðèõîäèì ê òîéæå êàðòèíå, ÷òî è äëÿ äâóõúÿìíîãî ïîòåíöèàëà(ðèñ. 14à). Ïîýòîìó ðÿä äëÿ òåîðèè ßíãà �Ìèëëñàíóæíî ñóììèðîâàòü ñ ïîìîùüþ êîí�îðìíîãî ïðåîá�ðàçîâàíèÿ (7.7) ñ ïðåäåëüíî ìàëûì ïàðàìåòðîì �.8. ÔÓÍÊÖÈÈ �ÅËË-ÌÀÍÍÀ�ËÎÓÎÑÍÎÂÍÛÕ ÊÂÀÍÒÎÂÛÕ ÒÅÎ�ÈÉÏÎËßÂ ýòîì ðàçäåëå ìû îïèøåì ïðîöåäóðó âîññòàíîâ�ëåíèÿ �óíêöèé �åëë-Ìàííà �Ëîó îñíîâíûõ êâàíòî�âûõ òåîðèé ïîëÿ (ðèñ. 15) ïðè ïðîèçâîëüíûõ çíà÷å�íèÿõ êîíñòàíòû ñâÿçè.8.1. Òåîðèÿ '4Ïåðâàÿ ïîïûòêà âîññòàíîâëåíèÿ �óíêöèè�åëë-Ìàííà �Ëîó äëÿ ÷åòûðåõìåðíîé ñêàëÿðíîéòåîðèè '4 ñäåëàíà â ðàáîòå [11℄; ïðîäâèæåíèå âîáëàñòü ñèëüíîé ñâÿçè ïðåäïðèíÿòî ãðóïïîé Øèð�êîâà [12℄ è ïðèâåëî ïðè áîëüøèõ g ê àñèìïòîòèêå0:9g2, êîòîðàÿ ëèøü êîý��èöèåíòîì îòëè÷àåòñÿîò îäíîïåòëåâîãî ðåçóëüòàòà 1:5g2, ñïðàâåäëèâîãîïðè g ! 0; áëèçêàÿ àñèìïòîòèêà 1:06g1:9 ïîëó÷åíàÊóáûøèíûì [13℄; âàðèàöèîííàÿ òåîðèÿ âîçìó�ùåíèé [120℄ äàåò 2:99g1:5. Âñå ýòè ðåçóëüòàòûñâèäåòåëüñòâóþò î âíóòðåííåé ïðîòèâîðå÷èâîñòè(èëè ¾òðèâèàëüíîñòè¿) òåîðèè '4, ÷òî ïðîòèâî�ðå÷èò óòâåðæäåíèÿì ðàçä. 5 îá îòñóòñòâèè â íåéðåíîðìàëîííûõ ñèíãóëÿðíîñòåé. Äðóãîé àðãóìåíòñëåäóåò èç �èçèêè êîíäåíñèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ: êòåîðèè '4 ìàòåìàòè÷åñêè òî÷íî ñâîäèòñÿ ðàçóìíàÿ1387
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�èñ. 15. à, á, â) Ôóíêöèè �åëë-Ìàííà�Ëîó äëÿ òåîðèè '4, ÊÝÄ è ÊÕÄ. ã) Ïîâåäåíèå ý��åêòèâíîãî âçàèìîäåéñòâèÿâ ÊÕÄìîäåëü íåóïîðÿäî÷åííîé ñèñòåìû [103; 121�123℄,õîðîøî îïðåäåëåííàÿ â êîíòèíóàëüíîì ïðåäåëå.Îïèøåì âîññòàíîâëåíèå �óíêöèè �åëë-Ìàí-íà �Ëîó íà îñíîâå àëãîðèòìà, èçëîæåííîãî âðàçä. 6.2, ïðèíèìàÿ �(g) â êà÷åñòâå W (g) [65℄.Áóäåì èñõîäèòü èç òîé æå èí�îðìàöèè, êîòîðàÿèñïîëüçîâàëàñü â ðàáîòå [12℄, ò. å. çíà÷åíèé ïåðâûõ÷åòûðåõ êîý��èöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ �-�óíêöèè âñõåìå âû÷èòàíèé [124, 125℄,�(g) = 32g2 � 176 g3 + 154:148 g4 � 233816 g5 + : : : ; (8:1)è èõ àñèìïòîòèêè âûñîêèõ ïîðÿäêîâ [7℄ ñ ó÷åòîì ïåð�âîé ïîïðàâêè ê íåé, âû÷èñëåííîé â ðàáîòå [126℄:�N = 1:09616�2 N7=2N !�1� 4:7N + : : :� : (8:2)Ýòà àñèìïòîòèêà îïðåäåëÿåòñÿ êîý��èöèåíòàìèðàçëîæåíèÿ äëÿ èíâàðèàíòíîãî çàðÿäà, êîòîðûé âäàííîì ñëó÷àå îïðåäåëÿåòñÿ âåðøèíîé ñ M = 4 (ñð.

ñ (4.1.18)). Èñïîëüçóåòñÿ ¾åñòåñòâåííàÿ¿ íîðìèðîâ�êà çàðÿäà g, äëÿ êîòîðîé ïàðàìåòð a â àñèìïòîòèêåËèïàòîâà (2.5) ðàâåí åäèíèöå: ïðè ýòîì áëèæàé�øàÿ îñîáåííîñòü áîðåëåâñêîãî îáðàçà íàõîäèòñÿíà åäèíè÷íîì ðàññòîÿíèè îò íà÷àëà êîîðäèíàò è�-�óíêöèÿ èçìåíÿåòñÿ íà ìàñøòàáå g � 1.Èíòåðïîëÿöèÿ ïðîâîäèëàñü íà îñíîâå �îðìóëû(6.24) ñ îïòèìàëüíûì çíà÷åíèåì ~b = 4. Çàâèñèìîñòè�2 îò ~N äëÿ �èêñèðîâàííûõ çíà÷åíèé b0 [65℄ âûäå�ëÿþò ìíîæåñòâî èíòåðïîëÿöèé ( ~N = �0:5�0.5), ñîâ�ìåñòèìûõ ñî ñòåïåííûì çàêîíîì äëÿ àñèìïòîòèêèW (g). Íà ðèñ. 16 ïîêàçàíî ïîâåäåíèå êîý��èöèåí�òîâ UN äëÿ èíòåðïîëÿöèè ñ ~N = 0, áëèçêîé ê îï�òèìàëüíîé. Åñëè èñêëþ÷èòü êðèâûå äëÿ b0 � 1 èb0 � �2, äëÿ êîòîðûõ âûõîä íà àñèìïòîòèêó çàòÿ�íóò, òî ïðè áîëüøèõ N èìååòñÿ ïðèáëèçèòåëüíûéâûõîä íà êîíñòàíòó, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèþ èí�äåêñà �, áëèçêîìó ê 1. Ýòîò âûâîä ïîäòâåðæäàåòñÿçíà÷åíèåì �eff â ïåðâîì ìèíèìóìå �2, ïîëîæåíèåìâòîðîãî ìèíèìóìà �2 è ñìåíîé çíàêà U1 (ðèñ. 17).1388
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UN b0 =1 10.05:02:01:00:50�0:5�0:9 �1:1�1:3�1:5�1:7�1:9
�èñ. 16. Çàâèñèìîñòè êîý��èöèåíòîâ ~UN îòN ïðèðàçëè÷íûõ b0 (òî÷êè) è èõ îáðàáîòêà íà ñòåïåííîéçàêîí (ñïëîøíûå êðèâûå) äëÿ òåîðèè '4. Èñïîëü-çîâàëàñü èíòåðïîëÿöèÿ ñ ~b = 4, ~N = 0, áëèçêàÿ êîïòèìàëüíîéÇàâèñèìîñòü ðåçóëüòàòîâ îò ~N ïðåäñòàâëåíà íàðèñ. 18. Äëÿ èíäåêñà � (ðèñ. 18à) èäåàëüíàÿ êàðòè�íà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ðèñ. 11á, ïîëó÷àåòñÿ ïðè ðàñ�øèðåíèè ïîëó÷åííîãî êîðèäîðà îøèáîê â 2 ðàçà(ìåëêèå øòðèõè), ïîñëå ÷åãî çíà÷åíèå � = 0:96ñîâìåñòèìî ñ ðåçóëüòàòàìè äëÿ âñåõ ~N . Äëÿ W1(ðèñ. 18á ) èäåàëüíàÿ êàðòèíà ïîëó÷àåòñÿ ñðàçó, èçíà÷åíèå W1 = 7:4 ñîâìåñòèìî ñî âñåìè äàííûìè.Â ðåçóëüòàòå� = 0:96� 0:01 ; W1 = 7:4� 0:4 : (8:3)Àíàëîãè÷íàÿ êàðòèíà íàáëþäàåòñÿ ïðè èçìåíåíèè ~bâ (6.24) [65℄.Ïîâåäåíèå �-�óíêöèè äëÿ g � 20, ïîëó÷åííîåïóòåì ñóììèðîâàíèÿ ðÿäà, ïðåäñòàâëåíî íà ðèñ. 15à(ñïëîøíàÿ êðèâàÿ) è ñðàâíèâàåòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìèäðóãèõ àâòîðîâ (øòðèõîâûå êðèâûå ñâåðõó âíèçñîîòâåòñòâóþò ðàáîòàì [12; 13; 120℄). Àñèìïòîòèêå
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�èñ. 17. Êàðòèíà ìèíèìóìîâ �2 äëÿ òåîðèè '4 (ðà-áî÷èé èíòåðâàë 20 � N � 40) è çàâèñèìîñòè �effè ~U1 îò b0 äëÿ èíòåðïîëÿöèè ñ ~N = 0. Øòðèõîâàÿêðèâàÿ � çàâèñèìîñòü U1(b0) äëÿ �èêñèðîâàííîãî� = 1�(g), íàéäåííîé â [12; 13℄, ñîîòâåòñòâóåò óñòîé÷è�âûé ëèíåéíûé ó÷àñòîê ~UN � 1:1N ïðè N � 10 íàðèñ. 16, êîòîðûé íåèçáåæíî ïðèíèìàåòñÿ çà èñòèí�íóþ àñèìïòîòèêó, åñëè äëÿ åå îïðåäåëåíèÿ èñïîëü�çóþòñÿ ëèøü èçâåñòíûå êîý��èöèåíòû ðàçëîæåíèÿ.Ôàêòè÷åñêè ýòîò ëèíåéíûé ó÷àñòîê ñâÿçàí ñ ¾ïðî�âàëîì¿ ïðèâåäåííîé êîý��èöèåíòíîé �óíêöèè ïðèN . 10 (ñì. âñòàâêó íà ðèñ. 15à), êîòîðûé äëÿ ñà�ìîé �-�óíêöèè ïðîÿâëÿåòñÿ â âèäå çàòÿíóòîñòè îä�íîïåòëåâîãî çàêîíà18) äî g � 10 [65℄. Òàêèì îáðàçîì,18) Ýòî ñâîéñòâî áîëåå ÿðêî âûðàæåíî äëÿ áîðåëåâñêîãî îá�ðàçà, íî èñêàæàåòñÿ äëÿ ñàìîé �-�óíêöèè èç-çà èíòåãðèðîâà�íèÿ â (6.2).1389
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�èñ. 18. �àçëè÷íûå îöåíêè � è W1 äëÿ òåîðèè '4.Öè�ðû ó êðèâûõ ñîîòâåòñòâóþò íóìåðàöèè îöåíîêðàçä. 6.2. Êîðîòêèì øòðèõîì ïîêàçàí êîðèäîð îøè-áîê äëÿ �, ðàñøèðåííûé â 2 ðàçàðåçóëüòàòû ðàáîò [12; 13℄ íå ÿâëÿþòñÿ ïðèíöèïèàëü�íîé îøèáêîé, íî îòðàæàþò îáúåêòèâíûå ñâîéñòâà�-�óíêöèè (ñì. ïîäðîáíåå [65, ðàçä. 8.3℄). Âàðèàöè�îííàÿ òåîðèÿ âîçìóùåíèé [120℄ îïèñûâàåò îáëàñòüg . 10 íåñêîëüêî ëó÷øå (ðèñ. 15a), íî íå ãàðàíòè�ðóåò íàõîæäåíèÿ ïðàâèëüíîé àñèìïòîòèêè ñèëüíîéñâÿçè äàæå òåîðåòè÷åñêè.Ïîëó÷åííîå çíà÷åíèå � áëèçêî ê åäèíèöå, õîòÿ�îðìàëüíî ðàçëè÷èå ëåæèò çà ïðåäåëàìè îøèáêè.Òåì íå ìåíåå âîçìîæíîñòü òî÷íîãî ðàâåíñòâà � = 1íå èñêëþ÷åíà, ïîñêîëüêó àñèìïòîòèêà (6.7) ìîæåòñîäåðæàòü ëîãàðè�ìè÷åñêèå ïîïðàâêèW (g) =W1g�(ln g)� ; g !1; (8:4)êîòîðûå ïðè  > 0 ìîãóò èìèòèðîâàòü íåáîëüøîåóìåíüøåíèå �. Â ýòîì ñëó÷àå â �îðìóëå (6.11)âîçíèêàåò äîïîëíèòåëüíûé ìíîæèòåëü (lnN)� ïðèíåèçìåííîì U1, è ðåçóëüòàòû äëÿ UN ìîãóò áûòü

ïðèâåäåíû ê àñèìïòîòè÷åñêîìó âèäó (8.4) ñ ïàðà�ìåòðàìè � = 1;  � 0:14; W1 � 7:7 (8:5)áåç óâåëè÷åíèÿ �2. Ôàêòè÷åñêè âîçìîæíîñòü ëîãà�ðè�ìè÷åñêîãî âåòâëåíèÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ íàì âåñü�ìà âåðîÿòíîé ââèäó ñëåäóþùèõ àðãóìåíòîâ.1. Ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî ïðè òî÷íîì ðàâåíñòâå� = 1 ëîãàðè�ìè÷åñêîå âåòâëåíèå íåèçáåæíî. Äåé�ñòâèòåëüíî, çàïèøåì ðÿä (6.1) â âèäå èíòåãðàëà Çîì�ìåð�åëüäà �Âàòñîíà [7; 13℄:W (g) = 1XN=N0WN (�g)N == � 12i IC dz W(z)sin�z gz ; (8.6)ãäåW(z) � àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèåWN íà êîì�ïëåêñíóþ ïëîñêîñòü (W(N) = WN ), C � êîíòóð,îõâàòûâàþùèé òî÷êè N0; N0 + 1; N0 + 2; : : : Ïðèáîëüøèõ g êîíòóð C ìîæíî ðàñøèðèòü è ñìåùàòüâëåâî äî äîñòèæåíèÿ êðàéíåé ïðàâîé îñîáåííîñòèW(z)= sin�z â òî÷êå z = �, êîòîðàÿ è áóäåò îïðå�äåëÿòü ïîâåäåíèå W (g) ïðè g ! 1. ×èñòî ñòåïåí�íîìó çàêîíó (6.7) ñîîòâåòñòâóåò íàëè÷èå ïðè z = �ïðîñòîãî ïîëþñà, çàêîíó (8.4) � îñîáåííîñòü âèäà(z � �)�1.Â ðàçëîæåíèè �-�óíêöèè (8.1) íóëåâîé ÷ëåí �0îòñóòñòâóåò óæå â ñèëó îïðåäåëåíèÿ; èñ÷åçíîâåíèåæå ñëåäóþùåãî êîý��èöèåíòà �1 íîñèò ñëó÷àéíûéõàðàêòåð � òàê, â (4� �)-ìåðíîé òåîðèè '4 îí îòëè�÷åí îò íóëÿ è îêàçûâàåòñÿ ïîðÿäêà �; ñîîòâåòñòâåííîèW(1) � �. Èç ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà �! 0 ÿñíî, ÷òîâ ÷åòûðåõìåðíîì ñëó÷àå W(1) = 0 è ïðîñòîé ïîëþñïðè � = 1 íåâîçìîæåí. Åñëè îáðàùåíèå â íóëü ïðèz ! 1 ïðîèñõîäèò ïî çàêîíó W(z) = !0(z � 1) , òî�(g) = !0�(1� )g(ln g)� ; g !1; (8:7)è ïîëîæèòåëüíîñòü  èìååò ïðîçðà÷íîå ïðîèñõîæäå�íèå.2. Â ðàáîòå Ëèïàòîâà [127℄ ðàññìîòðåí êëàññòåîðèé ïîëÿ (îáîáùàþùèõ ÷åòûðåõìåðíóþ '4) ñíåëèíåéíîñòüþ òèïà 'n è ðàçìåðíîñòüþ ïðîñòðàí�ñòâà d = 2n=(n � 2), â êîòîðîé äëÿ íèõ èìååòìåñòî ëîãàðè�ìè÷åñêàÿ ñèòóàöèÿ. Äëÿ âñåõ òàêèõòåîðèé �1 = 0, íî �1 ñòàíîâèòñÿ îòëè÷íûì îòíóëÿ ïðè óìåíüøåíèè d; ïîýòîìó W(1) = 0 àíà�ëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó. Â ïðåäåëå n ! 1 �óíê�öèÿ �åëë-Ìàííà �Ëîó âû÷èñëÿåòñÿ òî÷íî [127℄ è1390



ÆÝÒÔ, òîì 127, âûï. 6, 2005 �àñõîäÿùèåñÿ ðÿäû òåîðèè âîçìóùåíèéêðàéíÿÿ ïðàâàÿ îñîáåííîñòüW(z) îêàçûâàåòñÿ âèäà(z�1)3=2, ïðèâîäÿ ê àñèìïòîòèêå �(g) / g(ln g)�3=2.Ïî íåïðåðûâíîñòè ìîæíî îæèäàòü, ÷òî äëÿ áîëü�øèõ, íî êîíå÷íûõ n íåàíàëèòè÷åñêîå îáðàùåíèå âíóëü òèïà (z � 1) ñîõðàíÿåòñÿ è îñîáåííîñòü ïðèz = 1 îñòàåòñÿ êðàéíåé ïðàâîé; ïîýòîìó àñèìïòîòè�êà (8.7) ÿâëÿåòñÿ äëÿ òàêèõ òåîðèé ïîëÿ åñòåñòâåí�íîé è íåóäèâèòåëüíî, åñëè îíà ñîõðàíÿåòñÿ âïëîòüäî n = 4. Çàìåòèì, ÷òî ïðè n!1 çíàêW1 îòðèöà�òåëüíûé è �óíêöèÿ �åëë-Ìàííà �Ëîó èìååò íóëü;ïðÿìàÿ ýêñòðàïîëÿöèÿ ðåçóëüòàòîâ ê n = 4 ïðèâî�äèò ê àíàëîãè÷íîìó âûâîäó äëÿ òåîðèè '4 [127℄.Ôàêòè÷åñêè ïðè òàêîé ýêñòðàïîëÿöèè íóæíî ó÷è�òûâàòü, ÷òî èíäåêñ  ìåíÿåòñÿ îò 3=2 äî ìàëûõçíà÷åíèé òèïà (8.5); òîãäà ñìåíà çíàêà àñèìïòîòè�êè ïðîèñõîäèò ñîãëàñíî (8.7) åñòåñòâåííûì îáðàçîìïðè  = 1 (ïîëîæèòåëüíîñòü !0 ñëåäóåò èç ñøèâêèW(2) � !0 è ïîëîæèòåëüíîñòè �2 [127℄).Òàêèì îáðàçîì, âûáîð ïðîèñõîäèò ìåæäó äâóìÿâîçìîæíîñòÿìè: ÷èñòî ñòåïåííûì çàêîíîì (6.7) ñèíäåêñîì �, ÷óòü ìåíüøèì åäèíèöû, è àñèìïòîòè�êîé âèäà (8.7) ñ  > 0; è â òîì, è â äðóãîì ñëó�÷àå òåîðèÿ '4 îêàçûâàåòñÿ âíóòðåííå íåïðîòèâîðå�÷èâîé. Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå ïðîòèâîðå÷èò ïðåä�ñòàâëåíèÿì î òðèâèàëüíîñòè òåîðèè '4, êîòîðûå ÿâ�ëÿþòñÿ ãîñïîäñòâóþùèìè â ëèòåðàòóðå. Îáñóäèì,íà ÷åì îíè îñíîâàíû (ñì. ïîäðîáíåå [65, ðàçä. 8.4℄).Èìåþòñÿ ñòðîãèå äîêàçàòåëüñòâà òðèâèàëüíîñòèòåîðèè '4 äëÿ ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà d > 4 è ååíåòðèâèàëüíîñòè äëÿ d < 4 [128; 129℄; ïðè d = 4 ïî�ëó÷åííûõ íåðàâåíñòâ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òðèâèàëü�íîñòè ¾÷óòü-÷óòü¿ íå õâàòàåò ([130, ðàçä. 14℄), ÷òîâ ìàòåìàòè÷åñêîé ñðåäå ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê äîñàä�íàÿ ìåëî÷ü � îòñþäà è ðàñïðîñòðàíåííîñòü òî÷êèçðåíèÿ, ÷òî òðèâèàëüíîñòü òåîðèè '4 ¾ïðàêòè÷åñêèäîêàçàíà¿. Ñ �èçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ äëÿ ïîäîáíî�ãî îïòèìèçìà íåò îñíîâàíèé: óïîìÿíóòûå ðåçóëüòà�òû äëÿ d 6= 4 íà ñîâðåìåííîì óðîâíå âûãëÿäÿò äîñòà�òî÷íî ïðèìèòèâíûìè, ÿâëÿÿñü ýëåìåíòàðíûìè ñëåä�ñòâèÿìè òåîðèè ïåðåíîðìèðîâîê è îäíîïåòëåâîé ðå�íîðìãðóïïû; ñèòóàöèÿ æå ïðè d = 4 ÿâëÿåòñÿ î÷åíüñëîæíîé ïî �èçèêå äåëà, è àíàëèòè÷åñêèõ ïîäõîäîâê ïðîáëåìå íå ñóùåñòâóåò äî ñèõ ïîð.Ïðèíÿòî ñ÷èòàòü, ÷òî òðèâèàëüíîñòü òåîðèè '4óáåäèòåëüíî äåìîíñòðèðóåòñÿ ÷èñëåííûìè ýêñïåðè�ìåíòàìè íà ðåøåòêå. Îäíàêî áîëüøèíñòâî èç íèõ ïî�êàçûâàåò ëèøü óáûâàíèå ý��åêòèâíîãî çàðÿäà g(L)ñ ðîñòîì L, êîòîðîå âñåãäà èìååò ìåñòî ââèäó îòñóò�ñòâèÿ íóëÿ ó �-�óíêöèè. Äîêàçàòåëüñòâî æå ðåàëü�íîãî ¾íóëÿ çàðÿäà¿ ÿâëÿåòñÿ ïðîáëåìàòè÷íûì èç-çàîãðàíè÷åííîñòè ðàçìåðà ðåøåòêè. Ìíîæåñòâî íåäî�ðàçóìåíèé ñâÿçàíî ñ íîðìèðîâêîé çàðÿäà: óæå â èñ�

ïîëüçóåìîé íàìè ¾åñòåñòâåííîé íîðìèðîâêå¿ êâàä-ðàòè÷íûé çàêîí çàòÿíóò äî g � 10, òîãäà êàê âòðàäèöèîííûõ íîðìèðîâêàõ òàêàÿ çàòÿíóòîñòü åùåáîëüøå � íàïðèìåð, äî g � 2000 ïðè çàïèñè ÷ëå�íà âçàèìîäåéñòâèÿ â âèäå g'4=4!; ïîýòîìó ïîâåäå�íèå ëþáûõ âåëè÷èí íåîòëè÷èìî îò ¾òðèâèàëüíîãî¿â øèðîêîé îáëàñòè çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ. Èìååòñÿïóòàíèöà è â ñàìîì ïîíÿòèè òðèâèàëüíîñòè. Ìíîãèåàâòîðû ñ÷èòàþò åå ïðîÿâëåíèåì ðåàëèçàöèþ ñðåä�íåïîëåâûõ èíäåêñîâ â ÷åòûðåõìåðíîé òåîðèè �àçî�âûõ ïåðåõîäîâ; íî ýòîò �àêò íå âûçûâàåò ñîìíåíèéè ñâÿçàí ëèøü ñ îòñóòñòâèåì íåòðèâèàëüíîãî íóëÿ�-�óíêöèè.Â ïîñëåäíåå âðåìÿ ïðîáëåìàòèêà, ñâÿçàííàÿ ñòðèâèàëüíîñòüþ, èíòåíñèâíî îáñóæäàåòñÿ â ñåðèèðàáîò Àãîäè, Êîíñîëè è äð. (ñì., íàïðèìåð, [131,132℄). Â íèõ ïðåäëàãàåòñÿ íåîáû÷íûé ñöåíàðèé äëÿêîíòèíóàëüíîãî ïðåäåëà òåîðèè '4 è óòâåðæäàåò�ñÿ, ÷òî îí ÿâëÿåòñÿ ëîãè÷åñêè íåïðîòèâîðå÷èâûì.Ïðè ýòîì �àêòè÷åñêè îòðèöàåòñÿ ñòàíäàðòíàÿ òåî�ðèÿ âîçìóùåíèé, ÷òî, íà íàø âçãëÿä, ïðåæäåâðåìåí�íî. ×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû íà ðåøåòêå, ÿêîáû ïîä�òâåðæäàþùèå êîíöåïöèþ àâòîðîâ, ïðîâîäÿòñÿ â îá�ëàñòè ñëàáîé ñâÿçè è íèêàêîé èí�îðìàöèè î ¾òðèâè�àëüíîñòè¿ ñîäåðæàòü íå ìîãóò. �àáîòû [131, 132℄ ñòè�ìóëèðîâàíû ñòðåìëåíèåì ðàçðåøèòü òðóäíîñòè, âîç�íèêàþùèå â õèããñîâñêîì ñåêòîðå Ñòàíäàðòíîé ìîäå�ëè â ñâÿçè ñ òðèâèàëüíîñòüþ òåîðèè '4; â ñëó÷àå ååâíóòðåííåé íåïðîòèâîðå÷èâîñòè òàêèå òðóäíîñòè îò�ñóòñòâóþò ñ ñàìîãî íà÷àëà.8.2. Êâàíòîâàÿ ýëåêòðîäèíàìèêàÄëÿ ÊÝÄ èçâåñòíû ÷åòûðå ÷ëåíà ðàçëîæåíèÿ�-�óíêöèè â ÌÎÌ-ñõåìå [133℄:�(g) = 43g2 + 4g3 + �643 �(3)� 2029 � g4 ++ �186 + 2563 �(3)� 12803 �(5)� g5 + : : : ; (8.8)òîãäà êàê èõ àñèìïòîòèêà èìååò âèä�asN = onst 4:886�N��N + 122 � ; N !1 : (8:9)Îíà ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ ñîâïà�äàåò ñ àñèìïòîòèêîé êîý��èöèåíòîâ äëÿ èíâàðèàíò�íîãî çàðÿäà [7℄, êîòîðûé â ýëåêòðîäèíàìèêå îïðåäå�ëÿåòñÿ âåëè÷èíîé gD, ãäå D � �îòîííûé ïðîïàãà�òîð (ñì. (4.2.11) äëÿ M = 2, L = 0).Ïðîöåäóðà ñóììèðîâàíèÿ ðÿäà òðåáóåò íåêîòî�ðîé ìîäè�èêàöèè ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàçä. 6 â ñâÿ�çè ñ òåì, ÷òî àñèìïòîòèêà Ëèïàòîâà èìååò âèä1391



È. Ì. Ñóñëîâ ÆÝÒÔ, òîì 127, âûï. 6, 2005aN�(N=2+ b) âìåñòî aN�(N + b). Áîðåëåâñêèé îá�ðàç B(z) îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëàìè�(g) = 1Z0 dx e�xxb0�1B �agpx � ;B(z) = 1XN=0BN (�z)N ;BN = �NaN�(N=2 + b0) ; (8.10)
ãäå b0 � ïðîèçâîëüíûé ïàðàìåòð. Êîí�îðìíîå ïðå�îáðàçîâàíèå z = u=(1 � u) äàåò äëÿ áîðåëåâñêîãîîáðàçà ñõîäÿùèéñÿ ðÿä ïî u ñ êîý��èöèåíòàìèUN = NXK=1BK(�1)KCK�1N�1 (N � 1);U0 = B0 ; (8.11)ïîâåäåíèå êîòîðûõ ïðè áîëüøèõ N ,UN = U1N��1; U1 = �1a��(�)�(b0+�=2) ; (8:12)îïðåäåëÿåò ïàðàìåòðû àñèìïòîòèêè �(g) = �1g�ïðè g !1.Èíòåðïîëÿöèÿ ïðîâîäèëàñü íà îñíîâå �îðìóëû(6.24) ñ ~b = b�1=2 = 5:5 [65℄. Â îòëè÷èå îò òåîðèè '4,íàì íåèçâåñòåí îáùèé êîý��èöèåíò ïðè àñèìïòîòè�êå (8.9). Â òåõíè÷åñêîì ïëàíå ýòî íå ïðåäñòàâëÿåòïðîáëåìû � âíåñåíèå  â �èãóðíóþ ñêîáêó (6.24)ïðèâîäèò ê çàìåíå 1 íà ïàðàìåòð ~A0, êîòîðûé íå ñ÷è�òàåòñÿ èçâåñòíûì, à íàõîäèòñÿ â ðåçóëüòàòå èíòåð�ïîëÿöèè. Îäíàêî ýòî ïðèâîäèò ê çíà÷èòåëüíî áîëü�øåé íåîïðåäåëåííîñòè äëÿ ïðèâåäåííîé êîý��èöè�åíòíîé �óíêöèè FN = �N=�asN : åå ïåðâûå çíà÷åíèÿF2 = 63:1, F3 = �7:02, F4 = 0:34, F5 = 1:23 (â åäè�íèöàõ 10�3) îáíàðóæèâàþò ëèøü ñëàáóþ òåíäåíöèþê âûõîäó íà êîíñòàíòó, è ïðîãíîçèðóåìîå çíà÷åíèå~A0 = limN!1 FN ìåíÿåòñÿ íà íåñêîëüêî ïîðÿäêîâ âçàâèñèìîñòè îò ~N . Òåì íå ìåíåå îòìå÷åííàÿ ¾ñóïåð�óñòîé÷èâîñòü¿ àëãîðèòìà (ðàçä. 6.2) ïîçâîëÿåò íàäå�ÿòüñÿ íà ïîëó÷åíèå ðàçóìíûõ ðåçóëüòàòîâ è â òàêîéñèòóàöèè. Äëÿ ïðîâåðêè ýòîé âîçìîæíîñòè ìû ïðî�âåëè òåñòîâûé ýêñïåðèìåíò äëÿ òåîðèè '4. Ïðè èñ�ïîëüçîâàíèè ïîëíîé èí�îðìàöèè (ò. å. êîý��èöèåí�òîâ �2, �3, �4, �5 è ïàðàìåòðîâ ~A0 è ~A1) ìû ïîëó÷èëè� = 0:96�0:01, �1 = 7:4�0:4 (ðàçä. 8.1); òà æå ïðîöå�äóðà áåç èñïîëüçîâàíèÿ ~A0 è ~A1 äàåò � = 1:02�0:03,�1 = 1:7 � 0:3. Åñëè ó÷åñòü, ÷òî íåîïðåäåëåííîñòüêîý��èöèåíòíîé �óíêöèè (îöåíèâàåìàÿ ïóòåì èç�ìåíåíèÿ ~N íà âåëè÷èíó � 1 âáëèçè îïòèìàëüíîãî

86420 0 1 2 b0
lg �2
�1

à
151050�5�1

á
1 2 b0

� ~U1
0

210� ~U1
�e�� ~U1 �e�

�èñ. 19. Êàðòèíà ìèíèìóìîâ �2 äëÿ êâàíòîâîéýëåêòðîäèíàìèêè è çàâèñèìîñòè �eff è ~U1 îò b0(ðàáî÷èé èíòåðâàë 20 � N � 40). Îáîçíà÷åíèÿ òåæå, ÷òî íà ðèñ. 17çíà÷åíèÿ) â ïåðâîì ñëó÷àå ñîñòàâëÿåò íåñêîëüêî ïðî�öåíòîâ, à âî âòîðîì � áîëåå ÷åì ïîðÿäîê âåëè÷èíû,òî òàêàÿ ñòàáèëüíîñòü ðåçóëüòàòîâ ÿâëÿåòñÿ âïîëíåóäîâëåòâîðèòåëüíîé19). Êîíå÷íî, ïîëó÷àåìûå íèæåðåçóëüòàòû äîëæíû ðàññìàòðèâàòüñÿ ëèøü êàê íó�ëåâîå ïðèáëèæåíèå.Çàâèñèìîñòè �2 îò ~N [42℄ ïîçâîëÿþò âûäåëèòüìíîæåñòâî èíòåðïîëÿöèé (�0:5 . ~N . 1:0), äëÿêîòîðûõ ñòåïåííîå ïîâåäåíèå UN ÿâëÿåòñÿ âåðîÿò�íûì. Òèïè÷íûå çàâèñèìîñòè �2 è ý��åêòèâíûõçíà÷åíèé U1 è � îò b0 (ðèñ. 19) óêàçûâàþò, ÷òî� � 1. Äåéñòâèòåëüíî, ñìåíà çíàêà U1 (ñì. (8.12))ïðîèñõîäèò ïðè b0 = ��=2 � �0:5. Ïðè òîì æåçíà÷åíèè b0 âîçíèêàåò ìèíèìóì �2, ñîîòâåòñòâóþ�ùèé èñ÷åçíîâåíèþ ãëàâíîãî âêëàäà â àñèìïòîòè�êó U1N��1. Çíà÷åíèÿ �eff â ìèíèìóìàõ �2 ïðè19) Ïîëó÷åííûé ñäâèã �1 íå êîíòðîëèðóåòñÿ îöåíêîé òî÷íî�ñòè, íî ýòî âïîëíå îáúÿñíèìî: îòðàáîòàííàÿ â [65℄ ïðîöåäóðàîöåíêè îøèáîê îáîñíîâàííà ëèøü ïðè äîñòàòî÷íîé áëèçîñòèê òî÷íîìó ðåçóëüòàòó, êîãäà âñå îòêëîíåíèÿ ìîãóò áûòü ëè�íåàðèçîâàíû.1392
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Ñ

3

1

3

1

2

β = 1.0 ± 0.3

1

4

1

2

1

4

3

0.5 0 −0.5

α = 1.0 ± 0.1

0.6

0.8

1.0

1.2
α

2

3

Ñ

�èñ. 20. �àçëè÷íûå îöåíêè � èW1 äëÿ ÊÝÄ. Öè�-ðû ó êðèâûõ ñîîòâåòñòâóþò íóìåðàöèè ðàçä. 6.2b0 = ��0=2; ��00=2; : : : , êîãäà ïðîèñõîäèò èñ÷åçíîâå�íèå ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîïðàâîê20) ê (8.12), íàèáîëååáëèçêè ê òî÷íîìó çíà÷åíèþ � � 1.Íà ðèñ. 20a, á ïðåäñòàâëåíû ðàçëè÷íûå îöåíêè �è �1 â çàâèñèìîñòè îò ~N . Ïðè ~N � 0:25 ðåçóëüòàòûäëÿ � ñîâìåñòèìû ñî çíà÷åíèåì, ÷óòü ìåíüøèì åäè�íèöû. Ïðè ~N > 0:25 èìååòñÿ ñèñòåìàòè÷åñêèé ðîñòäî 1.08, íå êîíòðîëèðóåìûé îøèáêîé, íî ïðè ýòîììèíèìóìû �2 ïëîõî âûðàæåíû è íåñòàáèëüíû. Àíà�ëîãè÷íàÿ êàðòèíà íàáëþäàåòñÿ äëÿ �1. Ìû ïðèíè�ìàåì, êàê áîëåå íàäåæíûå, çíà÷åíèÿ â ñåðåäèíå èñ�ñëåäîâàííîãî èíòåðâàëà ~N è äàåì êîíñåðâàòèâíóþîöåíêó òî÷íîñòè, âêëþ÷àþùóþ â ñåáÿ ñèñòåìàòè÷å�20) Îáû÷íî â òåñòîâûõ ïðèìåðàõ íàáëþäàþòñÿ òîëüêî ìè�íèìóìû �2, ñîîòâåòñòâóþùèå � è �0 (ðàçä.6.2). Ïîÿâëå�íèå äîïîëíèòåëüíûõ ìèíèìóìîâ âîçìîæíî ïðè ñïåöèàëü�íûõ ñîîòíîøåíèÿõ ìåæäó êîý��èöèåíòàìè W 01, W 001; : : : è,ïî-âèäèìîìó, õàðàêòåðíî äëÿ ìàëîãî êîëè÷åñòâà èí�îðìà�öèè: îíî íàáëþäàëîñü è â óïîìÿíóòîì òåñòîâîì ýêñïåðèìåíòåäëÿ òåîðèè '4.

ñêèå èçìåíåíèÿ:� = 1:0� 0:1; �1 = 1:0� 0:3 : (8:13)Â ñèëó ñêàçàííîãî âûøå, äàæå òàêàÿ îöåíêà îøèáêèíå âïîëíå íàäåæíà.Íà ðèñ. 15á ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ñóììèðî�âàíèÿ ðÿäà äëÿ ~N = 0:2, b0 = 0. Ñøèâêà îäíîïåòëå�âîãî çàêîíà �2g2 ñ àñèìïòîòèêîé �1g� ïðîèñõîäèòïðè g � 10; ïðè g < 5 îòëè÷èå �(g) îò îäíîïåòëå�âîãî ðåçóëüòàòà íåñóùåñòâåííî. Â ïðåäåëàõ òî÷íî�ñòè íàéäåííàÿ àñèìïòîòèêà �(g) ñîâïàäàåò ñ âåðõíåéãðàíèöåé íåðàâåíñòâà 0 � �(g) < g, âûâåäåííîãî âðàáîòå [134℄ èç ñïåêòðàëüíûõ ïðåäñòàâëåíèé. Åñëèïðèíÿòü � = 1, �1 = 1, òî ðîñò ïîñòîÿííîé òîíêîéñòðóêòóðû â ÷èñòîé ýëåêòðîäèíàìèêå ïðîèñõîäèò íàìàëûõ ðàññòîÿíèÿõ L ïî çàêîíó L�2.�åøåòî÷íûå ðåçóëüòàòû äëÿ ÊÝÄ íåîäíîçíà÷íîèíòåðïðåòèðóþòñÿ ñàìèìè ñïåöèàëèñòàìè [135, 136℄:â öåëîì îíè óêàçûâàþò íà òðèâèàëüíîñòü â âèëüñî�íîâñêîì ñìûñëå � íåòðèâèàëüíûé íóëü �-�óíêöèèîòñóòñòâóåò, è �àçîâûå ïåðåõîäû îïèñûâàþòñÿ ñðåä�íåïîëåâûìè èíäåêñàìè. Ýòîò âûâîä ñîãëàñóåòñÿ ñïîëó÷åííûìè âûøå ðåçóëüòàòàìè.8.3. ÊÕÄÄëÿ ÊÕÄ èçâåñòíû ÷åòûðå ÷ëåíà ðàçëîæåíèÿ�óíêöèè �åëë-Ìàííà �Ëîó â MS-ñõåìå [137℄:�(g) = � 1XN=0�NgN = ��2g2 � �3g3 �� �4g4 � : : : ; g = �g216�2 ; (8.14)�2 = 11� 23Nf ; �3 = 102� 383 Nf ;�4 = 28572 � 503318 Nf + 32554 N2f ; (8.15)�5 = �1497536 + 3564�(3)��� �1078361162 + 650827 �(3)�Nf ++ �50065162 + 647281 �(3)�N2f + 1093729 N3f ;ãäå �g � êîíñòàíòà ñâÿçè, âõîäÿùàÿ â ëàãðàíæè�àí ÊÕÄ (4.5.7). Àñèìïòîòèêà êîý��èöèåíòîâ ðÿäà(8.14)�N = onst��N + 4N + 11(N �Nf )6 � (8:16)14 ÆÝÒÔ, âûï. 6 1393



È. Ì. Ñóñëîâ ÆÝÒÔ, òîì 127, âûï. 6, 2005îïðåäåëÿåòñÿ ðàçëîæåíèåì äëÿ èíâàðèàíòíîãî çàðÿ�äà, êîòîðûé ñ ó÷åòîì îáîáùåííûõ òîæäåñòâ Óîð�äà ìîæåò îïðåäåëÿòüñÿ ïî ëþáîé âåðøèíå [47℄. ÄëÿN = 2, Nf = 0 �îðìóëà (8.16) ñîãëàñóåòñÿ ñ ðåçóëü�òàòîì ðàáîòû [17℄.�ÿä (8.14) ÿâëÿåòñÿ çíàêîïîñòîÿííûì è äîë�æåí ñóììèðîâàòüñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàçä. 7. Îä�íàêî ìîæíî èñïîëüçîâàòü áîëåå ïðîñòóþ ïðîöåäó�ðó [47℄, îñíîâàííóþ íà ïðåäïîëîæåíèè î ñòåïåííîìïîâåäåíèè áîðåëåâñêîãî îáðàçà íà áåñêîíå÷íîñòè,B(z) � z�. Òîãäà íåçàâèñèìî îò èíòåðïðåòàöèè áî�ðåëåâñêîãî èíòåãðàëà (7.4) èìååì�(g) = �1g� ; g !1;�(g) = ��1jgj� ; g ! �1 ; (8.17)ãäå òî÷íàÿ ñâÿçü �1 è ��1 çàâèñèò îò âûáîðà i è Ci,íî â îáùåì ñëó÷àå �1 � ��1. Ïîýòîìó ñóììèðîâàíèåðÿäà (8.14) ïðè îòðèöàòåëüíûõ g äàåò âîçìîæíîñòüîïðåäåëèòü èíäåêñ � è îöåíèòü �1.Èíòåðïîëÿöèÿ êîý��èöèåíòíîé �óíêöèè ïðîâî�äèòñÿ ïî �îðìóëå (6.24) ñ ~b = b� 1=2. Êàê è â ñëó�÷àå ÊÝÄ, ïàðàìåòð  àñèìïòîòèêè Ëèïàòîâà íåèçâå�ñòåí; âûøå (ðàçä. 8.2) îí îïðåäåëÿëñÿ â ïðîöåññå èí�òåðïîëÿöèè. Â äàííîì ñëó÷àå òàêàÿ ïðîöåäóðà ïðè�âîäèëà ê áîëüøîé íåîïðåäåëåííîñòè ðåçóëüòàòîâ, êî�òîðóþ íå óäàâàëîñü óìåíüøèòü ïóòåì îïòèìèçàöèè.Ïîýòîìó èíòåðïîëÿöèÿ ïðîâîäèëàñü äëÿ ïðîáíîãîçíà÷åíèÿ , êîòîðîå çàòåì âàðüèðîâàëîñü â èíòåð�âàëå21) îò 10�5 äî 1; �àêòè÷åñêè èçìåíåíèå ðåçóëü�òàòîâ ïðè ýòîì áûëî íåñóùåñòâåííî ïî ñðàâíåíèþ ñïðî÷èìè íåîïðåäåëåííîñòÿìè. Íèæå ïðèâîäÿòñÿ ðå�çóëüòàòû äëÿ N = 3, Nf = 0,  = 10�5.Ïðîâîäÿ îáðàáîòêó UN ïî ñòåïåííîìó çàêîíó èðàññìàòðèâàÿ çàâèñèìîñòè �2 îò ~N [47℄, ìîæíî âû�äåëèòü èíòåðâàë 0:5 . ~N . 2:0, â êîòîðîì çíà÷åíèÿ�2 ìèíèìàëüíû; ýòî îïðåäåëÿåò ìíîæåñòâî èíòåðïî�ëÿöèé, ñîâìåñòèìûõ ñî ñòåïåííûì ïîâåäåíèåì UN .Òèïè÷íûå çàâèñèìîñòè �2 è ý��åêòèâíûõ çíà÷åíèéU1 è � îò b0 (ðèñ. 21) óêàçûâàþò, ÷òî � � �15. Äåé�ñòâèòåëüíî, ñìåíà çíàêà U1 (ñì. (6.12)) ïðîèñõîäèòïðè b0 = �� � 15:5 è ïðè òîì æå çíà÷åíèè b0 ðàñïî�ëîæåí âòîðîé ìèíèìóì �2. Áëèçêàÿ îöåíêà � � �15ïîëó÷àåòñÿ ïî çíà÷åíèþ �eff â ïåðâîì ìèíèìóìå �2.Óêàçàííûå ñïîñîáû îöåíêè èíäåêñà � äàþò áëèçêèåðåçóëüòàòû ëèøü äëÿ çíà÷åíèé ~N , áëèçêèõ ê îïòè�ìàëüíîìó, ~N = 1:58 (ðèñ. 21), íî ïåðåñòàþò áûòü21) Ïàðàìåòð  îïðåäåëÿåòñÿ êâàäðàòîì êîíñòàíòû 'ò Õî��òà H â âûðàæåíèè äëÿ îäíîèíñòàíòîííîãî âêëàäà (4.5.6)(2H � 10�5 äëÿ Nf = 0 è 2H � 10�4 äëÿ Nf = 3), óìíî�æåííûì íà áåçðàçìåðíûé èíòåãðàë îò èíñòàíòîííîé êîí�è�ãóðàöèè, êîòîðûé ìîæåò áûòü äîâîëüíî âåëèê (õàðàêòåðíûéìàñøòàá 16�2).
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~U10�1010�1020�èñ. 21. Çàâèñèìîñòè �2, �eff è ~U1 îò b0 äëÿ ÊÕÄ.Ìèíèìóìû ïðè b0 = 15:4 è b0 = 15:9 èíòåðïðåòèðóþò-ñÿ êàê ñàòåëëèòû îñíîâíîãî ìèíèìóìà (b0 = 15:5) �îíè ñìåùàþòñÿ âìåñòå ñ íèì ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåò-ðîâñîãëàñîâàííûìè ïðè óäàëåíèè ~N îò óêàçàííîãî çíà�÷åíèÿ.Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò äëÿ èíäåêñà � íå ìî�æåò áûòü ñðàçó ïðèíÿò â êà÷åñòâå îêîí÷àòåëüíîãî.Âî-ïåðâûõ, áîëüøîå çíà÷åíèå èíäåêñà ìîæåò èìèòè�ðîâàòü ýêñïîíåíòó. Âî-âòîðûõ, äëÿ � = 0;�1;�2; : : :ãëàâíûé âêëàä â àñèìïòîòèêó UN èñ÷åçàåò èç-çà ïî�ëþñà �(�) (ñì. (6.12)), è íàáëþäàåìûé ðåçóëüòàò ìî�æåò ñîîòâåòñòâîâàòü íå îñíîâíîìó èíäåêñó �, à, íà�ïðèìåð, �0 (ñì. (6.15)). Â ñâÿçè ñ ýòèì ìû ïðèíÿ�ëè â êà÷åñòâå èññëåäóåìîé �óíêöèè W (g) = gns�(g)è óâåëè÷èâàëè öåëî÷èñëåííûé ïàðàìåòð ns äî òåõïîð, ïîêà íàáëþäàåìûé èíäåêñ �W = � + ns íåñòàíîâèëñÿ ïîëîæèòåëüíûì. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòà�òû (ðèñ. 22à) óáåäèòåëüíî ïîêàçûâàþò, ÷òî ìû èìå�åì äåëî íå ñ ýêñïîíåíòîé, à ñ áîëüøèì îòðèöàòåëü�íûì èíäåêñîì, êîòîðûé íå ÿâëÿåòñÿ öåëî÷èñëåííûì(ïðè � = �n íàáëþäàëîñü áû ïîâåäåíèå, ïîêàçàííîåíà âñòàâêå). Êàæäàÿ òî÷êà íà ðèñ. 22à ïîëó÷åíà â ðå�çóëüòàòå íåçàâèñèìîé îïòèìèçàöèè ïî ~N ; îïòèìàëü�1394
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�èñ. 22. a) Èíäåêñ �W äëÿ ÊÕÄ, ïîëó÷åííûé ïðèñóììèðîâàíèè ðÿäà äëÿ �óíêöèè W (g) = gns�(g),â çàâèñèìîñòè îò ns äëÿ ðàçëè÷íûõ èíòåðâà-ëîâ óñðåäíåíèÿ Nmin � N � Nmax: H �Nmin = 22 + ns, Nmax = 35 + ns, òî÷êè �, N, �,�, 4, Æ, � ñîîòâåòñòâóþò ïîñëåäîâàòåëüíîìó óâå-ëè÷åíèþ Nmin íà åäèíèöó. á ) Çàâèñèìîñòü îò nsïàðàìåòðà ��1íîå çíà÷åíèå ~N ñèñòåìàòè÷åñêè óìåíüøàëîñü ïðèóâåëè÷åíèè ns. Îñíîâíàÿ íåîïðåäåëåííîñòü ðåçóëü�òàòîâ ñâÿçàíà ñ çàâèñèìîñòüþ îò íèæíåé ãðàíèöûèíòåðâàëà óñðåäíåíèÿ Nmin � N � Nmax. Âåðõíèåòî÷êè íà ðèñ. 22à ñîîòâåòñòâóþò íåáîëüøèì Nmin èçíà÷åíèÿì �2 â ìèíèìóìàõ � 106. Ïðè óâåëè÷åíèèNmin ðåçóëüòàò äëÿ � ñèñòåìàòè÷åñêè óìåíüøàåòñÿ,ïîêà �2 íå äîñòèãàåò óðîâíÿ ïîðÿäêà 103 (íèæíèåòî÷êè). Ïðè äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè Nmin êàðòèíàìèíèìóìîâ �2 ñòàíîâèòñÿ íå÷åòêîé è íåîïðåäåëåí�íîñòü ðåçóëüòàòîâ ðåçêî âîçðàñòàåò. Ìû äîïóñêàåìâîçìîæíîñòü åùå íåêîòîðîãî óìåíüøåíèÿ � äî äî�ñòèæåíèÿ òðåáóåìûõ çíà÷åíèé �2 � 10 è ó÷èòûâàåìýòî ïðè îöåíêå îøèáêè. Íåîïðåäåëåííîñòü ïàðàìåò�ðà ��1 ñîñòàâëÿåò íåñêîëüêî ïîðÿäêîâ (ðèñ. 22á ), íîíàèáîëåå âåðîÿòíî çíà÷åíèå ïîðÿäêà 105, ñîâìåñòè�ìîå ñ îñíîâíûì ìàññèâîì äàííûõ. Èòàê, äëÿ Nf = 0

èìååì � = �13� 2; ��1 � 105: (8:18)Ïðè Nf = 3 èìååì � = �12 � 3 è òîò æå ðåçóëü�òàò äëÿ íàèáîëåå âåðîÿòíîãî çíà÷åíèÿ ��1 (òîãäà êàêïîëíûé ðàçáðîñ ��1 = 1�107). Óñòîé÷èâîñòü ðåçóëü�òàòîâ ïðè èçìåíåíèè ïðîöåäóðû ñóììèðîâàíèÿ óêà�çûâàåò íà àäåêâàòíóþ îöåíêó èõ íåîïðåäåëåííîñòè.Áîëüøàÿ íåîïðåäåëåííîñòü ��1 ñîîòâåòñòâóåòñðàâíèòåëüíî íåáîëüøîé íåîïðåäåëåííîñòè äëÿñàìîé �-�óíêöèè: õàðàêòåðíûé ìàñøòàá g�, íàêîòîðîì ïðîèñõîäèò ñøèâêà îäíîïåòëåâîãî çàêîíà�2g2 ñ àñèìïòîòèêîé (8.17), îöåíèâàåòñÿ êàê g� � 2è âàðèàöèÿ g� â äâà ðàçà ñîîòâåòñòâóåò èçìåíåíèþ��1 íà 4 ïîðÿäêà. Çíàê ��1 â îáëàñòè îòðèöàòåëüíûõ�W îêàçûâàåòñÿ íåîïðåäåëåííûì èç-çà áîëüøîéïîãðåøíîñòè â � è çíàêîïåðåìåííîñòè ìíîæèòå�ëÿ �(�) â (6.12), íî â îáëàñòè ïîëîæèòåëüíûõ�W (áîëüøèå ns) îí îäíîçíà÷íî îòðèöàòåëüíûé.Ïîâåäåíèå �-�óíêöèè ïðè g < 0 ïîêàçàíî íàðèñ. 15â (ñïëîøíàÿ êðèâàÿ); ïðè àíàëèòè÷åñêîìïðîäîëæåíèè íà ïîëîæèòåëüíûå g îíî êà÷åñòâåííîñîõðàíÿåòñÿ, íî çíàê àñèìïòîòèêè (8.17) ìîæåòèçìåíèòüñÿ (øòðèõè)22). Òåì íå ìåíåå ïîâåäåíèåý��åêòèâíîé êîíñòàíòû ñâÿçè îò ìàñøòàáà ðàñ�ñòîÿíèé L îêàçûâàåòñÿ äîñòàòî÷íî îïðåäåëåííûì(ðèñ. 15ã). Êàê èçâåñòíî, â îäíîïåòëåâîì ïðèáëè�æåíèè g(L) èìååò ïîëþñ ïðè L = L0 = 1=�QCD(øòðèõè); äëÿ íàéäåííîé �-�óíêöèè (ðèñ. 15â)ðîñò âáëèçè L0 ïðîäîëæàåòñÿ äî çíà÷åíèé ïîðÿäêàg�, ïîñëå ÷åãî g(L) ëèáî âûõîäèò íà êîíñòàíòó(ïðè �1 > 0), ëèáî ðàñòåò ïî çàêîíó (lnL)0:07,ïðàêòè÷åñêè íå îòëè÷èìîìó îò êîíñòàíòû (ïðè�1 < 0).Â îáëàñòè ñëàáîé ñâÿçè âçàèìîäåéñòâèå V (L)ìåæäó êâàðêàìè îïèñûâàåòñÿ ìîäè�èöèðîâàííûìçàêîíîì Êóëîíà �g2(L)=L è ðåçêèé ðîñò �g(L) âáëèçèL = L0 óêàçûâàåò íà òåíäåíöèþ ê êîí�àéíìåíòó. Âîáëàñòè ñèëüíîé ñâÿçè ñîîòíîøåíèå ìåæäó V (L) è�g(L) íåèçâåñòíî, íî áëèçêèé ïî ñìûñëó ðåçóëüòàò ïî�ëó÷åí Âèëüñîíîì äëÿ ðåøåòî÷íîé âåðñèè ÊÕÄ [138℄V (L) = ln 3 �g2(a)a2 L ; �g(a)� 1; (8:19)ãäå a � ïîñòîÿííàÿ ðåøåòêè. Óñëîâèå íåçàâèñèìî�ñòè ðåçóëüòàòà îò a äàåò îöåíêó �-�óíêöèè â îáëà�ñòè ñèëüíîé ñâÿçè, �(g) � g ln g [139℄, ÷òî, îäíàêî,ÿâëÿåòñÿ íåâåðíûì. Â îáëàñòè a� 1=�QCD ïîïåðå÷�íûé ðàçìåð ñòðóíû îêàçûâàåòñÿ ïîðÿäêà a è ñóùå�ñòâåííî ïðåâûøàåò åå ðåàëüíûé �èçè÷åñêèé ðàçìåð22) Íàïðèìåð, �1 = ��1 os�� ïðè èíòåðïðåòàöèè áîðåëåâ�ñêîãî èíòåãðàëà â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ.1395 14*



È. Ì. Ñóñëîâ ÆÝÒÔ, òîì 127, âûï. 6, 2005ïîðÿäêà 1=�QCD; ïîýòîìó ðåøåòêà âíîñèò ñèëüíûåèñêàæåíèÿ è íåò îñíîâàíèé îæèäàòü íåçàâèñèìîñòèðåçóëüòàòà îò a. Â îáëàñòè a� 1=�QCD òàêèå îñíî�âàíèÿ ïîÿâëÿþòñÿ, íî êîíñòàíòà ñâÿçè �g(a) ñòàíî�âèòñÿ ìàëîé è �îðìóëà (8.19) âûõîäèò èç îáëàñòèïðèìåíèìîñòè. Òàêèì îáðàçîì, ñîîòíîøåíèå (8.19)ìîæåò èìåòü ñìûñë ëèøü ïðè a � 1=�QCD. Â îáëà�ñòè íàñûùåíèÿ �g(L) � p2 � 16�2 � 20 è ðåçêèé ðîñòg(L) âáëèçè L = L0 (ðèñ. 15ã) äåëàåò ñîâìåñòèìûìèóñëîâèÿ a � 1=�QCD, �g(a) � 1, ÷òî, ïî-âèäèìîìó,ïîçâîëÿåò îáîñíîâàòü ïðèìåíåíèå ðåøåòî÷íîé �îð�ìóëû (8.19) ê ðåàëüíîé ÊÕÄ.9. ÂÛÑØÈÅ ÏÎÏ�ÀÂÊÈ Ê ÀÑÈÌÏÒÎÒÈÊÅËÈÏÀÒÎÂÀÊàê óæå îòìå÷àëîñü, ïîïðàâêè ê àñèìïòîòèêåËèïàòîâà (2.5) èìåþò âèä ðåãóëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿïî 1=N :WN =  aN�(N + b)���1 + A1N + A2N2 + : : :+ AKNK + : : :� : (9.1)Çíàíèå âñåõ êîý��èöèåíòîâ AK ýêâèâàëåíò�íî çíàíèþ òî÷íîé êîý��èöèåíòíîé �óíêöèèWN , è èõ âû÷èñëåíèå ÿâëÿåòñÿ àëüòåðíàòèâîéê ïðÿìûì äèàãðàììíûì âû÷èñëåíèÿì íèçøèõïîðÿäêîâ [81; 106; 125; 133; 137℄. Â íàñòîÿùåå âðåìÿïåðâûå ïîïðàâêè ê àñèìïòîòèêå èçâåñòíû â òåîðèè'4 [126℄ è â íåñêîëüêèõ êâàíòîâîìåõàíè÷åñêèõçàäà÷àõ [6, 140℄.Â ðàáîòå [141℄ ïîêàçàíî, ÷òî ðÿä â (9.1) �àêòî�ðèàëüíî ðàñõîäèòñÿ, à åãî äàëåêèå êîý��èöèåíòûìîãóò áûòü âû÷èñëåíû â ðàìêàõ ïðîöåäóðû, àíà�ëîãè÷íîé ëèïàòîâñêîé: ìîæíî çàïèñàòü òî÷íîå âû�ðàæåíèå äëÿ K-ãî êîý��èöèåíòà ðàçëîæåíèÿ ÷åðåç�óíêöèîíàëüíûé èíòåãðàë è âû÷èñëèòü ïîñëåäíèéïðè áîëüøèõK ìåòîäîì ïåðåâàëà. Òèïè÷íàÿ àñèìï-òîòèêà êîý��èöèåíòîâ AK èìååò âèäAK = ~�ln S1S0��K ��K + r0 � r2 � ; (9:2)ãäå S0 è S1 � çíà÷åíèÿ äåéñòâèÿ äëÿ ïåðâîãî è âòî�ðîãî èíñòàíòîíîâ ðàññìàòðèâàåìîé òåîðèè ïîëÿ, à rè r0 � ñîîòâåòñòâóþùåå èì ÷èñëî íóëåâûõ ìîä; èí�ñòàíòîíû ïðåäïîëàãàþòñÿ ïåðåíóìåðîâàííûìè â ïî�ðÿäêå âîçðàñòàíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî èì äåéñòâèÿ.Äåòàëüíûå âû÷èñëåíèÿ àñèìïòîòèêè AK äëÿn-êîìïîíåíòíîé òåîðèè '4 ïðîâåäåíû â ðàáîòå [33℄.

Ïîëíàÿ èí�îðìàöèÿ î âûñøèõ èíñòàíòîíàõ â òåî�ðèè '4 îòñóòñòâóåò, íî íàèáîëåå âåðîÿòíûì ïðåä�ñòàâëÿåòñÿ ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî ðîëü âòîðîãî èíñòàí�òîíà èãðàåò êîìáèíàöèÿ äâóõ ýëåìåíòàðíûõ èíñòàí�òîíîâ [33, 142℄. Â ýòîì ñëó÷àå âîçíèêàåò íåîáõîäè�ìîñòü êîððåêöèè ðåçóëüòàòà (9.2), êîòîðûé ñïðàâåä�ëèâ ëèøü â óñëîâèÿõ ïðèìåíèìîñòè çàêîíà ðàâíî�ðàñïðåäåëåíèÿ (ðàçä. 4.1), êîãäà âñå �ëóêòóàöèîí�íûå ìîäû ìîãóò áûòü ÷åòêî ðàçäåëåíû íà íóëåâûåè êîëåáàòåëüíûå. Äëÿ äâóõèíñòàíòîííûõ êîí�èãó�ðàöèé ñ íåèçáåæíîñòüþ ñóùåñòâóåò ìÿãêàÿ ìîäà, ñî�îòâåòñòâóþùàÿ èçìåíåíèþ ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ýëå�ìåíòàðíûìè èíñòàíòîíàìè è ñâîäÿùàÿñÿ ê êîëåáà�íèÿì â íåàíàëèòè÷åñêîì ìèíèìóìå. Â ðåçóëüòàòåïðè d = 1; 2; 3 ê �îðìóëå (9.2) âîçíèêàþò ëîãàðè��ìè÷åñêèå, à ïðè d = 4 � äàæå ñòåïåííûå ïîïðàâêè.Äëÿ àñèìïòîòèêè êîý��èöèåíòîâ AK , ñîîòâåò�ñòâóþùèõ M -òî÷å÷íîé �óíêöèè GM (g), ïðè d = 1ñïðàâåäëèâ ðåçóëüòàòAK = � 2�M=2(�=2)�(n=2) � 32 ln 2�n=2 �� ��K + n2� (ln 2)�K [lnK + C℄ ;C = CE + ln� 6ln 2�+  (1=2)�  (n=2)2 ; (9:3)ãäå CE � ïîñòîÿííàÿ Ýéëåðà,  (x) � ëîãàðè�ìè÷å�ñêàÿ ïðîèçâîäíàÿ ãàììà-�óíêöèè. Äëÿ d = 2 èìååìñ ëîãàðè�ìè÷åñêîé òî÷íîñòüþAK = �2�M=219:7 (0:702)n�(n=2) �� ��K + n+ 12 � (ln 2)�K ln2K (9.4)è àíàëîãè÷íî äëÿ d = 3AK = �2�M=22:12 (0:704)n�(n=2) �� ��K + n+ 22 � (ln 2)�K ln3K : (9.5)Ïðè d = 4 ðåçóëüòàòû çàâèñÿò îò êîîðäèíàò, âõîäÿ�ùèõ â �óíêöèè �ðèíà, è äîâîëüíî ãðîìîçäêè [33℄;îíè íåñêîëüêî óïðîùàþòñÿ ïðè ïåðåõîäå â èìïóëüñ�íîå ïðåäñòàâëåíèå è âûáîðå èìïóëüñîâ pi, ñîîòâåò�ñòâóþùèõ ñèììåòðè÷íîé òî÷êå (pi � p):AK = Be� ln(�=p)��K+n+42 +�� (ln 2)�K ; (9:6)ãäå � � òî÷êà íîðìèðîâêè çàðÿäà, � = (n + 8)=3,à çíà÷åíèÿ êîíñòàíòû B ïðèâåäåíû â òàáë. 3. Â ñêà�ëÿðíîì ñëó÷àå (n = 1) ãëàâíûé âêëàä â àñèìïòîòèêó1396



ÆÝÒÔ, òîì 127, âûï. 6, 2005 �àñõîäÿùèåñÿ ðÿäû òåîðèè âîçìóùåíèéÒàáëèöà 3. Çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà B â �îðìó-ëå (9.6) B � 104n M = 2 M = 40 �9:05 �8:721 0 02 3:25 1:453 4:55 1:50èñ÷åçàåò è ñëåäóåò îæèäàòü ïîâåäåíèå, ñîîòâåòñòâó�þùåå ñëåäóþùåìó ïîðÿäêó ïî 1=K:AK = onst e� ln(�=p) �� ��K + n+ 42 + � � 1� (ln 2)�K : (9.7)�åçóëüòàòû äëÿ ëîãàðè�ìà âàêóóìíîãî èíòåãðàëàZ0(g) �îðìàëüíî ïîëó÷àþòñÿ èç (9.3)�(9.6) ïóòåìïîäñòàíîâêè M = 0 è ââåäåíèÿ äîïîëíèòåëüíîãîìíîæèòåëÿ 1/2 â ïðàâûå ÷àñòè �îðìóë. Â ÷àñòíî�ñòè, äëÿ ýíåðãèè îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ àíãàðìîíè÷å�ñêîãî îñöèëëÿòîðà (d = 1, n = 1) ïîëó÷èìAK = � lnK + 2:743:78 ��K + 12� (ln 2)�K ; (9:8)÷òî ìîæíî ñîïîñòàâèòü ñ ÷èñëåííûìè ðåçóëüòàòàìèÁåíäåðà è Âó [6℄ (ðèñ. 23).Ïðè d = 1 âåñü èíñòàíòîííûé ñïåêòð èñ÷åðïûâà�åòñÿ êîìáèíàöèÿìè ýëåìåíòàðíûõ èíñòàíòîíîâ. Ïðèd � 2 íåëüçÿ èñêëþ÷èòü ñóùåñòâîâàíèå ñ�åðè÷å�ñêè-íåñèììåòðè÷íîãî èíñòàíòîíà ñ äåéñòâèåì, ìåíü�øèì 2S0. Â ýòîì ñëó÷àå ìÿãêèå ìîäû îòñóòñòâóþòè ñïðàâåäëèâà �îðìóëà (9.2) ñ r0 � r = d(d � 1)=2,òàê êàê äëÿ íåñèììåòðè÷íîãî èíñòàíòîíà ïîÿâëÿ�þòñÿ äîïîëíèòåëüíî d(d � 1)=2 íóëåâûõ ìîä, ñâÿ�çàííûõ ñ ïîâîðîòàìè â êîîðäèíàòíîì ïðîñòðàíñòâå.Òàêèå ìîäû ðàíåå íå ðàññìàòðèâàëèñü, ÷òî äåëàåòâû÷èñëåíèå êîíñòàíòû ~ â (9.2) ìåòîäè÷åñêè íåòðè�âèàëüíûì. Òåõíèêà èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ýòèì ìîäàìðàçðàáîòàíà â ðàáîòå [33℄ è ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñäëÿ êâàíòîâîé ýëåêòðîäèíàìèêè, ãäå óæå ïåðâûé èí�ñòàíòîí ÿâëÿåòñÿ íåñèììåòðè÷íûì [23℄.10. ÏÅ�ÑÏÅÊÒÈÂÛÂ çàêëþ÷åíèå îáñóäèì îñíîâíûå íàïðàâëåíèÿ, âêîòîðûõ ìîãóò èäòè äàëüíåéøèå èññëåäîâàíèÿ.1. Âû÷èñëåíèå ïàðàìåòðà  àñèìïòîòèêèËèïàòîâà
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�èñ. 23. Ñîïîñòàâëåíèå àñèìïòîòè÷åñêîé �îðìó-ëû (9.8) (ñïëîøíàÿ êðèâàÿ) ñ êîý��èöèåíòàìè AK ,÷èñëåííî íàéäåííûìè â [6℄ (òî÷êè)Ïîëíîöåííàÿ àñèìïòîòèêà Ëèïàòîâà èçâåñòíàëèøü äëÿ òåîðèè '4 è íåñêîëüêèõ êâàíòîâîìåõàíè�÷åñêèõ çàäà÷, òîãäà êàê â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ åùåïðåäñòîèò âû÷èñëåíèå åå îáùåãî êîý��èöèåíòà .Äëÿ �óíêöèè �åëë-Ìàííà �Ëîó â ÊÕÄ ïàðàìåòð âû÷èñëåí òîëüêî äëÿ SU(2)-ñèììåòðèè [17℄; ê òîìóæå ïðè ýòîì èñïîëüçîâàëîñü íåñòàíäàðòíîå îïðåäå�ëåíèå �-�óíêöèè, ÷òî îñòàâëÿåò âîïðîñ î ñîîòâåò�ñòâèè àñèìïòîòèêè �N òîé ðåíîðìèðîâî÷íîé ñõåìå,â êîòîðîé ïðîâîäÿòñÿ ðåàëüíûå äèàãðàììíûå âû�÷èñëåíèÿ. Äëÿ êâàðêîâîãî êîððåëÿòîðà â ÊÕÄ ïà�ðàìåòð  �îðìàëüíî âû÷èñëåí [24℄, íî èìåþòñÿ ñî�ìíåíèÿ â êîððåêòíîñòè óñòðàíåíèÿ ðàñõîäèìîñòåé âèíòåãðàëå (4.5.13) [48℄, òàê ÷òî �àêòè÷åñêè ìîæåòèçìåíèòüñÿ äàæå �óíêöèîíàëüíàÿ �îðìà ðåçóëüòà�òà. 2. Àïðèîðíûå äîêàçàòåëüñòâà îòñóòñòâèÿðåíîðìàëîíîâÒàêîå äîêàçàòåëüñòâî èìååòñÿ òîëüêî äëÿ òåîðèè'4. Ïðåäëîæåííàÿ â ðàçä. 5.3 êîíñòðóêòèâíàÿ ñõåìàèñêëþ÷åíèÿ ðåíîðìàëîííûõ ñèíãóëÿðíîñòåé â ÊÝÄè ÊÕÄ ïîäòâåðæäàåòñÿ ðåçóëüòàòàìè ðàçä. 8. Îä�íàêî îíà îñíîâàíà íà ïðèáëèæåííîì âîññòàíîâëå�íèè �óíêöèè �åëë-Ìàííà �Ëîó è ìîæåò âûçûâàòü1397



È. Ì. Ñóñëîâ ÆÝÒÔ, òîì 127, âûï. 6, 2005ñîìíåíèÿ ó ñêåïòè÷åñêè íàñòðîåííîãî ÷èòàòåëÿ. Ïî�ýòîìó îáîáùåíèå àíàëèçà ðàáîòû [48℄ íà äðóãèå òåî�ðèè ïîëÿ ÿâëÿåòñÿ áåçóñëîâíî àêòóàëüíûì.3. �àçðàáîòêà è èñïîëüçîâàíèå ïðåöèçèîí�íûõ ìåòîäîâ ñóììèðîâàíèÿÂ èçëîæåííîé âûøå ñõåìå ¾êîí�îðì-áîðåëÿ¿(ðàçä. 6.1) ðàçðåç â áîðåëåâñêîé ïëîñêîñòè ïðîâî�äèòñÿ îò �1 äî ïåðâîé èíñòàíòîííîé îñîáåííîñòèS0. Îäíàêî åãî ìîæíî ïðîâåñòè è äî òî÷êè S�, òà�êîé, ÷òî S0 < S� < 0: ïðè ýòîì âñå ñèíãóëÿðíîñòèáîðåëåâñêîãî îáðàçà ïî-ïðåæíåìó îêàæóòñÿ íà ãðà�íèöå åäèíè÷íîãî êðóãà â ïëîñêîñòè u è ïåðåñóììè�ðîâàííûé ðÿä áóäåò ñõîäèòüñÿ äëÿ âñåõ òî÷åê áî�ðåëåâñêîé ïëîñêîñòè z, ëåæàùèõ âíå ðàçðåçà. Ïðèóñëîâèè S0 < S� < 0 ðåçóëüòàòû íå áóäóò çàâèñåòüîò S�, ÷òî áûëî ýìïèðè÷åñêè îáíàðóæåíî â ðàáî�òå [115℄. Íî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî çíàíèÿ òî÷íîãî çíà�÷åíèÿ S0 íå òðåáóåòñÿ, è êîëè÷åñòâåííàÿ èí�îðìà�öèÿ îá àñèìïòîòèêå Ëèïàòîâà â ñõåìå Ëå �èéî èÇèíí-Æþñòèíà [35℄ íå èñïîëüçóåòñÿ âîîáùå. Íà íàøâçãëÿä, ïðîâåäåíèå èíòåðïîëÿöèè êîý��èöèåíòíîé�óíêöèè è ÿâíûé ó÷åò àñèìïòîòèêè ñèëüíîé ñâÿ�çè ïîçâîëÿò ñóùåñòâåííî ïîäíÿòü òî÷íîñòü âû÷èñ�ëåíèÿ êðèòè÷åñêèõ èíäåêñîâ óæå ïðè èìåþùåéñÿèí�îðìàöèè. Ýòîò ïðèìåð ïîêàçûâàåò, íàñêîëüêîíåðàöèîíàëüíî íà ñåãîäíÿøíèé äåíü èñïîëüçóåòñÿäîñòóïíàÿ èí�îðìàöèÿ î ðÿäàõ òåîðèè âîçìóùåíèé,êîòîðàÿ äîáûâàåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ãðàíäèîçíûõòðóäîâûõ çàòðàò.Äðóãèì ðåçåðâîì ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå èí�îð�ìàöèè î âûñøèõ ïîïðàâêàõ ê àñèìïòîòèêå Ëèïàòî�âà: èçëîæåííàÿ â ðàçä. 9 ñõåìà ïîçâîëÿåò áåç îñîáî�ãî òðóäà ïîëó÷èòü íåñêîëüêî ïàðàìåòðîâ, õàðàêòåðè�çóþùèõ êîý��èöèåíòíóþ �óíêöèþ, ÷òî ïî ý��åê�òèâíîñòè ñîîòâåòñòâóåò ïðîäâèæåíèþ íà íåñêîëüêîïîðÿäêîâ òåîðèè âîçìóùåíèé. Ïðè ïðÿìûõ æå äèà�ãðàììíûõ âû÷èñëåíèÿõ ïðîäâèæåíèå íà îäèí ïîðÿ�äîê ïðîèñõîäèò â ñðåäíåì çà 10 ëåò.Ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ àñèìïòîòèêè ñèëüíîé ñâÿ�çè (ðàçä. 6.2) óñòîé÷èâî ðàáîòàåò â óñëîâèÿõ áåäíîéèí�îðìàöèè, íî íå îòíîñèòñÿ ê ÷èñëó ïðåöèçèîí�íûõ. Íà íàø âçãëÿä, ïðè áîëüøåì êîëè÷åñòâå èí��îðìàöèè ïðåèìóùåñòâà áóäåò èìåòü ìåòîä ïîñòðîå�íèÿ ïàäå-àïïðîêñèìàíò äëÿ êîý��èöèåíòíîé �óíê�öèè [13℄; ïðåäâàðèòåëüíûå èññëåäîâàíèÿ ïîêàçûâà�þò, ÷òî ýòîò ìåòîä ìîæåò áûòü äîïîëíåí íåêîòîðîéñòðàòåãèåé îòáîðà, ïîçâîëÿþùåé âûáðàòü èç ìíîæå�ñòâà ïàäå-àïïðîêñèìàíò íàèáîëåå ïîäõîäÿùèå.4. Ñóììèðîâàíèå çíàêîïîñòîÿííûõ ðÿäîâÈçëîæåííîå â ðàçä. 7 â ïðèíöèïå ðåøàåò ïðîáëå�ìó áîðåëåâñêîé íåñóììèðóåìîñòè äëÿ íàèáîëåå àê�òóàëüíûõ çàäà÷. Îäíàêî ñ�îðìóëèðîâàííûå ñõåìû

ñóììèðîâàíèÿ íå îòëè÷àþòñÿ áîëüøîé òî÷íîñòüþ èäîëæíû ñóùåñòâîâàòü áîëåå ñîâåðøåííûå ìåòîäû.Ñóììèðîâàíèå ðÿäà òåîðèè âîçìóùåíèé äëÿÊÕÄ (ðàçä. 8.3) íå èñïîëüçîâàëî ìåòîäèêè ðàçä. 7è îñíîâûâàëîñü íà ¾òðþêå¿, ïîçâîëÿþùåì îáîéòèïðîáëåìó: ïðè ýòîì ïîëó÷àåòñÿ ïðàâèëüíûé èíäåêñ�, íî �1 îïðåäåëÿåòñÿ ëèøü ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû.Íà ñîâðåìåííîì ýòàïå ãðóáîñòü ýòîãî ïðèáëèæåíèÿíå èìååò çíà÷åíèÿ ââèäó áîëüøîé íåîïðåäåëåííî�ñòè �1 (ðèñ. 22á ), îäíàêî ïðîâåäåíèå ïðîáíîãî ñóì�ìèðîâàíèÿ ¾ïî âñåì ïðàâèëàì¿ è àíàëèç ðåàëüíûõíåîïðåäåëåííîñòåé áåçóñëîâíî ïðåäñòàâëÿþò èíòå�ðåñ.Ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðîáëåìû êîí�àéíìåíòà ïðåä�ñòàâëÿåò èíòåðåñ ñóììèðîâàíèå ðÿäîâ äëÿ àíî�ìàëüíûõ ðàçìåðíîñòåé. Îáðàçîâàíèå ñòðóíû ìåæäóêâàðêàìè íå êîíòðîëèðóåòñÿ �-�óíêöèåé, íî îïðåäå�ëÿåòñÿ ñâîéñòâàìè êîððåëÿöèîííûõ �óíêöèé, êîòî�ðûå, â ñâîþ î÷åðåäü, îïðåäåëÿþòñÿ çíà÷åíèÿìè àíî�ìàëüíûõ ðàçìåðíîñòåé â îáëàñòè ¾ïëàòî¿ äëÿ êîí�ñòàíòû ñâÿçè (ðèñ. 15ã).5. Àíàëèòè÷åñêèå ìåòîäû â îáëàñòè ñèëü�íîé ñâÿçèÈíäåêñ � äëÿ òåîðèè '4 è ÊÝÄ îêàçûâàåòñÿ áëèç�êèì ê åäèíèöå, è ê òîìó æå èìåþòñÿ àðãóìåíòû âïîëüçó òî÷íîãî ðàâåíñòâà � = 1. Ïðîñòûå ðåçóëü�òàòû òàêîãî ðîäà, ïî-âèäèìîìó, ìîãóò áûòü ïîëó÷å�íû àíàëèòè÷åñêè. Ïîñêîëüêó îáîñíîâàíèå èçâåñòíî�ãî ðåçóëüòàòà âñåãäà ïðîùå, ÷åì åãî àïðèîðíîå ïî�ëó÷åíèå, çäåñü åñòü îñíîâàíèÿ äëÿ îïòèìèçìà. Ïðèäîêàçàííîì ðàâåíñòâå � = 1 òî÷íîñòü âîññòàíîâëå�íèÿ àñèìïòîòèêè ñèëüíîé ñâÿçè ñðàçó âîçðàñòåò, òàêêàê öåëüþ îáðàáîòêè áóäåò îïðåäåëåíèå îäíîãî ïà�ðàìåòðà âìåñòî äâóõ. �àçóìååòñÿ, ðåøåíèþ ïîäîá�íûõ âîïðîñîâ áóäåò ñïîñîáñòâîâàòü äîïîëíèòåëüíàÿ¾ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ¿ èí�îðìàöèÿ îá àñèìïòîòèêåñèëüíîé ñâÿçè.6. Ïðèëîæåíèÿ ê òåîðèè íåóïîðÿäî÷åííûõñèñòåìÓíèêàëüíîñòü ïîñëåäíåé ñâÿçàíà ñ òåì, ÷òîâêëàä âûñîêèõ ïîðÿäêîâ èìååò êà÷åñòâåííîå çíà÷å�íèå óæå â îáëàñòè ñëàáîé ñâÿçè. Îïèñàíèå ÷àñòèöûâ ãàóññîâîì ñëó÷àéíîì ïîëå ìàòåìàòè÷åñêè òî÷íîñâîäèòñÿ ê òåîðèè '4 ñ ¾íåïðàâèëüíûì¿ çíà�êîì êîíñòàíòû ñâÿçè [103; 121�123℄. Ôîðìàëüíàÿíåóñòîé÷èâîñòü òàêîé òåîðèè ïîëÿ îáóñëîâëè�âàåò âàæíîñòü íåïåðòóðáàòèâíûõ âêëàäîâ òèïàexp(�a=g), êîòîðûå îäíàêî ìîãóò áûòü ïîëó÷åíûñóììèðîâàíèåì ðÿäà òåîðèè âîçìóùåíèé. Ïðèìå�ðîì òàêîãî âêëàäà ÿâëÿåòñÿ �ëóêòóàöèîííûé õâîñòïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé [143℄, êîòîðûé îêàçûâàåòñÿïðÿìî ñâÿçàííûì ñ àñèìïòîòèêîé Ëèïàòîâà [8; 144℄.1398
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