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ÂÛÑØÈÅ ÏÎÏ�ÀÂÊÈ Ê ÀÑÈÌÏÒÎÒÈÊÅ ËÈÏÀÒÎÂÀÂ ÒÅÎ�ÈÈ '4Ä. À. Ëîáàñêèí, È. Ì. Ñóñëîâ *Èíñòèòóò �èçè÷åñêèõ ïðîáëåì èì. Ï. Ë. Êàïèöû �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê117334, Ìîñêâà, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 11 �åâðàëÿ 2004 ã.Âûñîêèå ïîðÿäêè òåîðèè âîçìóùåíèé ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû ìåòîäîì Ëèïàòîâà [1℄. Äëÿ áîëüøèíñòâàòåîðèé ïîëÿ àñèìïòîòèêà Ëèïàòîâà èìååò �óíêöèîíàëüíóþ �îðìó  aN�(N + b) (N � ïîðÿäîê òåîðèèâîçìóùåíèé), à îòíîñèòåëüíûå ïîïðàâêè ê íåé èìåþò âèä ðÿäà ïî ñòåïåíÿì 1=N . Äàëåêèå êîý��èöè-åíòû ýòîãî ðÿäà ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû â ðàìêàõ ïðîöåäóðû, àíàëîãè÷íîé ëèïàòîâñêîé, è îïðåäåëÿþòñÿâòîðûì èíñòàíòîíîì ðàññìàòðèâàåìîé òåîðèè ïîëÿ. Ïðîâåäåíî êîëè÷åñòâåííîå âû÷èñëåíèå ýòèõ êîý�-�èöèåíòîâ äëÿ n-êîìïîíåíòíîé òåîðèè '4 â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî âòîðîé èíñòàíòîí ÿâëÿåòñÿ: à) êîìáèíà-öèåé ýëåìåíòàðíûõ èíñòàíòîíîâ, á) ñ�åðè÷åñêè-íåñèììåòðè÷íîé ëîêàëèçîâàííîé �óíêöèåé. Îòðàáîòà-íû ìåòîäèêà äâóõèíñòàíòîííûõ âû÷èñëåíèé è òåõíèêà èíòåãðèðîâàíèÿ ïî âðàùåíèÿì íåñèììåòðè÷íîãîèíñòàíòîíà â êîîðäèíàòíîì ïðîñòðàíñòâå.PACS: 03.65.-w, 11.10.Hi, 71.23.An1. ÂÂÅÄÅÍÈÅ È ÎÑÍÎÂÍÛÅ �ÅÇÓËÜÒÀÒÛÑîãëàñíî Ëèïàòîâó [1℄, âûñîêèå ïîðÿäêè òåîðèèâîçìóùåíèé îïðåäåëÿþòñÿ ïåðåâàëüíûìè êîí�èãó�ðàöèÿìè � èíñòàíòîíàìè � ñîîòâåòñòâóþùèõ �óíê�öèîíàëüíûõ èíòåãðàëîâ. Òèïè÷íàÿ àñèìïòîòèêà êî�ý��èöèåíòîâ ZN ðàçëîæåíèÿ íåêîòîðîé âåëè÷èíûZ(g) ïî êîíñòàíòå ñâÿçè g,Z(g) = 1XN=0ZNgN ; (1)èìååò âèäZN =  S�N0 �(N + b); N !1; (2)ãäå S0 � èíñòàíòîííîå äåéñòâèå, b,  � íåêîòîðûåêîíñòàíòû. Ïîïðàâêè ê àñèìïòîòèêå Ëèïàòîâà (2)èìåþò âèä ðåãóëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ ïî 1=N ,ZN = S�N0 �(N + b)���1 + A1N + A2N2 + : : :+ AKNK + : : :� ; (3)è èõ âû÷èñëåíèå äàåò äîïîëíèòåëüíóþ èí�îðìàöèþî êîý��èöèåíòíîé �óíêöèè ZN . Íåäàâíî îäíèì èç*E-mail: suslov�kapitza.ras.ru

àâòîðîâ [2℄ ïîêàçàíî, ÷òî ðÿä â (3) �àêòîðèàëüíîðàñõîäèòñÿ è òèïè÷íàÿ àñèìïòîòèêà êîý��èöèåíòîâAK ïðè K !1 èìååò âèäAK = ~�ln S1S0��K ��K + r0 � r2 � ; (4)ãäå S0 è S1 � çíà÷åíèÿ äåéñòâèÿ äëÿ ïåðâîãî èâòîðîãî èíñòàíòîíîâ ðàññìàòðèâàåìîé òåîðèè ïî�ëÿ, à r è r0 � ñîîòâåòñòâóþùåå èì ÷èñëî íóëåâûõìîä; èíñòàíòîíû ïðåäïîëàãàþòñÿ ïåðåíóìåðîâàííû�ìè â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî èì äåé�ñòâèÿ. Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷å�íèå çàìêíóòûõ ðåçóëüòàòîâ äëÿ àñèìïòîòèêè AK ân�êîìïîíåíòíîé òåîðèè '4 ñ äåéñòâèåìSfg; 'g = Z d dx8<:12 nX�=1 [r'�(x)℄2++ 12m2 nX�=1'2�(x) + 14g nX�=1'2�(x)!29=; ; (5)ãäå d � ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà. Ïåðâîíà÷àëüíîèìåëîñü â âèäó âû÷èñëåíèå êîíñòàíòû â �îðìóëå(4), íî â õîäå ðàáîòû îáíàðóæèëàñü íåîáõîäèìîñòüêîððåêöèè åå �óíêöèîíàëüíîãî âèäà ïðè íàëè÷èèìÿãêèõ ìîä.268



ÆÝÒÔ, òîì 126, âûï. 2 (8), 2004 Âûñøèå ïîïðàâêè ê àñèìïòîòèêå Ëèïàòîâà : : :Ê ñîæàëåíèþ, ïîëíàÿ èí�îðìàöèÿ î âûñøèõèíñòàíòîíàõ òåîðèè '4 îòñóòñòâóåò. Êàê èçâåñò�íî [3℄, ìèíèìàëüíûì äåéñòâèåì S0 îáëàäàåò áåçóçëî�âîé ñ�åðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íûé èíñòàíòîí, íàéäåí�íûé àíàëèòè÷åñêè ïðè d = 1, 4 è ÷èñëåííî ïðèd = 2, 3 [4℄. Î÷åâèäíî, ñóùåñòâóþò êîí�èãóðàöèè ñäåéñòâèåì 2S0, 3S0 è ò. ä., ñîîòâåòñòâóþùèå íåñêîëü�êèì áåñêîíå÷íî óäàëåííûì ýëåìåíòàðíûì èíñòàíòî�íàì; ïðè d = 1 èìè èñ÷åðïûâàåòñÿ âåñü èíñòàíòîí�íûé ñïåêòð. Âûñøèå ñ�åðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íûå èí�ñòàíòîíû ÿâëÿþòñÿ âûñîêîëåæàùèìè1) ïðè d = 2,3 è îòñóòñòâóþò ïðè d = 4. Ïîèñê èíñòàíòîíîâáåç ñ�åðè÷åñêîé ñèììåòðèè ïðåäïðèíèìàëñÿ ãðóï�ïîé Åëåîíñêîãî [5℄: ïðè d = 2 íàéäåíû äâà èíñòàí�òîíà ñ äåéñòâèåì âûøå, ÷åì ó òðåòüåãî ñ�åðè÷å�ñêè-ñèììåòðè÷íîãî; ïðè d = 3 íåòðèâèàëüíûõ èí�ñòàíòîíîâ íå îáíàðóæåíî. Â ðàáîòàõ [6℄ àíàëèòè�÷åñêè íàéäåíà ñåðèÿ íåñèììåòðè÷íûõ èíñòàíòîíîâïðè d = 4, íà÷èíàþùàÿñÿ2) ñ 8S0. Â ðàáîòå [7℄ ïðåä�ëîæåí ÷èñëåííûé àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ¾ãëàâíîéïîñëåäîâàòåëüíîñòè¿ èíñòàíòîíîâ; åãî ðåàëèçàöèÿïîêàçûâàåò3), ÷òî íèçøèå èíñòàíòîíû ýòîé ïîñëåäî�âàòåëüíîñòè ðàñïàäàþòñÿ íà ýëåìåíòàðíûå. Òàêèìîáðàçîì, íàèáîëåå âåðîÿòíûì êàíäèäàòîì íà ðîëüâòîðîãî èíñòàíòîíà òåîðèè '4 ÿâëÿåòñÿ êîìáèíàöèÿäâóõ ýëåìåíòàðíûõ èíñòàíòîíîâ, è îñíîâíîå ñîäåð�æàíèå ðàáîòû îñíîâàíî íà ýòîì ïðåäïîëîæåíèè. Íîïîñêîëüêó ñóùåñòâîâàíèå íåñèììåòðè÷íîãî èíñòàí�òîíà ñ äåéñòâèåì, ìåíüøèì 2S0, íåëüçÿ ñ÷èòàòü èñ�êëþ÷åííûì, â ðàçä. 8 ïðèâåäåíû �îðìàëüíûå ðå�çóëüòàòû äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ.Êàê îáñóæäàåòñÿ íèæå, ðåçóëüòàò (4) ñïðàâåä�ëèâ â óñëîâèÿõ ïðèìåíèìîñòè ¾çàêîíà ðàâíîðàñïðå�äåëåíèÿ¿, êîãäà âñå �ëóêòóàöèîííûå ìîäû ìîãóòáûòü ÷åòêî ðàçäåëåíû íà íóëåâûå è êîëåáàòåëüíûå(ðàçä. 2). Äëÿ äâóõèíñòàíòîííûõ êîí�èãóðàöèé ñíåèçáåæíîñòüþ ñóùåñòâóåò ìÿãêàÿ ìîäà, ñîîòâåò�ñòâóþùàÿ èçìåíåíèþ ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ýëåìåíòàð�íûìè èíñòàíòîíàìè è ñâîäÿùàÿñÿ ê êîëåáàíèÿì âíåàíàëèòè÷åñêîì ìèíèìóìå. Â ðåçóëüòàòå ïðè d = 1,2, 3 â ïðàâîé ÷àñòè �îðìóëû (4) âîçíèêàþò ëîãàðè��ìè÷åñêèå, à ïðè d = 4 � äàæå ñòåïåííûå ïîïðàâêè.Ïåðåâàëüíûå âû÷èñëåíèÿ äëÿ äâóõèíñòàíòîííûõêîí�èãóðàöèé îáñóæäàëèñü â ðàáîòàõ [8�12℄ â ñâÿ�çè ñ àñèìïòîòèêîé Ëèïàòîâà äëÿ çàäà÷ ñ âûðîæäåí�íûì âàêóóìîì (òàêèõ êàê ÊÕÄ). Îñíîâíàÿ òðóä�íîñòü çäåñü ñîñòîèò â ïîÿâëåíèè ïëîõî îïðåäåëåí�1) Âòîðîé ñ�åðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íûé èíñòàíòîí èìååò äåé�ñòâèå 6:6S0 ïðè d = 2 è 6:3S0 ïðè d = 3.2) Óêàçàííîå â ðàáîòå [2℄ çíà÷åíèå 27=16S0 ÿâëÿåòñÿ îøè�áî÷íûì.3) Å. �. Ïîäîëÿê, ÷àñòíîå ñîîáùåíèå.

íûõ èíòåãðàëîâ, èíòåðïðåòàöèÿ êîòîðûõ ïðîâîäè�ëàñü â [8�12℄ íà óðîâíå ýâðèñòè÷åñêèõ ðåöåïòîâ è, ïîïðèçíàíèþ ñàìèõ àâòîðîâ, íå áûëà äîñòàòî÷íî ïî�ñëåäîâàòåëüíîé. Ïðè âû÷èñëåíèè àñèìïòîòèêè AKýòà ïðîáëåìà ïîâîðà÷èâàåòñÿ íîâîé ñòîðîíîé è òðå�áóåò àêêóðàòíîãî ðàññìîòðåíèÿ. Ïîýòîìó ìû íà÷è�íàåì ñ îáñóæäåíèÿ äèñïåðñèîííîãî ñîîòíîøåíèÿ Áî�ãîìîëüíîãî�Ïàðèçè [13, 14℄, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ èñòî÷�íèêîì ïëîõî îïðåäåëåííûõ âûðàæåíèé (ðàçä. 3). Íàåãî îñíîâå óñòàíàâëèâàåòñÿ îáùàÿ ñâÿçü ïîïðàâîêê àñèìïòîòèêå ñ âûñøèìè èíñòàíòîíàìè (ðàçä. 4),ýâðèñòè÷åñêè óêàçàííàÿ â [2℄. Äàëåå âûâîäèòñÿ ïðà�âèëî êîìáèíèðîâàíèÿ èíñòàíòîíîâ (ðàçä. 5) è �îð�ìóëèðóåòñÿ îáùàÿ ñõåìà âû÷èñëåíèé ïðè íàëè÷èèìÿãêèõ ìîä (ðàçä. 6), êîòîðàÿ çàòåì ïðèìåíÿåòñÿ êòåîðèè '4 (ðàçä. 7). Â ðàçä. 8 ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòûäëÿ ñëó÷àÿ íåñèììåòðè÷íîãî âòîðîãî èíñòàíòîíà.Â ðàáîòå èññëåäóþòñÿ �óíêöèîíàëüíûå èíòåãðà�ëû âèäàZM (g) = Z D''�1(x1)'�2 (x2) : : : '�M (xM )�� exp (�Sfg; 'g) ; (6)÷åðåç êîòîðûå âûðàæàþòñÿ M -òî÷å÷íûå �óíêöèè�ðèíà GM (g) = ZM (g)Z0(g) : (7)Äëÿ àñèìïòîòèêè êîý��èöèåíòîâ AK , ñîîòâåòñòâó�þùèõ �óíêöèè GM (g), ïðè d = 1 ïîëó÷åí ðåçóëüòàòAK = � 2�M=2(�=2)�(n=2) � 32 ln 2�n=2 �� ��K + n2� (ln 2)�K [lnK + C℄ ;C = CE + ln� 6ln 2�+  (1=2)�  (n=2)2 ; (8)ãäå CE � ïîñòîÿííàÿ Ýéëåðà,  (x) � ëîãàðè�ìè�÷åñêàÿ ïðîèçâîäíàÿ ãàììà-�óíêöèè. Äëÿ d = 2 ñëîãàðè�ìè÷åñêîé òî÷íîñòüþ èìååìAK = �2�M=219:7 (0:702)n�(n=2) �� ��K + n+ 12 � (ln 2)�K ln2K (9)è àíàëîãè÷íî äëÿ d = 3 �AK = �2�M=22:12 (0:704)n�(n=2) �� ��K + n+ 22 � (ln 2)�K ln3K: (10)269



Ä. À. Ëîáàñêèí, È. Ì. Ñóñëîâ ÆÝÒÔ, òîì 126, âûï. 2 (8), 2004Çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà B â �îðìóëå (11)n B � 104M = 2 M = 40 �9:05 �8:721 0 02 3:25 1:453 4:55 1:50Ïðè d = 4 ðåçóëüòàòû çàâèñÿò îò êîîðäèíàò, âõîäÿ�ùèõ â �óíêöèè �ðèíà, è äîâîëüíî ãðîìîçäêè (ñì.ðàçä. 7); îíè íåñêîëüêî óïðîùàþòñÿ ïðè ïåðåõîäå âèìïóëüñíîå ïðåäñòàâëåíèå è âûáîðå èìïóëüñîâ pi,ñîîòâåòñòâóþùèõ ñèììåòðè÷íîé òî÷êå (pi � p):AK = B exp�� ln �p��� ��K + n+ 42 + �� (ln 2)�K ; (11)ãäå � � òî÷êà íîðìèðîâêè çàðÿäà, � = (n + 8)=3, àçíà÷åíèÿ êîíñòàíòû B ïðèâåäåíû â òàáëèöå. Â ñêà�ëÿðíîì ñëó÷àå (n = 1) ãëàâíûé âêëàä â àñèìïòîòèêóèñ÷åçàåò è ñëåäóåò îæèäàòü ïîâåäåíèÿ, ñîîòâåòñòâó�þùåãî ñëåäóþùåìó ïîðÿäêó ïî 1=K:AK = onst � exp�� ln �p��� ��K + n+ 42 + � � 1� (ln 2)�K : (110)�åçóëüòàòû äëÿ ëîãàðè�ìà âàêóóìíîãî èíòåãðàëàZ0(g) �îðìàëüíî ïîëó÷àþòñÿ èç �îðìóë (8)�(11) ïó�òåì ïîäñòàíîâêè M = 0 è ââåäåíèÿ äîïîëíèòåëüíî�ãî ìíîæèòåëÿ 1/2 â èõ ïðàâûå ÷àñòè. Â ÷àñòíîñòè,äëÿ ýíåðãèè îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ àíãàðìîíè÷åñêîãîîñöèëëÿòîðà (d = 1, n = 1) ïîëó÷èìAK = � lnK + 2:743:78 ��K + 12� (ln 2)�K ; (12)÷òî ìîæíî ñîïîñòàâèòü ñ ðåçóëüòàòàìè Áåíäåðà èÂó [15℄ (ðèñ. 1); â îòëè÷èå îò ðàáîòû [2℄, ýòî ñîïî�ñòàâëåíèå ïðîâîäèòñÿ áåç ïîäãîíî÷íûõ ïàðàìåòðîâ.Äëÿ íåñèììåòðè÷íîãî èíñòàíòîíà (ðàçä. 8) ìÿã�êèå ìîäû îòñóòñòâóþò è ñòðóêòóðó ðåçóëüòàòà ìîæ�íî ïðåäâèäåòü çàðàíåå, èñõîäÿ èç �îðìóëû (4). Äëÿïåðâîãî èíñòàíòîíà òåîðèè '4 â ÷èñëî íóëåâûõ ìîäâõîäÿò d òðàíñëÿöèîííûõ, n�1 âðàùàòåëüíûõ (ñâÿ�çàííûõ ñ èçìåíåíèåì íàïðàâëåíèÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ
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K�èñ. 1. Ñîïîñòàâëåíèå àñèìïòîòè÷åñêîé �îðìóëû(12) (ñïëîøíàÿ êðèâàÿ) ñ êîý��èöèåíòàìè AK ,÷èñëåííî íàéäåííûìè â [15℄ (òî÷êè)') è (ïðè d = 4) îäíà äèëàòàöèîííàÿ, ñîîòâåòñòâóþ�ùàÿ èçìåíåíèþ ðàäèóñà èíñòàíòîíà4). Äëÿ âòîðîãîèíñòàíòîíà èç-çà íèçêîé ñèììåòðèè ïîÿâëÿþòñÿ äî�ïîëíèòåëüíî d(d�1)=2 ìîä, ñâÿçàííûõ ñ ïîâîðîòàìèâ êîîðäèíàòíîì ïðîñòðàíñòâå, ïîýòîìóAK = ~�ln�S1S0���K ��K + d(d� 1)4 � : (13)Ïîñëåäíèå ìîäû ðàíåå íå ðàññìàòðèâàëèñü, ÷òî äå�ëàåò âû÷èñëåíèå êîíñòàíòû ~ (ðàçä. 8) ìåòîäè÷åñêèíåòðèâèàëüíûì. �àçðàáîòàííàÿ òåõíèêà èíòåãðèðî�âàíèÿ ïî ýòèì ìîäàì ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ äëÿ êâàí�òîâîé ýëåêòðîäèíàìèêè, ãäå óæå ïåðâûé èíñòàíòîíÿâëÿåòñÿ íåñèììåòðè÷íûì [16℄.2. ÑÒ�ÓÊÒÓ�À ÏÅ�ÅÂÀËÜÍÎ�Î ÂÊËÀÄÀ.ÇÀÊÎÍ �ÀÂÍÎ�ÀÑÏ�ÅÄÅËÅÍÈßÂ äàëüíåéøåì áóäåì èñïîëüçîâàòü ñîêðàùåííûåîáîçíà÷åíèÿ äëÿ èíòåãðàëà (6),Z(g) = Z D''(1) : : : '(M) exp (�Sfg; 'g) ; (14)4) Äëÿ äâóõèíñòàíòîííîé êîí�èãóðàöèè ÷èñëî íóëåâûõìîä óäâàèâàåòñÿ (r0 = 2r), ÷òî â ñèëó (4) äàåò âêëàä r=2 âàðãóìåíò ãàììà-�óíêöèè, ðàâíûé (n � 1 + d)=2 äëÿ d < 4(�îðìóëû (8)�(10)) è (n+ 4)=2 ïðè d = 4 (�îðìóëà (11)).270



ÆÝÒÔ, òîì 126, âûï. 2 (8), 2004 Âûñøèå ïîïðàâêè ê àñèìïòîòèêå Ëèïàòîâà : : :è íîðìèðîâàòü åãî íà àíàëîãè÷íûé èíòåãðàë ñM = 0, g = 0, âêëþ÷àÿ ìíîæèòåëü Z�10 (0) â ñèìâîëD'. Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà îäíîðîäíîñòè äåéñòâèÿ5),õàðàêòåðíûå äëÿ òåîðèè '4,Sfg; 'g ! Sf�gg ïðè '! �pg ; (15)è ââîäÿ ïåðåâàëüíóþ êîí�èãóðàöèþ óñëîâèåìS0f�g = 0, èìååì âáëèçè ïåðåâàëàZ(g) = g�M=2 Z D'�(1) : : : �(M) �� exp��Sf�gg � 12(Æ'; S00f�gÆ')� ; (16)(Æ' = ' � ', ' = �g�1=2), ÷òî ïðè îòñóòñòâèèíóëåâûõ ìîä ïðèâîäèò ê ðåçóëüòàòóZ(g) = onst � g�M=2 exp��Sf�gg � : (17)Ìû èñïîëüçóåì ââåäåííóþ â [2℄ ñèìâîëè÷åñêóþ çà�ïèñü, îáîçíà÷àÿ øòðèõîì è äâóìÿ øòðèõàìè ïåðâóþè âòîðóþ �óíêöèîíàëüíûå ïðîèçâîäíûå, ïîíèìàå�ìûå ñîîòâåòñòâåííî êàê âåêòîð è ëèíåéíûé îïåðà�òîð, òîãäà êàê ïåðåìåííûå 'i, âõîäÿùèå â ñèìâîëD', ñ÷èòàþòñÿ êîìïîíåíòàìè âåêòîðà '.Êîý��èöèåíòû ðàçëîæåíèÿ ZN îïðåäåëÿþòñÿèíòåãðàëîìZN = ZC dg2�i Z(g)gN+1 = ZC dg2�ig �� Z D''(1) : : : '(M) exp��Sf�gg �N ln g� ; (18)ãäå êîíòóð C îõâàòûâàåò òî÷êó g = 0 â ïîëîæèòåëü�íîì íàïðàâëåíèè. Ñîãëàñíî Ëèïàòîâó [1℄, ïðè áîëü�øèõ N èíòåãðàë ìîæåò áûòü âû÷èñëåí ìåòîäîì ïå�ðåâàëà. Ââîäÿ ïåðåâàëüíóþ êîí�èãóðàöèþ óñëîâèÿ�ìè S0f�g = 0; g = Sf�gN (19)è ïðîâîäÿ ðàçëîæåíèå âáëèçè íåå, èìååìZN = e�Ng�N�M=2 1Z�1 dt2� Z D'�(1) : : : �(M) �� exp�Nt22 � 12(Æ'; S00f�gÆ')� ; (20)5) Àíàëîãè÷íûå ñâîéñòâà îäíîðîäíîñòè èìåþòñÿ â äðóãèõòåîðèÿõ ïîëÿ, è ñ íåáîëüøèìè ìîäè�èêàöèÿìè íèæåñëåäóþ�ùèé àíàëèç ïðèìåíèì è ê íèì.

ãäå g = g + igt, ÷òî ïðè îòñóòñòâèè íóëåâûõ ìîääàåò ZN = onst � Sf�g�N��N + M2 � :Ôàêòè÷åñêè â �óíêöèîíàëüíîì èíòåãðàëå âñåãäàèìåþòñÿ íóëåâûå ìîäû, äëÿ êîððåêòíîãî èíòåãðèðî�âàíèÿ ïî êîòîðûì ââîäÿòñÿ êîëëåêòèâíûå ïåðåìåí�íûå �i (òàêèå êàê öåíòð èíñòàíòîíà, åãî îðèåíòàöèÿè ò. ä.), êîòîðûå �îðìàëüíûì îáðàçîì îïðåäåëÿþò�ñÿ äëÿ ïðîèçâîëüíîé êîí�èãóðàöèè ' è ÿâëÿþòñÿ åå�óíêöèîíàëàìè, �i = fif'g; ïîñëåäíèå ìîæíî ñ÷è�òàòü îäíîðîäíûìè ïî ' ñî ñòåïåíüþ îäíîðîäíîñòèðàâíîé íóëþ [2℄. Ââåäåì ïîä èíòåãðàë (14) ðàçëîæå�íèå åäèíèöû1 = rYi=1 Z d�i Æ (�i � fif'g) == rYi=1 Z d�i Æ (�i � fif'g � (f 0f'g; Æ')) == rYi=1 Z d�i Æ (�i � fif�g �pg(f 0f�g; Æ')) ; (21)ãäå r � ÷èñëî íóëåâûõ ìîä. Èñïîëüçóÿ ñòåïåíè ñâî�áîäû, ñîîòâåòñòâóþùèå íóëåâûì ìîäàì, âûáåðåì èí�ñòàíòîí èç óñëîâèÿ �i = fif�g, ïîñëå ÷åãî � ñòà�íîâèòñÿ �óíêöèåé �i, ò. å. � � ��. Òîãäà íåñëîæ�íûå âû÷èñëåíèÿ ïðèâîäÿò ê ñëåäóþùèì ðåçóëüòà�òàì (ñì. ïîäðîáíåå â [2℄):Z(g) = g g�(M+r)=2 exp��Sf�gg � ; (22)g =s detS00f0gdet[S00f�g℄P 0 (2�)�r=2det[f 0f�g℄P �� Z rYi=1 d�i �(1)� : : : �(M)� ; (23)ZN =  Sf�g�N ��N + M + r2 � ; (24) = Sf�g�(M+r)=2(2�)1+r=2 s� detS00f0gdet[S00f�g℄P 0 �� 1det[f 0f�g℄P Z rYi=1 d�i �(1)� : : : �(M)� ; (25)ãäå f 0f�g � îïåðàòîð, ìàòðèöà êîòîðîãî ñîñòàâëå�íà èç ñòîëáöîâ f 0if�g, èíäåêñû P è P 0 îòìå÷àþò271



Ä. À. Ëîáàñêèí, È. Ì. Ñóñëîâ ÆÝÒÔ, òîì 126, âûï. 2 (8), 2004ñîîòâåòñòâåííî ïðîåêòèðîâàíèå íà ïîäïðîñòðàíñòâîíóëåâûõ ìîä è ïîäïðîñòðàíñòâî, äîïîëíèòåëüíîå êíåìó6). Âûðàæåíèå (24) ñîãëàñóåòñÿ ñ ïðèâåäåííîéâûøå �óíêöèîíàëüíîé �îðìîé àñèìïòîòèêè Ëèïà�òîâà (2).Ñîãëàñíî (24), íà êàæäóþ ñòåïåíü ñâîáîäû, ñî�îòâåòñòâóþùóþ íóëåâûì ìîäàì, ïðèõîäèòñÿ 1=2 âàðãóìåíòå ãàììà-�óíêöèè. Ýòî íàïîìèíàåò êëàññè�÷åñêèé çàêîí ðàâíîðàñïðåäåëåíèÿ è ïðè áëèæàé�øåì ðàññìîòðåíèè â òî÷íîñòè åìó ñîîòâåòñòâóåò.Äåéñòâèòåëüíî, êëàññè÷åñêàÿ ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñóììàZ îïðåäåëÿåòñÿ êîí�èãóðàöèîííûì èíòåãðàëîì îòexp(�H=T ) è ïðè óâåëè÷åíèè ÷èñëà êîëåáàòåëüíûõñòåïåíåé ñâîáîäû ros íà åäèíèöó ïðîèñõîäèò çàìå�íà Z ! ZT 1=2, ÷òî äàåò äîïîëíèòåëüíûé âêëàä1=2 â òåïëîåìêîñòü [17℄. Èíòåðåñóþùèé íàñ èíòå�ãðàë (14) îïðåäåëÿåòñÿ ýêñïîíåíòîé exp (�Sf�g=g),è êîíñòàíòà ñâÿçè g èãðàåò ðîëü òåìïåðàòóðû. Óâå�ëè÷åíèå íà åäèíèöó ÷èñëà íóëåâûõ ìîä r ñîîòâåò�ñòâóåò óìåíüøåíèþ íà åäèíèöó ros è äàåò çàìåíóZ ! Zg�1=2 (ñì. (22)); ïðè âû÷èñëåíèè àñèìïòîòè�êè Ëèïàòîâà ìíîæèòåëü g�1=2 îöåíèâàåòñÿ â ïåðå�âàëüíîé òî÷êå g � 1=N (ñì. (19)), ÷òî ïðèâîäèò êçàìåíå ZN ! ZNN1=2 è äîáàâëåíèþ 1=2 â àðãóìåíòãàììà-�óíêöèè.Çàêîí ðàâíîðàñïðåäåëåíèÿ ìîæåò íàðóøàòüñÿïðè íàëè÷èè ìÿãêèõ ìîä, êîòîðûå ñâÿçàíû ñ ïðè�áëèæåííûìè ñèììåòðèÿìè ñèñòåìû. Òîãäà íåêîòî�ðûå ñòåïåíè ñâîáîäû â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè âûãëÿ�äÿò êàê íóëåâûå ìîäû, íî ïðè áîëåå òî÷íîì ðàñ�ñìîòðåíèè ñîîòâåòñòâóþò äâèæåíèþ â ïîòåíöèàëü�íîì ðåëüå�å, êîòîðûé ìîæåò íå ñâîäèòüñÿ ê êâàä-ðàòè÷íîìó ìèíèìóìó. Ïðèìåðàìè ìÿãêèõ ìîä ÿâ�ëÿþòñÿ äèëàòàöèè â ìàññèâíîé ÷åòûðåõìåðíîé èëè(4��)-ìåðíîé òåîðèè '4 [18; 19℄ è èçìåíåíèå ðàññòîÿ�íèÿ ìåæäó ýëåìåíòàðíûìè èíñòàíòîíàìè â äâóõèí�ñòàíòîííîé êîí�èãóðàöèè (ñì. íèæå).3. ÄÈÑÏÅ�ÑÈÎÍÍÎÅ ÑÎÎÒÍÎØÅÍÈÅ ÈÏ�ÀÂÈËÎ ÏÎÂÎ�ÎÒÀÂâèäó �àêòîðèàëüíîãî ðîñòà êîý��èöèåíòîâZN , ðÿä (1) èìååò íóëåâîé ðàäèóñ ñõîäèìîñòè. Ýòîñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî òî÷êà g = 0 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé âåòâ�ëåíèÿ è äëÿ âûäåëåíèÿ ðåãóëÿðíîé âåòâè Z(g) ñëå�6) Â �îðìóëàõ (32) è (48) ðàáîòû [2℄ ïðîïóùåíà ñòåïåíü�1 ó det[f 0f�g℄P è det[f 0f g℄P . Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ýòèäåòåðìèíàíòû çàâèñÿò îò êîëëåêòèâíûõ ïåðåìåííûõ è äîëæ�íû áûòü âíåñåíû â èíòåãðàë ïî d�i.

äóåò ïðîâåñòè ðàçðåç îò 0 äî 1 â êîìïëåêñíîé ïëîñ�êîñòè g. Åãî óäîáíî ïðîâåñòè âäîëü ëó÷àg = jgj signS0; (26)íà êîòîðîì áîðåëåâñêàÿ ñóììà ðÿäà (1) ÿâëÿåòñÿïëîõî îïðåäåëåííîé7). Èñïîëüçóÿ �îðìóëó Êîøè èçàïèñûâàÿ åå â �îðìå äèñïåðñèîííîãî ñîîòíîøåíèÿ,èìååìZ(g) = 12�i IC Z(~g)~g � g d~g == 12�i 1� signS0Z0 �Z(~g)~g � g d~g; (27)�Z(g) = Z(g + i0 signS0)� Z(g � i0 signS0); (28)ãäå êîíòóð C îõâàòûâàåò òî÷êó ~g = g, à çàòåì äå��îðìèðóåòñÿ òàê, ÷òîáû ïðîõîäèòü âîêðóã ðàçðåçà.�àñêëàäûâàÿ (27) â ðÿä ïî g, èìååì äëÿ êîý��èöè�åíòîâ ðàçëîæåíèÿZN = 12�i 1� signS0Z0 �Z(g)gN+1 dg: (29)Ìåæäó àñèìïòîòèêîé ZN ïðè N !1 è ñêà÷êîì íàðàçðåçå ïðè g ! 0 èìååòñÿ ñîîòíîøåíèå�Z(g) = 2�i�S0g �b exp��S0g �  ! ZN == S�N0 �(N + b); (30)êîòîðîå ëåãêî ïîëó÷èòü èç �îðìóëû (29), ëèáî âû�÷èñëÿÿ ñêà÷îê íà ðàçðåçå áîðåëåâñêîé ñóììû ðÿ�äà (1). Ñëåäóþùèé øàã ñîñòîèò â îòîæäåñòâëåíèè�Z(g) ñ ðåçóëüòàòîì ïåðåâàëüíîãî âû÷èñëåíèÿ èí�òåãðàëà Z(g) âáëèçè òîé æå êîí�èãóðàöèè �, ÷òî èâ ìåòîäå Ëèïàòîâà,�Z(g) = [Z(g)℄saddle-point � : (31)Ñîîòíîøåíèÿ (30), (31) ïðåäëîæåíû Áîãîìîëü�íûì [13℄ è Ïàðèçè [14℄ è ñîñòàâëÿþò îñíîâó ïîäõîäàê âû÷èñëåíèþ âûñîêèõ ïîðÿäêîâ, àëüòåðíàòèâíîãîìåòîäó Ëèïàòîâà; îíè ïîçâîëÿþò ëåãêî íàéòèàñèìïòîòèêó ZN , åñëè ðåçóëüòàò ïåðåâàëüíîãîâû÷èñëåíèÿ Z(g) óæå èçâåñòåí. Ñîîòíîøåíèå (31)ìîæíî îáîñíîâàòü äëÿ îáû÷íîãî èíòåãðàëà ñ ïî�ìîùüþ êðàñèâîãî ðàññóæäåíèÿ, ïðèíàäëåæàùåãî7) Â òåîðèè '4 äåéñòâèå S0 < 0 è ðàçðåç ïðîâîäèòñÿ âäîëüîòðèöàòåëüíîé ïîëóîñè.272



ÆÝÒÔ, òîì 126, âûï. 2 (8), 2004 Âûñøèå ïîïðàâêè ê àñèìïòîòèêå Ëèïàòîâà : : :Ëàíæåðó [12; 20℄, íî îíî íèêîãäà íå äîêàçûâàëîñüâ îáùåì âèäå; ê òîìó æå îíî ïëîõî îïðåäåëåíî èòðåáóåò ïðàâèëüíîé èíòåðïðåòàöèè.Äëÿ îáîñíîâàíèÿ ñîîòíîøåíèÿ (31) íóæíî óñòà�íîâèòü ïðàâèëî ïåðåñòàíîâêè èíòåãðèðîâàíèé ïî gè ', êîòîðîå ìû âûâåäåì íà ïðèìåðå îáû÷íîãî èí�òåãðàëà: Z(g) = 1Z0 d' exp(�'2 � g'4); (32)ZN = ZC dg2�ig 1Z0 d' exp(�'2 � g'4 �N ln g): (33)�àñõîäÿùèéñÿ ðÿä (1) ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå ðåãó�ëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ ïî g ýêñïîíåíòû â (32) è ïîñëå�äóþùåé ïåðåñòàíîâêè ñóììèðîâàíèÿ è èíòåãðèðîâà�íèÿ; ïðÿìîå æå ðàçëîæåíèåZ(g) â ðÿä íå âïîëíå êîð�ðåêòíî, òàê êàê ñîîòâåòñòâóåò òåéëîðîâñêîìó ðàçëî�æåíèþ â çàâåäîìî ñèíãóëÿðíîé òî÷êå. Ïîýòîìó â âû�ðàæåíèè (33) ïðàâèëüíî èíòåãðèðîâàòü ñíà÷àëà ïîg (íàõîäÿ êîý��èöèåíòû ðàçëîæåíèÿ exp(�g'4)), àçàòåì ïî '; êîíòóð C ìîæåò áûòü âûáðàí êðóãîâûì,òàê ÷òî îí ïðîõîäèò ïåðåâàëüíóþ òî÷êó g = �1=Nâ âåðòèêàëüíîì íàïðàâëåíèè (ðèñ. 2à). Ïåðåñòàíîâ�êà ïîðÿäêà èíòåãðèðîâàíèÿ íå âïîëíå òðèâèàëüíàââèäó íàëè÷èÿ ó Z(g) ðàçðåçà âäîëü ëó÷à (26). Îãðà�íè÷èì èíòåãðèðîâàíèå ïî îáëàñòè áîëüøèõ ' îáðå�çàþùèì ìíîæèòåëåì, ÷òîáû îòîäâèíóòü ðàçðåç íàâåëè÷èíó � îò íóëÿ, è äå�îðìèðóåì êîíòóð, êàêíà ðèñ. 2á. Ïðè ðàñøèðåíèè êîíòóðà è ñíÿòèè îáðå�çàíèÿ âîçíèêàåò îáõîä ðàçðåçà â îòðèöàòåëüíîì íà�ïðàâëåíèè; íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ýòî ñîîòâåòñòâóåò�îðìóëå (29)8).Â çàâèñèìîñòè îò ïîðÿäêà èíòåãðèðîâàíèÿ ïåðå�âàëüíàÿ òî÷êà g ïðîõîäèòñÿ ëèáî â âåðòèêàëüíîì(ðèñ. 2à), ëèáî â ãîðèçîíòàëüíîì (ðèñ. 2á ) íàïðàâ�ëåíèè. Èçâåñòíî, ÷òî îíà äîëæíà ïðîõîäèòüñÿ â íà�ïðàâëåíèè íàèñêîðåéøåãî ñïóñêà: òàê êàêîâî æå ýòîíàïðàâëåíèå � âåðòèêàëüíîå èëè ãîðèçîíòàëüíîå?Â èíòåãðàëå (33) ïåðåâàë èìååò ìåñòî ïðè' = p2N , g = �1=N è êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà, âîç�íèêàþùàÿ ïðè ðàçëîæåíèè âáëèçè íåãî (' = '+Æ',g = g + itgp2=N), ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå�(Æ')2� (t� ip2Æ')2 èëè t2+(Æ'+ ip2t)2: (34)8) Íà ïåðâûé âçãëÿä, âîçìîæåí äðóãîé ñïîñîá ðàññóæäå�íèé, ñîñòîÿùèé â òîì, ÷òîáû ïðåäâàðèòåëüíî äå�îðìèðîâàòüêîíòóð C òàê, ÷òîáû îí îõâàòûâàë îòðèöàòåëüíóþ ïîëóîñü èðàçðåç âîçíèêàë âíóòðè íåãî � ýòî äàåò îáõîä ðàçðåçà â ïîëî�æèòåëüíîì íàïðàâëåíèè. Ïðè ýòîì èìååòñÿ â âèäó, ÷òî ðàç�ðåç ¾ïðîðàñòàåò¿ èç íóëÿ â áåñêîíå÷íîñòü; ýòî ñîîòâåòñòâóåòòåéëîðîâñêîìó ðàçëîæåíèþ â ñèíãóëÿðíîé òî÷êå è ïîýòîìóíåêîððåêòíî.
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'g�èñ. 2. à) Êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ ïî g â âûðàæå-íèè (33) ìîæåò áûòü âûáðàí êðóãîâûì, åñëè èí-òåãðèðîâàíèå ïî g ïðîâîäèòñÿ ïåðâûì; á ) êîíòóðèíòåãðèðîâàíèÿ ïî g ïðè èçìåíåííîì ïîðÿäêå èí-òåãðèðîâàíèÿ; â, ã) êîíòóðû èíòåãðèðîâàíèÿ ïî g è' ïîâîðà÷èâàþòñÿ â ïðîòèâîïîëîæíûõ íàïðàâëåíè-ÿõ ïðè ïåðåñòàíîâêå ïîðÿäêà èíòåãðèðîâàíèÿ
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Ä. À. Ëîáàñêèí, È. Ì. Ñóñëîâ ÆÝÒÔ, òîì 126, âûï. 2 (8), 2004Åñëè ïåðâûì ïðîâîäèòñÿ èíòåãðèðîâàíèå ïî g, òîñäâèã ïåðåìåííîé t ïðèâîäèò ê õîðîøî îïðåäåëåííî�ìó ãàóññîâó èíòåãðàëó1Z�1 d' 1Z�1 dt exp h�(Æ')2 � (t� ip2Æ')2i == 1Z�1 d' 1Z�1 dt exp ��(Æ')2 � t2� : (35)Åñëè æå ïåðâûì ïðîâîäèòñÿ èíòåãðèðîâàíèå ïî ',òî âîçíèêàåò ¾ïëîõîé¿ èíòåãðàë1Z�1 dt 1Z�1 d' exp h(Æ'+ ip2t)2 + t2i == 1Z�1 dt 1Z�1 d' exp �(Æ')2 + t2� : (36)Ïîâåðíåì êîíòóðû èíòåãðèðîâàíèÿ ïî t è ' â (36)íà îäèí è òîò æå óãîë â ïðîòèâîïîëîæíûõ íàïðàâëå�íèÿõ, t! te�i�, Æ'! Æ'ei�, ÷òî íå ìåíÿåò äåòåðìè�íàíòà êâàäðàòè÷íîé �îðìû, êîòîðûì îïðåäåëÿåòñÿãàóññîâ èíòåãðàë. Ïðè � = �=2 èíòåãðàë (36) ïðå�âðàùàåòñÿ â (35) è ïðîèñõîäèò ïåðåõîä îò ðèñ. 2â êðèñ. 2ã: âåðòèêàëüíîå èíòåãðèðîâàíèå ïî g ñòàíîâèò�ñÿ ãîðèçîíòàëüíûì, êàê ýòîãî òðåáóåò �îðìóëà (29),à ñêà÷îê íà ðàçðåçå �Z(g) ïîëó÷àåòñÿ èç èñõîäíîãîèíòåãðàëà Z(g) ïóòåì ïîâîðîòà êîíòóðà îòíîñèòåëü�íî ïåðåâàëüíîé òî÷êè ' íà óãîë �=2 â ïîëîæèòåëü�íîì íàïðàâëåíèè.Óñòàíîâëåííîå ¾ïðàâèëî ïîâîðîòà¿ ëåãêî ïåðåíî�ñèòñÿ íà îáùèé ñëó÷àé. �ëàâíûé âêëàä â èíòåãðàë(18) ïðîèñõîäèò îò êîí�èãóðàöèè �, ñîîòâåòñòâóþ�ùåé ìàêñèìóìó ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ. Ïî�ýòîìó êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà â ýêñïîíåíòå (20) äîëæ�íà ïðèâîäèòüñÿ ê ñóììå êâàäðàòîâ, ÷òî âîçìîæíîïðè �N detS00f�g > 0: (37)Íî â ýòîì ñëó÷àå èíòåãðàë (16) äëÿ Z(g) ÿâëÿåòñÿïëîõî îïðåäåëåííûì: â íåì èìååòñÿ ¾ïëîõîå¿ ãàóñ�ñîâî èíòåãðèðîâàíèå, êîòîðîå äîëæíî ïîíèìàòüñÿ âñìûñëå 1Z�1 dx ex2 ! i 1Z�1 dx e�x2 ; (38)ïîñëå ÷åãî èíòåãðàë (16) îïðåäåëÿåò ñêà÷îê íà ðàç�ðåçå �Z(g). ¾Ïëîõîå¿ èíòåãðèðîâàíèå ìîæíî ñ÷è�òàòü åäèíñòâåííûì ââèäó âîçìîæíîñòè îäíîâðåìåí�íîãî èçìåíåíèÿ çíàêà ïåðåä êâàäðàòàìè äâóõ ïåðå�ìåííûõ. Èç ñêàçàííîãî ÿñíî, ÷òî êîðåíü èç äåòåðìè�íàíòà â (23) äîëæåí ïîíèìàòüñÿ êàê

(det[S00f�g℄P 0)�1=2 ! i jdet[S00f�g℄P 0 j�1=2 ; (39)ïîñëå ÷åãî ðåçóëüòàòû (22) è (24) óäîâëåòâîðÿþò ñî�îòíîøåíèþ (30).Ïðàâèëî ïîâîðîòà ðåøàåò ïðîáëåìó èíòåðïðåòà�öèè ñêà÷êà íà ðàçðåçå �Z(g) â ðàìêàõ ãàóññîâà ïðè�áëèæåíèÿ, òîãäà êàê ïðè íàëè÷èè ìÿãêèõ ìîä òðå�áóåòñÿ äîïîëíèòåëüíûé àíàëèç (ðàçä. 6).4. ÑÂßÇÜ ÏÎÏ�ÀÂÎÊ Ê ÀÑÈÌÏÒÎÒÈÊÅ ÑÂÛÑØÈÌÈ ÈÍÑÒÀÍÒÎÍÀÌÈÂûäåëÿÿ èç êîý��èöèåíòîâ ZN àñèìïòîòèêó Ëè�ïàòîâà, èìååì â ñîîòâåòñòâèè ñ (3)ZN = S�N0 ��N + M + r2 �F � 1N � ; (40)è êîý��èöèåíòû AK ìîãóò áûòü âûðàæåíû ÷åðåç�óíêöèþ F (�): AK = ZC d�2�i F (�)�K+1 : (41)Ïîäñòàâëÿÿ (18) â (40), ïîëàãàÿ � = 1=N è äåëàÿçàìåíó g ! �S0g, èìååì äëÿ AK òî÷íîå âûðàæåíèåAK = 1p2� Z d�2�i� Z dg2�ig �� Z D''(1) : : : '(M)�(M+r�1)=2 �� exp�1� �1� ln g�Sf�gS0g ��K ln ���='p�gS0 ; (42)êîòîðîå ïðè áîëüøèõ K ìîæåò áûòü îöåíåíî ìåòî�äîì ïåðåâàëà. Ïåðåâàëüíàÿ êîí�èãóðàöèÿ îïðåäåëÿ�åòñÿ óñëîâèÿìèS0f g = 0; g = S0f gS0 ; � = ln gK ; (43)è ïîñëå ðàçëîæåíèÿ âáëèçè íåå ýêñïîíåíòà ïðèíèìà�åò âèäexp��12 �(Æ'; S00f gÆ')� t2� �K�2�� ; (44)ãäå g � g = igt, �� � = i�� . Â êà÷åñòâå   íåëüçÿáðàòü êîí�èãóðàöèè   = 0 è   = �, òàê êàêïðè ýòîì g = 0 èëè � = 0, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò íåïåðåâàëó, à ñèíãóëÿðíîñòè. Ïåðåâàëüíàÿ òî÷êà ñîîò�âåòñòâóåò ìàêñèìóìó ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿïðè óñëîâèè K� detS00f g > 0; (45)274



ÆÝÒÔ, òîì 126, âûï. 2 (8), 2004 Âûñøèå ïîïðàâêè ê àñèìïòîòèêå Ëèïàòîâà : : :è â êà÷åñòâå   íóæíî âçÿòü ïåðâûé èç âûñøèõ èí�ñòàíòîíîâ, äëÿ êîòîðîãî detS00f g > 0; îáû÷íî ýòîóñëîâèå âûïîëíåíî óæå äëÿ âòîðîãî èíñòàíòîíà, ÷òîè áóäåò ïðåäïîëàãàòüñÿ â äàëüíåéøåì. Âû÷èñëåíèåèíòåãðàëà (42) äàåò �îðìóëó (4), ãäå~ = (lnS1=S0)(r�r0)=2 S�(M+r0)=21 (2�)2+r0=2 det[f 0f g℄P ��s detS00f0gdet[S00f g℄P 0 Z r0Yi=1 d�i  (1)� : : :  (M)� (46)è S1 = Sf g (ñì. ïîäðîáíåå â [2℄).Äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå (ðàçä. 3) ïîçâîëÿåòóñòàíîâèòü ñâÿçü ïîïðàâîê ê àñèìïòîòèêå ñ âûñøè�ìè èíñòàíòîíàìè â îáùåì âèäå, áåç èñïîëüçîâàíèÿñïåöè�èêè òåîðèè '4. Ïóñòü êîý��èöèåíòû AK ðàñ�òóò ïðè áîëüøèõ K ïî �àêòîðèàëüíîìó çàêîíó:AK = ~~aK�(K +~b) (47)ñ ~a > 0; òîãäà áîðåëåâñêàÿ ñóììà ðÿäà â (3) ïëîõîîïðåäåëåíà ïðè N > 0 è êîý��èöèåíòíàÿ �óíêöèÿZN èìååò ðàçðåç, ñêà÷îê íà êîòîðîì îïðåäåëÿåòñÿïî ïðàâèëó (30)�ZN = S�N0 �(N+b) �2�i~�N~a �~b exp��N~a � : (48)Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ýòîò ñêà÷îê ìîæåò áûòü îïðåäå�ëåí àíàëîãè÷íî (31) êàê âêëàä ïåðåâàëüíîé êîí�è�ãóðàöèè   â ëèïàòîâñêèé èíòåãðàë (18). Ïðèíèìàÿäëÿ ýòîãî âêëàäà �óíêöèîíàëüíóþ �îðìó, àíàëî�ãè÷íóþ (2), �ZN = i1S�N1 �(N + b1) (49)è îòîæäåñòâëÿÿ (48) è (49), èìååì~a = �ln S1S0��1 ; ~b = b1 � b;~ = 12� �ln S1S0�b�b1 : (50)Â ðåçóëüòàòå íàõîæäåíèå ïàðàìåòðîâ àñèìïòîòèêèAK ñâîäèòñÿ ê õîðîøî îòðàáîòàííîé ïðîöåäóðå: äî�ñòàòî÷íî âû÷èñëèòü ïåðåâàëüíûå âêëàäû (2) è (49)â ëèïàòîâñêèé èíòåãðàë (18) îò äâóõ êîí�èãóðàöèé,� è  . �åçóëüòàò (46) ëåãêî ñëåäóåò èç (50), åñëèó÷åñòü, ÷òî âûðàæåíèå (49) ïîëó÷àåòñÿ èç (25) ïó�òåì çàìåíû � !  , r ! r0, à (� det[S00f g℄P 0)�1=2ïîíèìàåòñÿ êàê i jdet[S00f g℄P 0 j�1=2 â ñîîòâåòñòâèèñ ïðàâèëîì ïîâîðîòà.

Ôîðìóëû (50) ðåøàþò ïðîáëåìó âû÷èñëåíèÿàñèìïòîòèêè AK â óñëîâèÿõ ïðèìåíèìîñòè çàêîíàðàâíîðàñïðåäåëåíèÿ; äëÿ ýòîãî âñå �ëóêòóàöèîííûåìîäû âáëèçè êëàññè÷åñêèõ êîí�èãóðàöèé � è  äîëæíû ÷åòêî ðàçäåëÿòüñÿ íà íóëåâûå è êîëåáàòåëü�íûå. Ïðè ýòîì b1 � b = (r0 � r)=2 íåçàâèñèìî îòñïåöè�èêè òåîðèè '4: âêëàä òèïà M=2 â àðãóìåí�òå ãàììà-�óíêöèè, ïðîèñõîäÿùèé îò ïðåäýêñïîíåí�òû â (14), â äðóãèõ òåîðèÿõ ïîëÿ ìîæåò èìåòü äðó�ãóþ âåëè÷èíó, íî îí îäèíàêîâ äëÿ ïåðâîãî è âòîðî�ãî èíñòàíòîíîâ. Ïðè íàëè÷èè ìÿãêèõ ìîä ñèòóàöèÿáîëåå ñëîæíàÿ è ðàññìàòðèâàåòñÿ â äàëüíåéøèõ ðàç�äåëàõ9).5. Ï�ÀÂÈËÎ ÊÎÌÁÈÍÈ�ÎÂÀÍÈßÈÍÑÒÀÍÒÎÍÎÂÏðîàíàëèçèðóåì, êàê, çíàÿ âêëàä â �óíêöèî�íàëüíûé èíòåãðàë (14) îò îäíîãî èíñòàíòîíà, ïî�ñòðîèòü âêëàä äâóõèíñòàíòîííîé êîí�èãóðàöèè. Ñî�ãëàñíî ðàçä. 2, âêëàä â ZM (g) îò ïåðåâàëüíîé êîí��èãóðàöèè � èìååò ñòðóêòóðóZ(1)M (g) = 0g�(M+r)=2 exp��S0g ��� Z rYi=1 d�i�(1)� : : : �(M)� ; (51)ãäå 0 = 0f�g è S0 = Sf�g ÿâëÿþòñÿ �óíêöèîíà�ëàìè îò �. Âêëàä äâóõèíñòàíòîííîé êîí�èãóðàöèèîïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íûì âûðàæåíèåì ñ çàìåíîé� íà �� + ��0 . Åñëè ââåñòè âçàèìîäåéñòâèå èíñòàí�òîíîâ Sint ñîîòíîøåíèåìSf�� + ��0g = Sf��g+ Sf��0g+ Sintf��; ��0g (52)è ó÷åñòü óäâîåíèå ÷èñëà êîëëåêòèâíûõ ïåðåìåííûõ,òî ïîëó÷èì ñóììó ÷ëåíîâ âèäàZLL0 = 1g�M=2�r exp��2S0g ��� Z rYi=1 d�id�0i�(1)� : : : �(L)� � �(1)�0 : : : �(L0)�0 �� exp��Sintf��; ��0gg � (53)ñ L + L0 = M . Ïðè ìàëûõ g ýêñïîíåíòà îãðà�íè÷èâàåò âçàèìîäåéñòâèå èíñòàíòîíîâ óñëîâèåì9) Ñîîòíîøåíèÿ òèïà (50) ñïðàâåäëèâû è â ýòîì ñëó÷àå (ñó÷åòîì âîçìîæíîãî èçìåíåíèÿ �óíêöèîíàëüíîé �îðìû âû�ðàæåíèé (47) è (49)), íî îíè ïðàêòè÷åñêè áåñïîëåçíû èç-çàïëîõîé îïðåäåëåííîñòè âîçíèêàþùèõ èíòåãðàëîâ.275 2*



Ä. À. Ëîáàñêèí, È. Ì. Ñóñëîâ ÆÝÒÔ, òîì 126, âûï. 2 (8), 2004Sintf��; ��0g . g, ïîýòîìó â ïðåäýêñïîíåíòå èììîæíî ïðåíåáðå÷ü. Òîãäà åñòåñòâåííî îæèäàòü,÷òî 1 = 20, äëÿ òîãî ÷òîáû âûðàæåíèå (53) ïðèSint � 0 áûëî ïðîñòî ïðîèçâåäåíèåì ïðàâûõ ÷àñòåé(51) ñ M = L è M = L0. Ìàëûå çíà÷åíèÿ Sintñîîòâåòñòâóþò óäàëåííûì èíñòàíòîíàì10), ÷òîïîçâîëÿåò ïðåíåáðå÷ü ïåðåêðåñòíûìè ÷ëåíàìè,ñîäåðæàùèìè îäíîâðåìåííî �� è ��0 . Òîãäà â ñóììåïî L;L0 îñòàþòñÿ äâà ÷ëåíà ñ L = M; L0 = 0è L = 0; L0 = M , êîòîðûå, î÷åâèäíî ðàâíû.Âîçíèêàþùèé ìíîæèòåëü 2 ñîêðàùàåòñÿ ñ êîìáè�íàòîðíûì ìíîæèòåëåì 1=2!, êîòîðûé íóæíî ââåñòèââèäó òîãî, ÷òî êîí�èãóðàöèè, ðàçëè÷àþùèåñÿïåðåñòàíîâêîé èíñòàíòîíîâ, ó÷èòûâàþòñÿ äâàæäû.Â ðåçóëüòàòå äâóõèíñòàíòîííûé âêëàä èìååò âèäZ(2)M (g) = 20g�M=2�r exp��2S0g ��� Z rYi=1 d�id�0i�(1)� : : : �(M)� �� exp��Sintf�; �0gg � ; (54)ãäå ó÷òåíî, ÷òî ïðè �èêñèðîâàííîé �îðìå èíñòàíòî�íîâ Sintf��; ��0g çàâèñèò ëèøü îò � è �0. ÏðèM = 0êîí�èãóðàöèè ñ L = M; L0 = 0 è L = 0; L0 = Mñîâïàäàþò è ðåçóëüòàò îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé (54)ñ äîïîëíèòåëüíûì ìíîæèòåëåì 1=2 â ïðàâîé ÷àñòè;ýòî çàìå÷àíèå îòíîñèòñÿ è êî âñåì äàëüíåéøèì âû�ðàæåíèÿì.Ôîðìóëà (54) äàåò âîçìîæíîñòü çàïèñàòü âûðà�æåíèå äëÿ äâóõèíñòàíòîííîãî âêëàäà ïî èçâåñòíî�ìó ðåçóëüòàòó (51) äëÿ îäíîèíñòàíòîííîãî: äîïîë�íèòåëüíî òðåáóåòñÿ ëèøü èí�îðìàöèÿ î âçàèìîäåé�ñòâèè èíñòàíòîíîâ íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ. Ïðàâè�ëî êîìáèíèðîâàíèÿ èíñòàíòîíîâ ïîëó÷àåòñÿ âïîëíååñòåñòâåííûì, íî ñëåäóåò îáñóäèòü íåêîòîðûå òîí�êèå ìîìåíòû, óñêîëüçàþùèå ïðè ýâðèñòè÷åñêîì âû�âîäå.Ââåäåíèå êîíñòðýéíòà. Ôàêòè÷åñêè çàìåíà �íà �� + ��0 íå âïîëíå êîððåêòíà, òàê êàê ëèíåéíàÿêîìáèíàöèÿ èíñòàíòîíîâ íå ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì ðåøå�íèåì óðàâíåíèÿ S0f�g = 0. Ïîýòîìó ïðè ðàçëîæåíèèâáëèçè ýòîé êîí�èãóðàöèè âîçíèêàþò ëèíåéíûå ïîÆ� ÷ëåíû, òðåáóþùèå àêêóðàòíîãî èñêëþ÷åíèÿ11).Ââåäåì êîëëåêòèâíóþ ïåðåìåííóþ z, õàðàêòåðè�çóþùóþ ðàññòîÿíèå R ìåæäó èíñòàíòîíàìè è �îð�10) Ñì. óòî÷íåíèå â ðàçä. 7 äëÿ d = 4.11) Âçàèìîäåéñòâèå èíñòàíòîíîâ ñóùåñòâåííî çàâèñèò îòêîíêðåòíîãî âûáîðà �îðìû äâóõèíñòàíòîííîé êîí�èãóðàöèèè ïðè íåáðåæíîì âûáîðå ëåãêî ïîëó÷èòü íåâåðíûå ðåçóëüòà�òû (ñð. ðàáîòû [8�12℄ ìåæäó ñîáîé).

ìàëüíûì îáðàçîì îïðåäåëåííóþ äëÿ ïðîèçâîëüíîéèíñòàíòîííîé êîí�èãóðàöèè, z = ff�g. Èäåÿ ñîñòî�èò â ïîèñêå ýêñòðåìóìà äåéñòâèÿ ïðè äîïîëíèòåëü�íîì óñëîâèè (êîíñòðýéíòå) ff�g = onst, ò. å. ïðè�èêñèðîâàííîì ðàññòîÿíèè ìåæäó èíñòàíòîíàìè, èïîñëåäóþùåì èíòåãðèðîâàíèè ïî ýòîìó ðàññòîÿíèþ.Òîãäà èíñòàíòîí îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåìS0f�g � �f 0f�g = 0 (55)(� � ìíîæèòåëü Ëàãðàíæà), à èíòåãðèðîâàíèå ïî zââîäèòñÿ ïóòåì âíåñåíèÿ ïîä �óíêöèîíàëüíûé èí�òåãðàë ðàçëîæåíèÿ åäèíèöû,1 = Z dz Æ(z � ff�g) == Z dz Æ (z � ff�g � (f 0f�g; Æ�)) : (56)Âûáèðàÿ èíñòàíòîí èç óñëîâèÿ z = ff�g, ïîëó÷èìZ(g) = Z D''(1) : : : '(M) �� exp��Sf�g+(S0f�g; Æ�)+(Æ�; S00f�gÆ�)=2g ��� Z dz Æ (�(f 0f�g; Æ�)) (57)è ëèíåéíûå ïî Æ� ÷ëåíû â ýêñïîíåíòå óñòðàíÿþò�ñÿ Æ-�óíêöèåé ââèäó óñëîâèÿ (55). Â êà÷åñòâå ff�góäîáíî âçÿòü âåëè÷èíó Sintf��; ��0g, òàê êàê òî�ãäà óðàâíåíèå (55) èìååò êîìáèíàöèþ èíñòàíòîíîâ�� + ��0 â êà÷åñòâå òî÷íîãî ðåøåíèÿ ïðè � = 1 (ñð.ñ (52)).Â ïðåäýêñïîíåíòå âçàèìîäåéñòâèåì èíñòàíòîíîâìîæíî ïðåíåáðå÷ü, è âûäåëåíèå íóëåâûõ ìîä ïðîâî�äèòñÿ òàê æå, êàê åñëè áû îíè áûëè íåçàâèñèìûìè.Åäèíñòâåííàÿ òîíêîñòü ñîñòîèò â òîì, ÷òî âìåñòîíóëåâûõ ìîä ����x1 è ���0�x1 ; (58)ñîîòâåòñòâóþùèõ òðàíñëÿöèÿì èíñòàíòîíîâ âäîëüïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç èõ öåíòðû è ïðèíÿòîéçà îñü x1, íóæíî áðàòü èõ ëèíåéíûå êîìáèíàöèè����x1 + ���0�x1 è ����x1 � ���0�x1 ; (59)ñîîòâåòñòâóþùèå òðàíñëÿöèè ïàðû êàê öåëîãî èèçìåíåíèþ ðàññòîÿíèÿ ìåæäó êîìïîíåíòàìè ïà�ðû. Ïðè ýòîì â ïðîèçâåäåíèå (21) íå ââîäèòñÿÆ-�óíêöèÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ âòîðîé ìîäå (59), òàêêàê åå ðîëü èãðàåò (56). Ýòà ìîäè�èêàöèÿ íå èìå�åò çíà÷åíèÿ, òàê êàê det[f 0f�g℄P â (23), (25) �àê�òè÷åñêè îïðåäåëÿåòñÿ ìàòðèöåé �ðàììà, ïîñòðîåí�íîé íà íóëåâûõ ìîäàõ (ðàçä. 8) è íå çàâèñèò îò276



ÆÝÒÔ, òîì 126, âûï. 2 (8), 2004 Âûñøèå ïîïðàâêè ê àñèìïòîòèêå Ëèïàòîâà : : :âûáîðà �óíêöèîíàëîâ fif'g. Ïîýòîìó îêîí÷àòåëü�íûé ðåçóëüòàò (44) ñîîòâåòñòâóåò �îðìàëüíîé çà�ìåíå � ! �� + ��0 .Ôàêòîðèçàöèÿ äåòåðìèíàíòîâ. Ïðè âûâîäå�îðìóëû (54) ïðèíÿòî, ÷òî 1 = 20, èëè0f�� + ��0g = 0f��g 0f��0g: (60)×òîáû ïîÿñíèòü ýòî ñîîòíîøåíèå, çàìåòèì, ÷òî îïå�ðàòîð S00f�g â ñêàëÿðíîì ñëó÷àå èìååò âèä îïåðà�òîðà Øðåäèíãåðà (ðàçä. 8).S00f�g = ��+m2 � 3�2(x); (61)è ïðè çàìåíå � ! �� + ��0 âìåñòî îäíîé ïî�òåíöèàëüíîé ÿìû âîçíèêàþò äâå óäàëåííûå äðóãîò äðóãà. Ïîýòîìó ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòî�ðà S00f�� + ��0g ñóòü äâóõêðàòíî âûðîæäåííûå ñîá�ñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà S00f�g èdetS00f�� + ��0g = [detS00f�g℄2 (62)ïðè óñëîâèè, ÷òî ïðîèçâåäåíèå ñîáñòâåííûõ çíà÷å�íèé ñõîäèòñÿ. Äëÿ îïåðàòîðà S00f�g òàêîé ñõîäèìî�ñòè íåò è î÷åíü ñóùåñòâåííà íîðìèðîâêà èíòåãðàëà(14) íà âåëè÷èíó Z0(0), â ðåçóëüòàòå êîòîðîé âîçíè�êàåò êîìáèíàöèÿdetS00f�gdetS00f0g = detS00f�gS00f0g ; (63)ãäå îïåðàòîð S00f�g=S00f0g èìååò äèñêðåòíûéñïåêòð [21℄ è ñõîäèìîñòü ïðîèçâåäåíèÿ ñîáñòâåííûõçíà÷åíèé îáåñïå÷èâàåòñÿ íåñëîæíîé ïåðåíîðìèðîâ�êîé (ñì. ïîäðîáíåå â [4℄). Ìíîæèòåëè, âûäåëÿåìûåèç (63) â ïðîöåññå ïåðåíîðìèðîâêè è ïðè èñêëþ�÷åíèè íóëåâûõ ìîä, ïðè çàìåíå � ! �� + ��0âîçâîäÿòñÿ â êâàäðàò èç-çà ýêâèâàëåíòíîñòè äâóõèíñòàíòîíîâ. Ôàêòîðèçàöèÿ det[f 0f�� + ��0g℄P ,àíàëîãè÷íàÿ (62), ñâÿçàíà ñ òåì, ÷òî íóëåâûå ìîäûðàññìàòðèâàþòñÿ â ïðèáëèæåíèè íåâçàèìîäåéñòâó�þùèõ èíñòàíòîíîâ.Çàìåòèì, ÷òî �àêòîðèçàöèÿ (60) íåñïðàâåäëè�âà ïðè êîìáèíèðîâàíèè òîïîëîãè÷åñêèõ èíñòàíòî�íîâ, ñâÿçûâàþùèõ âûðîæäåííûå, íî íåýêâèâàëåíò�íûå âàêóóìû [8, 12℄. Â ýòîì ñëó÷àå ý��åêòèâíûéïîòåíöèàë, âõîäÿùèé â îïåðàòîð Øðåäèíãåðà òèïà(61), íå èìååò âèäà äâóõ èçîëèðîâàííûõ ïîòåíöè�àëüíûõ ÿì: ìåæäó ÿìàìè âîçíèêàåò ïîòåíöèàëüíûéáàðüåð, èç-çà êîòîðîãî âçàèìîäåéñòâèå èíñòàíòîíîâîêàçûâàåòñÿ äàëüíîäåéñòâóþùèì.Âû÷èòàíèå âêëàäà èäåàëüíîãî ãàçà. Ïðè ïå�ðåõîäå ê �óíêöèè �ðèíà ðåçóëüòàò (54) ïðèíèìàåòâèä

G(2)M (g) = 20g�M=2�r exp��2S0g ��� Z rYi=1 d�id�0i�(1)� : : : �(M)� �� �exp��Sintf�; �0gg �� 1� ; (64)ò. å. ïðîèñõîäèò âû÷èòàíèå âêëàäà íåâçàèìîäåéñòâó�þùèõ èíñòàíòîíîâ àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî èìååòìåñòî â ñëó÷àå âèðèàëüíîãî ðàçëîæåíèÿ [17℄. Äåé�ñòâèòåëüíî, çàïèøåì �óíêöèþ �ðèíà â âèäåGM (g) = ZM (g)Z0(g) == Z(0)M (g) + Z(1)M (g) + Z(2)M (g) + : : :1 + Z(1)0 (g) + Z(2)0 (g) + : : : ; (65)ãäå âåðõíèå èíäåêñû ¾0¿, ¾1¿, ¾2¿,: : : îòìå÷àþò âêëà�äû, ïðîèñõîäÿùèå îò ïåðåâàëüíûõ êîí�èãóðàöèé12)� = 0, � = �, � = �� + ��0 : : : è èìåþùèå ïîðÿ�äîê 1, exp(�S0=g), exp(�2S0=g) : : : . Äëÿ óäîáñòâà âýòîì âûðàæåíèè íîðìèðîâêà �óíêöèîíàëüíûõ èí�òåãðàëîâ îñóùåñòâëÿåòñÿ íå íà Z0(0), à íà Z(0)0 (g),÷òî íåñóùåñòâåííî â ãëàâíîì ïîðÿäêå ïî g. Âêëàä âGM (g) ïîðÿäêà exp(�2S0=g) èìååò âèäZ(2)M (g)� Z(1)M (g)Z(1)0 (g)� Z(0)M (g)Z(2)0 (g); (66)ãäå ïîñëåäíèé ÷ëåí ìàë ïðè M > 0 â ìåðó ìíîæèòå�ëÿ gM=2. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî âòîðîé ÷ëåí ñîîòâåòñòâó�åò (54) ñ Sint � 0, ÷òî è äàåò �1 â (64). Àíàëîãè÷íî,ïðè ëîãàðè�ìèðîâàíèè âàêóóìíîãî èíòåãðàëà,lnZ(0)0 (g) = ln h1 + Z(1)0 (g) + Z(2)0 (g) + : : : i == Z(1)0 (g) + Z(2)0 (g)� 12 hZ(1)0 (g)i2 + : : : ; (67)ïîñëåäíèé ÷ëåí ïðèâîäèò ê âû÷èòàíèþ âêëàäàíåâçàèìîäåéñòâóþùèõ èíñòàíòîíîâ â âûðàæåíèèäëÿ Z(2)0 (g); ïðè ýòîì ñóùåñòâåííî íàëè÷èå äîïîë�íèòåëüíîãî ìíîæèòåëÿ 1=2 â âûðàæåíèÿõ ñ M = 0.12) Òàêîå ¾ðàçëîæåíèå ïî èíñòàíòîíàì¿ â ñëó÷àå îáû÷íîãîèíòåãðàëà ïîëó÷àåòñÿ ïóòåì äå�îðìàöèè êîíòóðà èíòåãðèðî�âàíèÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òî îí ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììûèíòåãðàëîâ ïî êîíòóðàì C0, C1, C2 : : : , ãäå êàæäûé èç êîí�òóðîâ Ci ïðîõîäèò ïåðåâàëüíóþ òî÷êó zi â íàïðàâëåíèè íàèñ�êîðåéøåãî ñïóñêà è óõîäèò êîíöàìè íà áåñêîíå÷íîñòü.277



Ä. À. Ëîáàñêèí, È. Ì. Ñóñëîâ ÆÝÒÔ, òîì 126, âûï. 2 (8), 20046. ÂÛÑØÈÅ ÏÎÏ�ÀÂÊÈ Ê ÀÑÈÌÏÒÎÒÈÊÅÏ�È ÍÀËÈ×ÈÈ Ìß�ÊÈÕ ÌÎÄÏðîàíàëèçèðóåì âûðàæåíèå (64) â ñëó÷àå ñòåïåí�íîãî âçàèìîäåéñòâèÿ èíñòàíòîíîâ íà áîëüøèõ ðàñ�ñòîÿíèÿõ: Sintf�; �0g = a(�; �0)R� : (68)Ââîäÿ â (64) ðàçëîæåíèå åäèíèöû,1 = 1Z0 dz Æ�z � Sintf�; �0g2S0 �++ 1Z0 dz Æ�z + Sintf�; �0g2S0 � ; (69)è ó÷èòûâàÿ, ÷òî èíòåãðèðîâàíèå ïî êîëëåêòèâíûìïåðåìåííûì âêëþ÷àåò â ñåáÿ èíòåãðàë R Rd�1dR, ïî�ëó÷èìZ rYi=1 d�id�0i�(1)� : : : �(M)� Æ�z � Sintf�; �0g2S0 � == A�z1+� ; (70)ãäå � = d=�. Â ðåçóëüòàòå âûðàæåíèå (64) ïðèîáðå�òàåò �óíêöèîíàëüíóþ �îðìóG(2)(g) = B�2S0g �(M+2r)=2 �� exp��2S0g �F �2S0g � ; (71)ãäå F (x) = A+I+(x) +A�I�(x); (72)I�(x) = 1Z0 dzz1+� �e�xz � 1� : (73)Â äàëüíåéøåì ñ÷èòàåì, ÷òî � � 0, òàê êàê îòðè�öàòåëüíûå çíà÷åíèÿ � ñîîòâåòñòâóþò íå�èçè÷åñêî�ìó ðîñòó âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ðàññòîÿíèåì. Ïðè � � 1âû÷èòàíèå åäèíèöû íå îáåñïå÷èâàåò ñõîäèìîñòè èí�òåãðàëà â (73). Òàêèå çíà÷åíèÿ � ñîîòâåòñòâóþòìåäëåííî ñïàäàþùåìó âçàèìîäåéñòâèþ, äëÿ êîòîðî�ãî âèðèàëüíîå ðàçëîæåíèå íåïðèìåíèìî; âçàèìîäåé�ñòâèå äëÿ áîëüøèõ R äîëæíî áûòü ìîäè�èöèðîâà�íî â äóõå äåáàåâñêîé ýêðàíèðîâêè, ÷òî è ïðèâåäåòê îáðåçàíèþ èíòåãðàëà ïðè ìàëûõ z. Õàðàêòåð îá�ðåçàíèÿ íå èìååò çíà÷åíèÿ, òàê êàê èíòåãðàë I�(x)ìîæåò áûòü âû÷èñëåí ïóòåì äè��åðåíöèðîâàíèÿ ïîïàðàìåòðó x, è äëÿ F (x) �îðìàëüíî ïîëó÷èìF (x) = �(��) hA�x� +A+(�x)� +O(x[�℄)i ; (74)

ãäå [: : : ℄ � öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà. Ïðàêòè÷åñêèé èíòå�ðåñ ïðåäñòàâëÿþò çíà÷åíèÿ g âáëèçè ðàçðåçà, ãäåx = 2S0=g > 0 è âûðàæåíèå (74) ïëîõî îïðåäåëåíîèç-çà ïëîõîé îïðåäåëåííîñòè èíòåãðàëà I+(x). Åãîèíòåðïðåòàöèÿ çàâèñèò îò ïîñòàíîâêè çàäà÷è, äâàâàðèàíòà êîòîðîé ìû ðàññìîòðèì íèæå.Âêëàä â àñèìïòîòèêó Ëèïàòîâà. Èçó÷åíèåâêëàäà äâóõèíñòàíòîííîé êîí�èãóðàöèè â àñèìïòî�òèêó êîý��èöèåíòîâ ZN àêòóàëüíî äëÿ çàäà÷ ñ âû�ðîæäåííûì âàêóóìîì, â êîòîðûõ îäèíî÷íûé èíñòàí�òîí ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì è àñèìïòîòèêà Ëèïà�òîâà îïðåäåëÿåòñÿ èíñòàíòîí-àíòèèíñòàíòîííîé ïà�ðîé [8�12℄. Ââèäó (71) ñêà÷îê íà ðàçðåçå �óíêöèèG(g) îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé�G(g) = �B�2S0g �(M+2r)=2 exp��2S0g ��� �F �2S0g � i0�� F �2S0g + i0�� ; (75)ãäå ìû ïðåäñòàâèëè G(g) â âèäå ¾ðàçëîæåíèÿ ïî èí�ñòàíòîíàì¿ G(0)(g)+G(1)(g)+G(2)(g)+ : : : (ðàçä. 4)è ó÷ëè, ÷òî G(0)(g) è G(1)(g) íå äàþò âêëàäà â ñêà�÷îê íà ðàçðåçå. Íåîïðåäåëåííûé çíàê â (75) ñâÿçàíñ òåì, ÷òî ðàçëîæåíèå ïî èíñòàíòîíàì òðåáóåò ïðåä�âàðèòåëüíîé äå�îðìàöèè êîíòóðà èíòåãðèðîâàíèÿòàê, ÷òîáû îí ïðîõîäèë ÷åðåç âñå ïåðåâàëüíûå òî÷�êè (ñì. ïðèìå÷àíèå 12): òàêàÿ äå�îðìàöèÿ â îáùåìñëó÷àå íåîäíîçíà÷íà è ïðèâîäèò ê íåîïðåäåëåííîìóçíàêó G(2)(g) èç-çà âîçìîæíîñòè ïðîéòè ïåðåâàëü�íóþ òî÷êó â äâóõ ïðîòèâîïîëîæíûõ íàïðàâëåíèÿõ.Ëåãêî âèäåòü, ÷òî õîðîøî îïðåäåëåííûé èíòåãðàëI�(x) íå äàåò âêëàäà â (75), à â âûðàæåíèè äëÿI+(x) ìîæíî îïóñòèòü ÷ëåí ñ �1. Ïðè ñäâèãå g âíèæíþþ èëè âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü êîíòóð èíòå�ãðèðîâàíèÿ ïî z â èíòåãðàëå I+(x) íóæíî çàãíóòüââåðõ èëè âíèç (ðèñ. 3à); ñêà÷îê íà ðàçðåçå îïðåäå�ëÿåòñÿ ðàçíîñòüþ èíòåãðàëîâ ïî êîíòóðàì C+ è C�è ñâîäèòñÿ ê âåðòèêàëüíîìó êîíòóðó C (ðèñ. 3á ).×òîáû çà�èêñèðîâàòü çíàê â âûðàæåíèè (75),óñòàíîâèì åãî ñâÿçü ñ ïðàâèëîì ïîâîðîòà (ðàçä. 3).Çàìåíèì R�� â (68) íà R��+ �R�; òîãäà â ýêñïîíåí�òå èíòåãðàëà I+(x) âîçíèêíåò x(z + �=z) è ïîÿâèòñÿòî÷êà ïåðåâàëà z = p�, ÷åðåç êîòîðóþ è íóæíî ïðî�âåñòè êîíòóð C. Íàïðàâëåíèå èíòåãðèðîâàíèÿ íóæ�íî âûáðàòü ñíèçó ââåðõ, ÷òîáû êîíòóð C ïîëó÷àëñÿèç èñõîäíîãî êîíòóðà C0 ïîâîðîòîì íà óãîë �=2 âïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè âîêðóã òî÷êè z. Ïðè� ! 0 ïåðåâàë èñ÷åçàåò, íî íàïðàâëåíèå êîíòóðà Cñîõðàíÿåòñÿ è ñîîòâåòñòâóåò îòðèöàòåëüíîìó çíàêóâ âûðàæåíèè (75). Âû÷èñëÿÿ èíòåãðàë I+(x) ñ ïîìî�278



ÆÝÒÔ, òîì 126, âûï. 2 (8), 2004 Âûñøèå ïîïðàâêè ê àñèìïòîòèêå Ëèïàòîâà : : :
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�èñ. 3. à) Êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ C0 â èíòåãðàëå I+(x) çàãèáàåòñÿ ââåðõ èëè âíèç ïðè ñìåùåíèè g â êîìïëåêñíóþïëîñêîñòü; á ) êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ C îïðåäåëÿåò ñêà÷îê íà ðàçðåçå èíòåãðàëà I+(x); äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà îíäå�îðìèðóåòñÿ â ïîëîæåíèå C1; â) ïðè âû÷èñëåíèè àñèìïòîòèêè AK âîçíèêàåò ïîëóñóììà èíòåãðàëîâ ïî êîíòóðàìC0 è C00ùüþ äå�îðìàöèè êîíòóðà C â ïîëîæåíèå C1, ïîëó�÷èì I+(x)! 2�i�(1 + �)x� ; (76)÷òî äëÿ ñêà÷êà íà ðàçðåçå �óíêöèè G(g) äàåò�G(g) = 2�i BA+�(1 + �) �2S0g �M=2+r+� �� exp��2S0g � : (77)Àñèìïòîòèêà Ëèïàòîâà äëÿ GN ïîëó÷àåòñÿ ïî ïðà�âèëó ñîîòâåòñòâèÿ (30),GN = BA+�(1 + �) (2S0)�N� (N +M=2 + r + �) ; (78)è õîðîøî îïðåäåëåíà äëÿ âñåõ � > �1. Âûðàæåíèå(76) ñîîòâåòñòâóåò ðåöåïòó, ïðàâèëüíî ñ�îðìóëèðî�âàííîìó Áîãîìîëüíûì è Ôàòååâûì [9℄, õîòÿ �àêòè�÷åñêè èõ ñïîñîá ðàññóæäåíèé ïðèâîäèò ê ðåçóëüòàòóñ ïðîòèâîïîëîæíûì çíàêîì13).Àñèìïòîòèêà êîý��èöèåíòîâ AK.Àíàëîãè÷�íî (42) èìååì òî÷íîå âûðàæåíèå äëÿ êîý��èöèåí�òîâ AK , ñîîòâåòñòâóþùèõ âåëè÷èíå G(g):AK = 1p2� Z d�2�i� Z dg2�ig �(M+r�1)=2G(g)�� exp�1� �S0�g + 1��K ln �� : (79)13) Òàêîé æå íåïðàâèëüíûé çíàê âîçíèêàë â ðàáîòå Áàëèö�êîãî [22℄ ïðè âû÷èñëåíèè àñèìïòîòèêè Ëèïàòîâà â ÊÕÄ èáûë èñïðàâëåí â îáçîðå Çàõàðîâà [23℄ èñõîäÿ èç �èçè÷åñêèõñîîáðàæåíèé.

Ïîäñòàâëÿÿ â êà÷åñòâå G(g) âåëè÷èíó G(2)(g) èç (71)è âû÷èñëÿÿ èíòåãðàëû ïî g è � â ïåðåâàëüíîì ïðè�áëèæåíèè, ïîëó÷èìAK = � B (2�)2(ln 2)r=2 �� ��K + r2� (ln 2)�KF � Kln 2� : (80)Âåðòèêàëüíûå êîíòóðû èíòåãðèðîâàíèÿ ïî g è � ñî�îòâåòñòâóþò ¾ïëîõèì¿ ãàóññîâñêèì èíòåãðàëàì (ñð.ñ (44)) è ñîãëàñíî ðàçä. 3 äîëæíû áûòü îäíîâðå�ìåííî ïîâåðíóòû â ãîðèçîíòàëüíîå ïîëîæåíèå. Çíàêâ (80) îêàçûâàåòñÿ íåîïðåäåëåííûì ïî òîé æå ïðè�÷èíå, ÷òî è âûøå. Äëÿ åãî �èêñàöèè çàìåíèì R��íà R�� + �R� è ðàññìîòðèì ïåðåâàëüíóþ êîí�èãó�ðàöèþ â îáëàñòè ïàðàìåòðîâ, ãäå Sint > 0, ÷òî ñîîò�âåòñòâóåò èíòåãðàëó I�(x). Äëÿ íåå detS00f g > 0è çíàê â âûðàæåíèè (80) äîëæåí ñîîòâåòñòâîâàòüàðè�ìåòè÷åñêîìó êîðíþ èç äåòåðìèíàíòà, ÷òî äàåòóñëîâèå �B > 0. Ôîðìóëà (80) ñïðàâåäëèâà, åñëè�óíêöèÿ F (x) õîðîøî îïðåäåëåíà íà äåéñòâèòåëü�íîé îñè. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå F (x) äîëæíà ïîíèìàòü�ñÿ êàê ïîëóñóììà F (x + i0) è F (x � i0), òàê êàê ïî�ëîâèíà ïåðåâàëüíîãî âêëàäà ïðîèñõîäèò îò îáëàñòèImg > 0, à ïîëîâèíà � îò îáëàñòè Img < 0. Òàêèìîáðàçîì,AK = jBj (2�)2(ln 2)r=2 ��K + r2��� (ln 2)�KReF � Kln 2 + i0� (81)è ïîäñòàíîâêà (74) äàåò279



Ä. À. Ëîáàñêèí, È. Ì. Ñóñëîâ ÆÝÒÔ, òîì 126, âûï. 2 (8), 2004AK = jBj�(��)(A� +A+ os��) (2�)r(ln 2)�+r=2 �� ��K + r2 + �� (ln 2)�K : (82)Ïëîõî îïðåäåëåííûé èíòåãðàë I+(x) ïîíèìàåòñÿêàê ïîëóñóììà èíòåãðàëîâ ïî êîíòóðàì C 0 è C 00(ðèñ. 3â):I+(x)! 12 �I+(x + i0) + I+(x� i0)� == �(��)x� os�� (83)(ñð. ñ (76)). Ïðè èñêóññòâåííîì ñîçäàíèè ïåðåâàëàïóòåì çàìåíû R�� íà R�� + �R� êîíòóðû C 0 èC 00 ïî-ïðåæíåìó ñîîòâåòñòâóþò íàïðàâëåíèþ íàèñ�êîðåéøåãî ñïóñêà è ïåðåâàëüíàÿ òî÷êà z íå äàåòâêëàäà â AK â ñîîòâåòñòâèè ñ òåì, ÷òî äëÿ íåådetS00f g < 0 (ðàçä. 4). Ìû âèäèì, ÷òî ïðè ñòå�ïåííîì âçàèìîäåéñòâèè èíñòàíòîíîâ (68) â àðãóìåí�òå ãàììà-�óíêöèè ïîÿâëÿåòñÿ äîïîëíèòåëüíûé ïîñðàâíåíèþ ñ �îðìóëîé (4) âêëàä � = d=�; �àêòè÷å�ñêè îí àêòóàëåí òîëüêî ïðè d = 4. Ïðè d < 4 âçàè�ìîäåéñòâèå èíñòàíòîíîâ ýêñïîíåíöèàëüíîå, ÷òî ñîîò�âåòñòâóåò � = 1 è � = 0: àðãóìåíò ãàììà-�óíêöèèñîãëàñóåòñÿ ñ (4), îäíàêî âîçíèêàþò äîïîëíèòåëüíûåëîãàðè�ìè÷åñêèå ìíîæèòåëè (ðàçä. 7).Èíòåðïðåòàöèÿ èíòåãðàëà I+(x) çàâåðøàåò �îð�ìóëèðîâêó îáùåé ñõåìû âû÷èñëåíèé. Èñõîäÿ èç èç�âåñòíîãî âûðàæåíèÿ (51) äëÿ îäíîèíñòàíòîííîãîâêëàäà ñòðîèòñÿ âêëàä äâóõèíñòàíòîííîé êîí�èãó�ðàöèè (64), â êîòîðîì íóæíî âû÷èñëèòü âçàèìîäåé�ñòâèå èíñòàíòîíîâ Sint(�; �0) â îáëàñòè, ãäå îíî ìà�ëî; ââåäÿ ìåäëåííî ìåíÿþùóþñÿ �óíêöèþ F (x) ñî�ãëàñíî (71), ìîæíî ñðàçó çàïèñàòü ðåçóëüòàò (81).7. ÊÎÝÔÔÈÖÈÅÍÒÛ AK Â ÒÅÎ�ÈÈ '47.1. Âçàèìîäåéñòâèå èíñòàíòîíîâÄåéñòâèå (5) çàìåíîé14) '�(x) = (�g)�1=2��(x)ïðèâîäèòñÿ ê âèäó (15). Èíñòàíòîí ïðåäñòàâëÿåòñÿâ âèäå ��(x) = u��(x), ãäå u� � êîìïîíåíòû åäè�íè÷íîãî âåêòîðà u, à �(x) åñòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ���+m2�� �3 = 0: (84)Èñïîëüçóÿ îáùèé âèä äâóõèíñòàíòîííîé êîí�èãóðà�öèè, �(x) = u��(x) + u0��(x+R) � u��+ u0��R; (85)14) Äîïîëíèòåëüíûé ìèíóñ ïî ñðàâíåíèþ ñ (15) îáåñïå÷èâà�åò äåéñòâèòåëüíîñòü �. Ïðè ýòîì â (22) è (24) ïðîèñõîäÿòçàìåíû g�b ! (�g)�b è S�N0 ! (�S0)�N .

äëÿ âçàèìîäåéñòâèÿ èíñòàíòîíîâ èìååìSintfu;u0; Rg = Z ddx���(u � u0)�3�R + (u � u0)2�2�2R + 12�2�2R� ; (86)ãäå èñïîëüçîâàíî îïðåäåëåíèå (52) è èñêëþ÷åíû ãðà�äèåíòû ñ ïîìîùüþ (84). Ïðè d < 4 ìîæíî ñ÷èòàòüm = 1, òàê êàê çàìåíà x! x=m, �! �m èñêëþ÷àåòìàññó èç (84), ïîñëå ÷åãî îíà âûïàäàåò èç âñåõ áåç�ðàçìåðíûõ âåëè÷èí. Ñ�åðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íîå ðå�øåíèå óðàâíåíèÿ (84) èìååò ïðè áîëüøèõ jxj ïîâåäå�íèå�(x) = onst � jxj��K�(jxj) == onst � jxj(1�d)=2e�jxj; (87)ãäå � = (d� 2)=2, K�(x) � �óíêöèÿ Ìàê-Äîíàëüäà.Ïîäñòàíîâêà (87) â (86) ïîêàçûâàåò, ÷òî ãëàâíûéâêëàä îïðåäåëÿåòñÿ ïåðâûì ÷ëåíîì,Sintfu;u0; Rg � (u � u0)�(R+ x) Z �3(x)ddx �� onst � (u � u0)R(1�d)=2e�R; (88)ãäå �x � 1. Ïðè d = 1 êîíñòàíòó ìîæíî âû÷èñëèòü,èñïîëüçóÿ ÿâíûé âèä èíñòàíòîíà �(x) = p2= hx,Sintfu;u0; Rg = 16 (u � u0) e�R: (89)Â ÷åòûðåõìåðíîì ñëó÷àå îñíîâíîé èíòåðåñ ïðåäñòàâ�ëÿåò áåçìàññîâàÿ òåîðèÿ, â êîòîðîé óðàâíåíèå (84)èìååò ðåøåíèå �(x) = 2p2�x2 + �2 (90)ñ ïðîèçâîëüíûì ðàäèóñîì èíñòàíòîíà �. Â ëèíåéíîéêîìáèíàöèè (85) ñëåäóåò äîïóñêàòü ðàçíûå ðàäèóñû� è �1 äëÿ �óíêöèé � è �R. Ïðåíåáðåãàÿ â (88) âå�ëè÷èíîé �x, ïîëó÷èìSintfu;u0; �; �1; Rg = 32�2(u � u0) ��1R2 + �21 ; (91)ãäå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî�� �1 � R; (92)òàê êàê èìåííî òàêèå êîí�èãóðàöèè ïðåäñòàâëÿþòèíòåðåñ äëÿ äàëüíåéøåãî15).15) Âîçìîæíîñòü ïðåíåáðåæåíèÿ ïåðåêðåñòíûìè ÷ëåíàìè â(53) ñâÿçàíà â ýòîì ñëó÷àå íå ñ áîëüøèì ðàññòîÿíèåì ìåæäóèíñòàíòîíàìè, à ñ ðàçëè÷íîé ñòåïåíüþ ëîêàëèçàöèè �� è ��0 .280



ÆÝÒÔ, òîì 126, âûï. 2 (8), 2004 Âûñøèå ïîïðàâêè ê àñèìïòîòèêå Ëèïàòîâà : : :7.2. �åçóëüòàòû äëÿ d < 4Èñõîäÿ èç èçâåñòíîé àñèìïòîòèêè Ëèïàòîâà(�îðìóëà (79) ðàáîòû [18℄) è èñïîëüçóÿ ïðàâèëîñîîòâåòñòâèÿ (30), äëÿ îäíîèíñòàíòîííîãî âêëàäàèìååìZ(1)M (�1x1; : : : ; �MxM ) == i0 (�g)�(M+r)=2 exp (�S0=g)�� Z ddx0 �(x1 � x0) : : : �(xM � x0)�� Z dnu Æ(juj � 1)u�1 : : : u�M ; (93)ãäåS0 = �I44 ; r = n� 1 + d ; Ip = Z ddx�p (x);0 = 1(2�)r=2 �I6 � I4d �d=2 �� I(n�1)=24 ��DR(1)D n�1R �13���1=2 (94)è �(x) åñòü ðåøåíèå (84) ñ m = 1; DR(1) èDR(1=3) � ïåðåíîðìèðîâàííûå äåòåðìèíàíòû, çíà�÷åíèÿ êîòîðûõ ïðèâåäåíû íèæå. Ïî ïðàâèëó êîì�áèíèðîâàíèÿ èíñòàíòîíîâ çàïèøåì âûðàæåíèå äëÿäâóõèíñòàíòîííãî âêëàäà:G(2)M (�1x1; : : : ; �MxM ) = �02(�g)�(M+2r)=2 �� exp��2S0g �H(g)�� Z ddx0 �(x1 � x0) : : : �(xM � x0)�� Z dnu Æ(juj � 1)u�1 : : : u�M ;H(g) = Z dnu0 Æ(ju0j � 1) Z ddx00 ���exp ��Sint(u;u0; x00 � x0)g �� 1� : (95)Ïîñëåäíèé èíòåãðàë (R � x00 � x0),Z ddR�exp��AR(1�d)=2e�Rg �� 1� �� ��dd �ln ����1g �����d ; (96)ñ ëîãàðè�ìè÷åñêîé òî÷íîñòüþ íå çàâèñèò îò A (�d �ïëîùàäü åäèíè÷íîé ñ�åðû â d-ìåðíîì ïðîñòðàí�ñòâå), ïîýòîìó çàâèñèìîñòü îò u0 îòñóòñòâóåò è H(g)

ïîëó÷àåòñÿ èç (96) ïðîñòî óìíîæåíèåì íà �n. Ñëå�äóÿ ñõåìå ðàçä. 6, ïîëó÷èì ðåçóëüòàò äëÿ AK :AK = �0 2�M=22� (I4 ln 2)�r=2 �n�dd �� ��K + r2� (ln 2)�K lndK: (97)Èñïîëüçóÿ ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ [21℄I6 = 71:080; I4 = 23:402;�DR(1) = 135:3; D(1=3) = 1:465 (98à)äëÿ d = 2 èI6 = 659:87; I4 = 75:589;�DR(1) = 10:544; D(1=3) = 1:4571 (98á)äëÿ d = 3, ïîëó÷èì �îðìóëû (9), (10), ïðèâåäåííûåâî Ââåäåíèè. Ïðè d = 1 ðåçóëüòàò ìîæíî ïîëó÷èòüíå ñ ëîãàðè�ìè÷åñêîé, à ñî ñòåïåííîé òî÷íîñòüþ ïî1=K. Èíòåãðàë (96) ïðè u � u0=g > 0 èìååò âèä�1 1Z0 dR�exp��16(u � u0) e�Rg �� 1� == �2�ln 16(u � u0)g + CE� (99)è èíòåãðèðîâàíèå ïî u0 äàåòReH(g + i0) == �2�n�ln 16g + CE +  (1=2)�  (n=2)2 � : (100)Ïåðåõîäÿ ê âûðàæåíèþ äëÿ AK è èñïîëüçóÿ çíà÷å�íèÿ ïàðàìåòðîâ [4℄I4 = 163 ; I6 = 12815 ;DR(1) = �15 ; DR�13� = 13 ; (101)ïîëó÷èì ðåçóëüòàò (8).7.3. ×åòûðåõìåðíûé ñëó÷àéÂ ÷åòûðåõìåðíîì ñëó÷àå âûðàæåíèå äëÿ îäíîèí�ñòàíòîííîãî âêëàäà îòëè÷àåòñÿ îò (93) ââèäó íàëè�÷èÿ ëèøíåé íóëåâîé ìîäû, ñâÿçàííîé ñ âîçìîæíî�ñòüþ èçìåíåíèÿ ðàäèóñà � èíñòàíòîíà. Îíî ïîëó÷à�åòñÿ èç �îðìóëû (113) ðàáîòû [19℄ ñ èñïîëüçîâàíèåìïðàâèëà ñîîòâåòñòâèÿ (30):281



Ä. À. Ëîáàñêèí, È. Ì. Ñóñëîâ ÆÝÒÔ, òîì 126, âûï. 2 (8), 2004Z(1)M (�1x1; : : : ; �MxM ) == i0 (�g)�(M+r)=2 exp(�S0=g)�� Z d4x0 Z d��M+5 exp(� ln��)�� ��x1 � x0� � : : : � �xM � x0� ��� Z dnu Æ(juj � 1)u�1 : : : u�M ; (102)ãäå �(x) � èíñòàíòîííîå ðåøåíèå (90) ñ � = 1, � �èìïóëüñ íîðìèðîâêè çàðÿäà16),0 = 1(2�)r=2 �I64 �2 J1=2I(n�1)=24 �� ��DR(1)Dn�1R �13���1=2 �� exp ��34r + � ��12 ln 3 + CE � 16�� ;r = n+ 4; � = (n+ 8)=3;J = Z d4x 3�2(x) [��(x)=��℄2�=1 (103)
è âûðàæåíèÿ äëÿ S0 è Ip òå æå, ÷òî â (94). Äâóõèí�ñòàíòîííûé âêëàä èìååò âèäG(2)M (�1x1; : : : ; �MxM ) == �02(�g)�(M+2r)=2 exp��2S0g ���Z dnu Æ(juj � 1)u�1 : : : u�M Z d��M+5 exp(� ln��)�� Z d4x0��x1 � x0� � : : : � �xM � x0� ��� Z dnu0 Æ(ju0j � 1) Z d�1�51 exp(� ln��1) Z d4x00���exp��Sint(u;u0; �; �1; x00 � x0)g �� 1� : (104)Ñ èñïîëüçîâàíèåì ñîîòíîøåíèÿ17)1Z0 d�1�51 exp(� ln��1) Z d4RÆ�z � ��1R2 + �21� == �2 exp(� ln��)(� � 1)(� � 2)z1+� (105)16) Äëÿ ïåðåõîäà îò çàòðàâî÷íîãî ê ïåðåíîðìèðîâàííî�ìó çàðÿäó â �îðìóëàõ ðàáîòû [19℄ íóæíî ïðîâåñòè çàìåíóln ��� ln 2 + CE + 1=3! ln�� � (1=2) ln 3 + CE � 1=6.17) Ïðè âûâîäå �îðìóëû (105) âûÿñíÿåòñÿ, ÷òî îñíîâíîéâêëàä â èíòåãðàë âîçíèêàåò îò îáëàñòè �1 � R. Â äàëüíåé�øåì �1 è R âåëèêè â ìåðó ïàðàìåòðà 1=g, òîãäà êàê âåëè÷èíà� îêàçûâàåòñÿ ïîðÿäêà îáðàòíîãî âíåøíåãî èìïóëüñà. Ýòî èîïðàâäûâàåò óñëîâèå (92).

èíòåãðàëû ïî �1 è x00 â (104) ïðåîáðàçóþòñÿ ê âèäó�2 exp(� ln��)(� � 1)(� � 2) �� 1Z0 dzz1+� exp��32�2(u � u0)g z� (106)è âîçíèêàåò èíòåãðàë òèïà (73). Ñëåäóÿ ñõåìåðàçä. 6, äëÿ àñèìïòîòèêè AK ïîëó÷èìAK = 0 2�M=2(I4 ln 2)r=2 �4 �64�2KI4 ln 2 �� �� �n��n2���1 + �2 �p���n+ �2 � �(��)(1 + os��)(� � 1)(� � 2) ��Q��K + r2� (ln 2)�K ; (107)ãäå âåëè÷èíàQ = Z d��M+5 exp(2� ln��)�� Z ddx0��x1 � x0� � : : : ��xM � x0� ��� �Z d��M+5 exp(� ln��) �� Z ddx0��x1 � x0� � : : : � �xM � x0� ���1 (108)ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò âíåøíèõ êîîðäèíàòx1; : : : ; xM . Âûðàæåíèå äëÿ íåå íåñêîëüêî óïðî�ùàåòñÿ, åñëè ïåðåéòè â èìïóëüñíîå ïðåäñòàâëåíèåè âûáðàòü çíà÷åíèÿ âíåøíèõ èìïóëüñîâ pi ïî�ðÿäêà p, îöåíèâàÿ èõ â ñèììåòðè÷íîé òî÷êå(pi � pj = p2(4Æij � 1)=3),Q = 1R0 dy y2M�5+2�KM1 (y)1R0 dy y2M�5+�KM1 (y) exp�� ln�p � ; (109)ãäå K1(y) � �óíêöèÿ Ìàê-Äîíàëüäà. Ïîäñòàíîâêà÷èñëåííûõ çíà÷åíèéI4 = 323 �2; I6 = 1285 �2; J = 3215�2;DR(1) = �578; DR(1=3) = 0:872 (110)äàåòAK = 2�M=220:2 0:842n �(��)(1 + os��)(n+ 2)(n+ 5) �� ��1 + �2 ���n+ �2 � Q��K + r2 + �� (ln 2)�K (111)è ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû, ïðèâåäåííûå âî Ââåäåíèè.282



ÆÝÒÔ, òîì 126, âûï. 2 (8), 2004 Âûñøèå ïîïðàâêè ê àñèìïòîòèêå Ëèïàòîâà : : :8. ÍÅÑÈÌÌÅÒ�È×ÍÛÉ ÈÍÑÒÀÍÒÎÍÂ ýòîì ðàçäåëå ðàññìîòðèì ñèòóàöèþ, êîãäà âòî�ðîé èíñòàíòîí õîðîøî ëîêàëèçîâàí â ïðîñòðàíñòâå,íî íå îáëàäàåò ñïåöèàëüíîé ñèììåòðèåé. Ââèäó îò�ñóòñòâèÿ ìÿãêèõ ìîä ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ñõå�ìîé ðàçä. 4, ñîãëàñíî êîòîðîé äîñòàòî÷íî âû÷èñëèòüâêëàä íåñèììåòðè÷íîãî èíñòàíòîíà â ëèïàòîâñêèéèíòåãðàë (18). Ïîëàãàÿ, êàê è â ðàçä. 7,'�(x) = (�g)�1=2��(x); ��(x) = u��(x); (112)ðàçîáüåì �ëóêòóàöèè íà ïðîäîëüíûå è ïîïåðå÷íûå:Æ'�(x) = Æ'L(x)u� + Æ'T� (x);X� Æ'T�(x)u� = 0: (113)Òîãäà àíàëîãè÷íî (20) èìååìZN = e�N (�g)�M=2g�N 1Z�1 dt2� �� Z D'L Z D'T� u�1 : : : u�M �(x1) : : : �(xM )�� exp(Nt22 � 12 �Æ'L; M̂LÆ'L��� 12 n�1X�=1�Æ'T� ; M̂T Æ'T��) ; (114)ãäå M̂L = p̂2 +m2 � 3�2(x);M̂T = p̂2 +m2 � �2(x): (115)Èíòåãðàëû ïî ïðîäîëüíûì è ïîïåðå÷íûì �ëóêòóà�öèÿì �àêòîðèçóþòñÿ, è âûäåëåíèå íóëåâûõ ìîä äëÿîïåðàòîðîâ M̂L è M̂T ìîæíî ïðîâîäèòü íåçàâèñè�ìî. Äåëàÿ îðòîãîíàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïåðåìåí�íûõ Æ', äèàãîíàëèçóþùåå M̂L è M̂T , ïðîâåäåì ðàç�áèåíèå ïî ñõåìåÆ' = Æ'0 + Æ ~'; D' = D(Æ'0)D(Æ ~') (116)äëÿ Æ'L è Æ'T� , ãäå òèëüäîé è øòðèõîì îòìå÷åíûïîäïðîñòðàíñòâî íóëåâûõ ìîä è ïîäïðîñòðàíñòâî,îðòîãîíàëüíîå åìó. Ïðîâîäÿ ãàóññîâî èíòåãðèðîâà�íèå ïî íåíóëåâûì ìîäàì, èìååì

ZN = (�Sf�g)�(M+r)=2(2�)1+r=2 �� Sf�g�N��N + M + r2 �s�D0D0L �D0D0T �n�1 �� Z D(Æ ~�L)�(x1) : : : �(xM )�� Z D(Æ ~�T� )u�1 : : : u�M ; (117)ãäå D0 = detS00f0g, D0L = det[M̂L℄P 0 , D0T == det[M̂T ℄P 0 .Êàê èçâåñòíî, ñóùåñòâîâàíèå íóëåâûõ ìîä ñâÿ�çàíî ñ ñèììåòðèåé äåéñòâèÿ, Sf�g = SfL̂�g, îòíîñè�òåëüíî íåêîòîðîé íåïðåðûâíîé ãðóïïû ïðåîáðàçîâà�íèé, îïðåäåëÿåìûõ îïåðàòîðîì L̂; òîãäà åñëè � �èíñòàíòîí (ò. å. ðåøåíèå óðàâíåíèÿ S0f�g = 0), òîè L̂� � òîæå èíñòàíòîí (S0fL̂�g = 0). Âîñïîëüçî�âàâøèñü èí�èíèòåçèìàëüíîé �îðìîé îïåðàòîðà L̂,áëèçêîãî ê åäèíè÷íîìó, L̂� = 1 + �T̂ , ëåãêî çàêëþ�÷èòü, ÷òî T̂� åñòü íóëåâàÿ ìîäà îïåðàòîðà S00f�g,êîòîðàÿ, òàêèì îáðàçîì, ñâÿçàíà ñ ãåíåðàòîðîì ãðóï�ïû T̂ . Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ñóùåñòâåííû ñëå�äóþùèå ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé:à) âðàùåíèÿ â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå,L̂T��(x) = g����(x); (118)ãäå g�� � ýëåìåíòû îðòîãîíàëüíîé ìàòðèöû;á) òðàíñëÿöèèL̂t(x0)�(x) = �(x+ x0) ; (119)â) äèëàòàöèÿ ïðè d = 4, ñâÿçàííàÿ ñ ìàñøòàá�íîé èíâàðèàíòíîñòüþ áåçìàññîâîé ÷åòûðåõìåðíîéòåîðèè, L̂�(ln �)�(x) = ��(�x) ; (120)ã) ïîâîðîòû â êîîðäèíàòíîì ïðîñòðàíñòâå,L̂rf�sg�(x) = �(ĝx); (121)ãäå ĝ = ĝf�sg � îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, çàäàííàÿóãëàìè ïîâîðîòà �s.Ïðåîáðàçîâàíèå (118) ñâîäèòñÿ ê ïîâîðîòó åäè�íè÷íîãî âåêòîðà u â (112) è ïîðîæäàåò íóëåâóþ ìî�äó hT (x) = �(x) (122)îïåðàòîðà M̂T , êîòîðàÿ â âûðàæåíèè (114) îêàçû�âàåòñÿ (n � 1)-êðàòíî âûðîæäåííîé. Åå âûäåëåíèåïðîâîäèòñÿ îáû÷íûì îáðàçîì [24℄ è ñîîòâåòñòâóåòñëåäóþùåé çàìåíå â �îðìóëå (117)Z D(Æ ~�T )u�1 : : : u�M !! I(n�1)=22 Z dnuÆ(juj � 1)u�1 : : : u�M ; (123)283



Ä. À. Ëîáàñêèí, È. Ì. Ñóñëîâ ÆÝÒÔ, òîì 126, âûï. 2 (8), 2004ãäå èíòåãðàëû Ip îïðåäåëåíû â (94). Èí�èíèòåçè�ìàëüíûå �îðìû îïåðàòîðîâ Lt, L� , Lr èìåþò âèäL̂t(Æx0) = 1 +Xi Æx0;i ��xi � 1 +Xi Æx0;iT̂ ti ;L̂�(") = 1 + " 1 +Xi xi ��xi! � 1 + "T̂ � ;L̂r(Æ�s) = 1 +Xs Æ�sT̂ rs ;T̂ rs � T̂ r(ij) = xi ��xj � xj ��xi ; (124)
ãäå êàæäûé èç îïåðàòîðîâ T̂ rs ñîîòâåòñòâóåò âðàùå�íèþ â îäíîé èç d(d � 1)=2 ïëîñêîñòåé (xi; xj), à èí�äåêñ s íóìåðóåò ýòè ïëîñêîñòè. Ñîîòâåòñòâåííî èìå�þòñÿ íóëåâûå ìîäû, ïðèíàäëåæàùèå îïåðàòîðó M̂L:hti(x) = ��(x)�xi ;h�(x) = �(x) +Xi xi ��(x)�xi ;hrs(x) � hr(ij)(x) = xi ��(x)�xj � xj ��(x)�xi : (125)
Íàëè÷èå ïîâîðîòíûõ ìîä hrs(x) ñïåöè�è÷íî äëÿ ñ�å�ðè÷åñêè-íåñèììåòðè÷íîãî èíñòàíòîíà, è ðàíåå îíèíå ðàññìàòðèâàëèñü. Íåòðèâèàëüíûå ìîìåíòû ñâÿ�çàíû ñ íåàáåëåâîñòüþ ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé è ñíåîðòîãîíàëüíîñòüþ áàçèñà, ïîñòðîåííîãî èç âåêòî�ðîâ (125).Ïîëíàÿ ãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé îïðåäåëÿåòñÿîïåðàòîðîìL̂f�s; ln �; x0g = L̂rf�sgL̂�fln �gL̂tfx0g; (126)òàê ÷òî L̂f(x) = �f(ĝ�(x+ x0)): (127)Åãî èí�èíèòåçèìàëüíàÿ �îðìàL̂(Æ�i) = 1 +Xi Æ�iT̂i (128)âêëþ÷àåò â ñåáÿ â êà÷åñòâå T̂i âñå ãåíåðàòîðû T̂ ti , T̂ � ,T̂ rs , ââåäåííûå â (124), à �i ïåðå÷èñëÿåò ïåðåìåííûåx0;i, ln �, �s.Ñëåäóÿ ñõåìå ðàçä. 2, ââåäåì ïîä èíòåãðàë (114)ðàçëîæåíèå åäèíèöû (rL � ÷èñëî íóëåâûõ ìîä îïå�ðàòîðà M̂L):

1 = rLYi=1 Z d�i Æ �i � R ddx�4(x)f (i)(x)R ddx�4(x) ! == (I4)rL rLYi=1 Z d�i Æ��i Z ddx 4�3(x)Æ�(x)�� Z ddx 4�3(x)Æ�(x)f (i)(x)� ; (129)ãäå ìû íåñêîëüêî êîíêðåòèçèðîâàëè âèä �óíêöèîíà�ëîâ fif�g â (21)18), ââåäÿ �óíêöèè êîîðäèíàò f (i)(x),ïðîâåëè ðàçëîæåíèå âáëèçè ïåðåâàëüíîé êîí�èãóðà�öèè è âûáðàëè èíñòàíòîí èç óñëîâèÿ�i = R ddx�4(x)f (i)(x)R ddx�4(x) : (130)×òîáû âûÿâèòü ïðîèçâîë â âûáîðå èíñòàíòîíà, ïðåä�ñòàâèì �(x) êàê ðåçóëüòàò âîçäåéñòâèÿ îïåðàòîðàL̂�1 íà íåêîòîðóþ �èêñèðîâàííóþ �óíêöèþ ��(x),�(x) = L̂�1 ��(x) = 1� �� � ĝ�1x� � x0� : (131)Òîãäà�i = Z ddx ��4(x)��1L̂f�s; ln �; x0gf(x)Z ddx ��4(x) �� F (i)f�s; ln �; x0g: (132)�àçëîæèâ Æ�(x) ïî îðòîíîðìèðîâàííûì ñîáñòâåí�íûì �óíêöèÿì ej(x) îïåðàòîðà M̂L, èìååìÆ�(x) = rLXj=1 Cjej(x) + : : : = rLXj=1Bjhj(x) + : : : ; (133)ãäå ìû âûäåëèëè ÷ëåíû, ñîîòâåòñòâóþùèå ïîäïðî�ñòðàíñòâó íóëåâûõ ìîä, è ïåðåðàçëîæèëè èõ ïî�óíêöèÿì (125). Èíòåãðèðîâàíèå D(Æ ~�L) â (117)åñòü �àêòè÷åñêè èíòåãðèðîâàíèå ïî êîý��èöèåí�òàì Cj :Z D(Æ ~�L)! Z rLYj=1 dCj = Z (det�)1=2 rLYj=1 dBj ; (134)ãäå � � ìàòðèöà �ðàììà, ïîñòðîåííàÿ íà âåêòîðàõ(125). Ïîäñòàâëÿÿ (133) â (129) è ó÷èòûâàÿ, ÷òîZ ddx 4�3(x)hj(x) = 0 (135)18) Ôàêòè÷åñêè ðåçóëüòàòû íå çàâèñÿò îò ýòîãî âûáîðà, ÷òîïðîÿâëÿåòñÿ â âûïàäåíèè �óíêöèé f(i)(x) èç îêîí÷àòåëüíîé�îðìóëû (141).284



ÆÝÒÔ, òîì 126, âûï. 2 (8), 2004 Âûñøèå ïîïðàâêè ê àñèìïòîòèêå Ëèïàòîâà : : :äëÿ âñåõ íóëåâûõ ìîä hj(x), èìååì1 = (I4)rLYi Z d�i ��Æ0��Xj BjZ ddx 4�3(x)f (i)(x)hj(x)+ : : :1A : (136)Äàëåå ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òîZ ddx 4�3(x)hj(x)f (i)(x) == � Z ddx�4(x)T̂jf (i)(x) (137)äëÿ òðàíñëÿöèé è ïîâîðîòîâ, òîãäà êàê äëÿ äè�ëàòàöèé ñïðàâåäëèâà àíàëîãè÷íàÿ �îðìóëà ñT̂j ! T̂j � 1. Ñäåëàåì â (132) âàðèàöèþ ïåðåìåííûõ�s ! �s + Æ�s, ln �! ln �+ ", x0 ! x0 + Æx0 è ó÷òåìãðóïïîâîå ñîîòíîøåíèåL̂ f�s + Æ�s; ln �+ "; x0 + Æx0g == L̂ fÆ�0s; "0; Æx00g L̂ f�s; ln �; x0g ; (138)ãäå øòðèõîâàííûå è íåøòðèõîâàííûå ïðèðàùåíèÿíå ñîâïàäàþò (èç-çà íåàáåëåâîñòè ãðóïïû), à ñâÿçà�íû ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì. Íåòðóäíî ïîêàçàòü,÷òî "0 = ", Æx00 = ĝ�Æx0, à ñâÿçü Æ�0s ñ Æ�s îïðåäåëÿ�åòñÿ ñîîòíîøåíèåì [25℄ĝf�s + Æ�sg = ĝfÆ�0sgĝf�sg èëèÆ�s =Xs0 Jss0f�sgÆ�0s0 : (139)Âîñïîëüçîâàâøèñü èí�èíòåçèìàëüíîé �îðìîé îïå�ðàòîðà L̂fÆ�0s; "0; Æx00g, ïîëó÷èì èç (132)Z ddx�4(x)T̂ tj f (i)(x)Z ddx�4(x) = 1� Xl gjl �F (i)�x0;l ;Z ddx�4(x)(T̂ � � 1)f (i)(x)Z ddx�4(x) = �F (i)� ln � ; (140)Z ddx�4(x)T̂ rs f (i)(x)Z ddx�4(x) =Xs0 Js0sf�sg�F (i)��s0 :Ïîäñòàâëÿÿ (137) è (140) â (136) è âñòàâëÿÿ ïîëó÷åí�íîå ðàçëîæåíèå åäèíèöû â (134), ïîëó÷èì

Z Yj dCj = Z Yi d�i �d (det �)1=2det �F (i)=��j det Jf�sg == Z Yj d�j �d (det �)1=2det Jf�sg == Z �d (det �)1=2det Jf�sg ddx0 d ln �Ys d�s == Z �d (det �)1=2ddx0 d ln � d�g ; (141)ãäå ó÷òåíî, ÷òî âåëè÷èíà Qs d�s=det Jf�sg ÿâëÿåòñÿîïðåäåëåíèåì èíâàðèàíòíîé ìåðû èíòåãðèðîâàíèÿd�g ïî ãðóïïå âðàùåíèé [25℄. Èñïîëüçóÿ (131) è äå�ëàÿ çàìåíó x0;i ! x0;i=�, ïîëó÷èì èñêîìîå ïðàâèëîïåðåõîäà ê êîëëåêòèâíûì ïåðåìåííûìZ D(Æ ~�L)�(x1) : : : �(xM )!! Z (det �)1=2 ddx0 d ln � d�g ��M ����� ĝ�1(x1 � x0)� � : : : ��� ĝ�1(xM � x0)� � ; (142)ñïðàâåäëèâîå ïðè d = 4; ðåçóëüòàò äëÿ d < 4 ïîëó�÷àåòñÿ, åñëè ïîëîæèòü � = 1 è óñòðàíèòü èíòåãðèðî�âàíèå ïî ln �. Âûðàæåíèå äëÿ èíâàðèàíòíîé ìåðûd�g çàâèñèò îò ñïîñîáà ïàðàìåòðèçàöèè ìàòðèöû ĝè ïðè èñïîëüçîâàíèè ýéëåðîâûõ óãëîâ �kl èìååò âèäd�g = d�1Yk=1 kYl=1 sinl�1 �kl d�kl ; 0 � �k1 < 2�;0 � �kl < � (l 6= 1): (143)Ïðè ââåäåíèè ýéëåðîâûõ óãëîâ â d-ìåðíîì ïðîñòðàí�ñòâå ìàòðèöà ïîâîðîòà ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå [26℄ĝ = ĝ(d�1) : : : ĝ(2)ĝ(1); ĝ(k) = ĝ1(�k1 )ĝ2(�k2 ) : : : ĝk(�kk);ãäå ĝi(�) � ĝi+1;i(�), ĝij(�) � ìàòðèöà ïîâîðîòà íàóãîë � â ïëîñêîñòè (xi; xj). Çàìåíà (131) äåëàåòñÿòàêæå â ìàòðèöå �ðàììà, â ðåçóëüòàòå ÷åãî îíàîêàçûâàåòñÿ çàâèñÿùåé îò êîëëåêòèâíûõ ïåðåìåí�íûõ. Ôàêòè÷åñêè çàâèñèìîñòü îò � �àêòîðèçóåòñÿ,(det �)1=2 = ��4(det �)1=2 (ïðè d = 4), à çàâèñèìîñòüîò x0 èñêëþ÷àåòñÿ ââèäó âîçìîæíîñòè ïåðåõîäà êëèíåéíûì êîìáèíàöèÿì ñòðîê è ñòîëáöîâ ïîä çíà�êîì äåòåðìèíàíòà; ïî-âèäèìîìó, îòñóòñòâóåò è çà�âèñèìîñòü îò óãëîâ ïîâîðîòà19).19) Ïðè çàìåíå y = ĝx ãåíåðàòîðû Ti ïðåîáðàçóþòñÿ äðóã÷åðåç äðóãà. Ïðè d = 2 è d = 3 äåòåðìèíàíò ïðåîáðàçî�âàíèÿ ðàâåí åäèíèöå è çàâèñèìîñòü det � îò ĝ îòñóòñòâóåò;ïî-âèäèìîìó, ýòî âåðíî è â îáùåì ñëó÷àå.285
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