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ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÑËÀÁÎÊÎËËÀÏÑÈ�ÓÞÙÈÕ �ÅØÅÍÈÉÍÅËÈÍÅÉÍÎ�Î Ó�ÀÂÍÅÍÈß Ø�ÅÄÈÍ�Å�ÀÞ. Í. Îâ÷èííèêîâ *Max-Plank Institute for Physis of Complex SystemsDresden, D-01187 GermanyÈíñòèòóò òåîðåòè÷åñêîé �èçèêè èì. Ë. Ä. Ëàíäàó �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê117940, Ìîñêâà, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 6 ñåíòÿáðÿ 2002 ã.Ïîêàçàíî, ÷òî îäíî èç óñëîâèé îáðàçîâàíèÿ ñëàáîêîëëàïñèðóþùåãî ðåøåíèÿ ñ íóëåâîé ýíåðãèåé ïîðîæ-äàåò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî �óíêöèîíàëîâ IN , òîæäåñòâåííî ðàâíûõ íóëþ íà ðåãóëÿðíûõ ðåøåíèÿõ ñîîòâåò-ñòâóþùåãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ. Íà ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ fA;C1g ñóùåñòâóþò êàê ìèíèìóìäâå îñîáûõ ëèíèè. Âäîëü îäíîé èç íèõ (A=C1 = 1=6) ðàñïîëîæåíû ñëàáîêîëëàïñèðóþùèå ðåøåíèÿ ñ íóëå-âîé ýíåðãèåé. Ïðåäïîëîæåíî, ÷òî âäîëü âòîðîé ëèíèè (A=C1 = �) òàêæå ðàñïîëîæåíî ñåìåéñòâî ñëàáî-êîëëàïñèðóþùèõ ðåøåíèé ñ íóëåâîé ýíåðãèåé. Â îáëàñòè áîëüøèõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ fC1; � = A=C1gñóùåñòâóåò îáëàñòü ïðîìåæóòî÷íîé àñèìïòîòèêè, â êîòîðîé àìïëèòóäà îñöèëëÿöèé �óíêöèè U ðàñòåò âøèðîêîé îáëàñòè ïî êîîðäèíàòå �.PACS: 03.65.Ge, 02.30.Jr1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÍåëèíåéíîå óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà âîçíèêàåòïðè èññëåäîâàíèè �èçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ â ðàçëè÷�íûõ îáëàñòÿõ �èçèêè [1; 2℄. Â d-ìåðíîì ïðîñòðàí�ñòâå ýòî óðàâíåíèå ìîæíî çàïèñàòü â âèäåi� �t +� + j j2� = 0; (1)ãäå  � ñêàëÿðíàÿ �óíêöèÿ êîîðäèíàò, � � îïåðà�òîð Ëàïëàñà, � � ÷èñëåííûé ïàðàìåòð, õàðàêòåðèçó�þùèé òèï íåëèíåéíîñòè. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ�d � 2 óðàâíåíèå (1) îáëàäàåò ðåøåíèÿìè, èìåþ�ùèìè îñîáåííîñòü íà êîíå÷íîì èíòåðâàëå âðåìåíè.Èìååòñÿ íåñêîëüêî òèïîâ òàêèõ ðåøåíèé [1�5℄. Çäåñüìû ïðîäîëæèì èññëåäîâàíèå ñëàáîêîëëàïñèðóþùèõðåøåíèé â �èçè÷åñêè íàèáîëåå èíòåðåñíîì ñëó÷àåd = 3, � = 1. Ñëàáîêîëëàïñèðóþùèå ðåøåíèÿ îá�ðàçóþò òðåõïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî fA;C;C1g.Îäèí èç ïàðàìåòðîâ (C) ñâÿçàí ñ ìàñøòàáíûì ïðå�îáðàçîâàíèåì óðàâíåíèÿ (1) [6℄. Â ðàáîòàõ [6; 7℄ áûëîïîêàçàíî, ÷òî íà ïëîñêîñòè (A;C1) ñóùåñòâóåò áåñ�*E-mail: ov�itp.a.ru

êîíå÷íîå äèñêðåòíîå ìíîæåñòâî òî÷åê, ñîîòâåòñòâó�þùèõ ðåøåíèÿì ñ íóëåâîé ýíåðãèåé. Ýòè òî÷êè ðàñ�ïîëîæåíû âäîëü ïðÿìîé (A=C1 = 1=6), íàéäåííîé âðàáîòàõ [6; 7℄.�åøåíèÿ ñ íóëåâîé ýíåðãèåé âîçíèêàþò ïðè âû�ïîëíåíèè äâóõ óðàâíåíèé, ïîëó÷åííûõ íèæå. Â îá�ëàñòè C1 � 1 îäíî èç ýòèõ óðàâíåíèé äîïóñêàåòàñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå ïî ïàðàìåòðó C�11 , ïî�ðîæäàÿ ñåìåéñòâî �óíêöèîíàëîâ IN . Êàæäûé èç�óíêöèîíàëîâ IN ðàâåí íóëþ íà âñåõ ðåãóëÿðíûõ âíóëå ðåøåíèÿõ äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, âîç�íèêàþùåãî ïðè îïðåäåëåíèè �óíêöèîíàëà IN . Ìûâûïèøåì â ÿâíîì âèäå äâà èç íèõ. Ïîêàçàíî òàê�æå, ÷òî ïðè C1 � 1 ñóùåñòâóåò îáëàñòü ïðîìåæó�òî÷íîé àñèìïòîòèêè ñ ðåøåíèÿìè, èìåþùèìè ãëóáî�êèé ìèíèìóì â âåëè÷èíå ïëîòíîñòè ¾÷àñòèö¿. ×èñ�ëî ÷àñòèö â òî÷íîì ñëàáîêîëëàïñèðóþùåì ðåøåíèèâñåãäà áåñêîíå÷íî, ÷òî äåëàåò íåîáõîäèìûì ïðîèç�âîäèòü îáðåçêó ðåøåíèÿ íà êîíå÷íîì ðàññòîÿíèè. Âýòîé ñâÿçè ðåøåíèÿ, èìåþùèå ãëóáîêèé ìèíèìóì âïëîòíîñòè ÷èñëà ÷àñòèö, ÿâëÿþòñÿ ïåðñïåêòèâíûìèè èõ ïîÿâëåíèÿ ñëåäóåò îæèäàòü â ÷èñëåííûõ ðàñ÷å�òàõ è ðåàëüíîì ýêñïåðèìåíòå [3℄.1106



ÆÝÒÔ, òîì 123, âûï. 5, 2003 Ñâîéñòâà ñëàáîêîëëàïñèðóþùèõ ðåøåíèé : : :2. ÑËÀÁÎÊÎËËÀÏÑÈ�ÓÞÙÈÅ �ÅØÅÍÈßÓðàâíåíèå (1) èìååò ñëàáîêîëëàïñèðóþùèå ðå�øåíèÿ âèäà  = ��'(��) exp(i�(�; t)); (2)ãäå � = �(t), � = jrj.Çàêîíû ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè è ÷èñëà ÷àñòèö ïðè�âîäÿò ê ñëåäóþùèì óðàâíåíèÿì äëÿ �àçû � è ïàðà�ìåòðîâ �; � [3℄:�� = 1; �(�; t) = �0(t) + ~�(��); (3)� = Cpt0 � t ; �0(t) = �C12 ln(t0 � t);ãäå C;C1 � êîíñòàíòû. Â ðàáîòàõ [3; 8℄ áûëî ïîêà�çàíî, ÷òî îáå �óíêöèè '; ~� âûðàæàþòñÿ ÷åðåç îäíó�óíêöèþ Z:' = pZ 0y(d�1)=2 ; ~�0 = �yZ 0 + (2=� � d)Z4C2Z 0 ; (4)ãäå �óíêöèÿ Z óäîâëåòâîðÿåò äè��åðåíöèàëüíîìóóðàâíåíèþ òðåòüåãî ïîðÿäêàZ 000 � (Z 00)22Z 0 � (d� 1)(d� 3)2y2 Z 0 �� 1C2 "C1Z 0 � y(yZ 0 + (2=� � d)Z)4C2 #�� (yZ 0 + (2=� � d)Z)28C4Z 0 ++ 2(Z 0)�+1y(d�1)� = 0: (5)Â ðàññìàòðèâàåìîì íàìè ñëó÷àå f� = 1; d = 3góðàâíåíèå (5) ïðèíèìàåò âèäZ 000 � (Z 00)22Z 0 + 2(Z 0)2y2 � C1C2Z 0 ++ 18C4�y2Z 0 � Z2Z 0 � = 0: (6)Ïàðàìåòð C ñâÿçàí ñ ìàñøòàáíîé èíâàðèàíòíî�ñòüþ óðàâíåíèÿ (6) è â äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòüåãî ðàâíûì åäèíèöå: C = 1. Ñóùåñòâóåò îäíîïà�ðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (6),óäîâëåòâîðÿþùåå �èçè÷åñêèì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿìâ íóëå: Z = Ay3 +Ay5�C110 � 3A5 �+ : : : (7)

Â àñèìïòîòè÷åñêîé îáëàñòè y ! 1 îáùåå ðåøå�íèå óðàâíåíèÿ (6) åñòü [7; 9℄Z = By + B1y �1 + 16C19y2 + : : :�� 4y2 (1 + : : : )���d1 os�y24 �2C1 ln y�+d2 sin�y24 �2C1 ln y��: (8)Â �îðìóëå (8) êîý��èöèåíò B1 ñâÿçàí  êîý���èöèåíòàìè fB; d1;2g ïðîñòûì ñîîòíîøåíèåì [7℄B1 = �2BC1 � d21 + d22B : (9)Ïàðàìåòðû d1;2 ÿâëÿþòñÿ �óíêöèÿìè âåëè÷èífA;C1g. Ñëàáîêîëëàïñèðóþùåå ðåøåíèå èìååò íó�ëåâóþ ýíåðãèþ, åñëè îáà êîý��èöèåíòà d1;2 ðàâíûíóëþ: d1 = d2 = 0: (10)3. ÑËÀÁÎÊÎËËÀÏÑÈ�ÓÞÙÈÅ �ÅØÅÍÈßÑ ÍÓËÅÂÎÉ ÝÍÅ��ÈÅÉÂ ðàáîòàõ [6,7℄ áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðè áîëüøèõçíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà C1 � 1 íà ïëîñêîñòè fA;C1gñóùåñòâóþò ëèíèè, âäîëü êîòîðûõ àìïëèòóäû îñ�öèëëÿöèîííûõ ÷ëåíîâ ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëû ïî ïà�ðàìåòðó C1. Íà ýòèõ æå ëèíèÿõ ðàñïîëîæåíû òî÷êè,ñîîòâåòñòâóþùèå ñëàáîêîëëàïñèðóþùèì ðåøåíèÿìñ íóëåâîé ýíåðãèåé. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ �óíêöèîíàëà I(ñì. íèæå) âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì, ïðèìåíåííûì âðàáîòå [7℄. Óìíîæèì îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ (5) íà Z 0è ïðîäè��åðåíöèðóåì ïî y. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èìóðàâíåíèåZ 0000 � 2C1Z 00 + y4(Z 0 + yZ 00)� 14Z == 4y3 (Z 0)2 � 6y2Z 0Z 00: (11)Ëèíåàðèçîâàííîå óðàâíåíèå (11),Z 0000 � 2C1Z 00 + y4(Z 0 + yZ 00)� 14Z = 0; (12)èìååò ÷åòûðå ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèÿ Z1�4.Îäíî èç íèõ (Z1) ðàâíîZ1 = y: (13)Â ãëàâíîì ïðèáëèæåíèè ïî ïàðàìåòðó C�11 ðå�øåíèÿ Z2�4 ïðèâåäåíû â ðàáîòå [7℄ âî âñåé îáëàñòèy > 0. Íàì ïîíàäîáÿòñÿ òàêæå è ñëåäóþùèå ÷ëå�íû ïî ïàðàìåòðó C�11 â ýòèõ ðåøåíèÿõ. Îïðåäåëèì�óíêöèè PK4 [7℄:1107 15*



Þ. Í. Îâ÷èííèêîâ ÆÝÒÔ, òîì 123, âûï. 5, 2003P14 = �det0B� Z2 Z3 Z4Z 02 Z 03 Z 04Z 002 Z 003 Z 004 1CA ;P24 = det0B� y Z3 Z41 Z 03 Z 040 Z 003 Z 004 1CA ;P34 = �det0B� y Z2 Z41 Z 02 Z 040 Z 002 Z 004 1CA ;P44 = det0B� y Z2 Z31 Z 02 Z 030 Z 002 Z 003 1CA :
(14)

Âðîíñêèàí W íå çàâèñèò îò y è ðàâåíW = �det0B� Z2 Z3 Z4Z 002 Z 003 Z 004Z 0002 Z 0003 Z 0004 1CAy=0 : (15)Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (11), óäîâëåòâîðÿþ�ùåå ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì â íóëå, ìîæíî çàïèñàòüñ ïîìîùüþ �óíêöèé PK4 â âèäåZ = A1(Z4 � Z3 � y) +D1y +D2Z2 ++D3Z3 +D4Z4; (16)ãäå �óíêöèè DK âûðàæàþòñÿ â òåðìèíàõ èíòåãðà�ëîâ îò ïðîèçâîäíûõ îò Z:DK = 1W yZ0 dy1 PK4�4(Z 0)2y31 � 6Z 0Z 00y21 � : (17)Êîý��èöèåíòû A1;  � êîíñòàíòû, âåëè÷èíà  îïðå�äåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì = ��y (Z4 � Z3)y=0: (18)Ôîðìóëû (14)�(18) ÿâëÿþòñÿ òî÷íûìè è ìîãóòáûòü èñïîëüçîâàíû â ëþáîì ïîðÿäêå ïî ïàðàìåòðóC�11 . Ñëàáîêîëëàïñèðóþùåå ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ ðåøå�íèåì ñ íóëåâîé ýíåðãèåé, åñëè âûïîëíåíû äâà óñëî�âèÿ: A1 +D4(1) = 0; D2(1) = 0: (19)Îñîáûé èíòåðåñ äëÿ íàñ ïðåäñòàâëÿåò ïåðâîåóðàâíåíèå (19), ïîñêîëüêó, êàê áóäåò ïîêàçàíî íè�æå, ñóùåñòâåííûå çíà÷åíèÿ y1 â âûðàæåíèè (17) äëÿ�óíêöèè D4(1) ìàëû (ïîðÿäêà C�1=21 ).

Â îáëàñòè ìàëûõ çíà÷åíèé y (y � C�1=21 ) íàõî�äèì èç óðàâíåíèÿ (12) çíà÷åíèÿ �óíêöèé Z2; Z3; Z4:Z2 = 1� y216C1 + : : : ; (20)Z3 = 18C1 exp(�p2C1y)�� �1 + 5y8(2C1)3=2 + y28C1 + y324p2C1 + : : : �;Z4 = 18C1 exp(p2C1y)�� �1� 5y8(2C1)3=2 + y28C1 � y324p2C1 + : : : �:Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèÿ (20) â �îðìóëû (14),(15), ïîëó÷èì çíà÷åíèå âðîíñêèàíà W è �óíêöèéPK4 ñ òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâ C�21 âêëþ÷èòåëüíî:W = �p2C18 �1� 932C21 �; (21)P14 = 18p2C1�1� 932C21 �;P24 = � y8p2C1�1� 532C21 �;(P44 + P34) = p2C12 �1� 532C21 �;(P44 � P34) = �12�1� 18C21 �:Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå (7) äëÿ �óíêöèè Z ïðèìàëûõ çíà÷åíèÿõ y, ïîëó÷èì4(Z 0)2y3 � 6Z 0Z 00y2 = �72A2y: (22)Ôîðìóëû (17), (21), (22) ïîçâîëÿþò íàéòè �óíê�öèè DK â îáëàñòè ìàëûõ çíà÷åíèé y:D1 = 18A2C1 y2; D2 = �12A2y3C1 �1 + 18C21 �;D4 +D3 = 96A2y3�1 + 18C21 �;D4 �D3 = �144A2y2p2C1 �1 + 532C21 �: (23)
1108



ÆÝÒÔ, òîì 123, âûï. 5, 2003 Ñâîéñòâà ñëàáîêîëëàïñèðóþùèõ ðåøåíèé : : :Ïîäñòàâëÿÿ çíà÷åíèÿ �óíêöèé Dk â óðàâíåíèå(16) è èñïîëüçóÿ óðàâíåíèÿ (7), (19), íàéäåì çíà÷å�íèå êîý��èöèåíòà A1:A1 = 12Ap2C1�1 + 532C21 +O(C�41 )�: (24)Â ðåçóëüòàòå ïåðâîå èç óðàâíåíèé (19) ïðèíèìàåòâèä I = 0; (25)ãäå �óíêöèîíàë I îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåìI = �6A+ 1Z0 dy e�p2C1y (Z 0)2y2 ��2y + 3p2C1�++�� 18(2C1)3=2 � y16C1 + y212p2C1 + y38 ��: (26)4. ÔÓÍÊÖÈÎÍÀË I0 ÍÓËÅÂÎ�ÎÏ�ÈÁËÈÆÅÍÈß�àññìîòðèì �óíêöèîíàë I0, ðàâíûéI0 = �6A+ 1Z0 dy e�p2C1y (Z 00)2y2 �2y+3p2C1�; (27)ãäå Z0 åñòü òàêîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿZ 0000 � (Z 000 )22Z 00 � C1Z 00 + 2y2 (Z 00)2 = 0; (28)÷òî Z0 = Ay3 ïðè y ! 0: (29)Ïîêàæåì, ÷òî I0 � 0 íà âñÿêîì ðåøåíèè, óäîâëå�òâîðÿþùåì óðàâíåíèþ (28) ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì(29). Ïîëîæèì ~� = Z 00 (30)è ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (28) â âèäå��y� (~�)2� �+ 2y2 � ~�2�y � 2C1 � ~��y = 0: (31)Èñïîëüçóÿ òîæäåñòâî1Zy dy1y31 e�p2C1y = e�p2C1y2y2 �p2C1 e�p2C1y2y ++ C1 1Zy dy1y1 e�p2C1y; (32)

ïðèâåäåì âûðàæåíèå (27) äëÿ �óíêöèîíàëà I0 ê âè�äóI0 = �6A+ 2p2C1 1Z0 dyy2 ~�2e�p2C1y �� 1Z0 ~�2d�e�p2C1yy2 �: (33)Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì ïîñëåäíèé ÷ëåí â óðàâíå�íèè (33) è èñïîëüçóÿ óðàâíåíèå (31), ïîëó÷èìI0 = C1 1Z0 dy e�p2C1y ~�0 ++p2C1 1Z0 dy e�p2C1y�2 ~�2y2 � 12 (~�0)2~� �: (34)Ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå â ïîñëåäíåì ÷ëåíå�îðìóëû (34) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ïðîèçâîäíûå îò�óíêöèè ~� ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ (28). Èñïîëüçóÿåãî, ïîëó÷èìI0 = 1Z0 dy e�p2C1y �� �C1 ~�0 + C1p2C1 ~��p2C1 ~�00� = 0: (35)5. ÔÓÍÊÖÈÎÍÀË I Ñ Ó×ÅÒÎÌ ×ËÅÍÎÂÏÅ�ÂÎ�Î ÏÎ�ßÄÊÀ ÌÀËÎÑÒÈÄëÿ ïîëó÷åíèÿ �óíêöèîíàëà I1 íåîáõîäèìî óäåð�æàòü â âûðàæåíèè (26) äëÿ �óíêöèîíàëà I ÷ëåíû,ìàëûå ïî ïàðàìåòðó C�21 . Ïðåäñòàâèì äëÿ ýòîãî�óíêöèþ Z â âèäå Z = Z0 + Z1; (36)ãäå Z0 � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (28), à ïîïðàâêà ïåðâî�ãî ïîðÿäêà Z1 óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþZ 0001 + (Z 000 )22(Z 00)2Z 01�Z 000Z 001Z 00 � C1Z 01+ 4y2 Z 00Z 01 == Z208Z 00 � y2Z 008 : (37)Ó÷èòûâàÿ �îðìóëû (27), (35), ïðèâåäåì âûðàæå�íèå (26) äëÿ �óíêöèîíàëà I ê âèäóI = I0 + I1;1109



Þ. Í. Îâ÷èííèêîâ ÆÝÒÔ, òîì 123, âûï. 5, 2003I1 = 1Z0 dyy2 e�p2C1y�2Z 00Z 01�2y +3p2C1�+(Z 00)2���� 18(2C1)3=2 � y16C1 + y212p2C1 + y38 ��: (38)Ïåðåéäåì ê íîâûì ïåðåìåííûì:y = xp2C1 ; Z0(y) = ~Z0(x)=p2C1;Z1 = ~Z1(x)=(2C1)5=2 (39)è ïîëîæèì �(x) = � ~Z0(x)�x = ~Z 00: (40)Ôóíêöèè �(x) è ~Z1(x) óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíè�ÿì�00 � 12 (�0)2� � 12�+ 2x2 �2 = 0;~Z 0001 + 12 (�0)2�2 ~Z 01 � �0 ~Z 001� � 12 ~Z 01 + 4x2� ~Z 01 = (41)= ~Z208� � x2�8 :Â íîâûõ ïåðåìåííûõ �óíêöèîíàë I1 (38) îïðåäå�ëÿåòñÿ âûðàæåíèåìI1 = 1C1 1Z0 dxx2 e�x� ~Z0 ~Z 01� 2x + 3�++ ( ~Z 00)216 ��1� x+ 2x23 + x3��: (42)Ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ x �óíêöèÿ ~Z0 ðàâíà~Z0 = � AC1� x32 (43)è, òåì ñàìûì, çàâèñèò ëèøü îò îäíîãî ïàðàìåòðà� = AC1 : (44)Ôóíêöèÿ ~Z1 òàêæå çàâèñèò ëèøü îò ïàðàìåòðà �.Â ðåçóëüòàòå �óíêöèîíàë C1I1 íà �óíêöèè ~Z0 + ~Z1åñòü �óíêöèÿ òîëüêî ïàðàìåòðà �:C1I1 = F (�): (45)Íà âñåõ ðåãóëÿðíûõ ðåøåíèÿõ óðàâíåíèé (41) âû�ïîëíÿåòñÿ óñëîâèå I1 = 0. Èññëåäóåì ðåøåíèå óðàâ�íåíèé (41) â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ ïî ïàðàìåòðó �.

6. ÔÓÍÊÖÈÈ ~Z0; ~Z1 Â ÎÊ�ÅÑÒÍÎÑÒÈj�� 1=6j � 1Óðàâíåíèÿ (41) ìîæíî ñóùåñòâåííî óïðîñòèòü,èñïîëüçóÿ ïîäñòàíîâêó� = U2; ~Z 01 = UG: (46)Â ðåçóëüòàòå ñèñòåìà óðàâíåíèé (41) ïðèâîäèòñÿê âèäó U 00 � U4 + 1x2U3 = 0; (47)G00 +��14 + 3U2x2 �G = ~Z208U3 � x2U8 :Â îáëàñòè ìàëûõ çíà÷åíèé x �óíêöèè ~Z1; U;Gðàâíû ~Z0 = �x32 �1 + x220(1� 6�) + : : : �;U =r3�2 x�1 + x224(1� 6�) + (48)+ x4480(1� 6�)�14 � 9�2 �+ : : : �;G = �r2�3 x5120�1� x2��4 � 5168�+ : : : �:Ïîëîæèì � = 16 + �1; j�1j � 16 : (49)Â îáëàñòè j�1j � 1=6 èç óðàâíåíèé (41) íàõîäèìU = x2 + �1U1 + �21U2;~Z0 = x312+ (50)+ xZ0 dx1��1x1U1(x1) + �21�U21 (x1) + x1U2(x1)�� == x312 + �1 ~Z(1)0 + �21 ~Z(2)0 ;G = G0 + �1G1 + �21G2;ãäå U1 = 3p22 sin� xp2�;G0 = �x39 + 43x� 4p23 sin� xp2�:1110



ÆÝÒÔ, òîì 123, âûï. 5, 2003 Ñâîéñòâà ñëàáîêîëëàïñèðóþùèõ ðåøåíèé : : :Ôóíêöèè U2; G1;2 óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿìU 002 + 12U2 = � 32xU21 ; (51)G001 + 12G1 = 1p2�� xp2 os� xp2�++ sin� xp2���11 + x22 + 12p2x sin� xp2���;G002 + 12G2 = � 3xG1U1 � 3G0�U21x2 + U2x ��� x26 U2 + 16 ~Z(2)0 � ~Z(1)0 U1x + x6U21 + 1x3 ( ~Z10 )2:Ïðÿìîå âû÷èñëåíèå èíòåãðàëà â �îðìóëå (42) ñèñïîëüçîâàíèåì �îðìóë (47)�(51) ïîäòâåðæäàåò ñäå�ëàííîå âûøå óòâåðæäåíèå, ÷òî �óíêöèîíàë I1 ðàâåííóëþ íà âñåõ ðåãóëÿðíûõ ðåøåíèÿõ óðàâíåíèé (41).Ïðè óâåëè÷åíèè ïàðàìåòðà � â îáëàñòè � > ��óíêöèÿ U(x) èìååò íóëè ïåðâîãî ïîðÿäêà. �åøå�íèå U ïðè � = � ýêñïîíåíöèàëüíî óáûâàåò ïðèx!1 è ÿâëÿåòñÿ ñåïàðàòðèñîé. ×èñëåííûé ðàñ÷åòäàåò ñëåäóþùåå çíà÷åíèå äëÿ �:� = 3:1355: (52)Íàøà ãèïîòåçà ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïðÿìàÿ ëèíèÿA = �C1 (53)ÿâëÿåòñÿ îñîáîé è âäîëü íåå òàêæå ëåæàò òî÷êè, ñî�îòâåòñòâóþùèå ðåøåíèÿì ñ íóëåâîé ýíåðãèåé. Ýòàãèïîòåçà áóäåò ïðîâåðåíà íàìè â äàëüíåéøåì.7. ÎÁËÀÑÒÜ ÁÎËÜØÈÕ ÇÍÀ×ÅÍÈÉ �� 1Íàéäåì ðåøåíèå ïåðâîãî èç óðàâíåíèé (47) â îá�ëàñòè çíà÷åíèé ïàðàìåòðà �� 1. Ïîëîæèìp�x = �; U(x) = ~U(�): (54)Â ãëàâíîì ïðèáëèæåíèè ïî ïàðàìåòðó ��1 ïåðâîåèç óðàâíåíèé (47) ïðèíèìàåò âèä�2 ~U��2 + 1�2 ~U3 = 0: (55)Óðàâíåíèå (35) ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì óðàâíå�íèÿ Ýìäåíà�Ôàóëåðà [10�12℄. Ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ� �óíêöèÿ ~U ìîæåò áûòü ðàçëîæåíà â ðÿä Òýéëîðà:~U =r32��1� 14�2 + 9160�4 � 574480�6 + : : : �: (56)

Â îáëàñòè áîëüøèõ çíà÷åíèé � ðåøåíèå óðàâíå�íèÿ (55) èùåì â âèäå~U = ���1(��) + �2(��) + : : : ; (57)ãäå �1;2 � îãðàíè÷åííûå íà âåùåñòâåííîé îñè �óíê�öèè, � � ñâîáîäíûé ïàðàìåòð. Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæå�íèå (57) äëÿ ~U â �îðìóëó (55), ïîëó÷èì óðàâíåíèÿäëÿ �óíêöèè �1;2:�2�1�~y2 + 1�2�31 = 0; (58)�2�2�~y2 + 3�2 �21�2 + (3�2 � �)��1�y = 0;ãäå ~y = �� : (59)Óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè âòîðîãî èç óðàâíåíèé(58) îïðåäåëÿåò çíà÷åíèå ïàðàìåòðà �:� = 1=3: (60)Îáùåå ðåøåíèå ïåðâîãî èç óðàâíåíèé (58) åñòü�1 = 21=4rE3 sn�p3E21=4 (�1=3 + �0); i�; (61)ãäå E; �0 � ñâîáîäíûå ïàðàìåòðû, çíà÷åíèÿ êîòî�ðûõ îïðåäåëÿþòñÿ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (ðåøåíè�åì (56) óðàâíåíèÿ (55)). Ôóíêöèÿ sn(x; k) � ýëëèï�òè÷åñêàÿ �óíêöèÿ ßêîáè [13℄. Ôóíêöèÿ sn(x; i) ïðåä�ñòàâèìà â âèäåsn(x; i) = 2�K 1XN=1 (�1)N+1e��(N�1=2)1 + e��(2N�1) �� sin�(2N � 1) �x2K�; (62)ãäå K � ïîëíûé ýëëèïòè÷åñêèé èíòåãðàëK = �2p2F�12 ; 12 ; 1; 12� = 1:3110287: (63)Â �îðìóëå (63) F � ãèïåðãåîìåòðè÷åñêàÿ �óíê�öèÿ. Âåëè÷èíà K ìîæåò áûòü òàêæå ïðåäñòàâëåíà ââèäåK2 = �2 1XN=1(2N � 1)(�1)N+1 e��(N�1=2)1 + e��(2N�1) ; (64)ñëåäóþùåì èç �îðìóëû (62).Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå âåëè÷èíû K;K 0 ñâÿ�çàíû ñîîòíîøåíèåìK 0 = (1� i)K; (65)1111
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Çàâèñèìîñòü �óíêöèè ~U îò �ïðèâîäÿùèì ê �îðìóëå (64).×èñëåííûé ðàñ÷åò (ïîëîæåíèå íóëåé �óíêöèè~U) îïðåäåëÿåò çíà÷åíèå ïàðàìåòðîâ E; �0:E = 1:324; �0 = 1:314: (66)Ôóíêöèÿ ~U(�) ïðèâåäåíà íà ðèñóíêå. Âèäíî, ÷òîâ îáëàñòè áîëüøèõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ C1; � ñó�ùåñòâóåò øèðîêàÿ îáëàñòü, â êîòîðîé ðåàëèçóåòñÿïðîìåæóòî÷íàÿ àñèìïòîòèêà, îïðåäåëÿåìàÿ �îðìó�ëàìè (54), (57), (61). Õàðàêòåðíàÿ ÷åðòà ïðîìåæó�òî÷íîé àñèìïòîòèêè � ðîñò àìïëèòóäû êîëåáàíèé�óíêöèè ~U êàê �1=3 â îáëàñòè1 < � < �3=4: (67)Îãðàíè÷åíèå ñâåðõó â �îðìóëå (67) ñâÿçàíî ñ îá�ëàñòüþ ïðèìåíèìîñòè óðàâíåíèÿ (55).8. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅÑëàáîêîëëàïñèðóþùèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1)îáðàçóþò òðåõïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ðåøåíèéfA;C;C1g. Îäèí èç ïàðàìåòðîâ (C) ñîîòâåòñòâóåòìàñøòàáíîìó ïðåîáðàçîâàíèþ è ïðè èññëåäîâàíèèðåøåíèé ìîæåò áûòü ïîëîæåí ðàâíûì åäèíèöå. Íàïëîñêîñòè fA;C1g ñóùåñòâóåò äèñêðåòíûé íàáîð òî�÷åê, ñîîòâåòñòâóþùèõ ñëàáîêîëëàïñèðóþùèì ðåøå�íèÿì ñ íóëåâîé ýíåðãèåé. Â ðàáîòàõ [6; 7℄ áûëî íàé�äåíî áåñêîíå÷íîå ñåìåéñòâî òàêèõ ðåøåíèé, ðàñïî�ëîæåííîå âáëèçè ïðÿìîé A = C1=6. Íàìè ïîêàçàíî,÷òî ñóùåñòâóåò åùå îäíà îñîáàÿ ëèíèÿ íà ïëîñêîñòèfA;C1g, îïðåäåëÿåìàÿ óðàâíåíèåìA = �C1; � � 3:1355: (68)Ïðåäïîëîæåíèå ñîñòîèò â òîì, ÷òî âáëèçè ýòîéïðÿìîé ðàñïîëîæåíî åùå îäíî ñåìåéñòâî ñëàáîêîë�
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