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Î ÑÓÌÌÈ�ÎÂÀÍÈÈ �ÀÑÕÎÄßÙÈÕÑß �ßÄÎÂ ÒÅÎ�ÈÈÂÎÇÌÓÙÅÍÈÉ Â ÊÂÀÍÒÎÂÎÉ ÌÅÕÀÍÈÊÅÈ ÒÅÎ�ÈÈ ÏÎËßÄ. È. Êàçàêîâ a;b*, Â. Ñ. Ïîïîâ aa Èíñòèòóò òåîðåòè÷åñêîé è ýêñïåðèìåíòàëüíîé �èçèêè117218, Ìîñêâà, �îññèÿb Îáúåäèíåííûé èíñòèòóò ÿäåðíûõ èññëåäîâàíèé141980, Äóáíà, Ìîñêîâñêàÿ îáë., �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 17 àïðåëÿ 2002 ã.Èññëåäóåòñÿ âîçìîæíîñòü âîññòàíîâëåíèÿ �óíêöèè �åëë-Ìàííà�Ëîó â àñèìïòîòè÷åñêîì ðåæèìå ñèëüíîéñâÿçè ïî èçâåñòíûì ïåðâûì ïîðÿäêàì òåîðèè âîçìóùåíèé �n è èõ àñèìïòîòèêå ~�n ïðè n ! 1. Ñ�îð-ìóëèðîâàíû óñëîâèÿ, âûïîëíåíèå êîòîðûõ íåîáõîäèìî äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ èñêîìîé �óíêöèè íà �èçè-÷åñêîì óðîâíå ñòðîãîñòè: 1) èçâåñòíî áîëüøîå ÷èñëî êîý��èöèåíòîâ òåîðèè âîçìóùåíèé, àñèìïòîòèêàêîòîðûõ óæå óñòàíîâèëàñü; 2) îòñóòñòâóåò ïðîìåæóòî÷íàÿ àñèìïòîòèêà. �àññ÷èòàíû âûñøèå ïîðÿäêèòåîðèè âîçìóùåíèé, âûõîä èõ íà àñèìïòîòèêó è ñòåïåííûå ïîïðàâêè â çàäà÷àõ êâàíòîâîé ìåõàíèêè, ãäåâîçíèêàþò ðàñõîäÿùèåñÿ ðÿäû òåîðèè âîçìóùåíèé (â òîì ÷èñëå äëÿ ïîòåíöèàëà âîðîíêè, ìîäåëè '4(0)è ý��åêòà Øòàðêà â ñèëüíîì ïîëå). �àññìîòðåíà ñêàëÿðíàÿ òåîðèÿ ïîëÿ '4(4) â ñõåìàõ ðåãóëÿðèçàöèèMS è ÌÎÌ è ïîêàçàíî, ÷òî íà îñíîâå èìåþùåéñÿ äëÿ íåå èí�îðìàöèè íåëüçÿ ñäåëàòü ñêîëüêî-íèáóäüîïðåäåëåííîãî óòâåðæäåíèÿ îá àñèìïòîòèêå �óíêöèè �åëë-Ìàííà�Ëîó ïðè g !1.PACS: 74.50.+r, 74.60.Ge, 74.25.Fy1. ÂÂÅÄÅÍÈÅ È ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×ÈÊàê èçâåñòíî, ðÿäû òåîðèè âîçìóùåíèé (ÒÂ) âêâàíòîâîé òåîðèè, êàê ïðàâèëî, ðàñõîäÿòñÿ, ò. å. ÿâ�ëÿþòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèìè ðÿäàìè â ñìûñëå Ïóàí�êàðå [1, 2℄ è èìåþò íóëåâîé ðàäèóñ ñõîäèìîñòè. Òåìíå ìåíåå ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ êîíñòàíòû ñâÿçè gÒÂ äàåò öåííûå è âïîëíå íàäåæíûå ðåçóëüòàòû,òî÷íîñòü êîòîðûõ â ñëó÷àå àñèìïòîòè÷åñêèõ ðÿäîâîïðåäåëÿåòñÿ ïîñëåäíèì óäåðæàííûì ÷ëåíîì ðÿäà.�àñõîäèìîñòü ðÿäîâ ÒÂ âîçíèêàåò âñëåäñòâèå �àê�òîðèàëüíîãî ðîñòà âûñøèõ ïîðÿäêîâ ÒÂ è íåïîñðåä�ñòâåííî ñâÿçàíà ñ ñóùåñòâåííîé îñîáåííîñòüþ èñêî�ìîé �óíêöèè â íóëå (ïî êîíñòàíòå ñâÿçè g) è åå ñêà÷�êîì íà ðàçðåçå ïðè èçìåíåííîì çíàêå êîíñòàíòû ñâÿ�çè, g ! �0 (�åíîìåí Äàéñîíà [3℄).Äëÿ ïðîäâèæåíèÿ â îáëàñòü g & 1 íåîáõîäèìîîáðàòèòüñÿ ê ìåòîäàì ñóììèðîâàíèÿ ðàñõîäÿùèõñÿ*E-mail: kazakovd�thsun1.jinr.ru

ðÿäîâ1), ïðè÷åì ïîìèìî èí�îðìàöèè èç ÒÂ çäåñü èñ�ïîëüçóþòñÿ òàêæå ñâåäåíèÿ (èëè ïðåäïîëîæåíèÿ) îáàíàëèòè÷íîñòè èñêîìîé �óíêöèè. Ïîÿâëåíèå ìåòî�äà Ëèïàòîâà [5℄ ïîçâîëèëî âû÷èñëèòü àñèìïòîòèêóâûñøèõ ïîðÿäêîâ ÒÂ â ðÿäå çàäà÷ êâàíòîâîé òåî-ðèè ïîëÿ, ñì. òàêæå [4, 6, 7℄. Íà ïåðâûé âçãëÿä êà�çàëîñü, ÷òî ¾ñøèâàíèå¿ ëèïàòîâñêîé àñèìïòîòèêèñî çíà÷åíèÿìè íåñêîëüêèõ ïåðâûõ ÷ëåíîâ ðÿäà ÒÂ,âû÷èñëåííûõ èç äèàãðàìì Ôåéíìàíà, ïîçâîëèò íàé�òè âàæíûå äëÿ òåîðèè âåëè÷èíû (òàêèå, êàê �óíê�öèÿ �åëë-Ìàííà�Ëîó (Ô�Ë) �(g), îïðåäåëÿþùàÿ ïî�âåäåíèå èíâàðèàíòíîãî çàðÿäà íà ìàëûõ ðàññòîÿíè�ÿõ) ïðè âñåõ g. Îäíàêî óæå ïåðâûå ïîïûòêè â ýòîìíàïðàâëåíèè ïîêàçàëè, ÷òî ðåàëèçîâàòü òàêóþ ïðî�ãðàììó óäàåòñÿ ëèøü â íåêîòîðîì êîíå÷íîì èíòåð�1) Ìîíîãðà�èÿ [1℄ ñîäåðæèò ïîäðîáíîå èçëîæåíèå ðàç�ëè÷íûõ ìåòîäîâ ñóììèðîâàíèÿ ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êèçðåíèÿ. Îáçîð íåêîòîðûõ ìåòîäîâ, óñïåøíî ïðèìåíÿâøèõ�ñÿ â òåîðåòè÷åñêîé �èçèêå, ìîæíî íàéòè â [4℄. Ìåòîäûñóììèðîâàíèÿ, èñïîëüçîâàâøèåñÿ ïðè âû÷èñëåíèè �óíêöèè�åëë-Ìàííà�Ëîó, îáñóæäàþòñÿ íèæå â ðàçä. 4.675



Ä. È. Êàçàêîâ, Â. Ñ. Ïîïîâ ÆÝÒÔ, òîì 122, âûï. 4 (10), 2002âàëå2) çíà÷åíèé g, íî íèêàê íå â ïðåäåëå ñèëüíîéñâÿçè g ! 1. Òàêîé âûâîä áûë ñ�îðìóëèðîâàí, â÷àñòíîñòè, â ðàáîòàõ [4℄, [8℄-[12℄.Íåäàâíî â ñòàòüÿõ Ñóñëîâà [13, 14℄ ñäåëàíà ïî�ïûòêà ïðîâåñòè ðåâèçèþ ýòèõ ðåçóëüòàòîâ. Êàêóòâåðæäàåòñÿ â [14℄, àâòîðîì ¾ðàçðàáîòàíà ïðîöå�äóðà ñóììèðîâàíèÿ ðàñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ òåîðèè âîç�ìóùåíèé ïðè ïðîèçâîëüíûõ çíà÷åíèÿõ êîíñòàíòûñâÿçè, â êîòîðîé èí�îðìàöèÿ îáî âñåõ ÷ëåíàõ ðÿ�äà ïîëó÷àåòñÿ ïóòåì èíòåðïîëÿöèè èçâåñòíûõ ïåð�âûõ ÷ëåíîâ ñ àñèìïòîòèêîé Ëèïàòîâà¿. Â [15℄ (ñì.òàêæå [16℄) ðàçâèò ìåòîä âû÷èñëåíèÿ ñòåïåííûõ ïî�ïðàâîê ê ãëàâíîìó ÷ëåíó àñèìïòîòèêè Ëèïàòîâà. Âðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ ýòèõ ïðîöåäóð ñäåëàí âûâîä[13, 14℄ î òîì, ÷òî àñèìïòîòèêè Ô�Ë â ñêàëÿðíîéòåîðèè '4(4) ñ åâêëèäîâûì äåéñòâèåìS['℄ = Z d4x�12(�')2 + 16�24! g'4� (1)è â êâàíòîâîé ýëåêòðîäèíàìèêå (ÊÝÄ) èìåþò âèä�(g) / g� ñ ïîêàçàòåëåì � < 1, ÷òî îòâå÷àåò îòñóò�ñòâèþ íóëÿ çàðÿäà [17, 18℄ è âíóòðåííåé íåïðîòèâî�ðå÷èâîñòè ýòèõ òåîðèé íà ñêîëü óãîäíî ìàëûõ ðàñ�ñòîÿíèÿõ [19℄. Ýòîò âûâîä ðåçêî ðàñõîäèòñÿ ñ óòâåð�æäåíèÿìè âñåõ ïðåäûäóùèõ àâòîðîâ, ïîýòîìó íåîá�õîäèìî ïîäâåðãíóòü åãî áîëåå òùàòåëüíîìó ðàññìîò�ðåíèþ.Äàëåå â ñòàòüå îáñóæäàåòñÿ ñëåäóþùèé âîïðîñ:âîçìîæíî ëè (è åñëè äà, òî ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ)äîñòàòî÷íî íàäåæíîå âîññòàíîâëåíèå �óíêöèè �(g)â ðåæèìå ñèëüíîé ñâÿçè, åñëè èçâåñòíû íåñêîëüêîïåðâûõ ïîðÿäêîâ ÒÂ �n è èõ àñèìïòîòèêà ~�n ïðèn!1, âêëþ÷àÿ è êîíå÷íîå ÷èñëî ñòåïåííûõ ïîïðà�âîê ê íåé. Ïðèâåäåì íåîáõîäèìûå äëÿ äàëüíåéøåãîîïðåäåëåíèÿ: �(g) = 1Xn=2�n(�g)n; (2)�n = ~�n 1 + 1n + 2n2 + : : :! �� ��n  1 + 01n + 02n2 + : : :!; (3)2) Ýòîò èíòåðâàë, ðàçóìååòñÿ, ìîæåò óâåëè÷èâàòüñÿ, åñëè âðàñ÷åò ââîäÿòñÿ íîâûå ïîðÿäêè ÒÂ èëè ïîïðàâêè ê ëèïàòîâ�ñêîé àñèìïòîòèêå, ëèáî èñïîëüçóþòñÿ áîëåå ý��åêòèâíûå ìå�òîäû ñóììèðîâàíèÿ ðàñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ. Â ýòîì îòíîøåíèèïîëåçíî ñðàâíèòü ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå äëÿ Ô�Ë â ñëó÷àåòåîðèè '4(4) â [8, 9℄ è â äàëüíåéøèõ ðàáîòàõ [10, 11℄.

~�n = n! annb0; ��n= �(n+ b+ 1) an0; (4)ãäå n � ïîðÿäîê ÒÂ, a; b è 0 � ïàðàìåòðû àñèìï-òîòèêè, à êîý��èöèåíòû ïðè ñòåïåííûõ ïîïðàâêàõj è 0j ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ëèíåéíûìè ñîîòíîøå�íèÿìè1 = 01 + 12b(b+ 1);2 = 02 + 12b(b+ 1)"01 + 112(3b2 � b� 2)#; (5)è ò. ä.3) Àñèìïòîòè÷åñêèå ðÿäû òèïà (2) âîçíèêàþòíå òîëüêî äëÿ Ô�Ë, íî è âî ìíîãèõ äðóãèõ �èçè÷å�ñêèõ çàäà÷àõ4), â òîì ÷èñëå â êâàíòîâîé ìåõàíèêå(ñì. íèæå ðàçä. 3). �àçóìååòñÿ, íàøå ðàññìîòðåíèåîòíîñèòñÿ òàêæå è ê ýòèì ñëó÷àÿì.Êðàòêî îïèøåì ñîäåðæàíèå ñòàòüè. Â ðàçä. 2(ñì. òàêæå Ïðèëîæåíèå A) ïîêàçàíî, ÷òî â îáùåìñëó÷àå îòâåò íà ïîñòàâëåííûé âîïðîñ � îòðèöàòåëü�íûé: ïîâåäåíèå �óíêöèè �(g) ïðè g !1 â ïðèíöèïåíå îïðåäåëÿåòñÿ ïåðâûìè êîý��èöèåíòàìè ÒÂ �n èèõ àñèìïòîòèêîé ~�n. Òàì æå ââîäèòñÿ è èëëþñòðè�ðóåòñÿ âàæíîå äëÿ äàëüíåéøåãî ïîíÿòèå ïðîìåæó�òî÷íîé àñèìïòîòèêè. Äàëåå (ðàçä. 3) ðàññìîòðåíûíåêîòîðûå çàäà÷è èç êâàíòîâîé ìåõàíèêè, â êîòîðûõâñòðå÷àþòñÿ ðàñõîäÿùèåñÿ ðÿäû ÒÂ. Ïîêàçàíî, ÷òîâ ðÿäå ïðîñòûõ çàäà÷ àñèìïòîòèêà ýíåðãèè E(0)(g)îñíîâíîãî óðîâíÿ ìîæåò áûòü âîññòàíîâëåíà ñ äîñòà�òî÷íîé òî÷íîñòüþ ïî ïåðå÷èñëåííûì âûøå äàííûì.Äëÿ ýòîãî, îäíàêî, äîëæíû áûòü âûïîëíåíû äîïîë�íèòåëüíûå óñëîâèÿ:1) íåîáõîäèìî (íî íåäîñòàòî÷íî!), ÷òîáû áûëî èç�âåñòíî áîëüøîå ÷èñëî (n0 � 1) êîý��èöèåíòîâ ÒÂ,êîòîðûå ïðè n � n0 óæå âûõîäÿò íà ñâîþ àñèìïòî�òèêó;2) â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å äîëæíà îòñóòñòâî�âàòü ïðîìåæóòî÷íàÿ àñèìïòîòèêà.Èçó÷åíèå ñêàëÿðíîé òåîðèè ïîëÿ (1) ïîêàçûâà�åò (ðàçä. 4), ÷òî â íåé ýòè óñëîâèÿ íåëüçÿ ñ÷èòàòüâûïîëíåííûìè, â ñèëó ÷åãî îäíîçíà÷íîå âîññòàíîâ�ëåíèå àñèìïòîòèêè Ô�Ë ïî èìåþùèìñÿ â íàñòîÿ�ùåå âðåìÿ äàííûì íåâîçìîæíî. Â çàêëþ÷èòåëüíîìðàçä. 5 ñ�îðìóëèðîâàíû îñíîâíûå âûâîäû íàøåéðàáîòû è ñîäåðæèòñÿ îáñóæäåíèå è êðèòèêà óòâåðæ-äåíèé, ñäåëàííûõ â ðàáîòàõ [13, 14℄. Â Ïðèëîæåíèÿ3) Îòìåòèì, ÷òî ~�n = ~~�n, åñëè b = 0 èëè �1. Ñþäà îòíîñÿò�ñÿ, â ÷àñòíîñòè, ðàññìàòðèâàåìûå íèæå ïðèìåðû (20), (24) è(35).4) Èíîãäà àñèìïòîòèêà èìååò âèä ~�n / (n�)! ñ � 6= 1. Íàïðè�ìåð, äëÿ êâàíòîâîãî îñöèëëÿòîðà ñ àíãàðìîíè÷íîñòüþ âèäàgr2N ïàðàìåòð � = N�1, äëÿ ÊÝÄ � = 1=2 è ò.ä. Îáîáùåíèå�îðìóë íà ýòîò ñëó÷àé íå ïðåäñòàâëÿåò çàòðóäíåíèé.676



ÆÝÒÔ, òîì 122, âûï. 4 (10), 2002 Î ñóììèðîâàíèè ðàñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ òåîðèè âîçìóùåíèé : : :âûíåñåíû íåêîòîðûå ïîäðîáíîñòè âû÷èñëåíèé, äî�ïîëíèòåëüíûå ïðèìåðû, äîêàçàòåëüñòâî ðàñõîäèìî�ñòè ðàçëîæåíèé (3) äëÿ ìîäåëè '4(0), à òàêæå îáñóæ�äåíèå ìåòîäîâ ðàñ÷åòà ý��åêòàØòàðêà â ñâåðõñèëü�íîì ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå äëÿ êîðîòêîäåéñòâóþùåãîïîòåíöèàëà è äëÿ àòîìà âîäîðîäà.2. ÀÍÀËÈÒÈ×ÅÑÊÈÅ Ï�ÈÌÅ�Û�àññìîòðèì ñíà÷àëà íåñêîëüêî ìîäåëüíûõ ïðè�ìåðîâ. Äëÿ �óíêöèè'1(g) = gN+1=(1 + �g); � > 0 (6)N ïåðâûõ êîý��èöèåíòîâ ðÿäà Òåéëîðà ðàâíû íó�ëþ, à ñëåäóþùèå ëåãêî ñäåëàòü ñêîëü óãîäíî ìàëû�ìè çà ñ÷åò âûáîðà êîíñòàíò  è �. Ïîýòîìó ó �óíê�öèè �1(g) = �(g) + '1(g) ïåðâûå N ïîðÿäêîâ ÒÂ, àòàêæå ëèïàòîâñêàÿ àñèìïòîòèêà (4) òå æå, ÷òî ó èñ�õîäíîé Ô�Ë �(g). Îäíàêî '1(g) / gN ïðè g ! 1,÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì N ¾ïåðåáüåò¿ ëþáóþñòåïåííóþ àñèìïòîòèêó �(g).Åäèíñòâåííîé îñîáåííîñòüþ '1(g) ÿâëÿåòñÿ ïðî�ñòîé ïîëþñ â òî÷êå g = �1=� < 0. Ýòî íå ïðîòè�âîðå÷èò àíàëèòè÷åñêèì ñâîéñòâàì Ô�Ë, ïîñêîëüêóïðè g < 0 òåîðèÿ ïîëÿ ñ äåéñòâèåì (1) âîîáùå íåñóùåñòâóåò5).Ïðîñòîå îáîáùåíèå'2(g) = gN+1 (1 + �1g) : : : (1 + �L g)(1 + �1g) : : : (1 + �M g) (7)ïîêàçûâàåò6), ÷òî ñ ðîñòîì g �óíêöèÿ ìîæåòïîñëåäîâàòåëüíî ïðîõîäèòü ÷åðåç íåñêîëüêî ïðî�ìåæóòî÷íûõ àñèìïòîòèê (â ñìûñëå ðàáîòû [20℄),ïðåæäå ÷åì óñòàíîâèòñÿ åå îêîí÷àòåëüíàÿ àñèì�ïòîòèêà ïðè g ! 1. Òàê, ïîëàãàÿ �j � 0 è1� �1 � �2 � � � � �n > 0, èìååì'2(g) �8>>>><>>>>: gN+1; g � ��11 ;1gN ; ��11 � g � ��12 ;: : : : : :MgN�M+1; g � ��1M ; (8)ãäå 1 = =�1, 2 = =�1�2 è ò. ä. Ïðè ýòîì òîëüêîïîñëåäíÿÿ ñòðîêà â (8) äàåò èñòèííóþ àñèìïòîòèêó'2(g) íà áåñêîíå÷íîñòè.5) Ïîòåíöèàë U(') / g'4 ! �1 ïðè ' ! 1 è g < 0, ïî�ýòîìó òàêàÿ òåîðèÿ íåñòàáèëüíà: â íåé îòñóòñòâóåò îñíîâíîå(âàêóóìíîå) ñîñòîÿíèå.6) Çäåñü �i; �j � êîíñòàíòû, ïðè÷åì âñå �i > 0, à �j ìîãóòèìåòü ëþáîé çíàê.

Çàìåòèì, ÷òî ñòåïåíè ïðîìåæóòî÷íûõ àñèìïòî�òèê âîâñå íå îáÿçàíû ïîñëåäîâàòåëüíî ïîíèæàòüñÿ.Çà ñ÷åò ïîäõîäÿùåãî âûáîðà êîíñòàíò �j è �i ïî�ñëåäîâàòåëüíîñòü èçìåíåíèÿ ýòèõ ñòåïåíåé ìîæíîçàäàòü ïî æåëàíèþ, à åñëè íåêîòîðûå èç �j îòðè�öàòåëüíû, òî ïðîìåæóòî÷íàÿ àñèìïòîòèêà ìåíÿåòçíàê.Äàëåå, ïóñòü'3(g) = 1Xn=0 an�(n�N) (�g)n ; (9)ãäå an � àíàëèòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ íîìåðà n. Òàê, íà�ïðèìåð, åñëè an = (��)n, òî'3(g) = (�g)N+1e�g (10)ýêñïîíåíöèàëüíî âîçðàñòàåò ïðè g ! 1, à êîý��è�öèåíòû ÒÂ óáûâàþò êàê nN+1=n! è íå ìîãóò èçìå�íèòü ëèïàòîâñêóþ àñèìïòîòèêó ~�n.Íåòðóäíî ïîñòðîèòü è äðóãèå ïðèìåðû òîãî æåðîäà. Òàê, äëÿ'4(g) = 1Xn=0 (�g)n[�(n�N)℄2 = (�g)N+1 I0(2p�g) (11)ïðè g !1 èìååì'4(g) / gN+3=4( exp(2p�g); � > 0;os(2p��g��=4); � < 0; (12)ïîýòîìó àñèìïòîòèêà �óíêöèè �(g)+  '4(g) íà áåñ�êîíå÷íîñòè ìîæåò îïðåäåëÿòüñÿ âòîðûì ñëàãàåìûì,âíîñÿùèì ïðè ìàëîì  ïðåíåáðåæèìî ìàëûé âêëàäâ êîý��èöèåíòû ÒÂ. Îáñóæäåíèå äàëüíåéøèõ ïðè�ìåðîâ ìû âûíîñèì â Ïðèëîæåíèå A.Çàêîí÷èì ðàññìîòðåíèåì ïðèìåðà, îòíîñÿùåãîñÿóæå íåïîñðåäñòâåííî ê òåîðèè '4(4). Ìîäè�èöèðóåìýòó òåîðèþ, äîáàâëÿÿ â äåéñòâèå (1) ÷ëåí �g2N+1'4ñ öåëûì N � 1 è ïðîèçâîëüíî ìàëûì � > 0,÷òî ýêâèâàëåíòíî ïåðåíîðìèðîâêå êîíñòàíòû ñâÿçè:g ! ĝ = g(1 + �g2N). Ïðè ýòîì áóäåì ñòðîèòü ðÿäÒÂ ïî ñòåïåíÿì g, ðàññìàòðèâàÿ �g2N+1'4 êàê âîç�ìóùåíèå. �àçëè÷èå ìåæäó êîý��èöèåíòàìè ÒÂ �nè �̂n ïðîÿâëÿåòñÿ ëèøü ñ ÷ëåíîâ ïîðÿäêà g2N+2. Ñäðóãîé ñòîðîíû, ïóñòü ñêà÷îê Ô�Ë íà ðàçðåçå ïðèg < 0, îïðåäåëÿþùèé ëèïàòîâñêóþ àñèìïòîòèêó (4),ðàâåídis �(g) � 12i [�(g + i0)� �(g � i0)℄ == onst � ea=g(�g)�(�+1) �� (1 + b1g + b2g2 + : : : ); g ! �0 (13)677



Ä. È. Êàçàêîâ, Â. Ñ. Ïîïîâ ÆÝÒÔ, òîì 122, âûï. 4 (10), 2002(êîíêðåòíî äëÿ (1) èìååì [5℄ a = 1 è � = 7=2). Ñêà�÷îê äåéñòâèÿ Ŝ['℄ èìååò â ïåðåìåííîé ĝ òîò æå âèä,÷òî è (13), îòêóäàdis �̂(g) = onst � ea=g(�g)�(�+1) �� [1 + b1g + � � �+ (b2N�1 � �a)g2N�1 + : : : ℄: (14)�àçëè÷èå ìåæäó (13) è (14) ïðè ìàëûõ g ñêàçûâà�åòñÿ ëèøü â ÷ëåíàõ ïîðÿäêà g2N�1 è áîëåå âûñîêîãî,à äëÿ êîý��èöèåíòîâ �n è �̂n � â ñòåïåííûõ ïîïðàâ�êàõ ïîðÿäêà n�(2N�1). Òàêèì îáðàçîì, äâå òåîðèè ñ�óíêöèÿìè äåéñòâèÿ S['℄ è Ŝ['℄ èìåþò 2N + 1 ñîâ�ïàäàþùèõ êîý��èöèåíòîâ ÒÂ è îäíó è òó æå àñèì�ïòîòèêó ~�n, âêëþ÷àÿ 2N � 2 îäèíàêîâûå ñòåïåííûåïîïðàâêè. Îäíàêî åñëè äëÿ (1) Ô�Ë�(g) � 1g�(ln g)�; g !1;òî âî âòîðîì ñëó÷àå�̂(g) � �(ĝ) �� ( �(g); 1� g � g0;(2N + 1)�g2N��(g); g � g0; (15)ãäå g0 = ��1=2N . Ïîýòîìó, åñëè ïàðàìåòð � äîñòàòî÷�íî ìàë, òî Ô�Ë �̂(g) äëÿ òåîðèè ñ äåéñòâèåì Ŝ['℄ñíà÷àëà ïðîõîäèò ÷åðåç ïðîìåæóòî÷íóþ àñèìïòîòè�êó �(g), è òîëüêî ïðè g � g0 � 1 óñòàíàâëèâàåòñÿåå îêîí÷àòåëüíàÿ àñèìïòîòèêà íà áåñêîíå÷íîñòè, ñó�ùåñòâåííî îòëè÷àþùàÿñÿ îò �(g).Â êâàíòîâîé ìåõàíèêå ïîñëåäíèé ïðèìåð àíàëî�ãè÷åí ãàðìîíè÷åñêîìó îñöèëëÿòîðóV (x) = V0 + ÆV = 12g(1 + �g2N )x2; (16)ãäå V0(x) = gx2=2, à îñòàòîê òðàêòóåòñÿ êàê âîçìó�ùåíèå ÆV . Ïðè ýòîì ñïåêòð ýíåðãèé îáëàäàåò òåìèæå ñâîéñòâàìè, ÷òî è (15), îäíàêî ðÿä ÒÂ çäåñü íåðàñõîäèòñÿ, à èìååò êîíå÷íûé ðàäèóñ ñõîäèìîñòè:jgj < g0 = ��1=2N .3. Î ÑÓÌÌÈ�ÎÂÀÍÈÈ �ßÄÎÂ ÒÂ ÂÊÂÀÍÒÎÂÎÉ ÌÅÕÀÍÈÊÅÏåðåéäåì òåïåðü îò ìàòåìàòè÷åñêèõ ïðèìåðîâ êîáñóæäåíèþ êîíêðåòíûõ çàäà÷ èç íåðåëÿòèâèñòñêîéêâàíòîâîé ìåõàíèêè, â êîòîðûõ âñòðå÷àþòñÿ ðàñõî�äÿùèåñÿ ðÿäû ÒÂ. Èõ ðàññìîòðåíèå, èíòåðåñíîå èñàìî ïî ñåáå, ïîëåçíî åùå è ïîòîìó, ÷òî õàðàêòåððàñõîäèìîñòè ðÿäîâ ÒÂ çäåñü òîò æå, ÷òî è â êâàí�òîâîé òåîðèè ïîëÿ, íî âû÷èñëåíèå âûñøèõ ïîðÿäêîâÒÂ íåèçìåðèìî ïðîùå.

à) Íà÷íåì ñ àíãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðàH = p2 + 14(x2 + gx4); D = 1; (17)äëÿ êîòîðîãî â ïèîíåðñêîé ðàáîòå Áåíäåðà è Âó [21℄áûëè âû÷èñëåíû ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ 75 ïîðÿäêîâÒÂ äëÿ ýíåðãèè îñíîâíîãî óðîâíÿ (ñì. òàáëèöó I âýòîé ðàáîòå), à òàêæå èõ àñèìïòîòèêà ~En:E(0)(g) = 1Xk=0En(�g)n;En � ���n+ 12� � 3nr 6�3 �� 1� 9572n � 20 09910 368n2 � : : :!: (18)
Â äàëüíåéøåì [22℄, èñïîëüçóÿ 150 ïîðÿäêîâ ÒÂ, ÷èñ�ëåííîé ïîäãîíêîé (ïðè n � 1) áûëè îïðåäåëåíûäåñÿòü ñòåïåííûõ ïîïðàâîê j â (18). Àñèìïòîòèêàýíåðãèè ïðè g !1 èìååò âèä [23, 24℄E(0)(g) = 1g�[1 +O(g�2�)℄; � = 1=3; (19)ãäå 1 � êîíñòàíòà, ÷èñëåííîå çíà÷åíèå êîòîðîéïðèâåäåíî â [23℄ (â äðóãîé íîðìèðîâêå ãàìèëüòîíè�àíà, íî ïåðåñ÷åò íà (17) íå ïðåäñòàâëÿåò çàòðóäíå�íèé).Â ðàáîòå [25℄ äëÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî êîý��èöè�åíòà áûëî ïîëó÷åíî çíà÷åíèå7): 1 = 1:048 (òî÷�íîå çíà÷åíèå [23℄ ðàâíî 1:060362 : : : ), à ìåòîä ðàáî�òû [13℄ äàåò äëÿ ïîêàçàòåëÿ ñòåïåííîé àñèìïòîòè�êè (19) � = 0:317� 0:032 è êîý��èöèåíò 1 ñ îøèá�êîé â 10%. Òàêèì îáðàçîì, âîññòàíîâëåíèå àñèìïòî�òèêè E(0)(g) ïî êîý��èöèåíòàì ðÿäà ÒÂ ïðîâîäèòñÿâ äàííîì ñëó÷àå ñ óäîâëåòâîðèòåëüíîé òî÷íîñòüþ.Ýòà çàäà÷à èíîãäà ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê òåñòîâûéïðèìåð äëÿ ïðîâåðêè ìåòîäîâ ñóììèðîâàíèÿ ðàñõî�äÿùèõñÿ ðÿäîâ. Íå îòðèöàÿ òàêîé âîçìîæíîñòè, ìûâñå æå õîòåëè áû ïîä÷åðêíóòü, ÷òî â äàííîì ñëó�÷àå â ðàñ÷åò ââîäèòñÿ äî 75 ïîðÿäêîâ ÒÂ, êîòîðûåóæå ¾óõâàòûâàþò¿ àñèìïòîòèêó: òàê, îòíîøåíèå8)Æn = ~En=En � 1 = 20%, 2.8% è 1.8% ñîîòâåòñòâåí�íî ïðè n = 10, 50 è 75. Ïðè n . 10 òî÷íûå êî�ý��èöèåíòû En åùå äîñòàòî÷íî äàëåêè îò ~En (âîñîáåííîñòè, åñëè ðàññìàòðèâàòü ãàìèëüòîíèàí (17)â D-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ñ ðàçìåðíîñòüþ D � 3).7) Ïðè ýòîì èñïîëüçîâàëàñü ìîäè�èöèðîâàííàÿ ÒÂ, â êî�òîðîé ïîêàçàòåëü � = 1=3 âûáèðàëñÿ óæå â èñõîäíîì ïðèáëè�æåíèè.8) Ìû âñþäó èñïîëüçóåì îïðåäåëåíèå àñèìïòîòè÷åñêèõ êî�ý��èöèåíòîâ, äàííîå â (4) äëÿ ñëó÷àÿ �óíêöèè �.678



ÆÝÒÔ, òîì 122, âûï. 4 (10), 2002 Î ñóììèðîâàíèè ðàñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ òåîðèè âîçìóùåíèé : : :Ïðè ýòîì êîý��èöèåíò 1 ïåðâîé ñòåïåííîé ïîïðàâ�êè áûñòðî âîçðàñòàåò âìåñòå ñ D (ñì. ðèñ. 2 â [26℄),à òàêæå ïðè ïåðåõîäå îò îñíîâíîãî ê âîçáóæäåí�íûì óðîâíÿì [22℄. Ïðîâåäåííûå ðàñ÷åòû íå óêàçû�âàþò íà íàëè÷èå â äàííîé çàäà÷å ïðîìåæóòî÷íîéàñèìïòîòèêè. Êðîìå òîãî, ñòðîãî äîêàçàíî [23℄, ÷òîâ ñëó÷àå (17) ðÿä ÒÂ ñóììèðóåòñÿ ê òî÷íîé ýíåðãèèE(0)(g) âñþäó â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ñ ðàçðåçîì�1 < g < 0.á) Àíãàðìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîð ÿâëÿåòñÿ îäíî�ìåðíîé ìîäåëüþ '4(1) ñêàëÿðíîé òåîðèè ïîëÿ '4(4), àîáû÷íûé èíòåãðàëJ(g) = (2�)�1=2 1Z�1 d' exp���12'2 + g4!'4�� == �2�3 g��1=2 exp� 34g�K1=4� 34g� �� 1Xn=0 Jn(�g)n (20)ìîæíî ñ÷èòàòü íóëü-ìåðíûì àíàëîãîì �'4(0)� �óíê�öèîíàëüíîãî èíòåãðàëà â òåîðèè '4(4). Äëÿ êîý��è�öèåíòîâ ÒÂ èìååì [4, 8℄Jn = �(2n+ 1=2)p� 6n �(n+ 1) ;~Jn = 1�p2 �(n)�23�n ; (21)Jn= ~Jn = p2� �(2n+ 1=2)22n n! (n� 1)! = 1� 316n + : : : ; (22)ïðè÷åì óæå ïåðâûå ïîðÿäêè ÒÂ äîâîëüíî áëèçêè êàñèìïòîòèêå: Jn= ~Jn = 0:833, 0.911, 0.940 è 0.963 ïðèn = 1, 2, 3 è 5. Îòñþäà ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî ñòå�ïåííûå ïîïðàâêè çäåñü ÷èñëåííî ìàëû. Êðîìå òîãî,äëÿ J(g) îòñóòñòâóåò ïðîìåæóòî÷íàÿ àñèìïòîòèêà.Íà ïðèìåðå (20) âèäíî, ÷òî �óíêöèÿ J(g) è áî�ðåëåâñêàÿ ñóììà ~J(g) ìîãóò èìåòü ðàçíûå àñèìïòî�òèêè ïðè g !1, îòëè÷àÿñü äàæå çíàêîì:J(g) = 1g�1=4 h1� k g�1=2 +O(g�1)i ;~J(g) =Xn ~Jn(�g)n = �(�p2)�1 ln g + : : : ; (23)ãäå 1 = 1:600 714 : : : è k = 0:827 901 : : : , ñì. òàêæå�îðìóëó (Á.10) â Ïðèëîæåíèè Á.Èíòåãðàë (20) ðàññìàòðèâàëñÿ ñ öåëüþ ïðîâåð�êè ïðîöåäóðû ñóììèðîâàíèÿ ðàñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ.Â [9℄ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà Ïàäå�Áîðåëÿ (ñì. íè�æå (28), (29)) ñ ó÷åòîì äâàäöàòè ïîðÿäêîâ ÒÂ

çíà÷åíèÿ J(g) áûëè âîññòàíîâëåíû â èíòåðâàëå0 < g < 100. Ââîäÿ â ðàñ÷åò äî ïÿòèäåñÿòè êî�ý��èöèåíòîâ ÒÂ, äëÿ ïîêàçàòåëÿ àñèìïòîòèêè íàáåñêîíå÷íîñòè, J(g) / g�, àâòîð ðàáîòû [13℄ ïîëó�÷èë çíà÷åíèå � = �0:235� 0:025, áëèçêîå ê òî÷íîìó� = �1=4. Â ñâåòå ñêàçàííîãî âûøå ýòî íå ïðåäñòàâ�ëÿåòñÿ óäèâèòåëüíûì.Îáîáùåíèåì (20) ÿâëÿåòñÿJ(g;K) = (2�)�1=2 �� 1Z�1 d' exp(� '22 + g '2K(2K)!!) ; (24)(ìîäåëü '2K(0) , K = 2; 3 : : : ). Êîý��èöèåíòû ÒÂ Jnâû÷èñëÿþòñÿ çäåñü àíàëèòè÷åñêè, ñì. ÏðèëîæåíèåÁ. Ïîêàæåì, ÷òî ðÿä (3) ïî ñòåïåíÿì 1=n ÿâëÿåòñÿðàñõîäÿùèìñÿ ïðè ëþáîì K. ÏîëàãàÿJn~Jn � �(z) = 1Xj=0 jzj ; z = 1n ! 0; (25)âèäèì èç (Á.3), ÷òî �óíêöèÿ �(z) èìååò ïîëþñû âòî÷êàõ z = zs, ñãóùàþùèõñÿ ê íóëþ:zs = �2K=(2s+ 1); s = 0; 1; 2; : : : (26)Ïîýòîìó z = 0 ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííîé îñîáåííîñòüþäëÿ �(z), è ñòåïåííîé ðÿä (25) ðàñõîäèòñÿ ïðè âñÿ�êîì z 6= 0. Òîãî æå ñëåäóåò îæèäàòü è äëÿ áîëåå ðå�àëèñòè÷åñêèõ òåîðèé, â òîì ÷èñëå '4(4) è ÊÝÄ (ñì.òàêæå [16℄). Âîçìîæíî îïðåäåëèòü è ñòåïåíü ðîñòàêîý��èöèåíòîâ j ïðè j !1, ñì. Ïðèëîæåíèå Á.Èíòåãðàë (24) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàêíóëü-ìåðíûé àíàëîã �óíêöèîíàëüíîãî èíòåãðà�ëà â òåîðèè ïîëÿ ñ ñàìîäåéñòâèåì '2K(D), êîòîðàÿÿâëÿåòñÿ ïåðåíîðìèðóåìîé [27℄ â ðàçìåðíîñòèD = 2K=(K � 1). Àñèìïòîòèêà J(g;K) ïðè g ! 1èìååò ñòåïåííîé âèä (Á.10) è íàñòóïàåò òåì ìåä�ëåííåå, ÷åì áîëüøå ïîêàçàòåëü íåëèíåéíîñòè 2Kâ (24).â) Ïîòåíöèàë âîðîíêèV (r) = �1r + gr; 0 < r <1; (27)èñïîëüçîâàëñÿ â êâàíòîâîé õðîìîäèíàìèêå äëÿîïèñàíèÿ ñîñòîÿíèé òÿæåëûõ êâàðêîíèåâ (òàêíàçûâàåìûé êîðíåëëüñêèé ïîòåíöèàë, ñì., íà�ïðèìåð, [28�30℄). Â ýòîì ñëó÷àå áûëî âû÷èñëåíîïðèìåðíî 90 êîý��èöèåíòîâ ÒÂ Ek äëÿ îñíîâíîãîóðîâíÿ [31℄, ïðè÷åì ïàðàìåòðû àñèìïòîòèêè (4)ðàâíû 0 = �18=�e3 = �0:2852 : : : , � = 1 è a = 3=2.679



Ä. È. Êàçàêîâ, Â. Ñ. Ïîïîâ ÆÝÒÔ, òîì 122, âûï. 4 (10), 2002Òàáëèöà 1. Âûñøèå ïîðÿäêè ÒÂ äëÿ ýíåðãèèîñíîâíîãî óðîâíÿ â ïîòåíöèàëå âîðîíêèn �En ~En=En n �En ~En=En1 3/2 0.285 10 3.281(8) 1.8192 3/2 1.71 20 3.578(22) 1.2903 27/8 5.13 30 3.708(38) 1.1744 795/16 2.79 40 9.152(55) 1.1245 3843/8 2.71 50 2.521(74) 1.1016 11 166/2 2.52 60 4.849(93) 1.0807 9 543 339128 2.31 80 1.886(134) 1.059Ïðèìå÷àíèå. Ïðèâåäåíû êîý��èöèåíòû ðÿäà ÒÂ (21),âçÿòûå ñ îáðàòíûì çíàêîì (ïîëüçóÿñü ñëó÷àåì, ìû çäåñüèñïðàâèëè äîïóùåííóþ â [28℄ îïå÷àòêó äëÿ êîý��èöè�åíòà E5). Çäåñü è äàëåå èñïîëüçóþòñÿ îáîçíà÷åíèÿ: n �ïîðÿäîê ÒÂ, a(b) � a � 10b.×àñòü âû÷èñëåííûõ êîý��èöèåíòîâ En ïðèâåäåíàâ òàáë. 1, èç êîòîðîé âèäíî, ÷òî îòëè÷èå ~En îò Enñòàíîâèòñÿ ìåíüøå 10% òîëüêî ïðè n > 50, à ïðèn � 10 ýòè êîý��èöèåíòû ðàçëè÷àþòñÿ â íåñêîëüêîðàç.Ñóììèðîâàíèå ðÿäà ÒÂ ïðîâîäèëîñü ñ ïîìîùüþìåòîäà Ïàäå�Áîðåëÿ:E(0)(g) = 1Xk=0Ek(�g)k == g�1 1Z0 exp��xg�B(x)dx; (28)(îáîáùåíèå ñì. íèæå â (49)), ïðè÷åì òðàíñ�îðìàí�òà Áîðåëÿ B(x) çàìåíÿëàñü äèàãîíàëüíîé àïïðîêñè�ìàíòîé Ïàäå [L=L℄:B(x) = 1Xk=0 Ekk! (�x)k � BL(x) � [L=L℄(x): (29)Êàê âûòåêàåò èç (28), àñèìïòîòèêå E(g) � 1g� ïðèg ! 1 îòâå÷àåò ïîâåäåíèå B(x) � 1x�=�(� + 1)ïðè x ! 1, åñëè � > �1. Ïîýòîìó èíäåêñ àñèìïòî�òèêè � ìîæíî íàéòè èç óðàâíåíèÿ � = limL!1�L; ãäå�L = limx!1[xB0L(x)=BL(x)℄; (30)èëè�L = �1 + limx!18<:xBL(x), xZ0 BL(x0)dx09=; ; (31)

5 10 150:50:70:9
L

�L 2=3
�èñ. 1. Îïðåäåëåíèå ïîêàçàòåëÿ � ñòåïåííîé àñèì-ïòîòèêè (32) äëÿ ýíåðãèè îñíîâíîãî óðîâíÿ â ïî-òåíöèàëå âîðîíêè. Çíà÷åíèÿ �L ðàññ÷èòûâàëèñü ïî�îðìóëå (31) ïðè x = 100 (òî÷êè)ïîñëå ÷åãî îïðåäåëÿåòñÿ è àñèìïòîòè÷åñêèé êîý���èöèåíò 1.Çàìåòèì, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå òî÷íàÿ àñèìïòî�òèêà ýíåðãèè óðîâíåé Enl(g) íàõîäèòñÿ ñ ïîìîùüþïðåîáðàçîâàíèÿ ñêåéëèíãà r ! g�1=3r â óðàâíåíèèØðåäèíãåðà:Enl(g) = (nl)1 g2=3[1 +O(g�1=3)℄; g !1 (32)(ïðèåì, óêàçàííûé Øèìàí÷èêîì, ñì. çàìå÷àíèå íàñòð. 85 â ðàáîòå [23℄). Äëÿ ns-óðîâíÿ (l = 0) ðàäè�àëüíîå óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà â ïðåäåëå g ! 1ñâîäèòñÿ ïîñëå ñêåéëèíãà ê óðàâíåíèþ Ýéðè, ïî�ýòîìó (ns)1 = �2�1=3�n, ãäå �n îçíà÷àåò n-é íóëü�óíêöèè Ýéðè Ai(�). Íàïðèìåð, �1 = �2:3381 : : : è(1s)1 = 1:855756 : : : äëÿ îñíîâíîãî óðîâíÿ, n = 1.�åçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ9) ïîêàçàíû íàðèñ. 1. Èñïîëüçîâàíèå àïïðîêñèìàíò Ïàäå�Áîðåëÿñ L � 15 îáåñïå÷èâàåò ïðîöåíòíóþ òî÷íîñòü âû�÷èñëåíèÿ ýíåðãèè E1s(g) âïëîòü äî g = 500, à ïðèg � 1 îøèáêà íå ïðåâûøàåò 0.01%. Åñòåñòâåííî,÷òî íàèõóäøàÿ òî÷íîñòü èìååò ìåñòî ïðè îïðåäåëå�íèè ïàðàìåòðîâ àñèìïòîòèêè (32). Åñëè óñðåäíèòüçíà÷åíèÿ �L â èíòåðâàëå 11 � L � 17, òî ïîëó�÷èì h�i = 0:667 � 0:003, ÷òî îòëè÷àåòñÿ îò (32) íà0.5%. Ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî êîý���èöèåíòà ïðè L = 17 ïîëó÷àåì 1 � 1:78 (îøèáêàîêîëî 4%). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðè L < 10 çíà÷åíèÿ�L åùå äàëåêè îò òî÷íîãî � = 2=3, ÷òî è ïîíÿòíî:äëÿ íåáîëüøèõ ïîðÿäêîâ ÒÂ êîý��èöèåíòû ~En ïðå�âûøàþò En â íåñêîëüêî ðàç (ñì. òàáë. 1). Â ñëó÷àåïîòåíöèàëà V (r) = �r�1 + gr2 ñõîäèìîñòü çíà÷åíèé9) Â [32℄ èñïîëüçîâàëèñü äèàãîíàëüíûå àïïðîêñèìàíòû Ïà�äå âïëîòü äî L = 17, ò. å. 2L + 1 = 35 ïîðÿäêîâ ÒÂ. Òî÷êàìèíà ðèñ. 1 îáîçíà÷åíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà ïî �îðìóëå (31) äëÿx = 100 (èñïîëüçîâàíèå �îðìóëû (30) ïðèâîäèò ê àíàëîãè÷�íûì ðåçóëüòàòàì, íî ðàçáðîñ òî÷åê �L íåñêîëüêî áîëüøå).680



ÆÝÒÔ, òîì 122, âûï. 4 (10), 2002 Î ñóììèðîâàíèè ðàñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ òåîðèè âîçìóùåíèé : : :�L íåñêîëüêî õóæå: ñ èñïîëüçîâàíèåì òðèäöàòè ïî�ðÿäêîâ ÒÂ áûëî ïîëó÷åíî h�i = 0:47� 0:08 (òî÷íîåçíà÷åíèå � = 1=2).Èòàê, ñóììèðîâàíèå ðàñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà ÒÂ äëÿïîòåíöèàëà âîðîíêè äàåò âïîëíå óäîâëåòâîðèòåëü�íûå ðåçóëüòàòû, âêëþ÷àÿ îáëàñòü ñèëüíîé ñâÿçè.Ïðè ýòîì, îäíàêî, îñòàþòñÿ â ñèëå òå æå çàìå÷à�íèÿ, ÷òî è â ñëó÷àå àíãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà:â ðàñ÷åò ââîäèòñÿ ìíîãî êîý��èöèåíòîâ En, âûõîäêîòîðûõ íà àñèìïòîòèêó ~En óæå ñîñòîÿëñÿ, è, êðîìåòîãî, ñðàâíåíèå ñ ÷èñëåííûì ðàñ÷åòîì ïîêàçûâàåò,÷òî â äàííîé çàäà÷å îòñóòñòâóåò îáëàñòü ïðîìåæó�òî÷íîé àñèìïòîòèêè äëÿ E(g).ã) Ïîó÷èòåëüíûì ïðèìåðîì èç îáëàñòè àòîìíîé�èçèêè ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à îá ý��åêòå Øòàðêà â ñèëü�íîì ïîëå.Â ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå F (êîòîðîå ñ÷èòàåì ïîñòî�ÿííûì è îäíîðîäíûì) àòîìíûå óðîâíè ïåðåõîäÿò âêâàçèñòàöèîíàðíûå ñîñòîÿíèÿ ñ êîìïëåêñíîé ýíåðãè�åé E(F ) = Er � i�=2. Ìû îãðàíè÷èìñÿ îäíîìåðíûìè òðåõìåðíûì Æ-ïîòåíöèàëàìè10) è îñíîâíûì ñîñòî�ÿíèåì àòîìà âîäîðîäà, êîãäà ðÿä ÒÂ èìååò âèä"(F ) = Er(F )E0 = 1Xk=0�2kF 2k; (33)ãäå F � ïàðàìåòð ðàçëîæåíèÿ, �0 = 1; �2 � ïîëÿ�ðèçóåìîñòü, à �4; �6, : : : � ãèïåðïîëÿðèçóåìîñòèàòîìíîãî óðîâíÿ11).�åçóëüòàòû âû÷èñëåíèÿ âûñøèõ ïîðÿäêîâ ÒÂ(ïîäðîáíîñòè ýòèõ âû÷èñëåíèé èçëîæåíû â Ïðèëî�æåíèè Â) ïðèâåäåíû â òàáë. 2, èç êîòîðîé âèäåí÷ðåçâû÷àéíî áûñòðûé ðîñò êîý��èöèåíòîâ �n, ÷òîñîãëàñóåòñÿ ñ àñèìïòîòèêîé�n � 1 + (�1)n2 �(n+ b+ 1)�32�n �� 0 1 + 1n + 2n2 + : : :!; n!1; (34)è ïîêàçûâàåò, ÷òî ðÿä ÒÂ ðàñõîäèòñÿ ïðè âñÿêîìF 6= 0 (äëÿ âîçáóæäåííûõ ñîñòîÿíèé, à òàêæå â ñëó�÷àå ðàçëîæåíèÿ ÒÂ äëÿ âîëíîâîé �óíêöèè îòëè÷íû10) Â òàêèõ ïîòåíöèàëàõ èìååòñÿ ïî îäíîìó äèñêðåòíîìóóðîâíþ ñ ýíåðãèåé E0 = ��20=2 â îòñóòñòâèå ïîëÿ (�0 � êîí�ñòàíòà, âõîäÿùàÿ â ãðàíè÷íîå óñëîâèå â íóëå, ñì., íàïðèìåð,[33℄). Äàëåå, áåç ïîòåðè îáùíîñòè, ïîëàãàåì �0 = 1 è èñïîëü�çóåì â ýòîì ðàçäåëå àòîìíûå åäèíèöû ~ = m = e = 1.11) Â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùèõ ïðèìåðîâ è òåîðèè '4(4) âñåêîý��èöèåíòû �n � îäíîãî çíàêà, ïîýòîìó òðàíñ�îðìàíòàÁîðåëÿ (29) èìååò ïîëþñ íà ïóòè èíòåãðèðîâàíèÿ. Ýòî ñîçäà�åò íåêîòîðûå òðóäíîñòè ïðè ÷èñëåííîì ñ÷åòå, êîòîðûå ìîæíîïðåîäîëåòü ðàçíûìè ñïîñîáàìè, ñì., íàïðèìåð, [34�36℄.
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�èñ. 2. Îòíîøåíèÿ �j(n) = �n=~�(j)n , ñì. (35), â çà-âèñèìîñòè îò ïîðÿäêà ÒÂ n äëÿ ý��åêòà Øòàðêàâ àòîìå âîäîðîäà (îñíîâíîå ñîñòîÿíèå). Îêîëî êðè-âûõ óêàçàíû çíà÷åíèÿ j, ò. å. ÷èñëî ÷ëåíîâ, óäåð-æàííûõ â ðàçëîæåíèè (35)îò íóëÿ è íå÷åòíûå ïîðÿäêè ÒÂ). Ýòà �îðìóëà âû�òåêàåò èç äèñïåðñèîííîãî ñîîòíîøåíèÿ, ñì. Ïðèëî�æåíèå Â. Ïàðàìåòðû b è j ïðèâåäåíû â òàáë. 3.�àññìîòðèì âûõîä êîý��èöèåíòîâ ÒÂ íà àñèìï-òîòèêó ñ ó÷åòîì ñòåïåííûõ ïîïðàâîê. Îáîçíà÷èì ÷å�ðåç ~�(j)n ÷àñòè÷íóþ ñóììó ðÿäà (34):~�(j)n = ~�n 1 + 1n + : : :+ jnj!;~�(0)n � ~�n = 12� n!�32�n : (35)Íà ðèñ. 2 ïîêàçàíû îòíîøåíèÿ �n=~�(j)n , õàðàêòå�ðèçóþùèå òî÷íîñòü j-ãî ïðèáëèæåíèÿ. Âèäíî, ÷òîàñèìïòîòèêà ~�n çàìåòíî îòëè÷àåòñÿ îò òî÷íûõ êîý���èöèåíòîâ ÒÂ äàæå ïðè n � 100, îäíàêî âêëþ÷åíèåñòåïåííûõ ïîïðàâîê óëó÷øàåò ïîëîæåíèå. Â ÷àñòíî�ñòè, ó÷åò äâóõ ñòåïåííûõ ïîïðàâîê (ò. å. ~�(2)n ) äàåòõîðîøóþ òî÷íîñòü, íà÷èíàÿ óæå ñ n = 4 (îäíàêîäàëüíåéøåå óâåëè÷åíèå ÷èñëà óäåðæàííûõ ÷ëåíîâðÿäà (35) ðåçêî óõóäøàåò òî÷íîñòü ïðè n . 10). Êà�çàëîñü áû, ñèòóàöèÿ â äàííîì ñëó÷àå áëàãîïðèÿòíàäëÿ âîññòàíîâëåíèÿ àñèìïòîòèêè ýíåðãèè E(F ) ïðèF ! 1. Îäíàêî ýòî íå òàê. Êàê ïîêàçàëî ñóììè�ðîâàíèå ðÿäîâ ÒÂ äëÿ ðàçëè÷íûõ ñîñòîÿíèé àòîìàâîäîðîäà [35, 36℄, âêëþ÷àÿ è îñíîâíîå, â íàäáàðüåð�íîé îáëàñòè çàâèñèìîñòü øèðèíû � îò ïîëÿ î÷åíüáëèçêà ê ëèíåéíîé:681



Ä. È. Êàçàêîâ, Â. Ñ. Ïîïîâ ÆÝÒÔ, òîì 122, âûï. 4 (10), 2002Òàáëèöà 2. Âûñøèå ïîðÿäêè ÒÂ äëÿ ý��åêòà Øòàðêàn 2 4 6 8D = 1 5/4 55/4 10 625/16 1 078 125/16D = 3 1/4 3/2 735/16 13 265/4Àòîì H 21/8 22 947=29 48 653 931=214 3.81903(5)9/2 3 555/32 2 512 779/256 13 012 777 803/213n 10 20 50 100D = 1 1.1467(7) 2.4187(20) 2.4126(71) 2.3883(173)D = 3 4.3437(5) 4.2599(18) 1.6420(69) 8.0422(170)Àòîì H 7.7836(7) 2.6720(21) 4.5180(72) 6.4634(174)3.8906(8) 2.2421(22) 6.5583(73) 1.3647(176)n 150 180 190 200D = 1 6.2389(286) 3.5099(358) 9.2425(382) 4.1262(407)D = 3 1.3958(284) 6.5364(355) 1.6301(380) 6.9118(404)Àòîì H 2.0826(288) 1.2865(360) 3.4826(384) �5.4360(289) 3.6898(361) 1.0271(386) 4.8327(410)Ïðèìå÷àíèå. Ïðèâåäåíû ãèïåðïîëÿðèçóåìîñòè �n â èíòåðâàëå n = 2�200 äëÿ Æ-ïîòåíöèàëà â ðàçìåðíîñòÿõD = 1 è 3 è äëÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ àòîìà âîäîðîäà ïðè D = 2 è 3 (ñîîòâåòñòâåííî ïåðâàÿ è âòîðàÿ ñòðîêèäëÿ H). Òàáëèöà 3.Ïàðàìåòð D = 1 D = 2 D = 3 H j hj ja 3/2 3/2 3/2 3/2 1 107/12 �5:944b �1 �3=2 �2 0 2 7363/288 11.363A 1 p�=2 1/2 4 3 158.7 �35:660 2=� p2=3� 2=3� 12=� 4 469.0 �37:11 0.5456 � 0.6067 0.3062 5 1.025(4) �1:12(3)k 2/3 � 1.343 8/3 6 � -1.0(4)Ïðèìå÷àíèå. Ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ, âõîäÿùèõ â �îðìóëû (26), (Â.6) è (Â.8) äëÿ Æ-ïîòåíöèàëàâ D-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, à òàêæå (ñòîëáåö H) äëÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ àòîìà âîäîðîäà, D = 3; êîý��èöè�åíòû hj è j îòíîñÿòñÿ ê ïîñëåäíåìó ñëó÷àþ.�(F ) � k(F � F0); F0 < F . 1:5�2:0 (36)(ïàðàìåòðû k è F0 îïðåäåëÿþòñÿ ÷èñëåííîé ïîäãîí�êîé, íàïðèìåð, k = 1:47; F0 = 0:122 äëÿ îñíîâíîãîñîñòîÿíèÿ è k = 0:81; F0 = 0:260 äëÿ ðèäáåðãîâ�ñêèõ ñîñòîÿíèé àòîìà âîäîðîäà [37℄). Ëèíåéíàÿ çà�âèñèìîñòü (36) íå èìååò ìåñòà íè â îáëàñòè ñëàáîãîïîëÿ, ãäå øèðèíà �(F ) ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëà [38℄,íè â ïðåäåëå ñâåðõñèëüíûõ ïîëåé, êîãäà [39℄
�(F ) = ~�(F )(1+q ln lnFlnF +O 1lnF !) ; F !1;ãäå ~�(F ) = 1(F lnF )2=3;1 = 2�5=2 � 31=2; q = 8=3: (37)Òó æå �îðìó èìååò àñèìïòîòèêà �(F ) äëÿ Æ-ïîòåí-öèàëà ñ D = 1 [37℄, îòëè÷àÿñü ëèøü çíà÷åíèÿìè êî�682
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�èñ. 3. Øèðèíà óðîâíÿ �(F ) â ñëó÷àå ý��åêòà Øòàðêà â íàäáàðüåðíîé îáëàñòè (à) è ïðè 0 < F < 100 (á). Êðèâûå1 è 3 äëÿ îäíîìåðíîãî è òðåõìåðíîãî Æ-ïîòåíöèàëîâ, êðèâàÿ 2 äëÿ ðèäáåðãîâñêèõ ñîñòîÿíèé àòîìà âîäîðîäà [36; 37℄.Âåëè÷èíû � è F èçìåðÿþòñÿ â àòîìíûõ åäèíèöàõý��èöèåíòîâ 1 = 2�5=3�31=2 è q = 2=3, à ïðèD = 3âèä åå íåñêîëüêî èçìåíÿåòñÿ, ñì. (Â.5).Çàìåòèì, ÷òî ëèíåéíûé ðåæèì (36) âûïîëíÿåòñÿòàêæå äëÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ àòîìà ãåëèÿ [40℄ èäëÿ Æ-ïîòåíöèàëîâ (ðèñ. 3à). Ýòî � ïðîìåæóòî÷íàÿàñèìïòîòèêà â çàäà÷å î øòàðê-ý��åêòå â ñèëüíîìïîëå, êà÷åñòâåííîå îáúÿñíåíèå êîòîðîé áûëî äàíî[37℄ â ðàìêàõ 1=n-ðàçëîæåíèÿ. Îòêëîíåíèå îò (36)â ñëó÷àå Æ-ïîòåíöèàëà ñòàíîâèòñÿ çàìåòíûì òîëüêîïðè F & 10 (ñð. ðèñ. 3à è 3á). Ïðè ýòîì, êàê âèäíî èçðèñ. 4, âûõîä �(F ) íà àñèìïòîòèêó ïðè F !1 ïðî�èñõîäèò ÷ðåçâû÷àéíî ìåäëåííî: îòíîñèòåëüíîå îò�êëîíåíèå (�� ~�)=� ñòàíîâèòñÿ ìåíüøå 10% òîëüêîïðè F > 5 � 107 â ñëó÷àå îäíîìåðíîãî Æ-ïîòåíöèàëàè F & 1026 äëÿ àòîìà âîäîðîäà (!). Ïîýòîìó îêîí÷à�òåëüíàÿ àñèìïòîòèêà �óíêöèè �(F ) íà áåñêîíå÷íî�ñòè íå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà ñóììèðîâàíèåì ëþáîãî(â ðàçóìíûõ ïðåäåëàõ) êîíå÷íîãî ÷èñëà ÷ëåíîâ ðÿäàÒÂ, à òîëüêî èç àíàëèçà òî÷íûõ ðåøåíèé. Ýòî îòíî�ñèòñÿ è ê âåùåñòâåííîé ÷àñòè ýíåðãèè, ò. å. ê øòàð�êîâñêîìó ñäâèãó óðîâíÿ. Â ñëó÷àå êîðîòêîäåéñòâó�þùèõ ïîòåíöèàëîâ âûõîä ãèïåðïîëÿðèçóåìîñòåé �níà àñèìïòîòèêó íåñêîëüêî áîëåå áûñòðûé, ÷åì äëÿàòîìà âîäîðîäà, îäíàêî ïðè n . 10 ðàçëè÷èå ìåæäó�n è ~�n âñå åùå äîâîëüíî âåëèêî (ðèñ. 5).ä) Êàê è â ñëó÷àå àíãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòî�ðà, ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ çàâèñèìîñòü ñòðóêòóðû ðÿ�äà ÒÂ îò ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà. Äëÿ îñíîâíîãî
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�èñ. 4. Âûõîä íà àñèìïòîòèêó ïðè F !1: îòíîøå-íèå �=~� â çàâèñèìîñòè îò ïîëÿ F . Íîìåðà êðèâûõòå æå, ÷òî è íà ïðåäûäóùåì ðèñóíêå. Àñèìïòîòèêà~�(F ) îïðåäåëåíà â (37) è (Â.5)ñîñòîÿíèÿD-ìåðíîãî ¾àòîìà âîäîðîäà¿ èìååì â (33)E0 = �2=(D � 1)2; D > 1;683



Ä. È. Êàçàêîâ, Â. Ñ. Ïîïîâ ÆÝÒÔ, òîì 122, âûï. 4 (10), 2002
H

D = 3

D = 3

D = 1

0 10 20 30

2.0

1.5

1.0

n

α̃n/αn

�èñ. 5. Îòíîøåíèÿ ~�n=�n â ñëó÷àå Æ-ïîòåíöèàëà(ðàçìåðíîñòè D = 1 è 3). Äëÿ ñðàâíåíèÿ ïîêàçàíàñîîòâåòñòâóþùàÿ êðèâàÿ (H) äëÿ îñíîâíîãî óðîâíÿàòîìà âîäîðîäà�0 = 1; �2 = 18(D + 1)(2D + 3);�4 = 1512(D + 1)�� (96D3 + 645D2 + 1522D+ 1257); : : : (38)Äëÿ âû÷èñëåíèÿ âûñîêèõ ïîðÿäêîâ ÒÂ áîëåå óäîá�íû ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ, ïðèâåäåííûå â Ïðè�ëîæåíèè Â. Àñèìïòîòèêà êîý��èöèåíòîâ ÒÂ îïðå�äåëÿåòñÿ ñêà÷êîì dis E(F ) � �(F ) â îêðåñòíîñòèîñîáîé òî÷êè F = 0, êîòîðûé âû÷èñëÿåòñÿ ñ ïîìî�ùüþ ìåòîäà ÂÊÁ. Ñ ó÷åòîì (Â.5) è (Â.10) ïðèõîäèìê �îðìóëàì (4) è (34), â êîòîðûõa = 32 ; b = D � 32 ;0 = 2(D+1)=2 � 3(D�1)=2.�� D + 12 !;1 = � 136(12D2 + 39D � 11);01 = � 172(33D2 + 42D + 5) (39)
(ñëåäóþùèå ñòåïåííûå ïîïðàâêè ïðè D 6= 3 íåèç�âåñòíû). Ïðè ýòîì ñòåïåííûå ïîïðàâêè íå ìàëû:j 1 j> 3:2 äëÿ D � 2. Áûñòðîå óâåëè÷åíèå êîý���èöèåíòîâ j ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå (ñì. òàáë. 3äëÿ ñëó÷àÿ D = 3) ñëóæèò óêàçàíèåì íà òî, ÷òî ðÿäñòåïåííûõ ïîïðàâîê (3) ÿâëÿåòñÿ ðàñõîäÿùèìñÿ.

122 3 4 8
88125
432
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10�410�310�210�11
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n1 10 1002 5 20 50�èñ. 6. Âûõîä êîý��èöèåíòîâ ÒÂ íà àñèìïòîòèêóäëÿ D-ìåðíîãî àòîìà âîäîðîäà. Ñïëîøíûå êðèâûåîòâå÷àþò �n=��n, øòðèõîâûå � �n=~~�n, ïóíêòèðíûåïîëó÷åíû ñ ó÷åòîì ïåðâîé ñòåïåííîé ïîïðàâêè ê ��n.Îêîëî êðèâûõ óêàçàíû çíà÷åíèÿ ðàçìåðíîñòè ïðî-ñòðàíñòâà DÑ ðîñòîì ðàçìåðíîñòè D âûõîä êîý��èöèåíòîâÒÂ íà àñèìïòîòèêó çàìåäëÿåòñÿ è îòîäâèãàåòñÿ âñòîðîíó âñå á�îëüøèõ n, à ó÷åò ïåðâîé ïîïðàâêè1=n, õîòÿ è ïîâûøàåò òî÷íîñòü àïïðîêñèìàöèè ïðèn ! 1, íî çàòî ðåçêî óõóäøàåò ñèòóàöèþ ïðèìàëûõ n (ðèñ. 6). Ëþáîïûòíî îòìåòèòü, ÷òî ïðèD = 10 ïàðàìåòð àñèìïòîòèêè b = 7=2, êàê è â ñëó�÷àå òåîðèè '4(4).×èñëî ïîäîáíûõ ïðèìåðîâ ìîæíî áûëî áû óâåëè�÷èòü. Îáùèé âûâîä ñîñòîèò â òîì, ÷òî àñèìïòîòèêàêîý��èöèåíòîâ ÒÂ â êâàíòîâîé òåîðèè óñòàíàâëè�âàåòñÿ, êàê ïðàâèëî, òîëüêî ïðè n � 1 è íèçøèåïîðÿäêè ÒÂ ñ íåé íå ¾ñøèâàþòñÿ¿ (çà èñêëþ÷åíè�åì ÷ðåçâû÷àéíî ðåäêèõ ñëó÷àåâ âðîäå ëàãðàíæèàíà�åéçåíáåðãà�Ýéëåðà â ÊÝÄ, äëÿ êîòîðîãî ñòåïåííûåïîïðàâêè âîîáùå îòñóòñòâóþò [8℄:~an=an = 1 + (�1)2s � 2�2n + : : : ;ãäå s = 0 èëè 1=2� ñïèí ÷àñòèöû). Ïðèìåð ñ ý��åê�òîì Øòàðêà (â êîòîðîì ïîëå F èãðàåò òó æå ðîëü,÷òî è êîíñòàíòà ñâÿçè g â (1)) ïîêàçûâàåò, íàñêîëü�êî ìåäëåííî ìîæåò óñòàíàâëèâàòüñÿ îêîí÷àòåëüíàÿàñèìïòîòèêà â ðåæèìå ñèëüíîé ñâÿçè, åñëè â çàäà�÷å èìååòñÿ îáëàñòü ïðîìåæóòî÷íîé àñèìïòîòèêè, àñàìà àñèìïòîòèêà ñîäåðæèò lnF .684



ÆÝÒÔ, òîì 122, âûï. 4 (10), 2002 Î ñóììèðîâàíèè ðàñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ òåîðèè âîçìóùåíèé : : :Òàáëèöà 4. Íèçøèå ïîðÿäêè ÒÂ äëÿ Ô�Ë â òåî-ðèè '4(4)n 2 3 4 5 6×èñëîäèàãðàìì 1 2 7 23 135�MOMn 3/2 17/6 19.27 146.1 �~�n=�n 0.104 0.687 1.106 1.593 ���n=�n 0.0978 0.659 1.072 1.554 �~~�n=�n 1.323 4.582 5.053 5.666 ��MSn 3/2 17/6 16.27 135.8 1424.3~�n=�n 0.0080 0.0526 0.100 0.131 0.142��n=�n 0.0075 0.0505 0.097 0.128 0.139~~�n=�n 0.101 0.351 0.459 0.467 0.423Ïðèìå÷àíèå. Ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ êîý��èöèåíòîâ ÒÂ�n â ñõåìàõ ïåðåíîðìèðîâêè MOM è MS, à òàêæå îòíî�øåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ êîý��èöèåíòîâ ê òî÷íûì.4. Î ÔÓÍÊÖÈÈ �ÅËË-ÌÀÍÍÀ�ËÎÓ ÂÒÅÎ�ÈÈ '4(4)�àññìîòðèì, íàêîíåö, çàäà÷ó âîññòàíîâëåíèÿÔ�Ë â ñêàëÿðíîé òåîðèè ïîëÿ '4(4). Àñèìïòîòè�÷åêèé ðÿä äëÿ Ô�Ë èìååò âèä (2)�(4) ñ ïàðàìåòðà�ìè a = 1; b = 72 ; 0 = 1:09616�2 ; 1 = �4:7; (40)ïîëó÷åííûìè â ðåçóëüòàòå âû÷èñëåíèÿ �óíêöèî�íàëüíîãî èíòåãðàëà ìåòîäîì ïåðåâàëà [5, 11℄.Ñèòóàöèÿ çäåñü îñëîæíÿåòñÿ òåì, ÷òî êîý��è�öèåíòû Ô�Ë â êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ, íà÷èíàÿ ñòðåòüåãî ïîðÿäêà ÒÂ, çàâèñÿò îò ñõåìû âû÷èòàíèé.Ïðèâåäåííûå âûøå ïàðàìåòðû îòíîñÿòñÿ ê òàê íà�çûâàåìîé ñèììåòðè÷íîé ñõåìå MOM, ò. å. ñõåìå ïå�ðåíîðìèðîâîê ñ âû÷èòàíèåì â ñèììåòðè÷íîé òî÷êå(s = t = u = �4�2=3). Ïåðâîíà÷àëüíûå âû÷èñëå�íèÿ â íèçøèõ ïîðÿäêàõ òåîðèè âîçìóùåíèé áûëèïðîâåäåíû èìåííî â ýòîé ñõåìå (ñì. òàáë. 4, â êîòî�ðîé óêàçàíî òàêæå ÷èñëî �åéíìàíîâñêèõ äèàãðàìì,êîòîðûå íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü â n-ì ïîðÿäêå ÒÂ).Â äàëüíåéøåì ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü â ìîäè�èöèðî�âàííîé ñõåìå ìèíèìàëüíûõ âû÷èòàíèé (ñõåìà MS).Â ýòîì ñëó÷àå ïàðàìåòðû àñèìïòîòèêè a è b îñòà�þòñÿ íåèçìåííûìè, à êîý��èöèåíòû i ìåíÿþòñÿ.Íèæå ìû ïðèâîäèì âû÷èñëåíèå êîíñòàíòû 0 â ñõå�ìå MS.Êîíñòàíòà 0 â àñèìïòîòè÷åñêîé �îðìóëå (4)

+ . . .++Γ4 = +�èñ. 7. Âåðøèííàÿ �óíêöèÿ â òåîðèè '4(4) â îäíî-ïåòëåâîì ïðèáëèæåíèèâû÷èñëÿåòñÿ â êâàçèêëàññè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè èîïðåäåëÿåòñÿ èç êëàññè÷åñêîãî äåéñòâèÿ S, ñòîÿùå�ãî â ýêñïîíåíòå, è ïðåäýêñïîíåíöèàëüíîãî ìíîæèòå�ëÿ. Ïåðåõîä îò îäíîé ñõåìû âû÷èòàíèÿ ê äðóãîé ââåäóùåì ïîðÿäêå ñâÿçàí ëèøü ñ èçìåíåíèåì êëàññè�÷åñêîãî äåéñòâèÿexp(�Sl) = exp�� 1gMOM �! exp�� 1gMS� ; (41)ïîýòîìó äëÿ íàõîæäåíèÿ 0 íåîáõîäèìî çíàòü ñâÿçüìåæäó çàðÿäàìè g â äâóõ ñõåìàõ âû÷èòàíèÿ.�àññìîòðèì äëÿ ýòîé öåëè ÷åòûðåõõâîñòêó â îä�íîïåòëåâîì ïðèáëèæåíèè (ðèñ. 7)�4 = g � 12g2[f(s) + f(t) + f(u)℄;ãäå s; t è u � ìàíäåëüñòàìîâñêèå ïåðåìåííûå, à�óíêöèÿ f(s) ðàâíàf(s) = 1�2 Z d4�2"kk2(k � p)2 = 1"(1� 2") ���2s �" == 1" + 2+ ln���2s �+O(");ãäå s = p2 è " ! 0. Òàêèì îáðàçîì, â ðàçìåðíîéðåãóëÿðèçàöèè èìååì�4 = g � 12g2 �� �3" + 6 + ln���2s �+ ln���2t �+ ln���2u �� :Ïåðåíîðìèðóåì êîíñòàíòû ñâÿçè è ïîëîæèì ¾ãî�ëûé¿ çàðÿä gB â ñõåìàõ MS è MOM ðàâíûì ñîîò�âåòñòâåííîgB = gMS + 32g2MS �1"� ;gB = gMOM + 32g2MOM �1" +�MOM� : (42)685



Ä. È. Êàçàêîâ, Â. Ñ. Ïîïîâ ÆÝÒÔ, òîì 122, âûï. 4 (10), 2002Òîãäà ïîëó÷èì�(MS)4 = gMS + 32g2MS 1" � 12g2MS �� �3" + 6 + ln���2s �+ ln���2t �+ ln���2u �� == gMS � 12g2MS �� �6 + ln���2s �+ ln���2t �+ ln���2u ��è �MOM4 =gMOM+32g2MOM �1"+�MOM��12g2MOM�� �3" + 6 + ln���2s �+ ln���2t �+ ln���2u �� == gMOM � 12g2MOM ���6�3�MOM+ln���2s �+ln���2t �+ ln���2u �� :Ïî îïðåäåëåíèþ â ñõåìå MOM�MOM4 �s = t = u = �43�2� = gMOM ;îòêóäà �MOM = 2 + ln(3=4): Òîãäà èç (42) èìååì1gMOM = 1gMS + 32 (�MOM ) : (43)Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â (41), ïîëó÷àåìexp�� 1gMOM � = exp�� 1gMS � 32�MOM� == exp�� 1gMS� exp��3� 32 ln 34� ;è â èòîãåMOM0 = 1:09616�2 ;MS0 = MOM0 e�3�43�3=2 � 0:07665MOM0 : (44)Èíòåðåñíî ñðàâíèòü ïîëó÷åííûå àñèìïòîòè÷å�ñêèå îöåíêè ñ ðåçóëüòàòàìè âû÷èñëåíèé â íèçøèõïîðÿäêàõ ÒÂ. Â ñõåìå MOM âû÷èñëåíû ÷åòûðå [41℄,à â ñõåìå MS � ïÿòü ÷ëåíîâ ðÿäà ÒÂ [42, 43℄. �å�çóëüòàòû âû÷èñëåíèé, à òàêæå ñðàâíåíèå ñ ëèïàòîâ�ñêîé àñèìïòîòèêîé ïðèâåäåíû â òàáë. 4, èç êîòî�ðîé âèäíî, ÷òî òî÷íûå çíà÷åíèÿ �n ïîêà åùå î÷åíüäàëåêè îò àñèìïòîòè÷åñêèõ, ïðè÷åì ó÷åò ïåðâîéñòåïåííîé ïîïðàâêè, èçâåñòíîé â ñõåìå MOM [11℄,

ëèøü óõóäøàåò ñèòóàöèþ â íèçøèõ ïîðÿäêàõ ÒÂ.Äåéñòâèòåëüíî, ïðè n = 2; 3 è 4 êîý��èöèåíòû~�(1)n = ~�n(1 � 4:7=n) < 0, à äëÿ n = 5 èìååì~�(1)n =�n = 0:096 � 1. Íàëèöî ñèëüíàÿ çàâèñèìîñòü�n è ~�n îò ñõåìû âû÷èòàíèé. Êðîìå òîãî, ñàìà�îðìà çàïèñè àñèìïòîòèêè äîïóñêàåò îïðåäåëåííûéïðîèçâîë: ìîæíî ïåðåïèñàòü (3) â âèäå�n � �(n+ d+ 1)annb�d�1 + k1n + k2n2 + : : :� (45)ñ ïðîèçâîëüíûì ïàðàìåòðîì d, ÷òî ýêâèâàëåíòíî (3)ïðè n ! 1, îäíàêî ïðèâîäèò ê ñóùåñòâåííîé çàâè�ñèìîñòè îò d â íèçøèõ ïîðÿäêàõ ÒÂ (ñð. çíà÷åíèÿ~�n=�n è ~~�n=�n â òàáë. 4.) Íàïðèìåð,~�n~~�n = n!n7=2�(n+ 9=2) ==8>>><>>>: 0:0786; n = 2;0:150; n = 3;1� 638n+ 5313128n2�184:5n3 + : : : ; n!1; (46)÷òî îáúÿñíÿåò ðàçëè÷èå (íà ïîðÿäîê!) ìåæäó çíà÷å�íèÿìè ~�n=�n è ~~�n=�n â òàáë. 4 è ïîêàçûâàåò, ÷òî êîí�êðåòíàÿ �îðìà çàïèñè àñèìïòîòèêè êîý��èöèåíòîâÔ�Ë ñòàíîâèòñÿ íåñóùåñòâåííîé ëèøü äëÿ âûñîêèõïîðÿäêîâ ÒÂ.Çàìåòèì, ÷òî â (45) k1 = 1 � d(d + 1)=2, ïî�ýòîìó ïðè 1 > �1=8 âûáîðîì ïàðàìåòðà d ìîæíîîáðàòèòü â íóëü ïåðâóþ ñòåïåííóþ ïîïðàâêó. Òàêîéâûáîð, âîçìîæíî, ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì. Åñëè æå,êàê â äàííîì ñëó÷àå, 1 < �1=8, òî âñåãäà k1 < 0,ïðè÷åì ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå jk1j äîñòèãàåòñÿ ïðèd = �1=2:�n � ��n�1 + �k1n + �k2n2 + : : :� ;��n = ��n+ 12�annb+1=20;�k1 = 1 + 18 ; �k2 = 2 + 181 � 5128 ; : : : (47)Êàê âèäíî èç òàáë. 4, äëÿ òåîðèè '4(4) êîý��èöè�åíòû ��n áëèçêè ê ~�n, ïðè÷åì ñòåïåííûå ïîïðàâêè÷èñëåííî íå ìàëû: k1 = �4:6;�4:7 è �12:6 ñîîòâåò�ñòâåííî äëÿ ïàðàìåòðèçàöèé ��n; ~�n è ~~�n. Îòñþäàñëåäóåò, ÷òî âûõîä íà àñèìïòîòèêó çàòÿãèâàåòñÿ íàáîëüøèå n, ÷òî, êàê ìû âèäåëè, õàðàêòåðíî è äëÿìíîãèõ çàäà÷ êâàíòîâîé ìåõàíèêè. Âû÷èñëåíèÿ æåñëåäóþùèõ ïîðÿäêîâ ÒÂ â êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ686



ÆÝÒÔ, òîì 122, âûï. 4 (10), 2002 Î ñóììèðîâàíèè ðàñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ òåîðèè âîçìóùåíèé : : :î÷åíü ñëîæíû: ÷èñëî äèàãðàìì âîçðàñòàåò �àêòîðè�àëüíî (ñì., â ÷àñòíîñòè, òàáë. 4), è ý��åêòèâíîãî ìå�òîäà èõ ðàñ÷åòà â âûñøèõ ïîðÿäêàõ íå ñóùåñòâóåò.Òàê ÷òî òðóäíî îæèäàòü ñêîëüêî-íèáóäü çàìåòíîãîïðîãðåññà â ýòîì íàïðàâëåíèè.Òàêèì îáðàçîì, ñèòóàöèþ â òåîðèè '4(4) íåëüçÿïðèçíàòü áëàãîïðèÿòíîé. Çäåñü íå âûïîëíåíî íè îä�íî èç óñëîâèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ îïðåäåëåíèÿ àñèìï-òîòèêè Ô�Ë ïðè g !1: âû÷èñëåííûå êîý��èöèåí�òû �n äàëåêè îò àñèìïòîòè÷åñêèõ, íèêàêèõ ñâåäåíèéî íàëè÷èè èëè îòñóòñòâèè ïðîìåæóòî÷íîé àñèìï-òîòèêè íåò è íåèçâåñòíû, âîîáùå ãîâîðÿ, àíàëèòè÷å�ñêèå ñâîéñòâà èñêîìîé �óíêöèè �(g).Â òàêîé ñèòóàöèè óìåñòíî ãîâîðèòü î âîññòàíîâ�ëåíèè �óíêöèè â íåêîòîðîì êîíå÷íîì èíòåðâàëåçíà÷åíèé ïàðàìåòðà ðàçëîæåíèÿ ñ çàäàííîé òî÷íî�ñòüþ, õîòÿ îöåíêà òî÷íîñòè çàâèñèò îò ìåòîäà ñóì�ìèðîâàíèÿ. Èìåííî â òàêîé ïîñòàíîâêå ýòà çàäà÷àðàññìàòðèâàëàñü â ðàáîòàõ [8�11℄.Â [8℄ èñïîëüçîâàëàñü òàê íàçûâàåìàÿ óëó÷øåí�íàÿ òåîðèÿ âîçìóùåíèé, â êîòîðîé ñóììà ðàñõîäÿ�ùåãîñÿ ðÿäà F (g) = Pn an(�g)n àïïðîêñèìèðóåòñÿ�óíêöèÿìèF (z)(N) = ~~F (z) +RN (z);RN (z) = Xn�N(an � ~~an)(�z)n; (48)ãäå ~~F (z) = Pn ~~an(�z)n ñ àñèìïòîòè÷åñêèìè êîý���èöèåíòàìè âèäà (4) âû÷èñëÿåòñÿ òî÷íî ñ ïîìîùüþïðåîáðàçîâàíèÿ Áîðåëÿ (ñì. (A.6)). Ýòîò ïðîñòîé è,ìîæíî ñêàçàòü, íàèâíûé ìåòîä ñóììèðîâàíèÿ ïîç�âîëÿåò òåì íå ìåíåå àïïðîêñèìèðîâàòü òî÷íîå ðå�øåíèå â áîëåå øèðîêîì èíòåðâàëå g, ÷åì ïîëèíî�ìû îáû÷íîé ÒÂ. Ñóììèðîâàíèå îñòàòêà RN (z) ìå�òîäîì Ïàäå�Áîðåëÿ ðàñøèðÿåò îáëàñòü âîññòàíîâëå�íèÿ Ô�Ë äî çíà÷åíèé g � 1 [8℄. Òàêèì ïóòåì áûëîïîêàçàíî, ÷òî Ô�Ë â òåîðèè '4(4) íå ìîæåò èìåòüíåòðèâèàëüíîãî íóëÿ ïðè g = g0 � 0:63 (íà ÷òî áû�ëî óêàçàíèå â ðàáîòå [5℄), è ýòîò âûâîä â äàëüíåéøåìïîäòâåðäèëñÿ. Îäíàêî ãîâîðèòü î ðåàëüíîì ïðîäâè�æåíèè â îáëàñòü g � 1 çäåñü íå ïðèõîäèòñÿ.Â ðàáîòå [10℄ äëÿ ñóììèðîâàíèÿ ðÿäà (2) áûë ïðè�ìåíåí ìåòîä êîí�îðì-Áîðåëÿ. Îñíîâíàÿ òðóäíîñòü,ñâÿçàííàÿ ñ �àêòîðèàëüíûì ðîñòîì êîý��èöèåí�òîâ, â ýòîì ñëó÷àå ïðåîäîëåâàåòñÿ ïóòåì èñïîëüçî�âàíèÿ èíòåãðàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà. Ïðè

ýòîì èñêîìàÿ �óíêöèÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäåf(g) = 1g 1Z0 dx e�x=g �xg���� �x ��x�� B(�;�)(x);(49)ãäå áîðåëåâñêèé îáðàç B(�;�)(x) çàäàåòñÿ ñõîäÿùèì�ñÿ ñòåïåííûì ðÿäîì, à ïàðàìåòðû � è � ïîäáèðàþò�ñÿ òàê, ÷òîáû äîáèòüñÿ áûñòðåéøåãî óáûâàíèÿ êî�ý��èöèåíòîâ ýòîãî ðÿäà. Äëÿ àíàëèòè÷åñêîãî ïðî�äîëæåíèÿ ñóììû ðÿäà íà âåñü áåñêîíå÷íûé èíòåð�âàë èíòåãðèðîâàíèÿ â (49) èñïîëüçóåòñÿ êîí�îðìíîåïðåîáðàçîâàíèå, îáû÷íî âûáèðàåìîå â âèäåw(x) = p1 + ax� 1p1 + ax+ 1 ;êîòîðîå îòîáðàæàåò êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü ñ ðàç�ðåçîì (�1;�1=a℄ íà åäèíè÷íûé êðóã jwj < 1 èó÷èòûâàåò êîðíåâîå âåòâëåíèå �óíêöèè B(x) òî÷êåx = 1=a. Ýòî êîí�îðìíîå îòîáðàæåíèå ïðèìåíÿåòñÿê �óíêöèè B�[x(w)℄ = x�w� NXk wkB(�)k ;ñîäåðæàùåé äîïîëíèòåëüíûé ïàðàìåòð �, ââåäåíèåêîòîðîãî ïîçâîëÿåò ó÷åñòü àñèìïòîòèêó �óíêöèèB(x) ïðè x ! 1 èëè �óíêöèè f(g) ïðè g ! 1.Õîòÿ òî÷íûé îòâåò íå çàâèñèò îò ïàðàìåòðà �, âïðèáëèæåííîì âûðàæåíèè, ó÷èòûâàþùåì ëèøü êî�íå÷íîå ÷èñëî ÷ëåíîâ ðÿäà, îñòàåòñÿ íåêîòîðûé ïðî�èçâîë, êîòîðûé �èêñèðóåòñÿ, íàïðèìåð, èñõîäÿ èçìèíèìèçàöèè îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè [10℄.Â [11℄ ðÿä ÒÂ ñóììèðîâàëñÿ ñ ïîìîùüþ èíòå�ãðàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Çîììåð�åëüäà�Âàòñîíà(â ïðåäïîëîæåíèè îá àíàëèòè÷íîñòè êîý��èöèåí�òîâ �n ïî n):�(g) = � 12i �+i1Z��i1 dz �(z)sin�z gz; �(n) = �n; (50)ïðè÷åì ïîäûíòåãðàëüíàÿ �óíêöèÿ �(z) çàìåíÿëàñüàïïðîêñèìàíòàìè Ïàä�å [L=M ℄(z), ïîñòðîåííûìè ïîïåðâûì ÷ëåíàì ðÿäà ÒÂ. Âû÷èñëåííûå òàêèì ïóòåìçíà÷åíèÿ �(g) â ïðåäåëàõ òî÷íîñòè âû÷èñëåíèé (îêî�ëî 10% ïðè g = 40) ñîãëàñóþòñÿ ñ ðàáîòîé [10℄: âèíòåðâàëå 0 < g . 50 Ô�Ë ìîíîòîííî âîçðàñòàåòè âåäåò ñåáÿ êàê g� ñ ïîêàçàòåëåì � = 1:95 � 0:2.Åñëè ýòó çàâèñèìîñòü ýêñòðàïîëèðîâàòü íà ñëó÷àég ! 1, òî ýòî ïðèâîäèò ê âûâîäó î âíóòðåííåéïðîòèâîðå÷èâîñòè òåîðèè '4(4). �àçóìååòñÿ, â ñâåòå687



Ä. È. Êàçàêîâ, Â. Ñ. Ïîïîâ ÆÝÒÔ, òîì 122, âûï. 4 (10), 2002ñêàçàííîãî âûøå, íà ýòîì íåëüçÿ íàñòàèâàòü êàòåãî�ðè÷åñêè.Â ðàáîòå [44℄ ïðåäëîæåí ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ñõî�äÿùåéñÿ ÒÂ â êâàíòîâîé ìåõàíèêå è òåîðèè ïîëÿ.Ïðèìåíåíèå åãî ê òåîðèè '4(4) ïîêàçàëî [12℄, ÷òî ïðèìàëûõ çíà÷åíèÿõ g �óíêöèÿ � âîññòàíàâëèâàåòñÿñ õîðîøåé òî÷íîñòüþ è ñîâïàäàåò ñ ðåçóëüòàòàìèïðåäûäóùèõ âû÷èñëåíèé, îäíàêî âëèÿíèå îòáðîøåí�íûõ ÷ëåíîâ ðÿäà ÒÂ ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ g âåëè�êî, ÷òî íå ïîçâîëÿåò ïðîäâèíóòüñÿ â îáëàñòü ñèëü�íîé ñâÿçè. 5. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅÑ�îðìóëèðóåì îñíîâíûå âûâîäû íàøåé ðàáîòû.1. Âîññòàíîâëåíèå àñèìïòîòèêè �óíêöèè � â ðå�æèìå ñèëüíîé ñâÿçè ïî åå ïåðâûì êîý��èöèåíòàìÒÂ �n è èõ àñèìïòîòè÷åñêèì çíà÷åíèÿì ~�n, ñòðîãîãîâîðÿ, íåâîçìîæíî áåç ïðèâëå÷åíèÿ äîïîëíèòåëü�íîé èí�îðìàöèè.2. Òåì íå ìåíåå íà �èçè÷åñêîì óðîâíå ñòðîãî�ñòè ýòà öåëü èíîãäà ìîæåò áûòü äîñòèãíóòà. Íåîá�õîäèìûìè, õîòÿ è íåäîñòàòî÷íûìè óñëîâèÿìè ÿâëÿ�þòñÿ íàëè÷èå áîëüøîãî ÷èñëà âû÷èñëåííûõ ÷ëåíîâðÿäà ÒÂ, êîòîðûå óæå âûõîäÿò íà ñâîþ àñèìïòîòè�êó, è îòñóòñòâèå ó èñêîìîé �óíêöèè ïðîìåæóòî÷íîéàñèìïòîòèêè.3. Â êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ âû÷èñëåíèå êîý��è�öèåíòîâ ðÿäà ÒÂ çàòðóäíåíî �àêòîðèàëüíûì ðîñ�òîì ÷èñëà äèàãðàìì Ôåéíìàíà, íàëè÷èåì óëüòðà-�èîëåòîâûõ ðàñõîäèìîñòåé è îòñóòñòâèåì ý��åê�òèâíûõ ìåòîäîâ âû÷èñëåíèÿ äèàãðàìì âûñîêèõ ïî�ðÿäêîâ. Ïðîãðåññ, äîñòèãíóòûé çà 50 ñ ëèøíèì ëåò,ïðîøåäøèõ ïîñëå âû÷èñëåíèÿ øâèíãåðîâñêîé ïî�ïðàâêè �=2� ê àíîìàëüíîìó ìàãíèòíîìó ìîìåíòóýëåêòðîíà â ÊÝÄ, ïîçâîëèë ïðîäâèíóòüñÿ ëèøü äî÷ëåíîâ ïîðÿäêà (�=�)4, è âðÿä ëè ìîæíî îæèäàòüñóùåñòâåííûõ èçìåíåíèé â ýòîé îáëàñòè [45℄. Àíàëî�ãè÷íî, â êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ âû÷èñëåíèå êàæäîãîñëåäóþùåãî ÷ëåíà ðÿäà ÒÂ äëÿ �óíêöèè � ïîòðåáî�âàëî â ñðåäíåì 10 ëåò.4. Ó÷åò ñòåïåííûõ ïîïðàâîê ê ~�n ïîâûøàåòòî÷íîñòü àïïðîêñèìàöèè êîý��èöèåíòîâ Ô�Ë ïðèn � 1, îäíàêî ïðèâîäèò ê ðåçêîìó óõóäøåíèþ òî÷�íîñòè â íèçøèõ ïîðÿäêàõ ÒÂ (ñì. â ýòîé ñâÿçè ðèñ. 2è 6). Ïðè ýòîì ïðîáëåìà ñøèâàíèÿ ïåðâûõ êîý��è�öèåíòîâ �n ñ àñèìïòîòèêîé ~�n îòíþäü íå îáëåã÷àåò�ñÿ. Ñèòóàöèÿ óñóãóáëÿåòñÿ åùå è òåì, ÷òî ðÿäû (3)ïî ñòåïåíÿì 1=n ÿâëÿþòñÿ ðàñõîäÿùèìèñÿ (ñì., íà�ïðèìåð, [15℄, à òàêæå Ïðèëîæåíèå Â). Ê òîìó æåíàõîæäåíèå ñòåïåííûõ ïîïðàâîê âûñîêîãî ïîðÿäêà

â êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ ñâÿçàíî ñ âû÷èñëåíèåì âûñ�øèõ ïîïðàâîê ê êâàçèêëàññè÷åñêîìó ïðèáëèæåíèþäëÿ �óíêöèîíàëüíîãî èíòåãðàëà è ÷ðåçâû÷àéíî òðó�äîåìêî.5. �àçâèòûå â íàñòîÿùåå âðåìÿ ìåòîäû ñóì�ìèðîâàíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðÿäîâ (ñì., íàïðè�ìåð, [4; 9�12℄) äàþò âîçìîæíîñòü çíà÷èòåëüíî ðàñ�øèðèòü îáëàñòü ïðèìåíèìîñòè ÒÂ è âîññòàíîâèòüèñêîìóþ �óíêöèþ ñ êîíòðîëèðóåìîé òî÷íîñòüþâ êîíå÷íîì èíòåðâàëå çíà÷åíèé àðãóìåíòà, íî íåïîçâîëÿþò íàéòè åå àñèìïòîòèêó íà áåñêîíå÷íîñòè.6. Íàêîíåö, ñäåëàåì íåñêîëüêî çàìå÷àíèé îòíîñè�òåëüíî ðàáîò [13, 14℄. Â íèõ èñïîëüçóåòñÿ òà æå èí��îðìàöèÿ î êîý��èöèåíòàõ ðÿäà ÒÂ äëÿ Ô�Ë, ÷òîè â [10℄, à ìåòîä ñóììèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðîéìîäè�èêàöèåé ìåòîäà êîí�îðì-Áîðåëÿ. Ïðîöåäóðàïîäãîíêè ïàðàìåòðîâ ìîäåëè, èñïîëüçóåìàÿ àâòî�ðîì, îñíîâûâàåòñÿ íà ñòàòèñòè÷åñêîé îáðàáîòêå êî�ý��èöèåíòîâ ðÿäà ÒÂ �n â èíòåðâàëå 20 � n � 40,ãäå ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷íûå çíà÷åíèÿ íåèçâåñòíû,è ïîëàãàòü, ÷òî ïðè ýòîì óæå îñóùåñòâëÿåòñÿ âûõîäíà ëèïàòîâñêóþ àñèìïòîòèêó, íåò íèêàêèõ îñíîâà�íèé. Ïåðâûå ÷ëåíû ðÿäà, êàê ìû âèäåëè âûøå, åùåäîñòàòî÷íî äàëåêè îò àñèìïòîòè÷åñêèõ, à ïîïðàâêàïîðÿäêà 1=n òîëüêî óõóäøàåò ñèòóàöèþ ïðè íåáîëü�øèõ n.Âûäâèãàåìîå â [13℄ òðåáîâàíèå ãëàäêîñòè èíòåð�ïîëèðóþùåé �óíêöèè12) ìåæäó ïåðâûìè âû÷èñëåí�íûìè ÷ëåíàìè ðÿäà ÒÂ è èõ àñèìïòîòè÷åñêèìè çíà�÷åíèÿìè, õîòÿ è âûãëÿäèò åñòåñòâåííûì, îäíàêî äà�ëåêî íåäîñòàòî÷íî äëÿ îäíîçíà÷íîãî îïðåäåëåíèÿêîý��èöèåíòîâ �n â èíòåðâàëå 10 . n . 50, ñóùå�ñòâåííîì äëÿ âû÷èñëåíèÿ àñèìïòîòèêè Ô�Ë. �àñ�ñìîòðåííûå â [13℄ òåñòîâûå ïðèìåðû (íóëü-ìåðíûéàíàëîã '4(0) è îäíîìåðíûé àíãàðìîíè÷åñêèé îñöèë�ëÿòîð) ÿâëÿþòñÿ ñëèøêîì óïðîùåííûìè, è, êðîìåòîãî, ïðè ýòîì â ðàñ÷åò ââîäÿòñÿ äåñÿòêè òî÷íî èç�âåñòíûõ ÷ëåíîâ ðÿäà ÒÂ, äëÿ êîòîðûõ ëèïàòîâñêàÿàñèìïòîòèêà óæå óñòàíîâèëàñü ñ ïðîöåíòíîé òî÷íî�ñòüþ.Âûçûâàåò ñîìíåíèå ïðèíÿòûé â [13℄ ñïîñîá èñ�ïîëüçîâàíèÿ íèçøèõ ïîðÿäêîâ ÒÂ, èçâåñòíûõ èçäèàãðàììíûõ âû÷èñëåíèé: ñ èõ ïîìîùüþ íàõîäè�ëèñü êîý��èöèåíòû ñòåïåííûõ ïîïðàâîê j èç óðàâ�12) Òî÷íåå, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñóùåñòâóåò àíàëèòè÷åñêàÿ�óíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî �(n) = �n. Îòìåòèì, ÷òî â êâàíòîâîéòåîðèè ïîëÿ àíàëèòè÷íîñòü êîý��èöèåíòîâ Ô�Ë ïî n ñòðî�ãî íå äîêàçàíà. Êðîìå òîãî, îíè çàäàíû â öåëûõ òî÷êàõn = 2; 3; : : : , àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå ñ êîòîðûõ íåîäíî�çíà÷íî.688



ÆÝÒÔ, òîì 122, âûï. 4 (10), 2002 Î ñóììèðîâàíèè ðàñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ òåîðèè âîçìóùåíèé : : :íåíèé òèïà1n + 2n2 + : : :+ lnl = �n~�n � 1; 2 � n � l + 1; (51)â êîòîðûõ �èãóðèðóþò l ïåðâûõ ïîðÿäêîâ ÒÂ. Î÷å�âèäíî, ÷òî òàêàÿ ïîäãîíêà èìååò ñìûñë â îáëàñòèn � n0 � 1 (è ðàíåå èñïîëüçîâàëàñü â [22, 46℄), îä�íàêî ïðè n � 1 îíà íå îïðàâäàíà è âåäåò ê íåâåð�íûì ðåçóëüòàòàì. ×òîáû ïðîäåìîíñòðèðîâàòü ýòîò�àêò, ìû âû÷èñëèëè, ñîãëàñíî (51), êîý��èöèåíòûj äëÿ äâóõ ïðèìåðîâ, äëÿ êîòîðûõ èçâåñòíû èõ òî÷�íûå çíà÷åíèÿ: îäíîìåðíûé àíãàðìîíè÷åñêèé îñöèë�ëÿòîð è ý��åêò Øòàðêà. Êàê âèäíî èç òàáë. 5, íèî êàêîé ñõîäèìîñòè ñ ðîñòîì l âû÷èñëåííûõ òàêèìîáðàçîì ñòåïåííûõ ïîïðàâîê íå ìîæåò áûòü è ðå÷è.Ýòî, â ñóùíîñòè, ïîíÿòíî è áåç âû÷èñëåíèé: ðÿä (3)ïî ñòåïåíÿì 1=n ðàñõîäèòñÿ, è îáðûâ åãî íà l-ì ÷ëåíåìîæåò áûòü îïðàâäàí òîëüêî ïðè óñëîâèè 1=n� 1.Ñëåäóåò òàêæå îòìåòèòü, ÷òî äëÿ ñêàëÿðíîé òåî�ðèè '4(4) ðåçóëüòàòû ðàáîòû [13℄ äëÿ Ô�Ë â îáëàñòè5 . g < 20 ñóùåñòâåííî ðàñõîäÿòñÿ ñ àíàëîãè÷íûìèðåçóëüòàòàìè äðóãèõ àâòîðîâ, ïîëó÷åííûìè íåçàâè�ñèìûìè ìåòîäàìè [10, 11℄. Â ýòîì ñìûñëå áûëî áûèíòåðåñíî ðàçîáðàòüñÿ â ïðè÷èíå íåñîãëàñèÿ ýòèõðåçóëüòàòîâ.Òå æå çàìå÷àíèÿ â åùå áîëüøåé ñòåïåíè îòíî�ñÿòñÿ ê ðàáîòå [14℄, ïîñâÿùåííîé àñèìïòîòèêå Ô�Ëâ ÊÝÄ. Â ýòîì ñëó÷àå èçâåñòíû òîëüêî ÷åòûðå ïåð�âûõ ÷ëåíà ðÿäà ÒÂ â ñõåìå MOM [47℄, à âèä àñèìïòî�òè÷åñêèõ êîý��èöèåíòîâ ~�n, ïîëó÷åííûé â ðàìêàõîïðåäåëåííîãî àíçàòöà [48℄, ïîêà åùå ïîëíîñòüþ íåóñòàíîâëåí. Â ýòèõ óñëîâèÿõ ãîâîðèòü î âîçìîæíî�ñòè âîññòàíîâëåíèè Ô�Ë â ðåæèìå ñèëüíîé ñâÿçè,ïî íàøåìó ìíåíèþ, ïðåæäåâðåìåííî.Òàêèì îáðàçîì, íà íàø âçãëÿä, âûñêàçàííîåâ [13; 14℄ óòâåðæäåíèå îá îòñóòñòâèè íóëÿ çàðÿäàâ òåîðèè '4(4) è â ÊÝÄ íè â êîåé ìåðå íåëüçÿñ÷èòàòü îáîñíîâàííûì. Èìåþùèåñÿ ðåçóëüòàòûñóììèðîâàíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðÿäîâ ÒÂ ñêîðååãîâîðÿò î âíóòðåííåé ïðîòèâîðå÷èâîñòè ýòèõ òåî�ðèé. Ñîäåðæàòåëüíîå óòâåðæäåíèå îá àñèìïòîòèêå�óíêöèè �(g) ïðè g ! 1 ìîæíî ñäåëàòü, òîëüêîâû÷èñëèâ çíà÷èòåëüíî á�îëüøåå ÷èñëî ÷ëåíîâ ðÿäàÒÂ, ëèáî âûéäÿ çà ðàìêè ïðèáëèæåíèÿ ñëàáîéñâÿçè è èñïîëüçóÿ ìåòîäû, íå îïèðàþùèåñÿ íà ÒÂ.Àâòîðû èñêðåííå áëàãîäàðíû Ì. È. Âûñîöêîìó,Þ. À. Êóáûøèíó, Â. Ä. Ìóðó, Â. À. Íîâèêîâó èË. Á. Îêóíþ çà îáñóæäåíèå ðàáîòû è ðÿä ïîëåçíûõçàìå÷àíèé, Ñ. �. Ïîçäíÿêîâó çà ïîìîùü â ÷èñëåííûõðàñ÷åòàõ, à òàêæå Á. Ì. Êàðíàêîâó è Ì. Í. Ìàðêè�íîé çà ïîìîùü ïðè î�îðìëåíèè ðóêîïèñè.

�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ïîääåðæ�êå �ÔÔÈ (ïðîåêòû 02-02-16889, 00-15-96691,01-02-16850. Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅ ÀÏðîäîëæèì îáñóæäåíèå ïðèìåðîâ èç ðàçä. 2 ñòà�òüè. Ôóíêöèè (7), (8) èìåþò ïîëþñû íà îòðèöàòåëü�íîé ïîëóîñè g < 0. Îñîáóþ òî÷êó ìîæíî ïîìåñòèòüè â íóëü; íàïðèìåð, äëÿ �óíêöèèfN (g) = (�1)N+1 1Xn=N+1(n�N � 1)!(�g)n == gN 1Z0 exp(�x=g)1 + x dx == �gN exp(g�1)Ei(�g�1) (À.1)òî÷êà âåòâëåíèÿ g = 0 ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé îñî�áåííîñòüþ â êîíå÷íîé ÷àñòè g-ïëîñêîñòè, ïðè÷åìñêà÷îê íà ðàçðåçå (ì. (13)) ðàâåídis fN(g) = �gN+1 exp(g�1); �1 < g < 0: (À.2)Ïîñêîëüêó ïðè g !1fN = gN [ln g � C +O(ln g=g)℄;C = � (1) = 0:5772 : : : ; (À.3)òî ó �óíêöèè �(g) = �(g) + fN(g) N ïåðâûõ êîý���èöèåíòîâ ÒÂ è N ñòåïåííûõ ïîïðàâîê òå æå, ÷òîè ó �(g), â òî âðåìÿ êàê àñèìïòîòèêà ïðè g ! 1ìîæåò ñóùåñòâåííî îòëè÷àòüñÿ.Êîý��èöèåíòû ÒÂ â (À.1) îáðàùàþòñÿ â íóëüïðè n � N . Õîòÿ â êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ óñëî�âèå àíàëèòè÷íîñòè ïî íîìåðó n äëÿ êîý��èöèåíòîâÔ�Ë íå äîêàçàíî è ïî ñóùåñòâó ÿâëÿåòñÿ ïðåäïî�ëîæåíèåì, ýòîìó óñëîâèþ íåòðóäíî óäîâëåòâîðèòü,êàê ïîêàçûâàþò ïðèìåðû (9)�(11). Èõ îáîáùåíèåììîæåò ñëóæèòü �óíêöèÿf(g; s) = 1Xn=0[�(n�N)℄�sgn; s = 1; 2; : : : ; (À.4)êîòîðàÿ ïðè áîëüøèõ g ñâîäèòñÿ ê �óíêöèè Ìèò�òàã-Ëå�ëåðàEs(z) = 1Xn=0 zn�(ns+ 1) �� s�1 exp(z1=s); z !1 (À.5)2 ÆÝÒÔ, âûï. 4 (10) 689



Ä. È. Êàçàêîâ, Â. Ñ. Ïîïîâ ÆÝÒÔ, òîì 122, âûï. 4 (10), 2002Òàáëèöà 5. Îïðåäåëåíèå êîý��èöèåíòîâ j ñîãëàñíî (51)1 2 3 4 5 6k Àíãàðìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîð ('4(1))1 �0:359 � � � � �3 �2:551 4.00 �1:81 � � �5 �1:626 �5:58 32.5 �49:8 24.1 �6 �0:206 �26:9 1.53(2) �3:69(2) 4.13(2) �1:70(2)7 0.334 �38:2 2.48(2) �7:66(2) 1.29(3) �1:12(3)Òî÷í. [22℄ �1:319 �1:939 �7:014 �40:12 �3:055(2) �2:808(3)k Ý��åêò Øòàðêà (îñíîâíîé óðîâåíü)1 �1:476 � � � � �3 �7:108 21.3 �20:0 � � �5 �5:067 �21:1 2.84(2) �8:83(2) 8.56(2) �6 �3:763 �60:2 7.27(2) �3:23(3) 6.57(3) �5:01(3)Òî÷í. [46, 57℄ �5:944 11.36 �35:7 �37:1 �1:12(3) �1:0(4)Ïðèìå÷àíèå. Ïðèâåäåíû êîý��èöèåíòû ïðè ñòåïåííûõ ïîïðàâêàõ, âû÷èñëåííûå ñîãëàñíî ïðîöåäóðå, óêà�çàííîé â (51) ñ ó÷åòîì k íèçøèõ ïîðÿäêîâ ÒÂ; äëÿ ñðàâíåíèÿ äàíû òî÷íûå çíà÷åíèÿ ýòèõ êîý��èöèåíòîâ.(ïðè j arg zj < s�=2; [1, ãë. VIII℄), ïðè÷åì z1=s �� sg1=s. Ïðè s = 1 è 2 ýòà �îðìóëà ñîîòâåòñòâó�åò (10) è (11).Êîý��èöèåíòû â (A.4) ìîæíî çàìåíèòü íà ëþ�áóþ öåëóþ �óíêöèþ îò n, èìåþùóþ â òî÷êàõn = N;N � 1; N � 2, : : : íóëè ïðîèçâîëüíîé êðàò�íîñòè (âîçìîæíî, çàâèñÿùåé îò n). Òàêèå �óíêöèèîïðåäåëÿþòñÿ â ÿâíîì âèäå ñ ïîìîùüþ ïðåäñòàâëå�íèÿ Âåéåðøòðàññà, èçâåñòíîãî èç òåîðèè àíàëèòè÷å�ñêèõ �óíêöèé.Îáîáùåíèå �îðìóëû (A.1) èìååò âèäSb(g) � 1Xn=0�(n+ b+ 1)(�g)n == �(b+ 1)g�(b+1) exp(g�1)�(�b; g�1); (À.6)ãäå �(�b; x) � íåïîëíàÿ ãàììà-�óíêöèÿ; äëÿ öåëûõb = 0; 1; 2; : : : îíà âûðàæàåòñÿ ÷åðåç èíòåãðàëüíóþýêñïîíåíòó:�(�b; x) = (�1)b+1b! (Ei(�x)�e�x bXk=1(k�1)!(�x)�k)(ïðè b = 0 ñóììó ïî k ñëåäóåò îïóñòèòü). Ïðèâåäåì

àñèìïòîòèêè:Sb(g) = 1g 8><>: �(b)(1� Æ + : : : ); b > 0;ln g � C + : : : ; b = 0; (À.7)ãäå g ! 1, Æ = [b=(b � 1)℄g�1 ïðè b> 1, Æ = ln g=gïðè b = 1, Æ = �(1 � b)g�b ïðè 0 < b < 1. Íàêîíåö,åñëè b = �b0 < 0, òîSb(g) = [�= sin�b0℄gb0�1 + : : : ; g !1: (À.8)Ïðè b = �1;�2; : : : íåñêîëüêî ïåðâûõ ÷ëåíîâ ðÿ�äà (À.6) îáðàùàþòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü, ïîýòîìó ñóì�ìèðîâàíèå íàäî íà÷èíàòü ñ n = �b. Ïðè ýòîì ìûâîçâðàùàåìñÿ ê (À.1), è àñèìïòîòèêà Sb(g) ñîäåð�æèò ln g, êàê â (À.3). Äîêàçàòåëüñòâî ñîîòíîøåíèÿ(À.6) íåòðóäíî ïîëó÷èòü ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿÁîðåëÿ. Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅ Á�àññìîòðèì âîïðîñ î ðàñõîäèìîñòè ðÿäà ñòåïåí�íûõ ïîïðàâîê (3) íà ïðèìåðå íóëü-ìåðíîé ìîäå�ëè '2K(0) .690



ÆÝÒÔ, òîì 122, âûï. 4 (10), 2002 Î ñóììèðîâàíèè ðàñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ òåîðèè âîçìóùåíèé : : :Äëÿ n-ãî ïîðÿäêà ÒÂ èìååì èç (24)Jn = �(Kn+ 1=2)p� n! � 2K(2K)!�n ;~Jn = [(K � 1)n℄! ann�10; (Á.1)ãäå a = 1(2K � 1)! 2KK � 1!K�1;0 = 1=�p2(K � 1); (Á.2)îòêóäàJn= ~Jn =p2�(K � 1) �(Kn+ 1=2)�((K � 1)n)�(n+ 1) �� � (K � 1)k�1Kk �n == 1� 2K2 +K � 124K(K � 1) 1n +O� 1n2� : (Á.3)Ó÷èòûâàÿ �îðìóëó Áàðíñà (ñì. 1.18.12 â ñïðàâî÷íè�êå [49℄), ïîëó÷àåì�(n+ b+ 1)�(n+ 1)nb = exp 1Xk=1 qknk!;qk = (�1)k+1k(k + 1) [Bk+1(b+ 1)�Bk+1℄; (Á.4)ãäå Bk+1(x) è Bk+1 � ïîëèíîìû è ÷èñëà Áåðíóëëè.Îòñþäà íàõîäèìJn~Jn = exp � 1Xm�1 amn2m�1! == 1� a1n + a212n2 � a2 + 16a31! 1n3 + : : : ; (Á.5)am = B2m2m(2m� 1) �� �1 + (K � 1)1�2m +K1�2m � (2K)1�2m	 :Ïîñêîëüêó [49℄B2m � (�1)m+12(2m)!(2�)�2m �� [1 +O(2�2m)℄; m� 1; (Á.6)ðÿä â ýêñïîíåíòå (Á.5) � çíàêîïåðåìåííûé è ïðèn!1Jn~Jn � 1Xj=0 jnj �� exp(� s� 1Xk=1 sin�k�2 � (k � 1)!(2�n)k ) ; (Á.7)

ãäå s = 2 ïðè K = 2, s = 1 ïðè K � 3. Òàêèì îáðà�çîì, àñèìïòîòèêà êîý��èöèåíòîâ j ïðàêòè÷åñêè íåçàâèñèò îò ñòåïåíè íåëèíåéíîñòè ïîëÿ '2K(0) â (24).Îñòàåòñÿ ðàçëîæèòü ýêñïîíåíòó (Á.7) â ñòåïåí�íîé ðÿä. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ �îðìóëîé [50℄,ñâÿçûâàþùåé ìåæäó ñîáîé êîý��èöèåíòû j ñòåïåí�íîãî ðàçëîæåíèÿ ñ êîý��èöèåíòàìè am èç (Á.5):j = Xk1+2k2+::::::+jkj=j 1k1!k2! : : : kj ! �� bk11 bk22 : : : bkjj ; ki � 0; (Á.8)ãäå bi = a(i+1)=2, åñëè i = 2m�1, è bj = 0, äëÿ i = 2m.Óðàâíåíèå (Á.8) ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü àñèìïòîòèêóêîý��èöèåíòîâ j ïðè j ! 1 èñõîäÿ èç àñèìïòî�òèêè bk. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè êîý��èöèåíòû bk ðàñ�òóò �àêòîðèàëüíî, bk � [1+(�1)k℄(k�1)!(2�)�k ïðèk ! 1, òî âåäóùèé âêëàä â ñóììó (Á.8) âíîñèò bj .Äðóãèå âêëàäû âèäà bj�1b1; bj�2b2 è ò. ä. ïîäàâëåíûñòåïåííûì îáðàçîì, à âêëàäû âèäà bj=2bj=2 è ò. ä. ïî�äàâëåíû ýêñïîíåíöèàëüíî (b2j=2=bj � 2�j). Â òîì ñëó�÷àå, êîãäà êîý��èöèåíò bj îòñóòñòâóåò, êàê â íàøåìñëó÷àå äëÿ ÷åòíûõ j, âåäóùèé âêëàä îïðåäåëÿåòñÿñëåäóþùèì ÷ëåíîì, bj�1b1. Ïîýòîìó êîý��èöèåíòûj âåäóò ñåáÿ êàêj � �j � 12 �!(2�)�(j+1)=2; j !1 (Á.9)äëÿ íå÷åòíûõ j è îòíîñèòåëüíî ïîäàâëåíû êàê 1=jïî ñðàâíåíèþ ñ (Á.9) äëÿ ÷åòíûõ j, ÷òî ïîäòâåðæäà�åòñÿ è ÷èñëåííûì ðàñ÷åòîì.Çàìåòèì, íàêîíåö, ÷òî äëÿ èíòåãðàëà (24) ïðèg !1J(g;K) = 1g�1=2K [1�kg�1=K+O(g�2=K)℄; (Á.10)1 =r 2�� 2K + 12K ![(2K)!℄1=2K ;k = �(3=2K)2 �(1=2K)[(2K)!℄1=K : (Á.11)Ïðè K = 2, ò. å. äëÿ ìîäåëè '4(0), ýòè �îðìóëû ñîâ�ïàäàþò ñ (23).Êàê âèäíî èç (Á.10), àñèìïòîòèêà~J(g;K) = 1g�1=2K óñòàíàâëèâàåòñÿ òîëüêîïðè g � g0 = KK � (K!)2(2=3)K ; ïðè÷åì g0 � 1,åñëè K � 3. Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅ ÂÇäåñü ìû îáñóäèì âû÷èñëåíèå âûñøèõ ïîðÿäêîâÒÂ è àñèìïòîòèê äëÿ çàäà÷è îá ý��åêòå Øòàðêà.691 2*



Ä. È. Êàçàêîâ, Â. Ñ. Ïîïîâ ÆÝÒÔ, òîì 122, âûï. 4 (10), 2002Â ìîäåëè òðåõìåðíîãî Æ-ïîòåíöèàëà êîìïëåêñ�íàÿ ýíåðãèÿ E(F ) óðîâíÿ ìîæåò áûòü íàéäåíà èçðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ [51, 52℄1p4�i 1Z0 d��3=2 ���1� exp ��i�"� + 13F 2�3��� = 1; (Â.1)ãäå " = E=E0 = �2Er + i� � ïðèâåäåííàÿ ýíåðãèÿ,F = E=�30, è äàëåå ìû ïîëàãàåì �0 = 1 è E0 = �1=2.Ïîñêîëüêó Im " = � > 0, ýòîò èíòåãðàë ðàñõîäèò�ñÿ íà âåðõíåì ïðåäåëå (ýòà ðàñõîäèìîñòü îòíþäü íåñëó÷àéíà è ñâÿçàíà ñ ýêñïîíåíöèàëüíûì ðîñòîì ïðèr ! 1 ãàìîâñêîé âîëíîâîé �óíêöèè êâàçèñòàöèî�íàðíîãî ñîñòîÿíèÿ [33℄). Ïîýòîìó óðàâíåíèå (Â.1)òðåáóåò ðåãóëÿðèçàöèè, â êà÷åñòâå êîòîðîé äîñòà�òî÷íî ñìåñòèòü êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ ñ âåùåñòâåí�íîé îñè � â íèæíþþ ïîëóïëîñêîñòü13) â ïðåäåëàõóãëà � �=3 < arg � < 0. Åñòåñòâåííî âûáðàòü ëèíèþíàèñêîðåéøåãî ñïóñêà, ïîëàãàÿ � = t exp(�i�=6),0 < t <1, ÷òî äàåò1Z0 dtt3=2 (1� exp"� ei�=3"t+ F 2t33 !#) ==s4� exp� i�3 �: (Â.2)Òåïåðü èíòåãðàë ñõîäèòñÿ ïðè ëþáûõ êîìïëåêñíûõ", è óðàâíåíèå (Â.2) ëåãêî ìîæåò áûòü ðåøåíî íàêîìïüþòåðå (ñì. êðèâóþ 3 íà ðèñ. 3).�àçëàãàÿ exp(�F 2t3=3) â ðÿä è èíòåãðèðóÿ ïî�÷ëåííî, ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþp"(1� 1Xk=1 �(3k � 1=2)k! 3kp4� �F 2"3 �k) = 1; (Â.3)èç êîòîðîãî âûñøèå ïîðÿäêè ÒÂ �n îïðåäåëÿþò�ñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî. �èïåðïîëÿðèçóåìîñòè �n ïðèn � 14 áûëè ñîñ÷èòàíû òî÷íî (â âèäå ðàöèîíàëüíûõäðîáåé), à âïëîòü äî n = 200 ÷èñëåííî (ñì. òàáë. 2).Èç (Â.2) âûòåêàåò, ÷òî ïðè F !1"(F ) = F 2=3(�0 exp 2�i3 !++�1F�1=3 exp ��i6 !+O(F�2=3)) ;13) Àâòîðû áëàãîäàðíû Â. Ä. Ìóðó çà îáñóæäåíèå ýòîãî âî�ïðîñà. Ê óðàâíåíèþ (Â.1) ìîæíî áûëî áû ïðèìåíèòü è áîëååóíèâåðñàëüíûé ìåòîä ðåãóëÿðèçàöèè Çåëüäîâè÷à [33, 53℄, íîîí òðåáóåò çíà÷èòåëüíî áîëüøåãî âðåìåíè ñ÷åòà, ÷åì ïî �îð�ìóëå (Â.2).

ãäå �0 = 3�1=3�, à � � êîðåíü óðàâíåíèÿ1Z0 [1� exp(�x� x3)℄x�3=2dx = �0;� = 1:010 396 : : : ; (Â.4)îòêóäà îêîí÷àòåëüíî�(F ) = Im "(F ) == 1F 2=3f1� qF�1=3 +O(F�2=3)g; (Â.5)ãäå 1 = 2�1 � 31=6� = 0:606 711 : : : , q = 1:342 964 : : :Ýòà àñèìïòîòèêà íå ñîäåðæèò lnF , ÷òî îòëè÷àåòòðåõìåðíûé Æ-ïîòåíöèàë îò îäíîìåðíîãî (ñð. ñ (37)).Â ñëó÷àå ðàçìåðíîñòè D = 1 óðàâíåíèå äëÿ E(F )âûðàæàåòñÿ ÷åðåç �óíêöèè Ýéðè (ñì. (À.3) è (À.4)â ðàáîòå [37℄). Èñïîëüçóÿ äëÿ íèõ àñèìïòîòè÷åñêèåðàçëîæåíèÿ, ïîëó÷àåìp" = 1Xk=0 ak �F 2"3 �k ; (Â.6)ãäå a0 = 1; a1 = 5=8;ak+1 = [(2k + 1)(6k + 1)(6k + 5)=8(k + 1)℄ak:Îòñþäà ëåãêî îïðåäåëÿþòñÿ ãèïåðïîëÿðèçóåìîñòè�n äëÿ îäíîìåðíîãî Æ-ïîòåíöèàëà.Íàêîíåö, êîý��èöèåíòû �n äëÿ àòîìà âîäîðîäàáûëè ðàññ÷èòàíû ñ ïîìîùüþ ðåêóððåíòíûõ ñîîòíî�øåíèé, ïðèâåäåííûõ íèæå (ïðè n � 160 íàøè âû�÷èñëåíèÿ ñîãëàñóþòñÿ ñ [46, 54℄, à ïðè n � 30 � ñðàáîòîé [55℄). ×àñòü ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ïðèâå�äåíà â òàáë. 2, íàãëÿäíî äåìîíñòðèðóþùåé �àêòîðè�àëüíûé ðîñò âûñøèõ ïîðÿäêîâ ÒÂ. Èç òðåõ ðàññìîò�ðåííûõ âûøå ñèñòåì àòîì âîäîðîäà ÿâëÿåòñÿ íàèáî�ëåå ¾ðûõëûì¿: åãî ïîëÿðèçóåìîñòü �2 â 18 ðàç ïðå�âûøàåò ïîëÿðèçóåìîñòü óðîâíÿ, ñâÿçàííîãî ñèëàìèíóëåâîãî ðàäèóñà [51℄. Ýòà òåíäåíöèÿ ñîõðàíÿåòñÿ ñðîñòîì ïîðÿäêà ÒÂ n, ïðè÷åì ïðè n � 200 ðàçëè�÷èå â ÷èñëåííûõ çíà÷åíèÿõ �n äîñòèãàåò óæå øåñòèïîðÿäêîâ. Îòìåòèì, ÷òî âñå êîý��èöèåíòû �n âåùå�ñòâåííûå. Ìíèìàÿ ÷àñòü ýíåðãèè, �(F ), îòëè÷íà îòíóëÿ è âîçíèêàåò ïðè ñóììèðîâàíèè ðÿäîâ ÒÂ òîëü�êî âñëåäñòâèå ðàñõîäèìîñòè ýòèõ ðÿäîâ ïðè ëþáîìF 6= 0.Àñèìïòîòèêà �n ñëåäóåò èç äèñïåðñèîííîãî ñîîò�íîøåíèÿ [56, 57℄�n = [1 + (�1)n℄ 1� 1Z �(F ) F�(n+1)dF (Â.7)ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî â ñëàáûõ ïîëÿõ, ãäå îñóùåñòâëÿ�åòñÿ òóííåëüíàÿ èîíèçàöèÿ, øèðèíà óðîâíÿ ðàâíà692



ÆÝÒÔ, òîì 122, âûï. 4 (10), 2002 Î ñóììèðîâàíèè ðàñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ òåîðèè âîçìóùåíèé : : :�(F ) = A exp(�1=aF )�� F�(b+1)(1� h1F + h2F 2 � : : : ); F ! 0 (Â.8)(ïàðàìåòðû A; a è ò. ä. çàâèñÿò îò êîíêðåòíîãî àòîì�íîãî óðîâíÿ, ñì. òàáë. 3). Ïîäñòàâëÿÿ ýòî ðàçëîæå�íèå â (Â.7), ïîëó÷àåì�n = 2A� an+b+1 1Xj=0(�1)j�(n+ b+ 1� j)a�jhj == ~~�n�1� h1a(n+ b) + h2a2(n+ b)(n+ b� 1)�� h3a3(n+ b)(n+ b� 1)(n+ b� 2) + : : :�è, ïåðåðàçëàãàÿ ïî ñòåïåíÿì 1=n, ïðèõîäèì ê ñòàí�äàðòíîé �îðìå (3). Ïðè ýòîì n � ÷åòíîå (äëÿ îñíîâ�íîãî óðîâíÿ) è~~�n = 2A� ab+1�(n+ b+ 1)an � (n+ b)!an0; (Â.9)à êîý��èöèåíòû j è hj ñâÿçàíû ëèíåéíûìè ñîîòíî�øåíèÿìè. Òàê, äëÿ àòîìà âîäîðîäà (îñíîâíîå ñîñòî�ÿíèå) èìååì a = 3=2, b = 0, ~�n � ~~�n è1 = u1; 2 = u2; 3 = u3 + u2;4 = u4 + 3u3 + u2;5 = u5 + 6u4 + 7u3 + u2;k = kXj=2 �(j�1)k�1 uj = uk + 12(k � 1)(k � 2)�� uk�1 + : : :+ (2k�2 � 1)u3 + u2; (Â.10)
ãäå uj = hj(�2=3)j , à �(m)n , n � m � èçâåñòíûåèç êîìáèíàòîðèêè ÷èñëà Ñòèðëèíãà âòîðîãî ðîäà (â÷àñòíîñòè, �(1)n = �(n)n = 1). Êîý��èöèåíòû hj áûëèâçÿòû èç [46, 57℄, à j ðàññ÷èòàíû ïî ýòèì �îðìó�ëàì. Çàìåòèì, ÷òî ãëàâíûé ÷ëåí â (Â.8) îïðåäåëÿ�åòñÿ êâàçèêëàññè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòüþ áàðüåðà, à

âû÷èñëåíèå hj ñâÿçàíî ñ íàõîæäåíèåì âûñøèõ ïî�ïðàâîê ïî ïàðàìåòðó êâàçèêëàññè÷íîñòè.Àòîì âîäîðîäà â D èçìåðåíèÿõ ðàññìàòðèâàëñÿìíîãèìè àâòîðàìè (ñì., íàïðèìåð, [58�60℄). Â ñëó�÷àå îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ E0 = �2=(D � 1)2, à ðÿäÒÂ äëÿ ý��åêòà Øòàðêà èìååò âèä (25), ãäåF = (�2E0)�3=2E = 18(D � 1)3E� ïðèâåäåííîå ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå. Âåðîÿòíîñòüèîíèçàöèè ýòîãî óðîâíÿ â ñëàáîì ïîëå íàõîäèòñÿ ñïîìîùüþ ìåòîäà ÂÊÁ:�D(F ) = 2D+1(D � 1)2�((D + 1)=2) �� F�(D�1)=2 exp�� 23F ��� "1� 148(33D2 + 42D+ 5)F +O(F 2)#; (Â.11)îòêóäà ñ ó÷åòîì (Â.7) ñëåäóåò àñèìïòîòèêà (31) äëÿãèïåðïîëÿðèçóåìîñòåé �n.Âû÷èñëåíèå �n â òî÷íîì âèäå ìîæíî ñâåñòè êðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèÿì, çàäàþùèì ïðîöåäóðóñïóñêà ïî èíäåêñó j:A(n)n = (2n� 2)!=n!(n� 1)!;A(n)j�1 =  j + D � 12 !A(n)j ++ n�1Xm=1 Xp+q=j�1A(m)p A(n�m)q ; 1 � j � n; (Â.12)íà÷èíàÿ ñ j = n (A(n)n = 1; 1; 2; 5; 14; : : : ïðèn = 1; 2; 3; 4; 5; : : : ). Çäåñü p; q � 0, à n-é ïîðÿäîêÒÂ ðàâåí14)�n = 8><>: 21�2n "(D + 1)A(n)1 + 2 n�1Xm=1A(m)0 A(n�m)0 # ; n = 2; 4; 6 : : : ;0; n � íå÷åòíîå. (Â.13)
14) Çäåñü èñïðàâëåíû îïå÷àòêè, äîïóùåííûå â ðàáîòå [60℄. Åñëè D = 3, òî F � E, à (Â.12), (Â.13) ñâîäÿòñÿ ïîñëåíåêîòîðûõ ïðåîáðàçîâàíèé ê óðàâíåíèÿì èç [46, 54℄ äëÿ áåçóçåëüíûõ ñîñòîÿíèé ñ ïàðàáîëè÷åñêèìè êâàíòîâûìè ÷èñëàìèn1 = n2 = 0; m = (D � 3)=2. 693



Ä. È. Êàçàêîâ, Â. Ñ. Ïîïîâ ÆÝÒÔ, òîì 122, âûï. 4 (10), 2002Ïðè ýòîì äëÿ íå÷åòíûõ n èìååì A(n)0 == (D + 1)A(n)1 =2; à ïðè ÷åòíûõ n â óðàâíåíèÿõ(Â.12), (Â.13) ñëåäóåò ñ÷èòàòü A(n)0 � 0.Òåì ñàìûì çàäàíà ÷èñòî àëãåáðàè÷åñêàÿ ñõåìàâû÷èñëåíèé, âåñüìà óäîáíàÿ äëÿ ðàñ÷åòîâ íà êîì�ïüþòåðå (âñå A(n)j � ïîëîæèòåëüíûå ðàöèîíàëüíûåäðîáè, ïîýòîìó ïðè ðàñ÷åòå ïî ðåêóððåíòíûì ñîîò�íîøåíèÿì íå âîçíèêàåò ñîêðàùåíèé è íå ïðîèñõîäèòïîòåðè òî÷íîñòè). Ýòî ïîçâîëèëî äîñòè÷ü ðåêîðä�íûõ çíà÷åíèé n � 200 (ñì. òàáë. 2), ÷òî âðÿä ëè âîç�ìîæíî â êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ â îáîçðèìîì áóäó�ùåì (âïðî÷åì, è â êâàíòîâîé ìåõàíèêå òàêîå óïðîùå�íèå â âû÷èñëåíèÿõ âûñîêèõ ïîðÿäêîâ ÒÂ âîçìîæíîòîëüêî äëÿ ïðîñòûõ ñèñòåì ñ ïîëèíîìèàëüíûì èëèêóëîíîâñêèì ïîòåíöèàëîì). Â ñëó÷àå âîçáóæäåííûõñîñòîÿíèé óðàâíåíèÿ, êàê ïðàâèëî, óñëîæíÿþòñÿ, àíå÷åòíûå ïîðÿäêè ÒÂ �n óæå îòëè÷íû îò íóëÿ.Îòìåòèì åùå, ÷òî äëÿ òðåõ ïàðàìåòðèçàöèé,��n = �(n+ 1=2)ann(D�2)=20;~�n = n! ann(D�3)=20;~~�n = � n+ D � 12 !an0; (Â.14)ïðè n!1 èìååì~~�n~�n = 1 + (D � 1)(D � 3)8n + : : : ;~~�n�n = 1 + (D � 2)28n + : : : (Â.15)ñ òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâ ïîðÿäêà 1=n2. Îòñþäà ïîíÿò�íî, ïî÷åìó äëÿ ðàçìåðíîñòåé D = 2 è 3 âñå ïàðà�ìåòðèçàöèè áëèçêè äðóã ê äðóãó, êàê ýòî âèäíî èçðèñ. 6. ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. G. H. Hardy, Divergent Series, Oxford Univ. Press,Oxford (1967) [ïåðåâîä: �. Õàðäè, �àñõîäÿùèåñÿ ðÿ�äû, Èçä-âî èíîñòð. ëèò., Ìîñêâà (1951)℄.2. Ì. À. Åâãðà�îâ, ñåðèÿ Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ìà�òåìàòèêè, ÂÈÍÈÒÈ, Ìîñêâà (1986), ò. 13, ñ. 5.3. F. J. Dyson, Phys. Rev. 85, 631 (1952).4. D. I. Kazakov and D. V. Shirkov, Fortsh. der Phys.28, 465 (1980).5. Ë. Í. Ëèïàòîâ, Ïèñüìà â ÆÝÒÔ 25, 116 (1977);ÆÝÒÔ 72, 411 (1977).6. E. Brezin, J. C. Le Guillou, and J. Zinn-Justin, Phys.Rev. D 15, 1544, 1558 (1977).
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