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ÔËÓÊÒÓÀÖÈÎÍÍÛÉ ÂÛÕÎÄ ÈÇ ÊÂÀÇÈ�ÈÏÅ�ÁÎËÈ×ÅÑÊÎ�ÎÀÒÒ�ÀÊÒÎ�À Â ÑÈÑÒÅÌÅ ËÎ�ÅÍÖÀÂ. Ñ. Àíèùåíêî a, Ä. �. Ëó÷èíñêèé b, Ï. Â. Å. Ìàêêëèíòîê b*,È. À. Õîâàíîâ a**, Í. À. Õîâàíîâà aa Ñàðàòîâñêèé óíèâåðñèòåò410026, Ñàðàòîâ, �îññèÿb Ëàíêàñòåðñêèé óíèâåðñèòåò, Ëàíêàñòåð LA1 4YB, ÂåëèêîáðèòàíèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 13 èþëÿ 2001 ã.�àññìàòðèâàåòñÿ èíäóöèðîâàííûé øóìîì âûõîä èç áàññåéíà ïðèòÿæåíèÿ êâàçèãèïåðáîëè÷åñêîãî õàîòè-÷åñêîãî àòòðàêòîðà â ñèñòåìå Ëîðåíöà. Èññëåäîâàíèå ïðîâåäåíî â ðàìêàõ òåîðèè áîëüøèõ �ëóêòóàöèé íàîñíîâå ýêñïåðèìåíòàëüíîãî àíàëèçà ïðåäûñòîðèè âûõîäà. Ïðîäåìîíñòðèðîâàíî, ÷òî îïòèìàëüíàÿ òðàåê-òîðèÿ âûõîäà ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé è îïðåäåëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèÿìè ñåäëîâîé òî÷êè ñèñòåìû Ëîðåíöà.Óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðîöåññ âûõîäà ñîñòîèò èç òðåõ ýòàïîâ è øóì íà êàæäîì èç ýòàïîâ èãðàåò ïðèíöè-ïèàëüíî ðàçëè÷íóþ ðîëü. Ïîêàçàíî, ÷òî äèíàìèêà �ëóêòóàöèîííîãî âûõîäà èç êâàçèãèïåðáîëè÷åñêîãîàòòðàêòîðà ïðèíöèïèàëüíî îòëè÷àåòñÿ îò äèíàìèêè âûõîäà èç íåãèïåðáîëè÷åñêîãî àòòðàêòîðà, ðàññìîò-ðåííîãî ðàíåå [1℄. Îáñóæäåíà âîçìîæíîñòü àíàëèòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ èíäóöèðîâàííûõ øóìîì áîëüøèõîòêëîíåíèé îò êâàçèãèïåðáîëè÷åñêîãî õàîòè÷åñêîãî àòòðàêòîðà, è î÷åð÷åí êðóã íåðåøåííûõ â ýòîì íà-ïðàâëåíèè çàäà÷.PACS: 05.40.-a, 05.45.-a, 02.50.-r, 05.10.Gg, 05.20.-y1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÕàîòè÷åñêèå êîëåáàíèÿ íàáëþäàþòñÿ âî ìíîãèõîáëàñòÿõ �èçèêè, è ïî êðàéíåé ìåðå â äâóõ èç íèõ �ãèäðîäèíàìèêå è �èçèêå ëàçåðîâ � õàîòè÷åñêàÿ äè�íàìèêà îïèñûâàåòñÿ îäíèìè è òåìè æå äè��åðåí�öèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè � ñèñòåìîé Ëîðåíöà [2℄.Ìèíèìàëüíûé íàáîð óðàâíåíèé äëÿ ñëó÷àÿ êîíâåê�öèè �ýëåÿ�Áåíàðà (ñèñòåìà Ëîðåíöà) áûë ïîñòðîåíÇàëüöìàíîì [3℄. Ïîçæå Õàêåí [4℄ ïîêàçàë, ÷òî ñèñòå�ìà Ëîðåíöà îïèñûâàåò ãåíåðàöèþ â îäíîìîäîâîì ëà�çåðå ñ îäíîðîäíî óøèðåííîé ñïåêòðàëüíîé ëèíèåéðàáî÷åãî ïåðåõîäà ïðè òî÷íîì ñîâïàäåíèè ñîáñòâåí�íîé ÷àñòîòû ðåçîíàòîðà ñ ÷àñòîòîé ðàáî÷åãî ïåðå�õîäà [5, 6℄. Cèñòåìà Ëîðåíöà ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêîéìîäåëüþ íèçêîìåðíîãî õàîñà, íà êîòîðîé èçó÷àþò�ñÿ �óíäàìåíòàëüíûå âîïðîñû íåëèíåéíîé äèíàìè�êè [7℄, òàêèå êàê ñèíõðîíèçàöèÿ, óïðàâëåíèå õàîñîì,*P. V. E. MClintok, Lanaster University, Lanaster LA14YB, Great Britain.**E-mail: igor�haos.ssu.runnet.ru

ñêðûòàÿ ïåðåäà÷à èí�îðìàöèè, âîññòàíîâëåíèå èí�âàðèàíòîâ ïî âðåìåííûì ðÿäàì è ò. ï. Ïåðå÷èñëåí�íûå îáñòîÿòåëüñòâà ïîääåðæèâàþò íåîñëàáåâàþùèéèíòåðåñ ó÷åíûõ ê äàííîé ñèñòåìå. Êðîìå òîãî, ïîâû�øåííûé èíòåðåñ ê ñèñòåìå Ëîðåíöà îáóñëîâëåí òåì,÷òî îíà ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ äåìîíñòðèðóåòðåæèì êâàçèãèïåðáîëè÷åñêîãî õàîñà, äëÿ êîòîðîãîâîçìîæíî ìàòåìàòè÷åñêîå îïèñàíèå [8, 9℄ è, ñëåäîâà�òåëüíî, âîçìîæíà ïðîâåðêà ðåçóëüòàòîâ ÷èñëåííûõýêñïåðèìåíòîâ íà îñíîâå ñòðîãîé òåîðèè. Òàêàÿ ñè�òóàöèÿ íå òèïè÷íà äëÿ ñèñòåì ñ õàîòè÷åñêèìè àò�òðàêòîðàìè, ãëàâíûìè è ïðàêòè÷åñêè åäèíñòâåííû�ìè èíñòðóìåíòàìè èññëåäîâàíèÿ êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿðàçëè÷íûå ÷èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ äè��åðåí�öèàëüíûõ óðàâíåíèé è ÷èñëåííûé áè�óðêàöèîííûéàíàëèç.Ïðè èçó÷åíèè ñèñòåìû Ëîðåíöà ó÷åò âëèÿíèÿ�ëóêòóàöèé íà äèíàìè÷åñêèå ðåæèìû è ïåðåõîäûâ ñèñòåìå ÿâëÿåòñÿ êëþ÷åâûì ìîìåíòîì, êîòîðûéñâÿçàí ñ ðåàëèçóåìîñòüþ ðåçóëüòàòîâ ÷èñëåííîãî èòåîðåòè÷åñêîãî àíàëèçîâ â �èçè÷åñêîì ýêñïåðèìåí�955



Â. Ñ. Àíèùåíêî, Ä. �. Ëó÷èíñêèé, Ï. Â. Å. Ìàêêëèíòîê è äð. ÆÝÒÔ, òîì 121, âûï. 4, 2002òå. Îòìåòèì, ÷òî âëèÿíèå �ëóêòóàöèé íà ðåæèìû�óíêöèîíèðîâàíèÿ ñèñòåìû Ëîðåíöà äîñòàòî÷íî ïî�äðîáíî èçó÷àëîñü òåîðåòè÷åñêè [10, 11℄ è ýêñïåðè�ìåíòàëüíî [12, 13℄. Îäíàêî, íåñìîòðÿ íà áîëüøîå êî�ëè÷åñòâî ðàáîò, ñåãîäíÿ îòñóòñòâóþò îòâåòû íà ìíî�ãèå âîïðîñû, â òîì ÷èñëå êëþ÷åâûå: êàêîâà äèíà�ìèêà ñèñòåìû Ëîðåíöà âî âðåìÿ áîëüøèõ îòêëîíå�íèé òðàåêòîðèè ïîä äåéñòâèåì øóìà îò õàîòè÷åñêî�ãî àòòðàêòîðà; âîçìîæíî ëè ïîñòðîåíèå êâàçèïîòåí�öèàëà àòòðàêòîðà; êàêîâ ìåõàíèçì èíäóöèðîâàííîãîøóìîì âûõîäà èç îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ êâàçèãèïåð�áîëè÷åñêîãî àòòðàêòîðà? Ïîñëåäíèé âîïðîñ, ñâÿçàí�íûé ñ ïðîáëåìîé èíäóöèðîâàííûõ øóìîì ïåðåõîäîââ íåðàâíîâåñíûõ ñèñòåìàõ, ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç �óí�äàìåíòàëüíûõ â òåîðèè �ëóêòóàöèé íåðàâíîâåñíûõñèñòåì [14℄ è èìååò øèðîêèé ìåæäèñöèïëèíàðíûéèíòåðåñ ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé,íàïðèìåð, äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíî ñîåäèíåííûõ äæî�çå�ñîíîâñêèõ ïåðåõîäîâ [15℄, áèîëîãè÷åñêîãî òðàíñ�ïîðòà [16℄, ëàçåðíûõ ñèñòåì [17℄, à òàêæå äëÿ ðå�øåíèÿ ïðîáëåìû óïðàâëåíèÿ ïåðåõîäàìè ìåæäó àò�òðàêòîðàìè â ìóëüòèñòàáèëüíûõ ñèñòåìàõ [18�20℄.Íåäàâíèé ïðîãðåññ â ðåøåíèè ïðîáëåìû èíäóöè�ðîâàííûõ øóìîì ïåðåõîäîâ â íåðàâíîâåñíûõ ñèñòå�ìàõ, âîçáóæäàåìûõ öâåòíûì øóìîì [21�25℄, íåãðà�äèåíòíîé [26�29℄ èëè ïåðèîäè÷åñêîé âíåøíåé ñè�ëîé [30�32℄, à òàêæå â àâòîêîëåáàòåëüíûõ ñèñòåìàõ[33, 34℄ ñâÿçàí ñ èñïîëüçîâàíèåì ãàìèëüòîíîâà �îð�ìàëèçìà [35℄ èëè ýêâèâàëåíòíîãî åìó �îðìàëèçìàêîíòèíóàëüíûõ èíòåãðàëîâ. Â îñíîâå ãàìèëüòîíî�âà ïîäõîäà ëåæèò ïðåäñòàâëåíèå îá îïòèìàëüíûõòðàåêòîðèÿõ, âäîëü êîòîðûõ ñèñòåìà �ëóêòóèðóåòê óäàëåííûì îò ðàâíîâåñèÿ ñîñòîÿíèÿì [36℄. Ìàòå�ìàòè÷åñêèì âàðèàíòîì ýòèõ �èçè÷åñêèõ ïðåäñòàâ�ëåíèé ÿâëÿþòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèå �îðìóëû äëÿ ðå�øåíèÿ óðàâíåíèÿ Ôîêêåðà�Ïëàíêà, çàïèñûâàåìûå âòåðìèíàõ ëó÷åé (ò. å. ðåøåíèé óðàâíåíèé �àìèëüòî�íà) èëè �ðîíòîâ (ò. å. ðåøåíèé óðàâíåíèÿ �àìèëü�òîíà�ßêîáè). Â ñâÿçè ñ óñïåøíûì ïðèìåíåíèåì ãà�ìèëüòîíîâà �îðìàëèçìà äëÿ ðåøåíèÿ ìíîãèõ çàäà÷òåîðèè íåðàâíîâåñíûõ �ëóêòóàöèé îñîáóþ àêòóàëü�íîñòü ïðèîáðåòàåò âîïðîñ î âîçìîæíîñòè åãî îáîáùå�íèÿ íà áîëåå øèðîêèé êëàññ äèññèïàòèâíûõ ñèñòåì,â òîì ÷èñëå íà õàîòè÷åñêèå ñèñòåìû. Ñëîæíîñòü òà�êîãî îáîáùåíèÿ çàòðóäíÿåò íåïîñðåäñòâåííîå ïðè�ìåíåíèå àíàëèòè÷åñêèõ ìåòîäîâ. Îäíàêî íåäàâíîáûë ïðåäëîæåí íîâûé ýêñïåðèìåíòàëüíûé ïîäõîäê èññëåäîâàíèþ îïòèìàëüíûõ òðàåêòîðèé [37℄, áà�çèðóþùèéñÿ íà ãàìèëüòîíîâîì �îðìàëèçìå è îñíî�âàííûé íà èçìåðåíèè òàê íàçûâàåìîãî ðàñïðåäåëå�íèÿ âåðîÿòíîñòè ïðåäûñòîðèè �ëóêòóàöèé. Ýòîò ìå�òîä, ïî ñóùåñòâó, ñâîäèòñÿ ê íåïðåðûâíîìó ñëåæå�

íèþ çà äèíàìèêîé ñèñòåìû è ïîñòðîåíèþ ðàñïðå�äåëåíèÿ âñåõ ðåàëèçàöèé �ëóêòóàöèîííûõ òðàåêòî�ðèé ñèñòåìû, ïåðåâîäÿùèõ åå èç ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâå�ñèÿ â çàäàííîå óäàëåííîå ñîñòîÿíèå. Ïðåèìóùåñòâàòàêîãî ïîäõîäà áûëè ïðîäåìîíñòðèðîâàíû [38�41℄íà ïðèìåðå èññëåäîâàíèÿ íåêîòîðûõ �óíäàìåíòàëü�íûõ ñâîéñòâ ñèììåòðèè îïòèìàëüíûõ òðàåêòîðèé èñèíãóëÿðíûõ îñîáåííîñòåé â èõ ðàñïðåäåëåíèè. Âíåäàâíèõ ðàáîòàõ [1, 20℄ ïîêàçàíî, ÷òî ìåòîä, îñíî�âàííûé íà ñòàòèñòè÷åñêîì àíàëèçå äèíàìèêè �ëóê�òóàöèîííûõ òðàåêòîðèé, ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíäëÿ íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíîé òðàåêòîðèè èíäóöèðî�âàííîãî øóìîì âûõîäà èç îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ õàî-òè÷åñêîãî àòòðàêòîðà â íåëèíåéíîì îñöèëëÿòîðå,âîçáóæäàåìîì ïåðèîäè÷åñêîé âíåøíåé ñèëîé. Ïðî�äåìîíñòðèðîâàíî, ÷òî çà ãðàíèöàìè õàîòè÷åñêîãî àò�òðàêòîðà ýòà òðàåêòîðèÿ åäèíñòâåííà è îáðàçóåòñÿïóòåì ñëèÿíèÿ íåñêîëüêèõ ðàâíîâåðîÿòíûõ òðàåêòî�ðèé, âûõîäÿùèõ èç õàîòè÷åñêîãî àòòðàêòîðà. Â óêà�çàííûõ ðàáîòàõ [1, 20℄ èçó÷àëñÿ âûõîä èç íåãèïåðáî�ëè÷åñêîãî àòòðàêòîðà. Çäåñü ìû èññëåäóåì èíäóöè�ðîâàííûé øóìîì âûõîä èç êâàçèãèïåðáîëè÷åñêîãîõàîòè÷åñêîãî àòòðàêòîðà â ñèñòåìå Ëîðåíöà è, òà�êèì îáðàçîì, îòâå÷àåì íà âîïðîñ, êàê çàâèñèò ìå�õàíèçì âûõîäà èç õàîòè÷åñêîãî àòòðàêòîðà îò åãîñòðóêòóðû.Ñòàòüÿ ñîñòîèò èç òðåõ ÷àñòåé. Â ðàçä. 2 ðàñ�ñìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà Ëîðåíöà è ñòðóêòóðà åå �àçî�âîãî ïðîñòðàíñòâà. Îñíîâû òåîðåòè÷åñêîãî ïîäõîäàâ ðàìêàõ ãàìèëüòîíîâà �îðìàëèçìà è ýêñïåðèìåí�òàëüíîãî ïîäõîäà, îñíîâàííîãî íà èçìåðåíèè ïðåäû�ñòîðèè �ëóêòóàöèé, èçëîæåíû â ðàçä. 3. Òàì æå ðàñ�ñìàòðèâàåòñÿ âëèÿíèå �ëóêòóàöèé íà âåðîÿòíîñò�íóþ ìåðó õàîòè÷åñêîãî àòòðàêòîðà. �åçóëüòàòû èèõ îáñóæäåíèå ïðåäñòàâëåíû â ðàçä. 4 ðàáîòû. ÂÇàêëþ÷åíèè ñäåëàíû âûâîäû è î÷åð÷åí êðóã íåðå�øåííûõ ïðîáëåì.2. CÈÑÒÅÌÀ ËÎ�ÅÍÖÀÑèñòåìà Ëîðåíöà áûëà ïîëó÷åíà êàê óïðîùåí�íàÿ ìîäåëü, îïèñûâàþùàÿ êîíâåêöèþ æèäêîñòèìåæäó äâóìÿ ïëîñêîñòÿìè ñ ðàçíûìè òåìïåðàòóðà�ìè, ïðè÷åì òåìïåðàòóðíûé è ãðàâèòàöèîííûé ãðà�äèåíòû ïðîòèâîïîëîæíî íàïðàâëåíû [3℄. Ýòà ìîäåëüçàïèñûâàåòñÿ â âèäå_q1 = �(q2 � q1);_q2 = rq1 � q2 � q1q3;_q3 = q1q2 � bq3 + �(t);h�(t)i = 0; h�(t)�(0)i = DÆ(t); (1)956



ÆÝÒÔ, òîì 121, âûï. 4, 2002 Ôëóêòóàöèîííûé âûõîä èç êâàçèãèïåðáîëè÷åñêîãî àòòðàêòîðà : : :èëè â âåêòîðíîé �îðìå_q = K(q) + f(t);K = fK1;K2;K3g =f�(q2 � q1); rq1 � q2 � q1q3; q1q2 � bq3g;f(t) = f0; 0; �(t)g; hfi = 0;hfi(t)fj(0)i = DQijÆ(0); Qij = Æi3Æj3: (2)Çäåñü q1; q2; q3 � äèíàìè÷åñêèå ïåðåìåííûå, à�; r; b � ïàðàìåòðû, êîòîðûå ïî îòíîøåíèþ êêîíâåêöèè æèäêîñòè èìåþò ñëåäóþùèé ñìûñë:� � ÷èñëî Ïðàíäòëÿ (îòíîøåíèå êèíåìàòè÷åñêîéâÿçêîñòè ê òåïëîâîé äè��óçèè), r = R=R �ïðèâåäåííîå ÷èñëî �ýëåÿ (R � ÷èñëî �ýëåÿ, R �êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå ÷èñëà �ýëåÿ, ïðè êîòîðîìâîçíèêàåò êîíâåêöèÿ), b = 4�2=(�2 + k2) � êîí�ñòàíòà, õàðàêòåðèçóþùàÿ �èçè÷åñêèå ðàçìåðûñèñòåìû, k � áåçðàçìåðíîå ÷èñëî, ñâÿçàííîå ñïðîñòðàíñòâåííîé ïåðèîäè÷íîñòüþ â ðàñïîëîæå�íèè âàëîâ æèäêîñòè; êîîðäèíàòà q1 ÿâëÿåòñÿïðîïîðöèîíàëüíîé èíòåíñèâíîñòè êîíâåêöèîííîãîäâèæåíèÿ, q2 ïðîïîðöèîíàëüíà ðàçíîñòè òåìïåðà�òóð ìåæäó ïîäíèìàþùèìèñÿ è îïóñêàþùèìèñÿïîòîêàìè æèäêîñòè, q3 ïðîïîðöèîíàëüíà îòêëîíå�íèþ âåðòèêàëüíîãî ïðî�èëÿ òåìïåðàòóðû ìåæäóïëîñêîñòÿìè îò ëèíåéíîãî. Äëÿ ïðîñòîòû ðàññìîò�ðåíèÿ ìû äîáàâëÿåì øóìîâîé èñòî÷íèê �(t) â âèäåáåëîãî øóìà òîëüêî â òðåòüå óðàâíåíèå ñèñòåìû (1),÷òî íå íàðóøàåò çåðêàëüíóþ ñèììåòðèþ ñèñòåìû;D � èíòåíñèâíîñòü øóìà; Æ(t) � äåëüòà-�óíêöèÿ;Æi3 è Æj3 � ñèìâîëû Êðîíåêåðà.Óðàâíåíèÿ (1) îïèñûâàþò òàêæå áåãóùèå âîëíû,âîçáóæäàåìûå â êîëüöåâîì ðåçîíàòîðå, íàïîëíåí�íîì äâóõóðîâíåâûìè àòîìàìè ñ îäíîðîäíîé ñïåê�òðàëüíîé ëèíèåé óøèðåíèÿ [4℄. Ïåðåìåííûå è ïàðà�ìåòðû ñèñòåìû (1) ïî îòíîøåíèþ ê ëàçåðíîé ñèñòå�ìå ìîãóò áûòü èíòåðïðåòèðîâàíû ñëåäóþùèì îáðà�çîì: q1 è q2 � íîðìèðîâàííûå àìïëèòóäà è ïîëÿ�ðèçàöèÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ; q3 � íîðìèðîâàííàÿèíâåðñèÿ íàñåëåííîñòè â ñèñòåìå àòîìîâ; � = k=1,r = � + 1, b = 2=1, ãäå k � ñêîðîñòü ðåëàêñàöèèïîëÿ â ðåçîíàòîðå, 1 è 2 � ñîîòâåòñòâåííî êîíñòàí�òû ïîëÿðèçàöèè è èíâåðñèè, � � ïàðàìåòð íàêà÷êè.Îòìåòèì, ÷òî èí�ðàêðàñíûé ëàçåð áûë ïðåäëîæåíêàê ïðèìåð ðåàëèçàöèè ñèñòåìû Ëîðåíöà [12℄.Óðàâíåíèÿ Ëîðåíöà èìåþò ïðîñòóþ ñòðóêòóðó èñîäåðæàò òîëüêî äâà íåëèíåéíûõ ñëàãàåìûõ. Êðàòêîðàññìîòðèì îñíîâíûå áè�óðêàöèè â ñèñòåìå (1)1).Çà�èêñèðóåì ïàðàìåòðû � = 10, b = 8=3 è áó�1) Áîëåå äåòàëüíûé è ñòðîãèé áè�óðêàöèîííûé àíàëèç ñè�ñòåìû Ëîðåíöà ìîæíî íàéòè â [8, 9℄.

õàîòè÷åñêèéàòòðàêòîðîäíî ïîëîæåíèåðàâíîâåñèÿ ðàâíîâåñèÿäâà ïîëîæåíèÿ 24.061.0 13.926

O

L2

L1 P1

r
24.74

P2

�èñ. 1. Áè�óðêàöèîííàÿ äèàãðàììà ñèñòåìû Ëî-ðåíöà äëÿ � = 10 è b = 8=3. Øòðèõîâûìè ëèíèÿìèïîêàçàíû íåóñòîé÷èâûå ñîñòîÿíèÿ, ñïëîøíûìè ëè-íèÿìè � óñòîé÷èâûåäåì âàðüèðîâàòü ïàðàìåòð r. Â ýòîì ñëó÷àå èìå�þòñÿ äâå ãëîáàëüíûå áè�óðêàöèè. Äèàãðàììà ïîêà�çàíà íà ðèñ. 1. Ïðè r = 1 íàáëþäàåòñÿ ñóïåðêðè�òè÷åñêàÿ âèëêîîáðàçíàÿ áè�óðêàöèÿ (áè�óðêàöèÿ¾òðåõêðàòíîå ðàâíîâåñèå¿) [7℄: ïîëîæåíèå ðàâíîâå�ñèÿ â íà÷àëå êîîðäèíàòO(0; 0; 0) ñòàíîâèòñÿ íåóñòîé�÷èâûì è ïîÿâëÿþòñÿ äâà óñòîé÷èâûõ ñîñòîÿíèÿ:P1 �pb(r � 1);pb(r � 1); r � 1�è P2 ��pb(r � 1);�pb(r � 1); r � 1� :Â �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå ñèñòåìû èìåþòñÿ äâàóñòîé÷èâûõ ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ (óñòîé÷èâûõ�îêóñà), P1 è P2, ñåäëîâîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿO è åãî îäíîìåðíîå íåóñòîé÷èâîå è äâóìåðíîåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèÿ. Äâå âåòâè íåóñòîé÷èâîãîìíîãîîáðàçèÿ ÿâëÿþòñÿ ñåïàðàòðèñàìè ñåäëîâîéòî÷êè O.Âòîðàÿ áè�óðêàöèÿ íàáëþäàåòñÿ ïðèr = �(� + b+ 3)� � b� 1 � 24:74; (3)êîãäà �îêóñû P1 è P2 òåðÿþò óñòîé÷èâîñòü è åäèí�ñòâåííûì àòòðàêòîðîì ñèñòåìû ñòàíîâèòñÿ õàîòè÷å�ñêèé àòòðàêòîð.Îòìåòèì äîïîëíèòåëüíî äâå ëîêàëüíûå áè�óðêà�öèè.Ïðè r � 13:926 ïðîèñõîäèò äâîÿêîàñèìïòîòè÷å�ñêîå ãîìîêëèíè÷åñêîå êàñàíèå ñåïàðàòðèñ ñåäëîâîéòî÷êè O (íà ðèñ. 1 íå ïîêàçàíî). Ïðè ïåðåõîäå ïàðà�ìåòðà r ÷åðåç ýòî áè�óðêàöèîííîå çíà÷åíèå ðîæäà�þòñÿ äâà ñåäëîâûõ öèêëà, L1 è L2, è ïîÿâëÿåòñÿ957



Â. Ñ. Àíèùåíêî, Ä. �. Ëó÷èíñêèé, Ï. Â. Å. Ìàêêëèíòîê è äð. ÆÝÒÔ, òîì 121, âûï. 4, 200240
01020
30 q3 T1L2T2 L1A 10 20�10�20�20�10 10 20 00 q2q1 O�1 �2W s�èñ. 2. Ñåïàðàòðèñû �1 è �2 è äâóìåðíîå óñòîé÷è-âîå ìíîãîîáðàçèå W s ñåäëîâîãî ïîëîæåíèÿ ðàâíî-âåñèÿ O. Ñåäëîâûå öèêëû L1 è L2 ïîêàçàíû êðó-ãàìè. Òðàåêòîðèè T1 è T2 (ñì. òåêñò) èçîáðàæåíûæèðíûìè ëèíèÿìèîäíîìåðíîå (â ñå÷åíèè Ïóàíêàðå) ãèïåðáîëè÷åñêîåõàîòè÷åñêîå ìíîæåñòâî 
1. Ýòî ìíîæåñòâî íå ÿâëÿ�åòñÿ ïðèòÿãèâàþùèì, è, ñëåäîâàòåëüíî, àòòðàêòîðà�ìè ñèñòåìû îñòàþòñÿ �îêóñû P1 è P2, ê êîòîðûìñòðåìÿòñÿ ñåïàðàòðèñû òî÷êè O. Âòîðàÿ ëîêàëüíàÿáè�óðêàöèÿ ïðîèñõîäèò ïðè r � 24:06. Ñåïàðàòðè�ñû ñåäëîâîé òî÷êè O áîëüøå íå çàìûêàþòñÿ íà P1 èP2, à ñòðåìÿòñÿ ê íåóñòîé÷èâûì ìíîãîîáðàçèÿì ñåä�ëîâûõ öèêëîâ L1 è L2. Ýòî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî äëÿr > 24:06 íà ìåñòå íåóñòîé÷èâîãî ìíîæåñòâà 
1 âîç�íèêàåò óñòîé÷èâîå äâóìåðíîå (â ñå÷åíèè Ïóàíêàðå)õàîòè÷åñêîå ìíîæåñòâî 
2 � àòòðàêòîð Ëîðåíöà. Âõàîòè÷åñêîì àòòðàêòîðå Ëîðåíöà âñþäó ïëîòíû ãðó�áûå ñåäëîâûå öèêëû, óñòîé÷èâûå ìíîãîîáðàçèÿ êî�òîðûõ òðàíñâåðñàëüíû ê àòòðàêòîðó. Ìíîæåñòâî 
2ïîìèìî ñåäëîâûõ öèêëîâ ñîäåðæèò ñåïàðàòðèñû èñåäëîâóþ òî÷êó O. Ïîñëåäíèé �àêò îïðåäåëÿåòñÿíàëè÷èåì äâóõ (âñëåäñòâèå ñèììåòðèè ñèñòåìû Ëî�ðåíöà) òðàåêòîðèé, T1 è T2 (ðèñ. 2), êîòîðûå èäóòèç õàîòè÷åñêîãî àòòðàêòîðà, ëîæàòñÿ íà óñòîé÷èâîåìíîãîîáðàçèå W s ñåäëîâîé òî÷êè â íåêîòîðîé òî÷�êå A, äàëåå ñòðåìÿòñÿ ê òî÷êå O è, ñëåäîâàòåëüíî,ê ñåïàðàòðèñàì �1 è �2. Íàëè÷èå â õàîòè÷åñêîì àò�òðàêòîðå ñåäëîâîé òî÷êè îïðåäåëÿåò, â ÷àñòíîñòè,íåãèïåðáîëè÷íîñòü àòòðàêòîðà Ëîðåíöà è ïðèñòàâ�êó ¾êâàçè¿ â îïðåäåëåíèè õàîòè÷åñêîãî àòòðàêòîðàêàê êâàçèãèïåðáîëè÷åñêîãî [9℄. Ïîëîæåíèÿ ðàâíîâå�ñèÿ P1 è P2 îñòàþòñÿ óñòîé÷èâûìè.Òàêèì îáðàçîì, â îáëàñòè çíà÷åíèér 2 [24:06; 24:74℄ â �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå ñèñòåìû
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−20�èñ. 3. Ñòðóêòóðà �àçîâîãî ïðîñòðàíñòâà ñèñòåìûËîðåíöà. Òðàåêòîðèÿ õàîòè÷åñêîãî àòòðàêòîðà ïî-êàçàíà òîíêîé ñïëîøíîé ëèíèåé, ñåïàðàòðèñû �1 è�2 � øòðèõîâîé ëèíèåé, íà÷àëüíûé ó÷àñòîê îäíîéèç òðàåêòîðèé âûõîäà � æèðíûìè òî÷êàìèËîðåíöà ñîñóùåñòâóþò äâà óñòîé÷èâûõ ïîëîæåíèÿðàâíîâåñèÿ è õàîòè÷åñêèé àòòðàêòîð. Çà�èêñèðóåìïàðàìåòð r = 24:08 â ýòîé îáëàñòè è ðàññìîòðèìèíäóöèðîâàííûé øóìîì âûõîä èç õàîòè÷åñêîãîàòòðàêòîðà â áàññåéí ïðèòÿæåíèÿ ñîñòîÿíèé ðàâ�íîâåñèÿ. Äðóãèìè ñëîâàìè, ìû ðàññìàòðèâàåìèíäóöèðîâàííûå øóìîì áîëüøèå îòêëîíåíèÿ îòõàîòè÷åñêîãî àòòðàêòîðà.Ñíà÷àëà èññëåäóåì ñòðóêòóðó �àçîâîãî ïðî�ñòðàíñòâà ñèñòåìû (1) äëÿ ðåæèìà ñîñóùåñòâî�âàíèÿ óñòîé÷èâûõ ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ P1è P2 è õàîòè÷åñêîãî àòòðàêòîðà ïðè ñëåäóþ�ùèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ: � = 10, b = 8=3,r = 24:08 (ðèñ. 3). Ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ P1 èP2 èìåþò òðè îòðèöàòåëüíûõ ñîáñòâåííûõ çíà�÷åíèÿ (�13:627;�0:020 + i9:504;�0:020 � i9:504:),èç êîòîðûõ äâà ïîñëåäíèõ ÿâëÿþòñÿ êîìïëåêñ�íî-ñîïðÿæåííûìè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äâà ñîá�ñòâåííûõ íàïðàâëåíèÿ òî÷åê P1 è P2 �îðìèðóþòäâóìåðíóþ ïîâåðõíîñòü; ñêîðîñòü ïðèòÿæåíèÿíà ýòîé ïîâåðõíîñòè çíà÷èòåëüíî ìåíüøå, ÷åìñêîðîñòü ïðèòÿæåíèÿ ïî ïåðâîìó ñîáñòâåííîìóíàïðàâëåíèþ.Ñåäëîâûå öèêëû L1 è L2 îêðóæàþò ñîñòîÿíèÿ P1è P2 è íàõîäÿòñÿ íà ïåðåñå÷åíèè äâóìåðíûõ íåóñòîé�÷èâîãî è óñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðàçèé [42℄. Íåóñòîé÷è�âîå ìíîãîîáðàçèå ñ îäíîé ñòîðîíû èäåò ê ïîëîæå�íèÿì ðàâíîâåñèÿ è òàì çàìûêàåòñÿ, à ñ äðóãîé � êõàîòè÷åñêîìó àòòðàêòîðó. Óñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå�îðìèðóåò òðóáó â îêðåñòíîñòè ïîëîæåíèé ðàâíîâå�958



ÆÝÒÔ, òîì 121, âûï. 4, 2002 Ôëóêòóàöèîííûé âûõîä èç êâàçèãèïåðáîëè÷åñêîãî àòòðàêòîðà : : :
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q1�èñ. 4. à) Ëîãàðè�ì âåðîÿòíîñòíîé ìåðû p(q1) äëÿ q1 > 0, âû÷èñëåííûé â îòñóòñòâèå øóìà (ñïëîøíàÿ êðèâàÿ) èïðè íàëè÷èè øóìà èíòåíñèâíîñòè D = 0:001 (òî÷êè). Ëîãàðè�ì âåðîÿòíîñòíîé ìåðû p(q1) äëÿ q1 < 0 èìååò òàêîéæå âèä, è åãî ìîæíî ïîëó÷èòü ïóòåì çàìåíû q1 íà �q1. Ñïëîøíûìè âåðòèêàëüíûìè ëèíèÿìè îòìå÷åíû êîîðäèíàòû,ñîîòâåòñòâóþùèå ïåðåñå÷åíèþ ñíèçó ââåðõ ïëîñêîñòè q3 = r � 1 ñ ñåïàðàòðèñàìè ñåäëîâîé òî÷êè O. á) ¾Õâîñò¿(óâåëè÷åííàÿ ÷àñòü ðèñóíêà à) âåðîÿòíîñòíîé ìåðû p(q1), âû÷èñëåííûé â îòñóòñòâèå øóìà (òîíêàÿ ñïëîøíàÿ êðèâàÿ)è ïðè íàëè÷èè øóìà èíòåíñèâíîñòè D = 0:001 (øòðèõïóíêòèðíàÿ êðèâàÿ). Ñïëîøíîé è øòðèõîâîé âåðòèêàëüíûìèëèíèÿìè îòìå÷åíû êîîðäèíàòû, ñîîòâåòñòâóþùèå ïåðåñå÷åíèþ ñíèçó ââåðõ ïëîñêîñòè q3 = r � 1 ñ ñåïàðàòðèñîé èîïòèìàëüíîé òðàåêòîðèåé âûõîäà. Æèðíîé ñïëîøíîé êðèâîé ïîêàçàíî ðàñïðåäåëåíèå òðàåêòîðèé âûõîäà â ñå÷åíèèÏóàíêàðåñèÿ [42℄. Ñåäëîâûå öèêëû èìåþò ñëåäóþùèå ìóëüòè�ïëèêàòîðû: (1:0000; 1:0280; 0:0001), ïîýòîìó òðàåêòî�ðèè ìåäëåííî óõîäÿò îò öèêëîâ ïî íåóñòîé÷èâîìóìíîãîîáðàçèþ è áûñòðî ïðèáëèæàþòñÿ ïî óñòîé÷è�âîìó.�ðàíèöû õàîòè÷åñêîãî àòòðàêòîðà îïðåäåëÿþòñÿíà÷àëüíûìè ó÷àñòêàìè ñåïàðàòðèñ, êîòîðûå áëèçêîïîäõîäÿò ê ñåäëîâûì öèêëàì L1 è L2 (ñì. ðèñ. 2),è òåîðåòè÷åñêè [9℄ ïðèíàäëåæàò àòòðàêòîðó. Îäíà�êî ÷èñëåííûå èññëåäîâàíèÿ ïîêàçàëè, ÷òî âåðîÿò�íîñòü ïîïàäàíèÿ òðàåêòîðèè â îêðåñòíîñòü ñåïàðà�òðèñ ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëà ïî ñðàâíåíèþ ñ âåðîÿò�íîñòüþ åå íàõîæäåíèÿ íà äðóãèõ ó÷àñòêàõ õàîòè÷å�ñêîãî àòòðàêòîðà. Äåéñòâèòåëüíî, ýòà âåðîÿòíîñòüîïðåäåëÿåòñÿ âåðîÿòíîñòüþ äâèæåíèÿ òðàåêòîðèè âîêðåñòíîñòè òðàåêòîðèé T1 è T2 (ðèñ. 2). Âû÷èñëå�íèÿ ïîêàçàëè, ÷òî äëÿ ïîïàäàíèÿ â îêðåñòíîñòü ñå�ïàðàòðèñû ðàäèóñîì � = 0:1 òðàåêòîðèÿ ñèñòåìûäîëæíà ïðîéòè â î÷åíü ìàëîé îêðåñòíîñòè îò T1 èT2: � � 10�7, ÷òî ÿâëÿåòñÿ ìàëîâåðîÿòíûì.Äëÿ ñå÷åíèÿ Ïóàíêàðå q3 = r � 1 áûëà âû÷èñ�ëåíà âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà õàîòè÷åñêîãî àòòðàêòîðàíà îñíîâå ðàñ÷åòà âðåìåíè ïðåáûâàíèÿ òðàåêòîðèèâ äàííîé îêðåñòíîñòè àòòðàêòîðà. Èçâåñòíî [8℄, ÷òîâèä àòòðàêòîðà Ëîðåíöà â ñå÷åíèè áëèçîê ê îäíî�ìåðíîé êðèâîé íà ïëîñêîñòè q1 � q2; ýòî ïîçâîëÿåòïåðåéòè îò äâóõïàðàìåòðè÷åñêîé âåðîÿòíîñòíîé ìå�

ðû ê îäíîïàðàìåòðè÷åñêîé [43℄ è ðàññìîòðåòü âåðî�ÿòíîñòíóþ ìåðó p(q1) äëÿ îäíîé êîîðäèíàòû. Âåðî�ÿòíîñòíàÿ ìåðà p(q1) â ñå÷åíèè Ïóàíêàðå q3 = r � 1(ó÷èòûâàëèñü òðàåêòîðèè, ïåðåñåêàþùèå ïëîñêîñòüq3 = r�1 ñíèçó ââåðõ) èìååò âèä, ïðåäñòàâëåííûé íàðèñ. 4à. Âèäíî, ÷òî âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ òðàåêòî�ðèè õàîòè÷åñêîãî àòòðàêòîðà â îêðåñòíîñòü ñåïàðà�òðèñ �1 è �2 ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëà è òèïè÷íàÿ òðà�åêòîðèÿ, âåðîÿòíîñòü íàáëþäåíèÿ êîòîðîé íàìíîãîáîëüøå íóëÿ, êðàéíå ðåäêî ïîñåùàåò îêðåñòíîñòüíåóñòîé÷èâûõ ìíîãîîáðàçèé ñåäëîâîé òî÷êè O. Âå�ðîÿòíîñòíàÿ ìåðà íåçíà÷èòåëüíî ìåíÿåòñÿ ïðè íà�ëè÷èè øóìà, ÷òî ðàíåå òåîðåòè÷åñêè ïîêàçàíî â ðà�áîòàõ [10, 11℄. Îäíàêî ïðè íàëè÷èè øóìà âåðîÿò�íîñòü ïîïàäàíèÿ òðàåêòîðèè â îêðåñòíîñòü ñåïàðà�òðèñû óâåëè÷èâàåòñÿ (ðèñ. 4á). Òàêèì îáðàçîì, âåðî�ÿòíîñòíàÿ ìåðà õàîòè÷åñêîãî àòòðàêòîðà èìååò äî�âîëüíî ãëàäêóþ ñòðóêòóðó áåç ñèíãóëÿðíîñòåé, âå�ðîÿòíîñòíàÿ ìåðà p(q1) íåðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíàïî àòòðàêòîðó, èìåþòñÿ îáëàñòè ñ ýêñïîíåíöèàëüíîìàëîé âåðîÿòíîñòüþ ïîïàäàíèÿ â íèõ òðàåêòîðèé,à íàëè÷èå øóìà êà÷åñòâåííî íå ìåíÿåò ñòðóêòóðóðàñïðåäåëåíèÿ è ïîâûøàåò âåðîÿòíîñòü íàõîæäåíèÿòðàåêòîðèè â îêðåñòíîñòè ñåïàðàòðèñ.Àíàëèç áàññåéíîâ ïðèòÿæåíèÿ íåïîäâèæíûõ òî�÷åê P1 è P2 â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ïîêàçàë, ÷òîâ èíòåðâàëå 0 < q3 < 5 ñåïàðàòðèñû ïðàêòè÷åñêè ëå�959



Â. Ñ. Àíèùåíêî, Ä. �. Ëó÷èíñêèé, Ï. Â. Å. Ìàêêëèíòîê è äð. ÆÝÒÔ, òîì 121, âûï. 4, 2002æàò íà ãðàíèöàõ áàññåéíîâ ïðèòÿæåíèÿ. Êðîìå òî�ãî, ñåïàðàòðèñû áëèçêî ïîäõîäÿò ê ãðàíèöå áàññåé�íîâ òî÷åê P1 è P2 â îêðåñòíîñòè ñåäëîâûõ öèêëîâL1 è L2. Òàêèì îáðàçîì, â áîëüøîé îáëàñòè �àçî�âîãî ïðîñòðàíñòâà ñåïàðàòðèñû, à ñëåäîâàòåëüíî, èõàîòè÷åñêèé àòòðàêòîð ïîäõîäÿò áëèçêî ê ãðàíèöåáàññåéíîâ ïðèòÿæåíèÿ íåïîäâèæíûõ òî÷åê. Ïîýòî�ìó ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî âûõîä èç õàîòè÷åñêîãîàòòðàêòîðà ìîæåò íàáëþäàòüñÿ â ëþáîì ìåñòå, ãäåñåïàðàòðèñû áëèçêî ïîäõîäÿò ê ãðàíèöå.Òàêèì îáðàçîì, ìû âèäèì, ÷òî â ïðèñóòñòâèè øó�ìà â ñèñòåìå Ëîðåíöà âîçíèêàåò êîíå÷íàÿ âåðîÿò�íîñòü èíäóöèðîâàííîãî øóìîì âûõîäà çà ãðàíèöóîáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ êâàçèãèïåðáîëè÷åñêîãî àòòðàê�òîðà. Ïðåæäå ÷åì ïåðåéòè ê îáñóæäåíèþ ìåõàíèçìà�ëóêòóàöèîííûõ ïåðåõîäîâ è âîçìîæíîñòè àíàëèòè�÷åñêèõ îöåíîê âåðîÿòíîñòè âûõîäà â ñèñòåìå Ëîðåí�öà, ìû êðàòêî îïèøåì ýêñïåðèìåíòàëüíûå ìåòîäûèññëåäîâàíèÿ �ëóêòóàöèîííîé äèíàìèêè â íåðàâíî�âåñíûõ ñèñòåìàõ.3. �ÀÑÏ�ÅÄÅËÅÍÈÅ Ï�ÅÄÛÑÒÎ�ÈÈÔËÓÊÒÓÀÖÈÉ È ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅÍÅ�ÀÂÍÎÂÅÑÍÛÕ ÔËÓÊÒÓÀÖÈÎÍÍÛÕÏÅ�ÅÕÎÄÎÂÂåðîÿòíîñòíûå õàðàêòåðèñòèêè ñèñòåìû Ëîðåí�öà â ïðèñóòñòâèè áåëîãî ãàóññîâñêîãî øóìà îïðåäå�ëÿþòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Ôîêêåðà�Ïëàíêà:���t = � ��qiKi(q)� ++ D2 �2�qi�qj (Qij�) ; Qij = Æi3Æj3; (4)êîòîðîå çàïèñàíî äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ óðàâíåíèéËàíæåâåíà (2); çäåñü � = �(q; t) � ïëîòíîñòü âåðî�ÿòíîñòè òîãî, ÷òî â ìîìåíò âðåìåíè t ñèñòåìà áó�äåò íàõîäèòüñÿ â ñîñòîÿíèè q. Â ïðèíöèïå, ðåøå�íèå óðàâíåíèÿ Ôîêêåðà�Ïëàíêà äàåò íàèáîëåå ïîë�íóþ èí�îðìàöèþ î äèíàìèêå �óíêöèè ðàñïðåäåëå�íèÿ ñèñòåìû (2). Îäíàêî äëÿ ñèñòåì, íàõîäÿùèõñÿâäàëè îò òåïëîâîãî ðàâíîâåñèÿ, äëÿ êîòîðûõ íå âû�ïîëíÿåòñÿ óñëîâèå äåòàëüíîãî áàëàíñà (â ÷àñòíîñòè,äëÿ èññëåäóåìîé íàìè ñèñòåìû Ëîðåíöà íåâûïîëíå�íèå óñëîâèÿ äåòàëüíîãî áàëàíñà [11℄ âûçâàíî íåïî�òåíöèàëüíîñòüþ âåêòîðíîãî ïîëÿ ñèñòåìû (2)), íåñóùåñòâóåò îáùèõ ìåòîäîâ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ (4).Ïîýòîìó äëÿ îïèñàíèÿ �ëóêòóàöèîííîé äèíàìèêèòàêèõ ñèñòåì èñïîëüçóþòñÿ ðàçëè÷íûå ïðèáëèæåí�íûå ïîäõîäû. Òàê, âåñüìà ïîëåçíûìè îêàçûâàþòñÿïðåäñòàâëåíèÿ îá îïòèìàëüíûõ òðàåêòîðèÿõ è ïî�íÿòèå ðàñïðåäåëåíèÿ ïðåäûñòîðèè �ëóêòóàöèé. Ïî

îïðåäåëåíèþ [37℄, ðàñïðåäåëåíèå ïðåäûñòîðèè �ëóê�òóàöèé ph(qf ; tf ;q; t;qi; ti) çàäàåò âåðîÿòíîñòü òîãî,÷òî ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â òî÷êå q â ìîìåíò âðåìå�íè t ïðè óñëîâèè, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíèti ñèñòåìà íàõîäèëàñü â òî÷êå qi, à â êîíå÷íûé ìî�ìåíò âðåìåíè tf , åå ïîëîæåíèå õàðàêòåðèçóåòñÿ òî÷�êîé qf (ti < t < tf ). Òàêèì îáðàçîì, ph îïðåäåëÿåòäèíàìèêó �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âî âðåìÿ ïåðåõî�äà ñèñòåìû èç ñîñòîÿíèÿ (qi; ti) â ñîñòîÿíèå (qf ; tf ),íîðìèðîâàííóþ íà âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà ìåæäó ýòè�ìè ñîñòîÿíèÿìè. Îòìåòèì îòëè÷èå ýòîé âåëè÷èíûîò îáû÷íîé óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè, ñâÿçàííîå ñ òåì,÷òî ïðè îïðåäåëåíèè ph �èêñèðóþòñÿ êàê íà÷àëü�íîå, òàê è êîíå÷íîå ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû (ñì. ïîäðîáíîâ [37, 44℄). Çàìåòèì òàêæå, ÷òî îïðåäåëåíèå âåëè÷è�íû ph íå íàêëàäûâàåò íèêàêèõ îãðàíè÷åíèé íè íàçíà÷åíèÿ ìîìåíòîâ âðåìåíè tf è ti, íè íà âåëè÷èíóèíòåíñèâíîñòè øóìà D.Â ðàáîòå [37℄ áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðÿìîå ýêñ�ïåðèìåíòàëüíîå èçìåðåíèå ph ïîçâîëÿåò âûÿâèòüâàæíóþ èí�îðìàöèþ î �ëóêòóàöèîííîé äèíàìè�êå ñèñòåìû. Îñîáîå çíà÷åíèå ïîäîáíûå èçìåðåíèÿïðèîáðåòàþò ïðè èññëåäîâàíèè èíäóöèðîâàííûõøó�ìîì ïåðåõîäîâ â íåðàâíîâåñíûõ ñèñòåìàõ â ïðåäåëåìàëîé èíòåíñèâíîñòè øóìà. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðèD ! 0 ðàñïðåäåëåíèå ïðåäûñòîðèè ph èìååò ðåç�êèé ìàêñèìóì âäîëü íåêîòîðûõ äåòåðìèíèðîâàííûõòðàåêòîðèé â êîí�èãóðàöèîííîì ïðîñòðàíñòâå ñè�ñòåìû. Îïðåäåëåííûå òàêèì îáðàçîì òðàåêòîðèè íà�çûâàþòñÿ îïòèìàëüíûìè òðàåêòîðèÿìè. Êàê ïðàâè�ëî, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ îïòèìàëüíàÿ òðàåêòî�ðèÿ, ñâÿçûâàþùàÿ çàäàííûå íà÷àëüíîå è êîíå÷íîåñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû.Äëÿ íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíûõ òðàåêòîðèé íåîá�õîäèìî îáðàòèòüñÿ ê àñèìïòîòè÷åñêîìó àíàëèçó ðå�øåíèÿ óðàâíåíèÿ Ôîêêåðà�Ïëàíêà ïðè D ! 0(ñì., íàïðèìåð, [21�41, 43�59℄). Â ýòîì ïðèáëèæå�íèè D ÿâëÿåòñÿ ìàëûì ïàðàìåòðîì óðàâíåíèÿ, è ïîàíàëîãèè ñ ÂÊÁ-ïðèáëèæåíèåì ñòàöèîíàðíàÿ (ïðèt ! 1) ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè �(q) ìîæåò áûòü çà�ïèñàíà â �îðìå (ñì., íàïðèìåð, [35℄)�(q) � C(q) exp��S[q℄D � ïðè D ! 0: (5)Âåëè÷èíà S[q℄ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ¾ýíåðãèþ àêòè�âàöèè¿ �ëóêòóàöèé â îêðåñòíîñòè òî÷êè q [11, 47℄,à C(q) � ïðåäýêñïîíåíöèàëüíûé ìíîæèòåëü. Ïîä�ñòàâëÿÿ (5) â (4) è ñîáèðàÿ ÷ëåíû, ïðîïîðöèîíàëü�íûå D�1, ïîëó÷àåì [35℄ äëÿ S[q℄ óðàâíåíèå �àìèëü�960



ÆÝÒÔ, òîì 121, âûï. 4, 2002 Ôëóêòóàöèîííûé âûõîä èç êâàçèãèïåðáîëè÷åñêîãî àòòðàêòîðà : : :òîíà�ßêîáè âèäà (ñì. òàêæå [11, 29, 33, 45, 46℄)�S�t +H �q; �S�q � = 0; H = 12pQp+ pK(q);_q = �H�p ; _p = ��H�q ; _S = 12p2; p = �S�q : (6)Çäåñü H � ãàìèëüòîíèàí Âåíòöåëÿ�Ôðåéäëèíà [35℄,à S[q℄ ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê êëàññè÷åñêîåäåéñòâèå ñèñòåìû (6), îïðåäåëÿþùåå ýíåðãèþ, çà�òðà÷èâàåìóþ íà ïåðåâîä ñèñòåìû èç ñîñòîÿíèÿ qiâ ñîñòîÿíèå qf . Â îáùåì ñëó÷àå S[q℄ ÿâëÿåòñÿ ìíî�ãîçíà÷íîé �óíêöèåé qi. Îäíàêî �èçè÷åñêèé ñìûñëèìååò (ò. å. ÿâëÿåòñÿ �èçè÷åñêè íàáëþäàåìîé âåëè�÷èíîé) ìèíèìàëüíàÿ ¾ýíåðãèÿ àêòèâàöèè¿ minS[q℄.Åé ñîîòâåòñòâóþò ðàññ÷èòàííûå èç (6) îïòèìàëü�íàÿ ñèëà popt(t) è îïòèìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ qopt(t)äâèæåíèÿ ñèñòåìû èç qi â qf . Åñëè íà÷àëüíûé ìî�ìåíò âðåìåíè ñîîòâåòñòâóåò �1, òî minS[q℄ îïðå�äåëÿåò êâàçèïîòåíöèàë íåðàâíîâåñíîé ñèñòåìû (2)[11, 43, 47℄:�(q) � C(q) exp��S[qopt℄D � ïðè D ! 0: (7)Òàêèì îáðàçîì, â ïðåäåëå ìàëîé èíòåíñèâíîñòèøóìà ìû ïðèõîäèì ê îïèñàíèþ ñòîõàñòè÷åñêîé äè�íàìèêè ñèñòåìû â òåðìèíàõ äâèæåíèÿ âäîëü îïòè�ìàëüíûõ (ñ òî÷êè çðåíèÿ ýíåðãåòè÷åñêèõ çàòðàò)òðàåêòîðèé qopt(ti;qi; t; tf ;qf ); çäåñü qi � íà÷àëüíîåñîñòîÿíèå ñèñòåìû, qf � çàäàííàÿ òî÷êà â ïðîñòðàí�ñòâå ñîñòîÿíèé ñèñòåìû, óäàëåííàÿ îò àòòðàêòîðàíà ðàññòîÿíèÿ, ñóùåñòâåííî áîëüøèå ïî ñðàâíåíèþñ pD.Ïîëåçíî çàìåòèòü, ÷òî ãàìèëüòîíèàí â (6) àíà�ëîãè÷åí ãàìèëüòîíèàíó Ïîíòðÿãèíà, ñîîòâåòñòâóþ�ùåìó çàäà÷å î ïåðåêëþ÷åíèè ñèñòåìû (2) èç ñîñòîÿ�íèÿ qi â ñîñòîÿíèå qf è ìèíèìèçèðóþùåìó ýíåðãèþàääèòèâíîé êîíòðîëüíîé �óíêöèè [20℄ â îòñóòñòâèåîãðàíè÷åíèé íà âèä �óíêöèè è íà âðåìÿ ïåðåêëþ�÷åíèÿ.Åñëè íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå qi âûáðàòü íà àòòðàê�òîðå, à êîíå÷íîå qf � íà ãðàíèöå ïðèòÿæåíèÿ àò�òðàêòîðà, òî ýêñòðåìàëüíûå òðàåêòîðèè, îïðåäåëÿ�åìûå ãàìèëüòîíèàíîì (6), ñîîòâåòñòâóþò ïóòÿì âû�õîäà èç àòòðàêòîðà, à âåêòîð p, ñòðåìÿùèéñÿ ê íóëþâ ìîìåíòû âðåìåíè ti ! �1 è tf ! 1, îïðåäåëÿ�åò �ëóêòóàöèîííóþ ñèëó, ïåðåâîäÿùóþ ñèñòåìó èçîäíîãî ñîñòîÿíèÿ â äðóãîå ïî äàííîìó ïóòè âûõîäà[40, 48℄.Äàííûé �îðìàëèçì ñîîòâåòñòâóåò ñëåäóþùåé�èçè÷åñêîé êàðòèíå èíäóöèðîâàííîãî øóìîì âû�õîäà èç áàññåéíà ïðèòÿæåíèÿ àòòðàêòîðà: ñèñòå�ìà ïðîâîäèò îñíîâíóþ ÷àñòü âðåìåíè, �ëóêòóèðóÿ

â îêðåñòíîñòè àòòðàêòîðà, è ñîâåðøàåò î÷åíü ðåä�êèå �ëóêòóàöèè, ïåðåñåêàÿ ãðàíèöó ïðèòÿæåíèÿ àò�òðàêòîðà. Êîãäà òàêèå ðåäêèå �ëóêòóàöèè ïðîèñ�õîäÿò, ñèñòåìà äâèæåòñÿ ïî ïî÷òè äåòåðìèíèðîâàí�íûì (îïòèìàëüíûì) òðàåêòîðèÿì. Òðàåêòîðèÿ âû�õîäà èç îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ, êàê ïðàâèëî, ÿâëÿåò�ñÿ åäèíñòâåííîé (èëè èõ íåñêîëüêî âñëåäñòâèå ñèì�ìåòðèè ñèñòåìû) [30; 49�51℄. Äëÿ ðåãóëÿðíûõ àò�òðàêòîðîâ òèïà �èêñèðîâàííîé òî÷êè è ïðåäåëüíî�ãî öèêëà ïîäîáíàÿ �èçè÷åñêàÿ êàðòèíà èíäóöèðî�âàííîãî øóìîì âûõîäà áûëà ïîäòâåðæäåíà ÷èñëåí�íî [14, 15, 39, 46℄.Îòìåòèì, ÷òî â ðàâíîâåñíûõ ñèñòåìàõ îïòèìàëü�íûå òðàåêòîðèè ñèììåòðè÷íû âî âðåìåíè ðåëàêñà�öèîííûì òðàåêòîðèÿì ñèñòåìû [36℄, è, ñëåäîâàòåëü�íî, ìîãóò áûòü íàéäåíû, ïî êðàéíåé ìåðå â ïðèí�öèïå, êàê îáðàùåííûå âî âðåìåíè ðåëàêñàöèîííûåòðàåêòîðèè äåòåðìèíèðîâàííîé ñèñòåìû. Â íåðàâ�íîâåñíûõ ñèñòåìàõ ïîäîáíàÿ ñèììåòðèÿ îòñóòñòâó�åò, ïîýòîìó èññëåäîâàíèå ïðåäûñòîðèè �ëóêòóàöèéèìååò ïðèíöèïèàëüíîå çíà÷åíèå äëÿ ïîíèìàíèÿ ìå�õàíèçìà �ëóêòóàöèîííîãî âûõîäà èç àòòðàêòîðà.Äëÿ èññëåäîâàíèÿ äèíàìèêè áîëüøèõ îòêëîíå�íèé îò àòòðàêòîðà è îïðåäåëåíèÿ îïòèìàëüíûõïóòåé âûõîäà ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðåäëîæåííûéÄûêìàíîì [37℄ ýêñïåðèìåíòàëüíûé ìåòîä, â êîòî�ðîì ñîáèðàåòñÿ èí�îðìàöèÿ îáî âñåõ òðàåêòîðèÿõ,ïðèõîäÿùèõ â áëèçêóþ îêðåñòíîñòü âûáðàííîãî ñî�ñòîÿíèÿ qf , ðàñïîëîæåííîãî âíå ïðåäåëîâ àòòðàê�òîðà. Â ýòîì ýêñïåðèìåíòàëüíîì ìåòîäå íåïðåðûâ�íî îòñëåæèâàåòñÿ ïîâåäåíèå äèíàìè÷åñêèõ ïåðåìåí�íûõ q(t) è ñëó÷àéíîé ñèëû f(t) äî ìîìåíòà ïåðåõîäàñèñòåìû èç àòòðàêòîðà â îêðåñòíîñòü ñîñòîÿíèÿ qf .Òðàåêòîðèè âûõîäà qes(t) íåîáõîäèìîé äëèòåëüíî�ñòè è øóìîâûå ðåàëèçàöèè fes(t) òîé æå äëèòåëüíî�ñòè ñîõðàíÿþòñÿ, ïîñëå ÷åãî ñèñòåìà ïðèíóäèòåëü�íî âîçâðàùàåòñÿ â áàññåéí ïðèòÿæåíèÿ àòòðàêòîðà,ïðè÷åì íà÷àëüíûå óñëîâèÿ â áàññåéíå âûáèðàþòñÿñëó÷àéíûì îáðàçîì. Òàê íàáèðàåòñÿ àíñàìáëü òðà�åêòîðèé è çàòåì ïî ïðîìåæóòêó âðåìåíè, íà êîòî�ðîì ïðîèñõîäèò íàáëþäåíèå çà ñèñòåìîé, ñòðîèòñÿðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè ïðåäûñòîðèè �ëóêòóà�öèé, ph(q; t;qf ; tf ), êîòîðîå ñîäåðæèò âñþ èí�îðìà�öèþ î âðåìåííîé ýâîëþöèè ñèñòåìû íåïîñðåäñòâåí�íî ïåðåä òåì êàê òðàåêòîðèÿ ïîïàäàåò â qf . Íà îñíî�âå âèäà ðàñïðåäåëåíèÿ ph äèàãíîñòèðóåòñÿ íàëè÷èåîïòèìàëüíîãî ïóòè âûõîäà èç àòòðàêòîðà: åñëè îï�òèìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ âûõîäà ñóùåñòâóåò, òî ph âäàííûé ìîìåíò âðåìåíè áóäåò èìåòü îñòðûé ìàêñè�ìóì â òî÷êå qopt(t; tf ;qf ). Òàêèì îáðàçîì, ïðè ýêñïå�ðèìåíòàëüíîì èññëåäîâàíèè ðàñïðåäåëåíèÿ ph èìå�åòñÿ âîçìîæíîñòü íàõîæäåíèÿ îáëàñòè â �àçîâîì12 ÆÝÒÔ, âûï. 4 961



Â. Ñ. Àíèùåíêî, Ä. �. Ëó÷èíñêèé, Ï. Â. Å. Ìàêêëèíòîê è äð. ÆÝÒÔ, òîì 121, âûï. 4, 2002ïðîñòðàíñòâå ñèñòåìû, âíóòðè êîòîðîé îïòèìàëü�íûé ïóòü ÷åòêî âèäåí, ò. å. îáëàñòè ñ ÷åòêî âûðà�æåííûì óçêèì (ïîðÿäêà pD [37, 52℄) ìàêñèìóìîìðàñïðåäåëåíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå îïòèìàëüíóþ �ëóê�òóàöèîííóþ ñèëó, êîòîðàÿ âûáðàñûâàåò òðàåêòîðèþñèñòåìû çà ïðåäåëû àòòðàêòîðà ïî îïòèìàëüíîìóïóòè, ìîæíî îöåíèòü ïóòåì ïðîñòîãî óñðåäíåíèÿ øó�ìîâûõ ðåàëèçàöèé fes(t) ïî àíñàìáëþ. Îòìåòèì,÷òî èññëåäîâàíèå ïðåäûñòîðèè �ëóêòóàöèé ïîçâîëÿ�åò òàêæå ïðîâåðèòü êîíöåïöèþ îïòèìàëüíûõ �ëóê�òóàöèé è îïðåäåëèòü îáëàñòè ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû,äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóþò îïòèìàëüíûå ïóòè. Äàí�íûé ýêñïåðèìåíòàëüíûé ïîäõîä èñïîëüçîâàëñÿ íàìèäëÿ èññëåäîâàíèÿ âûõîäà èç êâàçèãèïåðáîëè÷åñêîãîàòòðàêòîðà Ëîðåíöà.Èññëåäîâàíèå èíäóöèðîâàííûõ øóìîì áîëüøèõîòêëîíåíèé ïîçâîëÿåò ñóäèòü îá óñòîé÷èâîñòè ñèñòå�ìû ïî îòíîøåíèþ ê øóìîâîìó âîçäåéñòâèþ, à òàê�æå ðàçðàáàòûâàòü ïóòè óïðàâëåíèÿ äèíàìèêîé ñè�ñòåìû êàê â îòñóòñòâèå øóìà, òàê è ïðè åãî íàëè÷èè[20, 48, 55℄. Òàê, íàïðèìåð, â ðàáîòàõ [20, 55℄ ïîêàçà�íî, ÷òî íà îñíîâå îïðåäåëåíèÿ îïòèìàëüíûõ ïóòåéâûõîäà è îïòèìàëüíîé �ëóêòóàöèîííîé ñèëû ìîæ�íî ðåøèòü çàäà÷ó äåòåðìèíèðîâàííîãî îïòèìàëüíî�ãî (ñ ýíåðãåòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ) óïðàâëåíèÿ ïå�ðåõîäîì ñèñòåìû èç õàîòè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ â ðåãó�ëÿðíîå. Êðîìå òîãî, â ýòèõ ðàáîòàõ ïðîäåìîíñòðèðî�âàíî, ÷òî ýêñïåðèìåíòàëüíîå îïðåäåëåíèå îïòèìàëü�íûõ òðàåêòîðèé, áàçèðóþùååñÿ íà òåîðèè áîëüøèõ�ëóêòóàöèé, ÿâëÿåòñÿ íà ñåãîäíÿøíèé äåíü åäèí�ñòâåííûì ïîäõîäîì äëÿ ðåøåíèÿ äåòåðìèíèðîâàí�íîé çàäà÷è îá îïòèìàëüíîì óïðàâëåíèè ïåðåõîäà�ìè ìåæäó àòòðàêòîðàìè â õàîòè÷åñêîé ñèñòåìå. Ïå�ðå÷èñëåííûå âûøå �àêòîðû îïðåäåëÿþò âàæíîñòüèññëåäîâàíèÿ áîëüøèõ �ëóêòóàöèé ñ òî÷êè çðåíèÿïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé.Ïðåäñòàâëåííûé âûøå ãàìèëüòîíîâ �îðìàëèçìîïðåäåëÿåò âîçìîæíîñòü òåîðåòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ�ëóêòóàöèîííûõ ïåðåõîäîâ â íåðàâíîâåñíûõ ñèñòå�ìàõ. Îäíàêî íåïîñðåäñòâåííîå ïðèìåíåíèå äàííîãîïîäõîäà ê õàîòè÷åñêèì ñèñòåìàì ñîïðÿæåíî ñ ðÿäîìòðóäíîñòåé ïðèíöèïèàëüíîãî õàðàêòåðà. Ýòè òðóä�íîñòè ñâÿçàíû ïðåæäå âñåãî ñ èññëåäîâàíèÿìè åäèí�ñòâåííîñòè ðåøåíèÿ, ñ íåîïðåäåëåííîñòüþ ãðàíè÷íî�ãî óñëîâèÿ qi íà õàîòè÷åñêîì àòòðàêòîðå è ñ îïðå�äåëåíèåì âåðîÿòíîñòíîé ìåðû íà ñàìîì àòòðàêòî�ðå. Â îáùåì ñëó÷àå, êîãäà õàîòè÷åñêèé àòòðàêòîðèìååò �ðàêòàëüíûå ãðàíèöû îáëàñòåé ïðèòÿæåíèÿ,âîçíèêàåò ïðîáëåìà îïðåäåëåíèÿ âòîðîãî ãðàíè÷íî�ãî óñëîâèÿ qf .Íà ñåãîäíÿøíèé äåíü òåîðåòè÷åñêàÿ ïðîöåäóðàíàõîæäåíèÿ âåðîÿòíîñòè �ëóêòóàöèîííîãî âûõîäà

çà ãðàíèöû ïðèòÿæåíèÿ õàîòè÷åñêîãî àòòðàêòîðà íåðàçðàáîòàíà. Îäíàêî ðàííèå ðàáîòû (ñì., íàïðèìåð,[14, 45, 53, 54℄) ïîêàçûâàþò âîçìîæíîñòü îáîáùåíèÿãàìèëüòîíîâà �îðìàëèçìà íà õàîòè÷åñêèå ñèñòåìû.Ïðè ýòîì èññëåäîâàíèå ïðîáëåì åäèíñòâåííîñòè ðå�øåíèÿ è ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ñòàíîâèòñÿ âåñüìà àê�òóàëüíûì. Îäíèì èç âîçìîæíûõ ïîäõîäîâ ê èõ ðå�øåíèþ ÿâëÿåòñÿ îïèñàííûé âûøå ýêñïåðèìåíòàëü�íûé ìåòîä, êîòîðûé ïîçâîëÿåò íàéòè ïðèáëèæåííîåðåøåíèå çàäà÷è î �ëóêòóàöèîííûõ ïåðåêëþ÷åíèÿõâ ñèñòåìàõ ñ õàîòè÷åñêèìè àòòðàêòîðàìè ïóòåì ñòà�òèñòè÷åñêîãî àíàëèçà ðåçóëüòàòîâ ïðÿìîãî íàáëþäå�íèÿ çà äèíàìèêîé ïåðåõîäîâ. Ý��åêòèâíîñòü ñòàòè�ñòè÷åñêîãî àíàëèçà ýêñïåðèìåíòàëüíî èçìåðåííûõïðåäûñòîðèé �ëóêòóàöèé áûëà ïðîäåìîíñòðèðîâà�íà â ðàáîòàõ [1, 20℄ ïðè ðàññìîòðåíèè çàäà÷è âûõîäàèç õàîòè÷åñêîãî àòòðàêòîðà ÷åðåç íå�ðàêòàëüíóþãðàíèöó â ïåðèîäè÷åñêè âîçáóæäàåìîì íåëèíåéíîìîñöèëëÿòîðå. Íèæå ìû ïðèâîäèì ðåçóëüòàòû èññëå�äîâàíèÿ �ëóêòóàöèîííûõ ïåðåõîäîâ â ñèñòåìå Ëî�ðåíöà.4. �ÅÇÓËÜÒÀÒÛ ÝÊÑÏÅ�ÈÌÅÍÒÀËÜÍÎ�ÎÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈß Ï�ÅÄÛÑÒÎ�ÈÈÔËÓÊÒÓÀÖÈÉ�àññìîòðèì �ëóêòóàöèîííûé âûõîä èç õàîòè÷å�ñêîãî àòòðàêòîðà ñèñòåìû (1) íà îñíîâå ýêñïåðèìåí�òàëüíîãî ïîäõîäà, îïèñàííîãî âûøå. Ïðåæäå ÷åìàíàëèçèðîâàòü ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé, îòìåòèìäâà ïðèíöèïèàëüíûõ ìîìåíòà.Ïåðâûé ìîìåíò. Îïèñàííûé âûøå ìåòîä ïîç�âîëÿåò îïðåäåëèòü òðàåêòîðèþ, ñîîòâåòñòâóþùóþ¾ãëîáàëüíîìó¿ ìèíèìóìó ýíåðãèè âûõîäà, åñëè âðå�ìÿ óñòàíîâëåíèÿ ðàâíîâåñíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íà àò�òðàêòîðå, trel, çíà÷èòåëüíî ìåíüøå âðåìåíè �ëóêòó�àöèîííîãî âûõîäà ñèñòåìû çà ãðàíèöû ïðèòÿæåíèÿäàííîãî àòòðàêòîðà tes: trel � tes. Âðåìÿ �ëóêòó�àöèîííîãî âûõîäà ðàñòåò ýêñïîíåíöèàëüíî ñ óìåíü�øåíèåì èíòåíñèâíîñòè øóìà D ñîãëàñíî ñîîòíîøå�íèþ tes / exp(S=D), ãäå S � ¾ýíåðãèÿ¿ âûõîäà.Ïîñêîëüêó íà ïðàêòèêå âåëè÷èíà D âñåãäà êîíå÷�íà (÷òî ñâÿçàíî ñ êîíå÷íîñòüþ âðåìåí íàáëþäåíèÿ),âûïîëíåíèå óñëîâèÿ trel � tes ñâÿçàíî ïðåæäå âñå�ãî ñ âåëè÷èíîé trel, ò. å. ñî ñâîéñòâàìè ðàâíîâåñíîãîðàñïðåäåëåíèÿ íà àòòðàêòîðå.Â ðàáîòàõ [1, 20, 55℄ ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ õàîòè�÷åñêîãî àòòðàêòîðà â ïåðèîäè÷åñêè âîçáóæäàåìîìíåëèíåéíîì îñöèëëÿòîðå ìîæíî ïîäîáðàòü âåëè÷è�íó èíòåíñèâíîñòè øóìà òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñüóñëîâèå trel � tes; ïðè ýòîì íàéäåííàÿ îïòèìàëü�962



ÆÝÒÔ, òîì 121, âûï. 4, 2002 Ôëóêòóàöèîííûé âûõîä èç êâàçèãèïåðáîëè÷åñêîãî àòòðàêòîðà : : :íàÿ òðàåêòîðèÿ íå áóäåò çàâèñåòü îò íà÷àëüíûõóñëîâèé íà àòòðàêòîðå è îò èíòåíñèâíîñòè øóìà.Äëÿ ñèñòåìû Ëîðåíöà ñèòóàöèÿ èíàÿ. Êàê îò�ìå÷àëîñü âûøå, âåðîÿòíîñòü ïðåáûâàíèÿ ñèñòåìûâ îêðåñòíîñòè ìíîãîîáðàçèé ñåäëîâîé òî÷êè O ýêñ�ïîíåíöèàëüíî ìàëà. Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî �óíêöèÿðàâíîâåñíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íà àòòðàêòîðå èìååò¾õâîñòû¿, ïîäîáíûå õâîñòàì ãàóññîâñêîãî ðàñïðåäå�ëåíèÿ, è ïîïàäàíèå òðàåêòîðèè â ýòè õâîñòû ÿâëÿ�åòñÿ ðåäêèì ñîáûòèåì. Áîëåå òîãî, íàøè ðàññóæ-äåíèÿ î òîì, ÷òî òðàåêòîðèÿ îáÿçàíà ïðè t ! 1ïðîéòè ñêîëü óãîäíî áëèçêî ê ìíîãîîáðàçèÿì ñåä�ëîâîé òî÷êè, áàçèðóþòñÿ íà ðåçóëüòàòàõ òåîðåòè÷å�ñêîãî àíàëèçà ñèñòåìû Ëîðåíöà, à ÷èñëåííûå èññëå�äîâàíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ,íî êîíå÷íûõ âðåìåí ÷èñëåííîãî ñ÷åòà (ïîðÿäêà äâóõíåäåëü) äàííàÿ âåðîÿòíîñòü ðàâíà íóëþ. Ýòî îçíà�÷àåò, ÷òî âðåìÿ óñòàíîâëåíèÿ ðàâíîâåñíîãî ðàñïðå�äåëåíèÿ íà êâàçèãèïåðáîëè÷åñêîì õàîòè÷åñêîì àò�òðàêòîðå íàìíîãî ïðåâûøàåò ðåàëüíî âîçìîæíûåâðåìåíà íàáëþäåíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ñèñòåìûËîðåíöà ïðèõîäèòñÿ èññëåäîâàòü äèíàìèêó �ëóêòó�àöèîííîãî âûõîäà íà êîíå÷íîì âðåìåííîì èíòåðâà�ëå. Ïðè ýòîì âîïðîñ î çàâèñèìîñòè íàéäåííîãî ðå�øåíèÿ îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé íà àòòðàêòîðå è îò èí�òåíñèâíîñòè øóìà äëÿ àòòðàêòîðà Ëîðåíöà, îñòàåò�ñÿ îòêðûòûì (ñð. ñ èññëåäîâàíèÿìè íåðàâíîâåñíûõòðàåêòîðèé â ðàáîòàõ [56, 57℄). Îäíàêî íàéäåííûé âýêñïåðèìåíòå ñöåíàðèé âûõîäà (ñì. íèæå) ïîçâîëÿ�åò óòâåðæäàòü, ÷òî óìåíüøåíèå èíòåíñèâíîñòè øó�ìà íå ìîæåò ïðèâåñòè ê êà÷åñòâåííûì èçìåíåíèÿìòðàåêòîðèè âûõîäà.Âòîðîé ìîìåíò. Ïåðâîíà÷àëüíî â [37℄ ðàñïðåäåëå�íèå ïðåäûñòîðèè âåðîÿòíîñòè áûëî ââåäåíî äëÿ èñ�ñëåäîâàíèÿ äâèæåíèé òðàåêòîðèé âäàëè îò àòòðàê�òîðà. �åçóëüòàòû, ïðåäñòàâëåííûå â ðàçä. 2, ïîêàçû�âàþò, ÷òî ãðàíèöû àòòðàêòîðà Ëîðåíöà (ñåïàðàòðè�ñû �1 è �2) î÷åíü áëèçêî ïîäõîäÿò ê ãðàíèöàì áàñ�ñåéíà ïðèòÿæåíèÿ, àòòðàêòîð èìååò êðàéíå íåðàâ�íîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå è â îòñóòñòâèå øóìà äâè�æåíèå ïî íåêîòîðûì ÷àñòÿì àòòðàêòîðà íå íàáëþ�äàåòñÿ. Ïîýòîìó ìû ðàñøèðÿåì ïîäõîä, îñíîâàííûéíà ýêñïåðèìåíòàëüíîì èññëåäîâàíèè ïðåäûñòîðèè�ëóêòóàöèé [37℄, ñ öåëüþ èçó÷åíèÿ �ëóêòóàöèîí�íûõ îòêëîíåíèé â ïðåäåëàõ àòòðàêòîðà Ëîðåíöà.Èññëåäîâàíèÿ �ëóêòóàöèîííîãî âûõîäà îñóùå�ñòâëÿëèñü íà îñíîâå ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñòîõàñòè÷å�ñêèõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñèñòåìû (1) ìå�òîäîì Õåéíà (ýêâèâàëåíòíîãî ìåòîäó �óíãå�Êóòòûâòîðîãî ïîðÿäêà) [60℄, à òàêæå ñ èñïîëüçîâàíèåì âû�ñîêîñêîðîñòíîãî ãåíåðàòîðà ïñåâäîñëó÷àéíûõ ïîñëå�äîâàòåëüíîñòåé [61℄. Èíòåíñèâíîñòü øóìà D = 0:01.

Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ðàññìîòðèì ïåðåõîä èç õàîòè�÷åñêîãî àòòðàêòîðà â ñîñòîÿíèå P1 (ñì. ðèñ. 3).Âñëåäñòâèå ñèììåòðèè ñèñòåìû ïåðåõîä â ñîñòîÿ�íèå P2 áóäåò èìåòü òîò æå ìåõàíèçì, à êîëè÷å�ñòâåííûå õàðàêòåðèñòèêè ïåðåõîäà ìîãóò áûòü ïî�ëó÷åíû ïóòåì çàìåíû ïåðåìåííûõ (q1; q2; q3) íà(�q1;�q2; q3). Ñîãëàñíî îïèñàííîìó âûøå ýêñïåðè�ìåíòàëüíîìó ïîäõîäó, áûë íàáðàí àíñàìáëü òðàåê�òîðèé âûõîäà f(q1(t); q2(t); q3(t))ig, i = 1; N , è ñî�îòâåòñòâóþùèé èì àíñàìáëü øóìîâûõ ðåàëèçàöèéf(�(t))ig, i = 1; N ; çäåñü i � íîìåð ðåàëèçàöèè,N � ÷èñëî ðåàëèçàöèé (â íàøèõ èññëåäîâàíèÿõN � 1000).Íà ðèñ. 5à ïîêàçàíî íåñêîëüêî òðàåêòîðèé âûõî�äà, ïîëó÷åííûõ â ðåçóëüòàòå ÷èñëåííîãî ìîäåëèðî�âàíèÿ. Âèäíî, ÷òî òðàåêòîðèè ïîäõîäÿò äâóìÿ óç�êèìè ïó÷êàìè ê îêðåñòíîñòè ñåäëîâîé òî÷êè O èçîêðåñòíîñòåé òî÷åê S, çàòåì íåñêîëüêî ðàñõîäÿòñÿ è,äâèãàÿñü âäîëü ñåïàðàòðèñû �2, ïîïàäàþò â îêðåñò�íîñòü ñåäëîâîãî öèêëà L1 (ñì. òàêæå ðèñ. 3). Íàëè�÷èå äâóõ ïó÷êîâ òðàåêòîðèé, âåäóùèõ îò òî÷åê S êòî÷êå A, îáúÿñíÿåòñÿ ñèììåòðèåé ñèñòåìû Ëîðåíöà,÷òî ïîçâîëÿåò ãîâîðèòü î åäèíñòâåííîì ïóòè, âäîëüêîòîðîãî òðàåêòîðèè äâèæóòñÿ â îêðåñòíîñòü òî÷êèA. Îòìåòèì, ÷òî â îêðåñòíîñòü òî÷êè S òðàåêòîðèèñòðåìÿòñÿ òàêæå óçêèìè ïó÷êàìè, ÷òî óêàçûâàåò íàïðåäñêàçóåìîñòü ïîâåäåíèÿ òðàåêòîðèé ñèñòåìû Ëî�ðåíöà íà áîëüøèõ âðåìåííûõ èíòåðâàëàõ.Ñëåäóþùèì øàãîì äîëæíà áûòü ñòàòèñòè÷åñêàÿîáðàáîòêà àíñàìáëÿ ðåàëèçàöèé: ïîñòðîåíèå ðàñïðå�äåëåíèÿ ïðåäûñòîðèè âåðîÿòíîñòè ph(q1; q2; q3; t) èóñðåäíåííîé ïî àíñàìáëþ �ëóêòóàöèîííîé ñèëû, êî�òîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îöåíêîé èìïóëüñà p3(t) è, ñîîòâåò�ñòâåííî, îöåíêîé äåéñòâèÿ S[q℄ èñòåìû (6) [20℄. Äëÿýòîãî íåîáõîäèìî ñîâìåñòèòü àíñàìáëè ðåàëèçàöèéïî íåêîòîðîé õàðàêòåðíîé òî÷êå. Ñòðîãî ãîâîðÿ, òà�êîé õàðàêòåðíîé òî÷êîé äîëæíà áûòü òî÷êà âáëèçèãðàíèö áàññåéíîâ ïðèòÿæåíèÿ àòòðàêòîðîâ. Îäíàêîìåäëåííàÿ äè��óçèÿ ñèñòåìû âáëèçè ãðàíèöû àò�òðàêòîðà ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ïðîèñõîäèò óñðåäíå�íèå ïî íà÷àëüíûì óñëîâèÿì (ñð. [58, 59℄), �ëóêòóà�öèîííûå òðàåêòîðèè ïåðåñåêàþò ãðàíèöó áàññåéíà âäîñòàòî÷íî øèðîêîé îáëàñòè è �èêñàöèÿ îäíîé òî÷�êè â îêðåñòíîñòè áàññåéíà íåâîçìîæíà. Â ðàáîòàõ[1, 20℄ âìåñòî õàðàêòåðíîé òî÷êè âûáèðàëñÿ õàðàê�òåðíûé ó÷àñòîê òðàåêòîðèè âûõîäà. Èñõîäÿ èç êàð�òèíû âûõîäà, ïîêàçàííîé íà ðèñ. 5à, â êà÷åñòâå õà�ðàêòåðíîãî ìîæíî âûáðàòü ó÷àñòîê â îêðåñòíîñòèòî÷êè A, ãäå ïó÷îê òðàåêòîðèé èìååò ìàëóþ øèðè�íó. Ïîñòðîåííûå äëÿ òàêîãî õàðàêòåðíîãî ó÷àñòêàñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ïîêàçàíû íà ðèñ. 6àè ðèñ. 7à, â. �àñïðåäåëåíèå ïðåäûñòîðèè âåðîÿòíî�963 12*
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q2�èñ. 5. à) Äåñÿòü òðàåêòîðèé âûõîäà èç õàîòè÷åñêîãî àòòðàêòîðà â ñîñòîÿíèå P1, ïîëó÷åííûõ ïðè ÷èñëåííîì ìîäåëè-ðîâàíèè ñèñòåìû (1). Æèðíûìè òî÷êàìè ïîêàçàíà ñåïàðàòðèñà �2; ñåäëîâîé öèêë L1 ïîêàçàí êðóæêàìè. á) Äåñÿòüòðàåêòîðèé âûõîäà èç õàîòè÷åñêîãî àòòðàêòîðà (ñïëîøíûå ëèíèè) è äåñÿòü äåòåðìèíèðîâàííûõ òðàåêòîðèé (øòðèõî-âûå ëèíèè), íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ êîòîðûõ ñîâïàäàþò ñ êîîðäèíàòàìè òðàåêòîðèé âûõîäà â îêðåñòíîñòè òî÷åê Sñòè èìååò ÿðêî âûðàæåííûé åäèíñòâåííûé ìàêñè�ìóì âî âðåìåííîì èíòåðâàëå 50 < t=h < 250 (îá�ëàñòü ìåæäó øòðèõàìè íà ðèñ. 6à). Â ýòîì èíòåð�âàëå �ëóêòóàöèîííàÿ ñèëà p3 ðàâíà íóëþ (ðèñ. 7à),à äèñïåðñèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Dp óìåíüøàåòñÿ, äîñòè�ãàÿ ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ (ðèñ. 7â). Çàòåì ìàê�ñèìóì ðàñïðåäåëåíèÿ ðàñïëûâàåòñÿ, �ëóêòóàöèîí�íàÿ ñèëà ñòàíîâèòñÿ îòëè÷íîé îò íóëÿ, à äèñïåð�ñèÿ ðåçêî óâåëè÷èâàåòñÿ. Âèäíî (ðèñ. 6à), ÷òî ïîñëåïðîõîæäåíèÿ òî÷êè A òðàåêòîðèè âûõîäà íà÷èíàþòðàñõîäèòüñÿ, à ÿðêî âûðàæåííûé ìàêñèìóì ðàñïðå�äåëåíèÿ ph(q3; t) îòñóòñòâóåò. Âñå òðàåêòîðèè ïîñëåòî÷êè A ïîïàäàþò â îêðåñòíîñòü ñåäëîâîãî öèêëàL1, íî âðåìÿ äâèæåíèÿ ñèñòåìû ïî ðàçíûì òðàåê�òîðèÿì íà ýòîì ó÷àñòêå ðàçëè÷íî. Òàêîå ïîâåäåíèåòðàåêòîðèé âûõîäà îïðåäåëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì ìíîãî�îáðàçèåì ñåäëîâîé òî÷êè O: âðåìÿ äâèæåíèÿ ê òî÷�êå O ïî ñàìîì�ó óñòîé÷èâîìó ìíîãîîáðàçèþ ñòðåìèò�ñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, è åñëè òðàåêòîðèÿ èäåò ðÿäîìñ ìíîãîîáðàçèåì, òî âðåìÿ äâèæåíèÿ âäîëü íåãî êî�íå÷íî è òåì ìåíüøå, ÷åì äàëüøå òî÷êà îò ìíîãîîá�ðàçèÿ. Âñëåäñòâèå ýòîãî â îêðåñòíîñòè ñåäëîâîé òî÷�êè O òðàåêòîðèè î÷åíü ÷óâñòâèòåëüíû ê �ëóêòóàöè�ÿì, òðàåêòîðèè âûõîäà ïðîõîäÿò ó÷àñòîê îò òî÷êèA äî öèêëà L1 çà ðàçëè÷íûå ïðîìåæóòêè âðåìåíè èïîýòîìó íàáëþäàåòñÿ ðàñïëûâàíèå ìàêñèìóìà ðàñ�ïðåäåëåíèÿ ïðåäûñòîðèè �ëóêòóàöèé. Ýòî îçíà÷à�åò, ÷òî âûáîð îêðåñòíîñòè òî÷êè A â êà÷åñòâå õàðàê�òåðíîãî ó÷àñòêà ïîçâîëÿåò ïðîàíàëèçèðîâàòü ïîâå�äåíèå òðàåêòîðèé âûõîäà òîëüêî äî òî÷êè A. Äëÿ

äàëüíåéøåãî àíàëèçà íåîáõîäèìî âûáðàòü åùå îäèíõàðàêòåðíûé ó÷àñòîê, ðàñïîëîæåííûé ïîñëå ñåäëî�âîé òî÷êè O, íàïðèìåð, îêðåñòíîñòü òî÷êè B (ñì.ðèñ. 5à). Íà ýòîì ó÷àñòêå êîîðäèíàòà q3 äîñòèãà�åò ñâîåãî ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ, ÷òî ëåãêî äèà�ãíîñòèðóåòñÿ ïî âðåìåííîìó ðÿäó ñèñòåìû, ïîýòîìóäëÿ ïîñòðîåíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ph(q1; q2; q3; t) äîñòà�òî÷íî ïðîñòî ñîâìåñòèòü òðàåêòîðèè âûõîäà. Ñòàòè�ñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè, ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷êåB, ïîêàçàíû íà ðèñ. 6á è ðèñ. 7á, ã. Âèäíî, ÷òî äëÿòî÷êè B ñèòóàöèÿ ïðîòèâîïîëîæíà: ÿðêî âûðàæåí�íûé ìàêñèìóì ðàñïðåäåëåíèÿ ph(q3; t) íàáëþäàåòñÿâ îáëàñòè t=h > 230 (îáëàñòü îò ïóíêòèðà âïðàâîíà ðèñ. 6á), ãäå �ëóêòóàöèîííàÿ ñèëà p3 îòëè÷íà îòíóëÿ (ðèñ. 7á), à äèñïåðñèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Dp äîñòè�ãàåò ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ (ðèñ. 7ã). Ñëåäîâàòåëü�íî, èìååòñÿ åäèíñòâåííàÿ îïòèìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿâûõîäà, âäîëü êîòîðîé ñèñòåìà äâèæåòñÿ îò òî÷êèO â îêðåñòíîñòü ñåäëîâîãî öèêëà L1.Àíàëèç ïðåäûñòîðèè âåðîÿòíîñòè è �ëóêòóàöè�îííîé ñèëû, ïîêàçàííûõ íà ðèñ. 6 è 7, ïîçâîëÿåòïðåäïîëîæèòü ñëåäóþùèé ñöåíàðèé âûõîäà èç êâà�çèãèïåðáîëè÷åñêîãî àòòðàêòîðà. Òðàåêòîðèþ âûõî�äà ìîæíî ðàçáèòü íà òðè ó÷àñòêà (ðèñ. 8). Ó÷àñòîê1 ñîîòâåòñòâóåò äâèæåíèþ ïî àòòðàêòîðó, äëÿ ÷å�ãî íå òðåáóåòñÿ íàëè÷èÿ øóìà. Òðàåêòîðèÿ âûõîäàíà÷èíàåòñÿ íà íåêîòîðîé õàðàêòåðíîé òî÷êå õàîòè-÷åñêîãî àòòðàêòîðà (òî÷êà S íà ðèñ. 5à). Ýòà òî÷�êà ïðèíàäëåæèò òèïè÷íîé òðàåêòîðèè àòòðàêòîðà.Âåðîÿòíîñòü íàõîæäåíèÿ òðàåêòîðèè ñèñòåìû â ìà�964



ÆÝÒÔ, òîì 121, âûï. 4, 2002 Ôëóêòóàöèîííûé âûõîä èç êâàçèãèïåðáîëè÷åñêîãî àòòðàêòîðà : : :

�èñ. 6. Ïðîåêöèè ðàñïðåäåëåíèé ïðåäûñòîðèé âåðîÿòíîñòåé âûõîäà íà êîîðäèíàòíóþ îñü q3, ïîëó÷åííûå äëÿ õà-ðàêòåðíîé òî÷êè A (à) è òî÷êè B (á). Îñè àáñöèññ íîðìèðîâàíû íà âåëè÷èíó øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ h = 2�=200.Íóëåâûå ìîìåíòû âðåìåíè äëÿ ðàñïðåäåëåíèé à è á ÿâëÿþòñÿ ðàçëè÷íûìèëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè S â îòñóòñòâèå øóìà íàìíî�ãî áîëüøå íóëÿ. Ïîñëå òî÷êè S òðàåêòîðèÿ âûõî�äà ïîïàäàåò â îêðåñòíîñòü óñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðà�çèÿ (òî÷êà A íà ðèñ. 5à) ñåäëîâîé òî÷êè O, ãäåäèñïåðñèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ïðåäûñòîðèè ìèíèìàëüíà(ðèñ. 7â). Â ýòîò ìîìåíò âðåìåíè �ëóêòóàöèîííàÿñèëà áëèçêà ê íóëþ (ðèñ. 7à). Äâèæåíèå íà ó÷àñò�êå îò òî÷êè S äî òî÷êè A ÿâëÿåòñÿ ïîëíîñòüþ äå�òåðìèíèðîâàííûì, à øóì êà÷åñòâåííî íå ìåíÿåò ïî�âåäåíèÿ òðàåêòîðèè [10, 11℄. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè âìîìåíò ïðîõîæäåíèÿ òðàåêòîðèÿìè òî÷êè S óáðàòüøóìîâîé èñòî÷íèê, òî òðàåêòîðèè äåòåðìèíèðîâàí�íûì îáðàçîì ïîïàäóò â îêðåñòíîñòü òî÷êè A, ïðè�÷åì øèðèíà ïó÷êà îñòàíåòñÿ óçêîé (ñì. ðèñ. 5á). Îä�íàêî ïîñëå ïðîõîæäåíèÿ òî÷êè A òðàåêòîðèè â îò�ñóòñòâèå øóìà íàõîäÿòñÿ íà çíà÷èòåëüíîì óäàëåíèè

îò ñåäëîâîé òî÷êè O è ñåïàðàòðèñ �1 è �2.Äàëåå ïîä äåéñòâèåì �ëóêòóàöèîííîé ñèëû òðà�åêòîðèÿ âûõîäà ïðèáëèæàåòñÿ ê ñåäëîâîé òî÷êå Oâäîëü óñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðàçèÿ òî÷êè O, çàòåì óäà�ëÿåòñÿ îò íåå âäîëü ñåïàðàòðèñû �2 è ïîïàäàåò âîêðåñòíîñòü ñåäëîâîãî öèêëà L1. Äâèæåíèå òðàåêòî�ðèè èç îêðåñòíîñòè óñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðàçèÿ ñåä�ëîâîé òî÷êè O äî ñåäëîâîãî öèêëà L1 ñîîòâåòñòâóåòó÷àñòêó 2 (ðèñ. 8, ñì. òàêæå ðèñ. 1). Íà ýòîé ÷àñòèïóòè �ëóêòóàöèîííàÿ ñèëà ïîâòîðÿåò òðàåêòîðèþêîîðäèíàòû q3 ñèñòåìû è ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ñèëà èòðàåêòîðèÿ ñèñòåìû ñ�àçèðîâàíû. Òðàåêòîðèè âû�õîäà íà âòîðîì ó÷àñòêå �îðìèðóþò øèðîêèé ïó÷îê(ðèñ. 5à è 6à) âîêðóã íåêîòîðîãî íàèáîëåå âåðîÿò�íîãî ïóòè âûõîäà. Äàííûé �àêò ñâÿçàí ñî ñëåäóþ�ùèì. Òðàåêòîðèè ïîäõîäÿò ê òî÷êå A óçêèì ïó÷êîì,965
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�èñ. 7. Óñðåäíåííûå �ëóêòóàöèîííûå ñèëû p3(t;A) (à) è p3(t;B) (á) � æèðíîé ëèíèåé ïîêàçàíû �ëóêòóàöèîííûåñèëû, ïðîïóùåííûå ÷åðåç íèçêî÷àñòîòíûé �èëüòð ñ íóëü-�àçîâîé õàðàêòåðèñòèêîé, à òàêæå äèñïåðñèè ðàñïðåäå-ëåíèé ph(q1; t) (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ) è ph(q3; t) (øòðèõîâàÿ ëèíèÿ), ïîëó÷åííûå äëÿ õàðàêòåðíûõ òî÷åê A (â) è B (ã).Îòìåòèì, ÷òî äèñïåðñèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ph(q2; t) âåäåò ñåáÿ ïîäîáíî äèñïåðñèè ðàñïðåäåëåíèÿ ph(q1; t) è ïîýòîìóíà ðèñóíêå íå ïîêàçàíà. Îñè àáñöèññ íà âñåõ ðèñóíêàõ íîðìèðîâàíû íà âåëè÷èíó øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ h = 2�=200.Íóëåâûå ìîìåíòû âðåìåíè ðèñ. 7à, â, 7á è 7ã ÿâëÿþòñÿ ðàçëè÷íûìè
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�èñ. 8. Òèïè÷íàÿ òðàåêòîðèÿ âûõîäà, ïîëó÷åííàÿïðè ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè ñèñòåìû (1). �îðè-çîíòàëüíûìè øòðèõïóíêòèðíûìè ëèíèÿìè ïîêàçà-íû ãðàíèöû öèêëà L1. Îñü àáñöèññ íîðìèðîâàíà íàâåëè÷èíó h = 2�=200. Ââåðõó ðèñóíêà ïðèâåäåíàóñðåäíåííàÿ �ëóêòóàöèîííàÿ ñèëà

îäíàêî ïó÷îê èìååò êîíå÷íóþ òîëùèíó. Â îêðåñòíî�ñòè ìíîãîîáðàçèé òî÷êè O, êàê óæå îòìå÷àëîñü âû�øå, èìååòñÿ ÷óâñòâèòåëüíîñòü ê ìàëåéøèì îòêëîíå�íèÿì è â îòñóòñòâèå îïðåäåëåííîé �ëóêòóàöèîííîéñèëû òðàåêòîðèè ðàñõîäÿòñÿ øèðîêèì âååðîì (ñì.ðèñ. 5á). Ïîä äåéñòâèåì �ëóêòóàöèé øèðèíà ïó÷êàçíà÷èòåëüíî óìåíüøàåòñÿ, íî îíà îñòàåòñÿ íàìíîãîøèðå, ÷åì ðàçìåð ïó÷êà â îêðåñòíîñòè òî÷êè A. Òà�êèì îáðàçîì, �ëóêòóàöèîííàÿ ñèëà íà÷èíàåò äåé�ñòâîâàòü ïîñëå ïðîõîæäåíèÿ òðàåêòîðèÿìè òî÷êè A(ó÷àñòêà 1).Íà ó÷àñòêå 3 òðàåêòîðèÿ âûõîäà äâèæåòñÿ ïîíåóñòîé÷èâîìó ìíîãîîáðàçèþ ñåäëîâîãî öèêëà L1 èïåðåñåêàåò öèêë L1. Òðàåêòîðèÿ âûõîäà è �ëóêòóà�öèîííàÿ ñèëà íàõîäÿòñÿ â ïðîòèâî�àçå, à ñàìà ñèëàèìååò ÿðêî âûðàæåííûé êîëåáàòåëüíûé õàðàêòåð,ïðè÷åì åå ïåðèîä áëèçîê ê ïåðèîäó êîëåáàíèé ñè�ñòåìû (ðèñ. 7ã). Âèäíî òàêæå, ÷òî �ëóêòóàöèîííàÿ966



ÆÝÒÔ, òîì 121, âûï. 4, 2002 Ôëóêòóàöèîííûé âûõîä èç êâàçèãèïåðáîëè÷åñêîãî àòòðàêòîðà : : :ñèëà äîëãî íå îáðàùàåòñÿ â íóëü. Êîëåáàòåëüíûéõàðàêòåð è áîëüøóþ äëèòåëüíîñòü �ëóêòóàöèîí�íîé ñèëû ìîæíî îáúÿñíèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âîòñóòñòâèå �ëóêòóàöèé òðàåêòîðèè ñèñòåìû î÷åíüìåäëåííî óõîäÿò îò ñåäëîâîãî öèêëà ïî íåóñòîé�÷èâîìó ìíîãîîáðàçèþ, ïîñêîëüêó ñîîòâåòñòâóþùèéìóëüòèïëèêàòîð íåíàìíîãî áîëüøå åäèíèöû. Â ýòîìñëó÷àå �ëóêòóàöèîííàÿ ñèëà ìîæåò ñîâåðøàòü ñëà�áûå òîë÷êè â òå÷åíèå äëèòåëüíîãî èíòåðâàëà âðåìå�íè ïî íàïðàâëåíèþ ê ñåäëîâîìó öèêëó ïðîòèâ íà�ïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ òðàåêòîðèè ïî íåóñòîé÷èâîìóìíîãîîáðàçèþ. Ïîñëå òîãî êàê òðàåêòîðèÿ ïåðåñåêà�åò öèêë, îíà òàê æå ìåäëåííî ðåëàêñèðóåò ê ïîëî�æåíèþ ðàâíîâåñèÿ P1.Áîëüøàÿ ïðîäîëæèòåëüíîñòü ó÷àñòêà 3 òðàåêòî�ðèè âûõîäà ïîçâîëÿåò ñäåëàòü âûâîä îá îòñóòñòâèèæåñòêîé âçàèìîñâÿçè ìåæäó ýòèì ó÷àñòêîì è ïðåäû�äóùèìè äâóìÿ. Ïîýòîìó ïðîöåññ âûõîäà ìîæíî ðàç�áèòü íà äâà íåçàâèñèìûõ ýòàïà: âûáðîñ òðàåêòîðèèâ îêðåñòíîñòü ñåäëîâîãî öèêëà L1 è åãî ïåðåñå÷åíèå.5. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅÒàêèì îáðàçîì, òðàåêòîðèÿ âûõîäà ÿâëÿåòñÿåäèíñòâåííîé è ëåæèò íà ìíîãîîáðàçèÿõ ñèñòå�ìû (1), ïðèíàäëåæàùèõ õàîòè÷åñêîìó àòòðàêòîðóËîðåíöà. �îëü �ëóêòóàöèé çàêëþ÷àåòñÿ, âî-ïåðâûõ,â äîñòàâêå òðàåêòîðèè ñèñòåìû â ðåäêî ïîñåùàåìóþîáëàñòü àòòðàêòîðà, âî-âòîðûõ, â èíäóöèðîâàíèè ïå�ðåñå÷åíèÿ ñåäëîâîãî öèêëà � òðàåêòîðèÿ âûõîäà ëå�æèò íà íåóñòîé÷èâîì ìíîãîîáðàçèè ñåäëîâîãî öèê�ëà. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîêàçûâàþò, ÷òî íàèáî�ëåå âåðîÿòíóþ òðàåêòîðèþ âûõîäà ìîæíî ðàçáèòüíà òðè ó÷àñòêà (ðèñ. 8). Äâèæåíèå íà ïåðâîì ó÷àñò�êå ÿâëÿåòñÿ ïîëíîñòüþ äåòåðìèíèðîâàííûì, à ïóòüòðàåêòîðèè íà âòîðîì è òðåòüåì ó÷àñòêàõ îïðåäåëÿ�åòñÿ îòëè÷íîé îò íóëÿ �ëóêòóàöèîííîé ñèëîé. Ïî�ýòîìó âåðîÿòíîñòü âûõîäà èç õàîòè÷åñêîãî àòòðàê�òîðà ìîæåò áûòü íàéäåíà êàê ïðîèçâåäåíèå âåðî�ÿòíîñòåé ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïåðåõîäîâ, �1, �2 è �3,ãäå �1 � âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ õàîòè÷åñêîé òðà�åêòîðèè â îêðåñòíîñòü òî÷êè S â îòñóòñòâèå øóìà,�2 � âåðîÿòíîñòü âûáðîñà òðàåêòîðèè èç îêðåñòíî�ñòè òî÷êè A â îêðåñòíîñòü ñåäëîâîãî öèêëà L1, �3 �âåðîÿòíîñòü ïåðåñå÷åíèÿ ñåäëîâîãî öèêëà L1.Âåðîÿòíîñòè �1 è �2 ìîæíî îöåíèòü òåîðåòè÷å�ñêè íà îñíîâå ïîñòðîåíèÿ âåðîÿòíîñòíîé ìåðû êâà�çèãèïåðáîëè÷åñêîãî àòòðàêòîðà ïî ìåòîäèêå ðàáîòû[11℄, íî ñ ó÷åòîì êîíå÷íîé âåëè÷èíû øóìîâîé èíòåí�ñèâíîñòè. Îòìåòèì, ÷òî òîëüêî òå òðàåêòîðèè èìåþòêîíå÷íóþ âåðîÿòíîñòü âûõîäà çà ïðåäåëû àòòðàêòî�

ðà Ëîðåíöà, êîòîðûå ïîïàäàþò â íåêîòîðóþ ìàëóþîêðåñòíîñòü öèêëà L1. Ïîýòîìó îöåíêà âåðîÿòíîñòè�2 ñâÿçàíà ñ ðåøåíèåì çàäà÷è î ïîïàäàíèè òðàåêòî�ðèè â çàäàííóþ îáëàñòü ïðè äâèæåíèè âäîëü ïîòîêàâåêòîðíîãî ïîëÿ çà êîíå÷íûé èíòåðâàë âðåìåíè. Âå�ðîÿòíîñòü �1 ñ âûñîêîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè ìîæåòáûòü îöåíåíà íà îñíîâå âåðîÿòíîñòíîé ìåðû àòòðàê�òîðà â îòñóòñòâèå øóìà, ïîñêîëüêó øóì íà ïåðâîìó÷àñòêå èíäóöèðóåò ëèøü äè��óçèîííîå äâèæåíèåâîêðóã äåòåðìèíèðîâàííîé òðàåêòîðèè (ñì. ðèñ. 5à).Âåðîÿòíîñòü �3 îïðåäåëÿåòñÿ äèíàìèêîé �ëóê�òóàöèé íà äâóìåðíîì íåóñòîé÷èâîì ìíîãîîáðàçèèñåäëîâîãî öèêëà L1. Îöåíêà �3 ñâÿçàíà ñ ðåøåíè�åì çàäà÷è, ïîäîáíîé çàäà÷å î �ëóêòóàöèîííîì ïå�ðåñå÷åíèè íåóñòîé÷èâîãî öèêëà â îáëàñòü ïðèòÿæå�íèÿ íåïîäâèæíîé òî÷êè â ãåíåðàòîðå Âàí-äåð-Ïîëÿñ æåñòêèì âîçáóæäåíèåì. Äâèæåíèå òðàåêòîðèè âîêðåñòíîñòè ñåäëîâîãî öèêëà (ñì. ðèñ. 8) íàïîìèíà�åò êîëåáàíèÿ îñöèëëÿòîðà ñ ìåäëåííî ìåíÿþùåéñÿàìïëèòóäîé. Â îòñóòñòâèå �ëóêòóàöèé àìïëèòóäàêîëåáàíèé íàðàñòàåò, è ðîëü �ëóêòóàöèé ñîñòîèò âòîì, ÷òîáû ïðåîäîëåòü ìåäëåííûé ðîñò àìïëèòóäûè ïåðåñå÷ü ñåäëîâîé öèêë.Êàê âèäíî, îöåíêà êàæäîé èç âåðîÿòíîñòåé (�1,�2, �3) ÿâëÿåòñÿ ñåðüåçíîé îòäåëüíîé çàäà÷åé, òðå�áóþùåé äîïîëíèòåëüíîãî òåîðåòè÷åñêîãî è ýêñïåðè�ìåíòàëüíîãî èçó÷åíèÿ.�àçëè÷íà ðîëü øóìà íà êàæäîì èç ó÷àñòêîââûõîäà. Êàê óæå óïîìèíàëîñü âûøå, â îòñóòñòâèå�ëóêòóàöèé âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ òðàåêòîðèè âìàëóþ îêðåñòíîñòü ñåïàðàòðèñ, è, ñëåäîâàòåëüíî,ñåäëîâîãî öèêëà ìàëà, íî îòëè÷íà îò íóëÿ, ò. å. òåî-ðåòè÷åñêè ïåðâûé è âòîðîé ó÷àñòêè ìîãóò íàáëþ�äàòüñÿ è â ñèñòåìå áåç øóìà: ýòî äâèæåíèå ñèñòå�ìû ïî òðàåêòîðèÿì T1 è T2 (ñì. ðèñ. 2). Ïðè íà�ëè÷èè øóìà äâèæåíèå äîëæíî ïðîèñõîäèòü â íåêî�òîðîé òðóáå, îáðàçîâàííîé âîêðóã ýòèõ òðàåêòîðèé.Êàê ïîêàçûâàþò èññëåäîâàíèÿ, íà ïåðâîì ó÷àñòêå(ðèñ. 8) òðàåêòîðèè âûõîäà äåéñòâèòåëüíî èäóò âìàëîé îêðåñòíîñòè òðàåêòîðèé T1 è T2. Íà âòîðîìó÷àñòêå � ïîñëå òî÷êè A (ñì. ðèñ. 2 è ðèñ. 5) íà�áëþäàåòñÿ ñëåäóþùåå: ïîñêîëüêó øóìîâûå òðàåêòî�ðèè âûõîäà îòëè÷íû îò T1 è T2, òðàåêòîðèè âûõîäàñòðåìÿòñÿ óéòè îò íèõ, îäíàêî ïîä äåéñòâèåì íåêîòî�ðîé �ëóêòóàöèîííîé ñèëû îñòàþòñÿ â îêðåñòíîñòèóñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðàçèÿ W s è ñåïàðàòðèñû �2.Äðóãèìè ñëîâàìè, �ëóêòóàöèè óäåðæèâàþò òðàåê�òîðèè â îêðåñòíîñòè ìíîãîîáðàçèé ñåäëîâîé òî÷êèO. Íà òðåòüåì ó÷àñòêå èìåííî ïîä äåéñòâèåì �ëóê�òóàöèé ñîâåðøàåòñÿ âûõîä çà ãðàíèöó ïðèòÿæåíèÿõàîòè÷åñêîãî àòòðàêòîðà.Êàê áûëî îòìå÷åíî, ýêñïåðèìåíòàëüíûé ïîäõîä,967



Â. Ñ. Àíèùåíêî, Ä. �. Ëó÷èíñêèé, Ï. Â. Å. Ìàêêëèíòîê è äð. ÆÝÒÔ, òîì 121, âûï. 4, 2002îñíîâàííûé íà èññëåäîâàíèè ïðåäûñòîðèè �ëóêòóà-öèé, ïðèìåíÿëñÿ â [1, 20℄ äëÿ èçó÷åíèÿ ïðîáëåìû�ëóêòóàöèîííîãî âûõîäà èç íåãèïåðáîëè÷åñêîãî õà�îòè÷åñêîãî àòòðàêòîðà â âîçáóæäàåìîì ïåðèîäè÷å�ñêèì ñèãíàëîì íåëèíåéíîì îñöèëëÿòîðå. Â ýòèõ ðà�áîòàõ çàäà÷à áûëà ðåøåíà â ðàìêàõ ãàìèëüòîíî�âà �îðìàëèçìà áåç ïåðå�îðìóëèðîâêè ãðàíè÷íûõóñëîâèé, êîòîðóþ ìû îñóùåñòâèëè äëÿ êâàçèãèïåð�áîëè÷åñêîãî õàîòè÷åñêîãî àòòðàêòîðà ïóòåì ââåäå�íèÿ êîíå÷íîãî âðåìåíè ïåðåõîäà. Â [1, 20℄ ïîêàçàíî,÷òî âûõîä èç íåãèïåðáîëè÷åñêîãî àòòðàêòîðà îñóùå�ñòâëÿåòñÿ ïóòåì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïåðåõîäîâ ìåæ�äó ñåäëîâûìè öèêëàìè, è äëÿ äîñòàâêè òðàåêòîðèèê öèêëó, ñ êîòîðîãî íà÷èíàåòñÿ âûõîä, íå òðåáóåò�ñÿ äîïîëíèòåëüíîé ñèëû. Äëÿ êâàçèãèïåðáîëè÷åñêî�ãî àòòðàêòîðà, ðàññìîòðåííîãî â äàííîé ñòàòüå, ñè�òóàöèÿ ïðèíöèïèàëüíî èíàÿ: â ïðîöåññå âûõîäà íåó÷àñòâóþò ñåäëîâûå öèêëû, âñòðîåííûå â àòòðàê�òîð, è òðåáóåòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ �ëóêòóàöèîííàÿñèëà, ÷òîáû âûáðîñèòü õàîòè÷åñêóþ òðàåêòîðèþ âðåäêî ïîñåùàåìóþ îáëàñòü àòòðàêòîðà. Òàêèì îáðà�çîì, äèíàìèêà �ëóêòóàöèîííîãî âûõîäà ñóùåñòâåí�íî çàâèñèò îò òèïà õàîòè÷åñêîãî àòòðàêòîðà.Ïðîâåäåííûé àíàëèç ïîêàçàë, ÷òî ïîâåäåíèå òðà�åêòîðèè âûõîäà èç áàññåéíà ïðèòÿæåíèÿ êâàçèãè�ïåðáîëè÷åñêîãî õàîòè÷åñêîãî àòòðàêòîðà ïîëíîñòüþîïðåäåëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèÿìè ñåäëîâîé òî÷êè O âíà÷àëå êîîðäèíàò è íåóñòîé÷èâûì ìíîãîîáðàçèåìñåäëîâîãî öèêëà L1. Ïîýòîìó çàäà÷à âûõîäà èç õàî-òè÷åñêîãî àòòðàêòîðà ìîæåò áûòü ïåðå�îðìóëèðî�âàíà â çàäà÷ó î äâèæåíèè òðàåêòîðèè ïî îäíî- èäâóìåðíûì ìíîãîîáðàçèÿì â ïðèñóòñòâèè �ëóêòóà�öèé. Äðóãèìè ñëîâàìè, äëÿ ïîëó÷åíèÿ áîëåå äåòàëü�íîé êàðòèíû âûõîäà èç àòòðàêòîðà òðåõìåðíîé ñè�ñòåìû íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü àíàëîãè÷íóþ çàäà÷óâ ñèñòåìàõ ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè.Â ðàçä. 3 îòìå÷åíî, ÷òî èññëåäîâàíèÿ áîëüøèõîòêëîíåíèé îò õàîòè÷åñêîãî àòòðàêòîðà âàæíû ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ è ñâÿçàíû ñ âîïðîñîìîá óñòîé÷èâîñòè àòòðàêòîðà â ïðèñóòñòâèè �ëóê�òóàöèé, à òàêæå ñ ðåøåíèåì ïðîáëåìû óïðàâëåíèÿäèíàìèêîé ñèñòåìû. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ñ òî÷�êè çðåíèÿ ïðèëîæåíèé ê ðåàëüíûì ñèñòåìàì, îïè�ñûâàåìûì ìîäåëüþ Ëîðåíöà, îçíà÷àþò ñëåäóþùèå.Âî-ïåðâûõ, õàîòè÷åñêèé ðåæèì, êîòîðîìó ñîîòâåò�ñòâóåò êâàçèãèïåðáîëè÷åñêèé àòòðàêòîð, ÿâëÿåòñÿóñòîé÷èâûì ê íàëè÷èþ �ëóêòóàöèé. Âî-âòîðûõ, èí�äóöèðîâàííûå øóìîì îòêëîíåíèÿ îò õàîòè÷åñêîãîðåæèìà ñèñòåìû, ò. å. áîëüøèå �ëóêòóàöèè, ÿâëÿ�þòñÿ êðàéíå ðåäêèìè ñîáûòèÿìè, ïîñêîëüêó îíèñâÿçàíû ñ ïîñåùåíèåì òðàåêòîðèåé ýêñïîíåíöèàëü�íî ìàëîâåðîÿòíûõ îáëàñòåé �àçîâîãî ïðîñòðàíñòâà.

Â-òðåòüèõ, óïðàâëåíèå äèíàìèêîé ñèñòåìû äëÿ ïåðå�âîäà åå èç õàîòè÷åñêîãî ðåæèìà ðåàëèçóåòñÿ ñ ïîìî�ùüþ âîçäåéñòâèÿ îïðåäåëåííîé �îðìû (ñì. ðèñ. 8) âòîò ïðîìåæóòîê âðåìåíè, êîãäà ñèñòåìà íàõîäèòñÿ âìàëîé îêðåñòíîñòè ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ O. Äðóãè�ìè ñëîâàìè, äëÿ ðåàëèçàöèè èëè ïîäàâëåíèÿ ïåðåõî�äîâ èç õàîòè÷åñêîãî ðåæèìà â äðóãîé ðåæèì íåîáõî�äèìî ñëåäèòü çà ïîâåäåíèåì ñèñòåìû â ìàëîé îáëà�ñòè çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ ñèñòåìû. Ïîñëåäíèé �àêòçíà÷èòåëüíî óïðîùàåò ïðîöåäóðó óïðàâëåíèÿ.Â çàêëþ÷åíèå åùå ðàç îòìåòèì, ÷òî èññëåäîâà�íèå èíäóöèðîâàííîãî øóìîì âûõîäà èç êâàçèãèïåð�áîëè÷åñêîãî àòòðàêòîðà áûëî ïðîâåäåíî â ðàìêàõòåîðèè áîëüøèõ �ëóêòóàöèé íà îñíîâå ýêñïåðèìåí�òàëüíîãî àíàëèçà ïðåäûñòîðèè �ëóêòóàöèé [37℄,ïðè÷åì â äàííîé ðàáîòå ìû ðàñøèðèëè ýêñïåðè�ìåíòàëüíûé ïîäõîä [37℄ äëÿ èçó÷åíèÿ äâèæåíèÿ ïîñàìîìó àòòðàêòîðó.Àâòîðû âûðàæàþò áëàãîäàðíîñòü Ì. È. Äûêìà�íó è Â. Í. Ñìåëÿíñêîìó çà ïîñòîÿííîå âíèìàíèå èöåííîå îáñóæäåíèå íàøèõ ðàáîò. �àáîòà ïîääåðæà�íà �îíäîì INTAS (ãðàíò �01-867) è ñòàëà ÷àñòè÷íîâîçìîæíîé áëàãîäàðÿ ãðàíòó �îíäà ÑØÀ ïîääåðæ�êè ãðàæäàíñêèõ èññëåäîâàíèé è �óíäàìåíòàëüíûõðàçðàáîòîê äëÿ ñòðàí áûâøåãî Ñîâåòñêîãî Ñîþçà(�REC-006). ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. Ä. �. Ëó÷èíñêèé, È. À. Õîâàíîâ, Ïèñüìà â ÆÝÒÔ69, 782 (1999).2. E. N. Lorenz, J. Atmos. Si. 20, 130 (1963).3. B. Salzman, J. Atmos. Si. 19, 329 (1962).4. H. Haken, Phys. Lett. A 53, 77 (1975).5. À. Í. Îðàåâñêèé, Â. Þ. Òîðîíîâ, ÊÝ 16, 2063(1989).6. C. O. Weiss, U. Hubner, N. B. Abraham, and D. Tang,Infrared. Phys. Tehnol. 36, 489 (1995).7. Â. Ñ. Àíèùåíêî, Ò. Å. Âàäèâàñîâà, Â. Â. Àñòàõîâ,â ñá. Íåëèíåéíàÿ äèíàìèêà õàîòè÷åñêèõ è ñòîõà�ñòè÷åñêèõ ñèñòåì. Ôóíäàìåíòàëüíûå îñíîâû è èç�áðàííûå ïðîáëåìû, ïîä ðåä. Â. Ñ. Àíèùåíêî, Èçä-âîÑàðàòîâñêîãî óí-òà, Ñàðàòîâ (1999), ñ. 1.8. C. Sparrow, The Lorenz Equations: Bifurations,Chaos and Strange Attrators, Springer, New-York(1982), p. 1.968
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